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I. — DETERMINACION DE LA INTEGRAL PARTICULAR DE
LA ECUACION LINEAL NO HOMOGENEA POR EL ME-
TODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES.

Supongamos que ,
Vi=— 01X1 + CQXQ —i—. .. + Can (1"1)

sea la solucidon general de la ecuacién lineal homogénea o incompleta,
de coeficientes constantes, -

¢ (D) y =0 (1-2)
solucion que como es sabido contiene tantas constantes arbitrarias
como sea el orden de (1-2) y en la cual las X; i= 1, 2, o e L

son funciones definidas de x y linealmente independientes.

El método, desarrollado por Lagrange, consiste en substituir
las constantes C; de (1-1) por funciones U, de X, que denominaremos
respectivamente U,, U, ....U,, tales que

y = UX; + UX, +....4+ U.X, (1-3)
v sus derivadas hasta la de orden n, satisfagan a la ecuacién
¢(D)y = Dy + A,D"—1y. + A, D2y L. . An—;Dy + Any
—f(x) (1-4)
lo que dicho en otros términos equivale a que la funcién (1-3), ca-

rente de constantes, sea la integral particular de (1-4).

Tal como se ha enunciado el problema hay n funciones incégni-
tas U;(x) y como condicién tnica que satisfagan a (1-4), pero las
n—1 derivadas de (1—3) permiten establecer otras tantas condi-
ciones, si a cada derivacién y antes de obtener la de orden inmedia-
tamente superior, imponemos a las funciones U; una restriceién como
seindica en la tabulacién que sigue:
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FORMA SIMPLIFICADA DE LAS DERIVADAS DE (1—3)

y’ — 12 +U2X:’ + et —I—Uan' (1-51)
y’" ::U]X]H —|—U-_;X~_g” + o ae +Uan” (1-5_:)
y"’=U1X,”’—|—U3X._:’”+. ok —*—Uan’" (1_53)
yn—t_:U]Xlu—]+U2X2u—1+ | _+U“X“n—l (1_511_1)

Si igualamos a cero aquella parte de las derivadas anteriores
que aparece en la siguiente ordenacion.

U{X[ —I-‘U'_[’X;] + e —|—U|1’Xn — O (1'—61)
UI’X']’ —}-U-_JX'_:’ —l— e +U11’X11’ =) (1'6.‘)
U1’X]”—|—UgIX-_DH+ i e s +UannH: 0 (1—*63)
U['XI!“_j"{_U'_:’XQ“—z-i"‘ P —‘—U[],Xl)“_—g: 0 (1-6]1—1)

con lo cual la derivada de orden n de (1—3) es

ylle1X11l+U2X211+ a5 +UHX13+U1'X1|—I +U21X2n——1
—|— A5 e +U11Xn"_] (1——5n)

Ahora, si a la funciéon (1—3) y sus derivadas, segun la orde-
racién (1—5;), las multiplicamos respectivamente por Ky’ Al -+
A, v sumamos por columnas, se obtiene:

¢ (D)y=U,¢ (D)X, +Us6(D) Xo+. .. .+ Ungp (D) X4+ Uy X!

SRR R n k=S (X
ecuacion que se reduce a

TG =L Wr Xatt=t oy o UK — 1(x) (1—6,)
ya que por hipétesis cada X; es una soluciéon de (1—2) lo que im-

plica que para toda X;, ¢(D)X;=0.

Como todas las X, nos son conocidas, podemos calcular sus de-
rivadas hasta la de orden n, con lo cual podremos resolver el sistema
de ecuaciones (1—86;) obteniendo asi las derivadas de las funciones

U,
UII == lpl (X): U,E = wﬂ(x)s- e U’n == ¢1\(X)
que integradas y substituidas en (1—3) dan como solucion general
de (1—4).
y = Xi[Cy 4 fyn(x)dx] 4 Xo[Co + fyu(x)dx] +4....
—- Xn[cn - Sl!!n(x) dx]
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pero evidentemente en el resultado anterior puede prescindirse de las
constantes de integracién C;, ya que partimos del supuesto de que
la funcién complementaria (1—1) nos era conocida.

Para comparar este método con el que en parrafo siguiente
desarrolla el autor de este opusculo, vamos a resolver la ecuacién:

¢(D)y = (D—a) (D—b) (D—c) (D—d)y — f(x)
cuya funcién complementaria es:
y = Cie™ + Coe®™ + Cyees 4 Cyeix
resultado que nos permite eseribir:

y = U;e™ 4 Useb® 4 Ugeex + U,ex

El sistema de ecuaciones (1—6;) es para este caso,
Ue™ 4 Ule™ +  Uless +  Ulgets — ()
alU’ e |- bU%e™ + cU%e™ + dU%e™ — 0
a*U%e™ - b2U%webs + c2Ulgec™ + d2U’%ed = 0
a’lU’e®s 4 b3U’se* + U e + d3U%ed = f(x)

0 ers (s enx VDR T 1 i |
Qrcs _biebs —cleczad e O =abi el d
0 b'_!ehx clecx d:,’ellx 0 b:.' CE d2
f (X) b!!ehx C.‘!ec.\: d:'}edx f (x) b'd 03 d3
e == @t ——
e gl egs | LSl = Tegte]
282 brehx o eer d el aF= ShiSered
qZe?x hlgbx e2pex (2@dx a2 b2 ¢2 (2
a.‘le:lx b:ieh.\' Cfiec:( d3edx a-’l b3 c:i d3

que después de simplificar los productos comunes a los determinan-
tes del numerador, nos da:

e—:l.\'f(x) 1
17— R U —1C 1 fe—f (x) dx
(a-b) (a-c) (a-d) (a-b) (a-c) (a-d)
y por permutacién de a con las demés letras:
gt (x) 1
U, = & UA_I“:CQ—i— fe_““f (X)dx

(b-a) (b-c) (b=d) (b-a) (b-c) (b-d)
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e~ f(x) 1
tae— L Uy=0Cs+ fe—of (x) dx
(c-a) (c-b) (c-d) (c-a) (c-b) (c-d)
e="=f(x) i
0 — L Ua=Cs+ fe—9sf(x)dx
(d-a) (d-b) (d-c) (d-a) (d-b) (d-e)
Como puede observarse no es aplicable cuando la ecuacion tie-
ne raices repetidas, por ejemplo a — b, ya que en tal caso las

X, no serian, como fue supuesto, linealmente independientes.

Il. — DETERMINACION DE LA INTEGRAL PARTICULAR DE
LA ECUACION LINEAL NO HOMOGENEA MEDIANTE
LA APLICACION DEL OPERADOR DIFERENCIAL A
LA FUNCION QUE RESULTA AL SUBSTITUIR POR
VARIABLES A LAS CONSTANTES DE LA ECUACION
AUXILIAR.

1. PRIMER CASO. Todas las raices de la ecuacion auziliar
son diferentes.

Supcngamos que la ecuacién sea de cuarto orden y que sean

;a, b, ¢, d, las raices de la ecuaciéon aux:liar. La integral particular
que buscamos es entonces la de la ecuacion

(D-a) (D-b) (D-¢) (D-d)y = f(x)

" la cual como sabemos tiene por funcion complementaria a

T — Cle:lx + C-_-e“‘ —|— C;J,e‘.x + 048‘”

El problema se reduce a encontrar cuatro funciones de x, que
llamaremos t, u, v, z, tales que

y = te™ 4 ueb* 4 ve™* 4 ze™ (2-1)

verifique la ecuacion
¢(D)y = £(x)

Recordemos el teorema mediante el cual se puede permutar el
operador ¢ (D) con la exponencial ek~ a saber,

(D) Xe* = e*¢(D 4+ K)X

v apliqguémosla después de operar con (D-d) sobre la (2-1), hacién-
dolo distributivamente sobre el miembro del lado derecho. Obtene-
mos asi:
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(D-d)y = (D—d)te“—[—(D—d)ue‘“-{-(D—d)ve‘-‘-‘—|—'(D d) zelx

(D-d)y = e**(D4-a-d)t+e>(DLb- d) u+e(D4-c-d) v4-eDZ
ecuacion que simplificamos a

(D-d)y = (a-d)te+ (b-d) ueb* - (e—d) ves

si a las funciones t, u, v, z, les imponemos como primera condi-
cion que

e*Dt+4et*Du+-e*Dv4-e*Dz — 0 (2-2)
Procediendo en forma aniloga al actuar sucesivamente con los
operadores (D-c), (D-b), y (D-a), obtenemos:
(D—c) (D-d)y = (a-c) (a-d)e*t- (b-c) (b-d)e"u
si fijamos como segunda restriccion que
(a—d) e*Dt - (b-d) e**Du+ (c-d) eDv — 0 (2-3)
y finalmente, [
(D-b) (D-c) (D-d)y = (a-b) (a-c) (a-d)esxt

si como ultima condicién que deba ser satisfecha por las vauablea
exigimos que

(a—c) (a-d)e™Dt- (b—c) (b-d)e™Du — 0 (2-4)

finalmente, segin la hipétesis,

¢(D)y = (D-a) (D-b) (D-c) (D-d)y = (a-b) (a—c) (a-d)
(D-a)emt = £ (x)

= (a-b) (a-c) (a-d)eDt = f (x) (2-5)
la que resuelta para t, teniendo en cuenta que el operador D—! im-
plica una integracién, nos da

1
t = fe—uf (x) dx (2-52)
(a-b) (a-c) (a-d) :

Como los operadores gozan de la propiedad conmutativa, el pro-
ceso anterior hubiéramos podido efectuarlo siguiendo una cualquie-
ra de las siguientes ordenaciones:

(D-a) (D-b) (D-c¢) (D-d)y = (D-b) (D-a) (D-c) (D-d)y =
(D-c) (D-a) (D-b) (D-d)y = (D-d) (D-a) (D-b) (D-c)y

bastara entonces permutar la letra a, con cada una de las demaés b,
¢, d, para obtener respectivamente las soluciones de u, v y z.
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1
bE— fe—f (x)dx (2~6b)
(b-a) (b-c)| (b-d)
1
vV = fe—f(x)dx (2-5c)
(c-a) (c-b) (c-d)
1
i — fe—9f (x)dx (2-5d)

(d-a) (d-b) (d-c)

valores de t, u, v, z, que llevados a (1-1) nos dan la solucion

e:l.\: ebx
T fe—f (x)dx+ fe—xf (x) dx
(a-b) (a—c) (a-d) (b-a) (b-c) (b-d)
ecx e:lx
Tz Je—of(x)dx+ fe—daxf (x) dx
(c-a). (c-b) (c-d) (d-a) (d-b) (d-c)

(2-6)

Como ha podido apreciarse, la diferencia entre el procedimien-
to seguido y el método tradicional de variacion de las constantes, es-
‘triba en que con cada derivacién se elimina una de las variables in-
cognitas sin tener que entrar a resolver el sistema de ecuaciones
resultante de la ecuacién condiciéon ¢(D)y = f(x) y de las n-1 con-

diciones supletorias impuestas a las variables.

El principio de induccién matematica nos permite escribir de
inmediato la solucion de la integral particular de una ecuacion li-
neal homogénea, de cualquier orden, siempre que las raices de su
ecuacién auxiliar sean diferentes. Asi, para una ecuacién de quinto
orden cuya ecuacién auxiliar tenga, ademés de las supuestas, a g co-
mo quinta raiz, bastard modificar los denominadores de cada uno
de los términos del resultado (2-6) agregando un nuevo factor que
contenga a la nueva raiz como sustraendo y adicionar a (2-6) un
nuevo término cuyo denominador esté constituido por los produc-
tos de las diferencias entre la nueva raiz y las restantes. Para una
ecuacion de tercer orden se procedera a suprimir el ultimo térmi-
no de (2-6) y en los denominadores de los términos restantes se
suprimira el factor que contenga a la raiz d.

Finalmente, si las raices a y b de la ecuacion auxiliar son com-
plejas, bastara efectuar las substituciones a = «-8i; b = « - i, pa-
ra obtener la soluciéon en este caso.



DYNA | 23

Es interesante comprobar que el resultado obtenido satisface a

las restricciones impuestas a las funciones t, u, v, z, seglin las ecua-
ciones (2-2), (2-3), (2-4), y (2-5).

et’ | e u’ 4 ecxv;—%e"-‘z’ =0
(a—d) et + (b-d) e’™u’4 (c-d) e=xv’ =
(a—c¢) (a-d)e"*t'4 (b-c) (b-d)e"™u’ =
(a-b) (a—c) (a-d)ext’ —f (%)
que resolviendo para Dt — t’ nos da:
f(x) 0 0 0
0 (b—ec)(b-d)e* 0 0
0 (b-d)eb™ (c-d)ex 0
0 eha e gax 6=2x1:(x)
D= =
(a-b) (ac) (a-d)e™ 0 D~ i AGR VS aad)
(a—c) (a—d)e*™ (b-¢) (b-d)e’™ 0 0
(a—c)e™™ (b—d) e"*(c-d) ex 0
eux @b acx ens

resultado idéntico al obtenido anteriormente.

III. — SEGUNDO CASO. LA ECUACION AUXILIAR TIENE
UNA RAIZ UNICA

Supongamos como antes una ecuacion de cuarto orden cuya raiz
Unica sea a. La ecuacion diferencial para este caso es:

(D-a)ty = f(x)
cuya funcién complementaria es como lo sabemos
y = e“"(Cl—I—CgX—i—ng'—’—l—C4X3)
Operando cuatro veces consecutivas con (D-a) y fijando cada

vez una condicién que debe ser satisfecha por las variables t, u, v, z,
obtenemos

y = e™(t 4 ux + vx* 4 zx?%) (3-1)
¢(D)y = (D-a)ty = f(x) (3-2)
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(Dia)y"= (D-a) e™* (t+uxvx*42zx*) = eD (t4ux -4 vx>42zx*).
— e (u+-2xv-+3x°z)

si Dt 4+ xDu + x*Dv + x*Dz = 0 (3-3)

(D-a)3%y = (D-a) e (u+2xv+43x%z) = e*D (u-2xv+43x°z)
— e (2v46xz)

si Du + 2xDv 4 3x?Dz — 0 (3-4)
(D-2a)%y = (D-a)e™(2v4-6xz) = erxD (2v4-6xz)
— 6e"*z
si 2DV o 6xDz — 0 (3-5)
(D-a)ty = 6(D-a)e"z = 6e*Dz (3-6)
y segun (3-2)
6e*Dz — f(x)
1
7z = — fe—f(x)dx
6
de (3-5)
e—2=xi(x)
Dv = — 3xDz := — :
2
1
Vv = — — feuxf(x)dx
2
de (3-4)
1
Du — — 2xDv -— 8x2Dz — — e—*x*f (x)dx
2
1
u — — fe~x*(x)dx
7
finalmente de (3-3)
e—llx
Dt — —=xDu—x?Dv-x*Dz — — — x%f(x)dx
6
1
fie— TR J'e—:lxx:if(x) dx

6
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llevamos a (3-1) los valores de t, u, v, z, obteniendo para la integral
particular:

eit.\‘ Xeﬂx » X'_'ellx
y=—— fe*x3f(x)dx } fezmngfi(sryde— fe—oxxf (x)dx
6 i 2
x.'le:lx
=1 fe=»xf(x)dx (3-T7)

6

El procedimiento anterior es posible abreviarlo, pues observa-
mos que las ecuaciones que hacen referencia a las restricciones im-
puestas podemos escribirlas de inmediato.

-

(3-3) Dt + xDu 4+ x2Dv + x*Dz — 0
(3-4) 0 + Du -+ 2xDv 4 3x2Dz — 0
(3-5) 0 + 0+ 2Dv 4+ 6xDz =0
(3-6) 04+ 04 0 + 6Dz = e—*f(x)

. (3-8)

2

si partiendo de la ecuacién

t + ux 4+ vx* 4+ zx¥ (3-9)

substituimos en ella a las variables t, u, v, y z por sus derivadas v
las acompanamos de un coeficiente que sean las potencias de x en la
(3-9) para la (3-3), de las primeras derivadas de tales potencias
para la (3-4), de las segundas y terceras derivadas de las mismas
para la (3-5) y la (3-6) respectivamente, e igualamos los resultados
a cero para las tres primeras y a e="*f(x) para la ultima. Asi, para
una raiz doble nos bastarian los elementos de (3-8) comunes a las
dos primeras columnas y a las dos primeras lineas, igualando a cero
la primera linea y a e—**f(x) la segunda; y para una raiz triple to-
mariamos los elementos comunes a las tres primeras columnas y a
las tres primeras lineas, e igualariamos a cero las dos primeras li-
neas y a e *f(x) la ultima.

Los dos casos que hemos estudiado nos revelan que siempre
podrd recurrirse a este método, bien sea que la ecuacién auxiliar
tenga o no raices repetidas y cualquiera que sea su orden de mul-
tiplicidad. :

Cuando f(x), el miembro del lado derecho de la ecuaciéon ¢(D)y
— f(x), sea de la forma Ae** y k sea una raiz de la ecuacién auxiliar,
no podra emplearse el método de los coeficientes indeterminados,
va que
¢ (D) Aet* = Ae"¢(K) =0
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Anélogzmente, cuando f(x) = AsenfXx + Bcospgx y una d'e
las rajces de la ecuacién auxiliar es 8i, tampoco podra apelarse al me-
todo de los coeficientes indeterminados, pues también en este caso

se tieme que
#(D) (Asenpgx + Beospx) = 0

El método que acabamos de desarrollar, como facilmente pode-
mos apreciarlo en los resultados (2-6) vy (3-7), nos revela el por
qué en tales casos, la integral particular es de la forma

¥y = Axeks 0 y — Axsengx + Bxsenpx

cuando K 6 2i son raices no repetidas de la ecuacion, y que son de

la forma
y =— Ax" ek* 0 y =— Axr sen8x 4+ Bx" cosgx

o

cuando K 6 3i sean raices de la ecuacién y r su grado de multipli-
cidad.

IV. — METODO ALTERNATIVO PARA EL CASO DE UNA
RAIZ UNICA DE LA ECUACION AUXILIAR.

Sea la ecuacion (D-a)ry — f(x) (4-1)

Cohmo evidentemente y = C;e"* es la mas simple de las solucio-
' nes de la ecmaciéon homogénea ¢(D)y = 0, busquemos una solucion
. de la forma ¥ = te™ que verifique la (4-1). Mediante una sola apli-
cacion del teorema que hemos venido utilizando.

(D-a)" te™ = £ (x)

e>(D 4+ a — a)"t = exDt = f(x) (4-2)
e b—r=te=0 o (o) - —- (dxafdx . . . e {x)dx (4-3)

n integrales

El procedimiento seguido nos muestra que podemos aplicarlo a
la solucion de la ecuacién (D-a)"y =0, pues en este caso (4-2)
se reduce a

eDag—
y siendo e =% 0 para todo valor finito de x, la solucién trivial de
Dot = 0
es que t sea un polinomio en x de grado n-1

wt= C] + ng —|— C:{X.': "%——*— Cnx““l
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Finalmente es posible combinar los métodos uno y tres, como lo
explicamos con el ejemplo siguiente

(D-a)#(D-b) (D-¢) (D-d)y = f(x) (4-4)
hacemos

(D-a) (D-b) (D-¢) (D-d)y = w (4-5)
con lo cual (4-4) queda
(D-a)*w = f(x)
segin (4-3) w = fdx fe—"f(x)dx = F(x)
valor que llevado a (4-5) nos da
(D-a) (D-b) (D-—c) (D-d)w — F(x)
ecuacion cuya integral particular obtenemos de (2-6) substituyendo

a f(x) por F(x).

También podrd apelarse al artificio que acabamos de explicar,
cuando vaya a recurrirse al método de la variacién de las constantes.

V. — ECUACIONES LINEALES DE COEFICIENTES VARIA-
BLES REDUCIBLES A OTRA DE COEFICIENTES CONS-
TANTES.

Pertenecen a este tipo las ecuaciones lineales de Legendre y la
de Cauchy, conocida también como ecuacion lineal de Euler. Se da
el primer nombre a la ecuacion

[Ao(ax + b)"D* + A,(ax + h)a=tRn=t o BOR
+ A,-i(ax 4 b)D 4 A,y = £(x)
v al caso particular para el cual a=1, b =0, con la segunda deno-
minacion.
Estas ecuaciones se transforman a otra lineal, con coeficientes

constantes, mediante un cambio de variable.

Sea ax-+b=—e*6 z=In(ax+}b) y por lo tanto dz/dx =a/(ax-+b)

Empleando Dy en lugar de dy/dx y Dy en lugar de dy/dz,
D =< D, se tiene:

Dy = dy/dx = (dy/dz) (dz/dx) = [a/(ax + b) ]dy/dz =
aDy/(ax -+ b) (6-2)

(ax 4+ b)Dy = aDy (5-3)

d‘é‘rivando a (5-2) con respecto a x
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a d?y dz a’ dy
Dzy —  ——
(ax--b) dz? dx (ax4-b)? dz
a* dz* dz
== = (5-4)
(ax4b)2 \ d*%y dy
. (ax + b)2D2%y =— a*D(D-1)y (5-5)

y por derivacion de (5-4) con respecto a X

a® déy d2y\ dz 2a d“y dy
:D:}y:————-— e e i O e i o e
(ax 4+ b)* dz® dz? /] x (ax +b)?3 dz* dz

a’ d*y 3d3y 2dy
= — - (5-6)
(ax+b)* | dz? dz* dz
. (ax 4 b)*D3¥y = a3D(D-1) (D-2) (5-T)

de los resultados (5-3), (5-5) y (5-7) podemos deducir la ley de
formacion:

(ax 4+ b)"Dry = a"D(D-1) (D-2)....(D-n+1)y (5-8)
| Si llevamos a (5-1) los resultados anteriores obtenemos la ecua-
clon con coeficientes constantes,
fAcatD(D-1) (D-2)....(D-n+41)+4+Aa*=1D(D-1) (D-2)......
(D-n4-2)4-....+A—3a*D(D-1) (D-2) +LA;—»a*D(D-1) |

e’—b
A“ ]D_E_A“]y — f ( __—-) (5*9)

a

tro cambio de variable que da de una manera facil y rapida,
a la ecuacion auxiliar de la transformada de la ecuacién de Legen-
dre, y por consiguiente de la ecuacion de Euler y de Cauchy, se ob-
tiene haciendo

y = (ax+b)"
de la cual se obtiene por derivaciones sucesivas:
Dy =—ar (ax-h)r?
D?y = a’r (r-1) (ax+b) 2
D3y = a’r (r-1) (r-2) (ax-t+b)r—3

D'y —afr (r-1) (r-2)...... (r-n4-1) (ax+b)r—
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valores que llevados a (5-1) nos dan como ecuacién auxiliar para
la ecuacion con segundo miembro igual a cero.

(ax-Lb)r [Aoarr(r-1) (r-2)....(r-n41) LA ar—! (1) (1=2) =
s (rn42) L F A sadr (1) (r-2) A, .alr (r-1) -+
An—Iar+An] e 0 (5—10)

Resultado que habria sido el que hubiéramos obtenido si para
(5-9) ensayamos una solucién de la forma y = e™ pues segln
el teorema

¢(D)e” = e=¢(r)

con lo cual bastaria cambiar a D por r. Ademas si r;, es una de las
raices del polinomio (5-10) tenemos:

S C]el-ly, == C1el']lnmx+hl = Cl(ax—l—b)rl (5_11)

relacion que nos muestra que ambas substituciones conducen a so-
luciones idénticas.

Ejemplo: Resolver:

[(x+1)2*D?*4 (x41)D-17] y = 2In(x+41) +x-1 (a)

para resolver la ecuacién incompleta
[ (x1)*D*4(x4-1)D-1]y = 0 (b)
hacemos y = (x-+1)" de la cual por derivaciones sucesivas obte-
nemos,
Dy = r(x+41)1 (c)
D2y — r(r-1)r—2 (d)

resultados que llebados a (b) dan:
(X+1)r [1.(1!_1) +1‘—1] e (X_l) (r'-!_]_)
o 1 ry — )

raices que segun (5-11) nos dan para la funcion complementaria
de (a)

Yy = _C; (X+1) —l—'CJ(X*‘{-l) L

si hubiéramos empleado el cambio de variable x+1 — e?* la ecua-
cion transformada de (a) seria

(D%-1)y — 2z-4e2

cﬁ},'a integral particular la obtenemos segin (2-6)



DYNA
30

e:r. e—Z : Ze/ eZ
y — — fe—2(2z4e2)dz-— fer(2z4e-2)dz = — + — + 22z
' D% 2 2 2

En cambio, si para la determinacion de la integral particular
empleamos el método de la variacion de las constantes se tiene:

y = u (x+41)4+v((x41)~" (e)
(x+Duw4+(x+1)"'v =0

Dy = L]_V(X—Fl)*'-' (f) S1 { (X+1)2u1+v’ — 0 (g)

Dy — w-2v(x41) 3 -v(x+41)* (h)
y por substitucién de (f) y (h) en (a)

(x41)20'-v = 2In(x+41) 4x-1 (1)
(g) e (i) nos dan el sistema

(x+1)2+v = 2In(x+1)+(x-1)

(x41)*4v' = 0
que resuelto da:
1 x—1 x-1T7
w = In (x4+1) + ——— vV = —|In(x4-1) -+
el [ 2(x+4-1)? 2
‘que integradas y llevados sus valores a (e) dan la solucion
i e i 1 . 7
y=(x+1) f| —— In(x+1) + — dx
(x+1)* 2(x+1) (x41)*
1] X 1"
— S Im(x+4+1) + — | dx
(x+1) 2+
x41 (x+1)
— In(x+1) + + 2-2In(x+1)
2 2

VI. — ECUACIONES DIFERENCIALES SIMULTANEAS.

En muchas aplicaciones es comun el caso de tener que resolver
un sistema de n ecuaciones diferenciales con n-1 variables con sélo
una de ellas como variable independiente. Como el ntimero de varia-
bles es mayor en uno que el nimero de ecuaciones, es posible por
los métodos corrientes del algebra eliminar entre ellas n-1 de las
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variables dependientes y las derivadas de tales variables, y llegar a
una ecuaci¢n diferencial lineal para la enésima variable dependiente.
A continuacién resolveremos un mismo ejemplo de tres maneras
diferentes.

12 Solucién. Sean las ecuaciones
Dx 4+ 2x 4+ 8y = 0 (1)
Dy 4+ 2y 4 3x = 2e (2)

en las cuales se entiende que las derivadas que en ella figuran son
con respecto al tiempo. Si entre (1) y (2) eliminamos a y

3x(2) - 2x(1) 3Dy - 2Dx 4 5x — 6e (3)

v si de la derivada de (1) con respecto a t restamos la (3), obtenemos

D2x + 4Dx - 5x = — 6e*t
(D4+5) (D-1)x — — 6e2t (4)
ecuacion que nos da la solucion
cet Be—ot
x = Ciet 4 Coe—3 - — fe—te?dt - — feedt
1-+5 -5-1
6
= Cie' + Coe=t — — e (5)
7
resultado que llevado a (1) da pa'ra la variable y
Dx+42x 8
V= — = - C,et Al C.e— e (6)
3 7

haciendo notar que la funciéon (y) se obtuvo sin que mediara una
integracion.

22  Solucién. La eliminaciéon se hace mas simple si empleamos la
notacion operatorial. Asi, las ecuaciones para resol-
ver podemos escribirlas,

(D42)x + 3y = 0 (1)
8x 4+ (D42)y = 2e? (2)
y después de operar con D -2 sobre la (1) se tiene,

(D4-2)*x 4 3(D+2)y = 0 (3)
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Si multiplicamos a la (2) por tres y restamos de (3) el ;'esul—
tado obtenido, se tiene, :

(D42)2xi— 9% — — Get—=t
(D24l — 5)x — — Be=t
ecuacion diferencial que nos da los resultados hallados anteriormente.

32  Solucion. Tratando como coeficientes a los operadores que figu-
ran en (1) v (2) de la solucién anterior, obtenemos:

D4 2 3 0 3

S —— = Geu—il
3 D 42 2z2t D 4-2
(D42)2%-9%x = (D+5) (D - 1)x = - 6e*
que daria para x la solucion encontrada antes.
D+2 3 D+2 0
y — = 2(D4+2)e* — Be™t
3 D+ 2 3 2e-t

[(D+2)® - 9]y = 8e* (a)

ecuacion que resulta para y nos da

e! Re—it
Y= Cget L Che=0t - 8 fe—tertdt — fetdteztdt
145 541 e
8
— S + Cue—5t 4 — et
7

pues no hay razén que justifique que las constantes de integracion
de la ecuacién (a) sean las mismas que se obtuvieron en la (6) de
la primera solucion. Solamente si las soluciones

6
x = Ciet + Cie—t - — et
7
8
¥o— Ot ol Qjotbip— it
7

las llevamos a la ecuacion (1) del sistema que teniamos para re-

solver, encontramos que para que tal ecuacién se verifique es preciso
que C:; - C1 ¥ que C.; =S5 C-_z.
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Para evitar dificultades como la anterior debe procurarse, en
cuanto sea posible que s6lo una de las variables se obtenga por in-
tegracion y las restantes por substitucién de la funcién encontrada
para tal variable en las ecuaciones dadas para resolver.

En general, el nimero de constantes arbitrarias que deben apa-

recer en la solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales si-
multaneas

fi (D)x + g, D)y = h, (x)
f: (D)x + g (D)y = hy (x)
estda dado por el grado de D en el determinante

f, (D) g:(D)
Ja¥—

£, (D) g:(D)

EJERCICIOS. Resolver los ejercicios siguientes para todos los cua-
les la variable independiente es t.

1. mD*x 4+ HeDy = Ee
mD2y - HeDx = 0
determinando las constantes de integracion si para t=0 se tiene
e — B E e 1D — (i)
2. (D2-3)x-4y + 8 =0
D4+ 1)y+x +5=0
y las mismas condiciones iniciales que para el ejercicio anterior.
3. (D* - 1)x 4+ 8Dy — 16et
Dx 4+ 3(D*4 1)y = 0

-]



