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LAS HELICES CONICAS
DE REVOLUCION

Gabriel Garcia Moreno
Profesor de la Facultad

Las hélices, en general, son curvas alabeadas, o espaciales, que
se definen por la propiedad que tiene su tangente, de formar un
dngulo constante con una recta fija del espacio, la cual constitu-
yve su eje. ‘

Veamos como esta definicion conduce al teorema mas impor-
tante, teorema que caracteriza a las hélices, y que nos proporciona
la forma de conocer cuando una curva es una hélice.

ct

eje

——— helice

Hiase)

— = oy —>
Sea u el versor del eje de la hélice, y t como de costumbre el
versor tangente a la curva. Expresemos la definicion:

— —>
t . u = cos « — constante (a)

derivando la (a) y utilizando el teorema de Serret-Frenet:

- —

n.u=:=0 (b)
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ﬁ
Ecuacién que nos dice que el versor u es paralelo al plano rec-
tificante de la hélice y que por consiguiente ponemos en la forma:

— - —>
u=—=tcosa 4+ b sene. (c)

H
donde b = versor binormal.

Si derivamos la (c), obtenemos:

— — —
0 — k9 COSae—fy SEN o = (x COSa— 0 SeN a)y (d)
donde: -
x = curvatura principal, o normal, de la hélice. x
§ — curvatura de torsion.
K
De la (d): — — tg « — constante. (e)

f

La ecuacién (e), es la propiedad que queriamos obtener. Es ge-
neral para todas las hélices, y se puede demostrar que si una curva
cumple la condicién (e), es una hélice.

La ﬁl'opiedad definida por la (e) constituye el teorema de Lan-
cret: “La condicién necesaria y suficiente para que una curva sea
de pendiente constante (hélice), es que la razén de la curvatura a
Ja torsion sea constante” (Lancret 1802).

Naturalmente, esta propiedad, la supondremos cumplida para-
lelamente a la condicién de que la curva sea regular.

Una vez sentados estos principios, se puede comprender que
sobre toda superficie, continua, real, es posible trazar hélices, que
necesariamente, no tienen por qué estar definidas sobre toda la su-
perficie, si no Unicamente sobre ciertas zonas de éstas, y siempre
que se cumplan determinadas condiciones. Asi por ejemplo, son muy
conocidas las hélices esféricas, que como su nombre lo indica estin
trazadas sobre una esfera. Estas hélices esféricas no estan definidas
sobre toda la esfera, sino tGnicamente sobre una zona de ésta.

Nuestro propésito es estudiar las hélices cénicas de revolucién,
es decir las hélices trazadas sobre conos de revolucién.

Empecemos con las ecuaciones del cono de revolucién : Fig. (2)

—> —
OP = r = radio vector
; X = Ir sen « COS ¢
Yy = I sena sen ¢ Iy
Z — Y COS «
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Las ecuaciones (1) son las ecuaciones paramétricas del cono de
- ., - . ~ » -
revolucion, con semiangulo en el vértice, de valor «, y el vértice en

coincidencia con el origen.

Los dos parametros independientes de la superficie son enton-
ces (1) v (#), y como nos ensefia la Geometria diferencial, establecer
una relacién entre (r) y (¢) equivale a trazar una curva contenida
en la superficie.

/ L AT(r)
B ¢=th

fig 2

Busquemos pues la relacion entre (r) y (¢) para que la curva
<ea una hélice.

La ecuacién vectorial de la superficie sera entonces, de acuerdo
con las (1) :
r:r(senacos¢1+senasen¢3+008ak) (f)

Los coeficientes de Gauss de primer orden son:

—_
gr — — —
— sena oS ¢ 1 + sena sen¢ j + cosa k
dr
-—>."
OrE \&
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Jdr — =2
— _— 1 (—sena sen¢ i + sen « COS ¢ i)
d ¢

31 ) Y
G = — — 1 sen*a

\o o

— —
Jdr J°T
dr d ¢
La circunstancia de ser F = 0 nos ensena que las curvas pa-

ramétricas, a saber I' (r), ¢ = cte; T (), r = cte, son ortogonales.

La primera forma fundamental de Gauss tendrad entonces por

expresion:
ds? = dr? + r® sen*a d¢” (2)

Tomemos como eje de la hélice, el eje de revolucion del cono
(Eje z de la Fig. (2) ).
Por definicion de hélice:

dR dz d

7 r
.T() = 08 } = — =— — CO8 «a (3)
ds ds ds

~ 5%
para R — radio vector de la hélice y z = 1 cos a

COS «
De (3): ds = dr (4)
cos 3
igualando el cuadrado de la (4) con la (2):
cos® a
dr? = dr* 4 r® sen’*a d ¢* (5)
cos® 3
Separando variables en la (5) :
dr sen*a  cos’f
— == d¢ (6)
r cos® @« —Cos” 3

Esta es la ecuacion diferencial de las hélices conicas. El1 doble
signo indica que hay dos hélices: la dextrogira y la leviogira. La (6)
tiene solucion real para la condicion 90° = g8 > « y para la condicion
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S = a, la hélice se convierte en la curva [I‘(r);

en una de las generatrices rectilineas del cono.

sen®« coS2pB
Llamando: A —

\| cos?a —C08* 8

|

podemos escribir la (6) asi:

dr
= Lt e T e
r
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— cte], 0 sea,

(7)

(8)

La (8) es la relacion buscada entre (r) y (¢) que define la

ecuacion de las hélices conicas de revolucion.

Tomemos por ejemplo la hélice dextrégira r = r, e*; los inter-

valos de definicién de las dos variables son:

— s = & o
=

N IN

-

La ecuaciéon vectorial de la hélice coénica sera entonces, reem-

plazando el valor de la (8) en la (f)

— —
r

- : —> - :
— ree*® (sena cOS¢ 1 + sene seng¢ j + cosea k) ' (9)

La ecuacién (4), integrada:

(10), que es la longitud de la curva.

COS o
== + C y siparar = 0, s = 0, obtenemos:
cos 8
CoS «
S = rp; e
cos B

Busquemos a continuacion, los versores del Triedro intrinseco
y determinemos la curvatura y la torsién. De la (9):

— dr dg
t — — — (11) de De la (9); asi mismo:
d¢ ds
=
dr . =
— — 1, € [(AsSena cOS¢ — sena Sen¢) i + (A sena sen
de

= —>
+ sena coS¢) j + A cosa k]
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ds

COS a de (T
yde (10) — = A 1y e® ;

dé cos 3 ds

A. r(} COS «
los cuales reemplazados en la (11) :

s cos B3
t —

—_
— [sen (A cos ¢—sen¢)i + sene (A sen¢ -
A COS «

(12)

— —
cos ¢)j 4 A cos« k]

Utilizando el Teorema de Serret-Frenet:

—> —>
dt Lo @i da
— =ky=— . — o0 sea, dela (12)
ds d¢ ds
>4 a—hd cos® g E
(13) ky = [—sena (cos¢ + A sen ) i -}~
AZ Ty COS*® «

=
sena (A COS¢—send) j]

e=ie cos® g
Ll — X 1 4 A2 sena« (14)
A% 1 coSs? « \
o : — —
VR e=—="——1[ () Sen ¢ + cos ¢) i + (A cos p—sen ¢) j ] (15)
/AR

< —
El versor binormal b lo obtenemos de la (12) y la (15), asi:
— - -

Reemplazando, pues, las (12) ¥ (15) en

la (16) y efectuando
las reducciones del caso:

cos g
A T 2 - [—A (A cos p—sen ¢)i—a (A sen ¢ + cos ‘f))T

MNAH1 4 (A 1)tga_l_{>]

—_

= db COs® 3 =2
7] —

ds AYy cosSa /A2 4 1

-T) —-
[(Asen¢ 4 cosq) i— (A cos ¢ — sen ¢) J]
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COStBie=A2 cos* B eshh
i — _ Vo0 = ; (18)
Ccos? o Ty A2 COS a A Tg

Las ecuaciones (12), (15) y (17) son las expresiones de los

- = =
versores de] triedro intrinseco de la curva (t, », b) o sean respec-

tivamente: versor tangente, versor normal, y versor binormal. Asi
mismo las ecnaciones (14) y (18) definen la curvatura normal («)
v la torsion (6), con lo cual se completa el conocimiento intrinseco
de la hélice conica.

La comprobacion final, consiste en hacer la relacion (x/6) ¥y
ver si se cumple el Teorema de Lancret, asi:

K g1 A Ty cos® 8 COS a

—_—— : 2 sena /1 4+ A*

o A Ty ez cos? a cos B

; e
— = {ga F.’—— en donde reemplazado el valor de (\) de
g {2

la ecuacion (7) se obtiene:

K

— = tggp
6

lo cual al verificar el Teorema de Lancret, nos dice no solamente que
la curva obtenida es una hélice, sino que nos confirma sobre la co-
rreccién de las expresiones enumeradas en el transcurso de la ex-

posicion.

Las hélices conicas se proyectan en el plano (x 6 y) Fig. (2).
(Proyeccién en un plano perpendicular al eje) en espirales logarit-
micas. Este hecho se puede demostrar facilmente asi:

Fig. (2)
= —> =2 — =
OP) — OP — PP y PP —=rcosak =r1)e* cosak
reemplazando el valor (r) de la (8).

— — =
OP  =r—rye* cosa lk =

— —
r, e sen o (cos ¢ i + seng j) (19)
después de reemplazar convenientemente el valor de (?) dado por
Ia (9).
. La ecuacién (19), es la ecuaciéon vectorial de una espiral lo-
garitmica.
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Estas hélices, tienen ademéas otra propiedad importante: son
las loxodromas del cono de revolueion.

Como sabemos, loxodromas son las curvas que cortan bajo un
dngulo constante (8) a un haz de planos. Por consiguiente, una de-
mostracién intuitiva de este hecho, la constituye la propiedad que
tiene la espiral logaritmica de cortar bajo angulo constante a los
radios vectores, que en este caso son las proyecciones de las gene-
ratrices rectilineas del cono de revolucién. Pero se puede demostrar
utilizando la condicién que caracteriza a las loxodromas trazadas
sobre las superficies de revolucion:

dR
de = tgd Les Hoz (R)}* — (20)
R
donde § = constante, es el angulo que hace la tangente de lasg lo-

xodromas con el haz de planos. (En el caso de las superficies de re-
volucién, el haz de planos lo constituyen los planos meridianos).

R —1rsena = r.e®sena (a)
Z(R)= 1 cosa = R cotga (b)
dZ
Z’(R): _— == cotg 4 (C)
dR
dR = r,Ar€" sena d ¢ (d)
dR
— = A dg¢ (e)
R

Valores que reemplazados en la (2) nos dan:

5€N «

tg D= (213

A

condicion que caracteriza a las loxodromas del cono de revolucién

Veamos si las hélices conicas cumplen esa condicién. Llamemos
—

(pu) al versor normal a los planos meridianos. Busquemos el angulo

que hace la tangente a la hélice, definida por su versor (t-)), con la

normal al plano meridiano:

- -
t

sen & = py (22)
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- - - ,
el versor p, = sen.¢ i + cos ¢ j. (Fig. (2) ’ ’

_
el versor (t) lo tenemos en la ecuacion (12)

Reemplazando en la (22)

sen & = pa . t (22).
cos B sen« cos B sen o ‘
sen 8" = — = —— tga .. tgd = 123)
A €COS « A A '
resultando la (23) = (22) .. X =%

También es posible encontrar las expresiones de las ecuaciones
intrinsecas, de estas curvas sin necesidad de acudir al sistema de
las nueve ecuaciones diferenciales dadas por el teorema de Serret-
Frenet, ni al método de Darboux, por reducciéon a una ecuacion de
Riccati, simplemente tomando el inverso de las ecuaciones (14) y
(18), que expresan respectivamente, el radio normal de curvatu;ra,-
y el radio de torsién, asi: '

4

AT, e . cosfa . 1 A® cotg a !
p = — = — . - )S——'—r}: adS
sen a cosB 1+ \/1+ A cosB !
(24) -
COS « A
17 = A1, e — = )y S=DbS (25)
cos* B cos B

obtenidas después de transformarlas convenientemente por medio de
la ecuacién (10) y donde (a) y (b) son constantes.

No queremos finalizar, sin llamar la atencién sobre el hecho
importante, de que estas hélices no son las geodésicas del cono de re-
volucién, como podria muy f4cil inferirse, dado que las hélices ci-
lindricas, son las geodésicas de los cilindros rectos correspondientes.

La demostracién matematica no es complicada, perd necesita
apelar a los simbolos de Christoffel de segunda especie, por 1o tanto
lo efectuaremos de una manera indirecta, e intuitiva, expresando el
versor normal a la superficie (N), ¥y demostrando que no coincide
con el normal a la curva () dado por la (15), lo cual hace imposible
que la curvatura geodésica de la curva sea nula, como lo exige la

~definicién de geodésica. '



Efectivamente teniamos para el cono:
é

a 1' — %. —
—_ _—senacoséi -+ senasen¢ j + cosa k
d r
—_—
J = —
— — — y (—sena seng¢'i 4+ sena cOS¢ J)
a ¢
He—1
G— P sente '\/E_G'— F2 = r sena
He—i0
— -
Jr Jd r
A
gsT Jd ¢
— — — —
INE— —— =— —C0Sa COS¢ i —COSa Sen¢ j + senea k (26)
VEG — F?

expresion que esta lejos de coincidir con la (15).

_)
Por lo tanto, el plano osculador de la curva no contiene a N

v la hélice conica de revolucién no es geodésica.

Al K

i Encienda un
PIELROJA!

Es todo calidad

del mas puro sabor
colombiano.




