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MOVIMIENTO CURVILINEO

(La odégrafa y sus aplicaciones)

Por el Dr. Jorge Mejia Ramirez
Profesor de la Facultad.

1. - El vector de Posicion y su derivada. Supongamos que un
moévil se desplaza sobre un plano, describiendo con respecto al par
de ejes OX y 0OY, situados en tal plano, a la trayectoria curvilinea
AB, definida por las ecuaciones: /

x=f (t) (1)
y=F(t) (2)

FIGURA .

La posicién de P ocupada por el mévil en un instante dado, po-
demos entonces definirla con un vector, que vaya desde el origen
de coordenadas a la referida posicién ocupada por él sobre su tra-
yecto?ia; en otros términas, tal vector tendria como componentes
a lo largo de las direcciones OX y OY, a sendos vectores cuyos mo-
dulos, o tamafios escalares, estarian dados respectivamente por las



26 DYNA

- ecuaciones (1) y (2). Expresado en la forma convencional, la ecua-
cion de este vector de posicion, seria:

r=—ix-jy (3)

ecuacion que nos define al vector r como funcién del tiempo.

Refiriéndonos a la figura 1, supongamos ahora que P y P; sean
dos posiciones, muy proximas, entre las cuales ha mediado un in-
tervalo de tiempo At; estas dos posiciones estarian representadas
por los vectores:

0P=r
OP]:r +Ar
en tanto que el vector PP,=—As nos representa al desplazamiento du-
rante el intervalo de tiempo de duracién At que empezé a contarse
a partir del instante en que el mévil se hallaba en la posicién P. En
la misma figura, el diagrama de vectores OPP, nos permite escribir:
OP]:OP+PP]
r+Ar—r-}-As

ecuacion segun la cual
AY=—ASs

Como amkos cambios, Ar en el vector r, el cual ha variado tan-
to en magnitud como en direccién, v el desplazamiento As del mévil
a lo largo de su trayectoria, han tenido lugar durante el mismo in-
tervalo de tiempo At¢, y como ademaés, segin la ecuacién (3), r es.
funcién de t, ¢s entonces evidente que

im[ (r+Ar)—r] /at=limAr/At—dr /dt—IlimAs /At=—ds/dt=V

(Limite cuando Atss—0)

es decir, que la derivada con respecto al tiempo del vector de posi-
cion, es el vector velocidad.

Es preciso hacer notar aqui que en la figura (2) la posicién
limite de la secante PP,, cuando At=»>o0, es el de una tangente a la
trayectoria en el punto P, y por lo tanto, la ecuacién

dr/dt=V (4)

nos da a la velocidad tanto en magnitud como en direceion.
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Segun lo anterior, las ecuaciones (3) y (4) nos dan
dr /At—=V—=ia’ +jy'=if’ (t) +3F" (t) (5)

ecuacién segun la cual los moédulos de las componentes V. y V,,
del vector velocidad, son respectivamente las derivadas con respec-
to al tiempo de las ecuaciones (1) y (2).

EJEMPLO: Para el caso conocido del tiro inclinado se tienen las
ecuaciones

=", €08 o Y=t sen a« — gt*/2
r—ix 4+ jy=i (vt cos «) +J (vt sen « — gt*/2)
V=dr/dt=i(v, c08 a) +J (v, S€N o« — gt)
2. - Odégrafa. Sea ABCDE, figura 2%, la trayectoria descrita

por un mévil referida a los ejes OX y OY, movimiento que tiene lu-
gar segun las ecuaciones a=f(t) y y=F(t).

FIGURA 2.a

Si por el origen de otro par de ejes coordenados OX’y oY,
figura 2b, se trazan vectores que nos representen a la velocidad de

w\:



98 DYNA

la particula movil en todas las posiciones posibles de su trayectoria,
unas pocas de las cuales hemos dibujado en la figura 2b, la extre-
midad del vector variable

V=if” (1) —jF" (t) (5)

describe una curva A’B’C’D’E’ que recibe el nombre derodégrafa
del movimiento que realiza la particula.

¥’

FIGURA 2.b.

Es evidente que si B y € son dos posiciones consecutivas del
movil sobre la trayectoria v si Af es el tiempo que tarda en pasar
de una a otra, B y €’ serin también dos puntos muy vecinos en
la odografa. En estas condiciones,

lim (V—V,) /at=lim \V/At—a— lim B'C/At=wv, (6)
(limite cuando Atss>0)

ecuacion en la cual hemos representado con vy a la velocidad con que
el vector variable V se mueve sobre la odografa. No sobra advertir
que en la posicién limite B’C’ se confunde con la tangente a la odé-
grafa en el punto B,

La ecuacion (6) nos define pues la muy importante propiedad
de que la velocidad en un instante dado de la extremidad del vector
que describe la odégrafa, curva (b), representa, en magnitud iy di-
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reccion, a la aceleraciom, en el mismo instante, de la particula que
se mueve sobre la curve (a).

El resultado (6) habria sido inmediato observando que en la
figura 2b, el vector V es con respecto a B’C’, lo que en la figura (1)
es el vector r con respecto a PP’ oAs, y por lo tanto g

dV/ dt—a—ds / dt=v=d2r/ dt?
Segiin (5) y (6) podemos entonces escribir:
a—dV /dt=—izx" +jy"'=if" (t) +jF” (1) =d*>/di? (7)

ecuaciéon esta ultima que nos muestra que los componentes a. y ay,
del vector aceleracién, tienen por médulos a las segundas deriva-
das de las ecuaciones (1) y (2) que nos definen el movimiento de
la particula sobre su trayectoria.

Ejemplo: Para el caso del lanzamiento inclinado tenemos:
V=i(v0 cos a) +Jj (vo sen « = gt)

0 sea que su aceleracién es constante e igual a la aceleracion de la
gravedad.

En la figura 8 hemos dibujado la trayectoria parabélica de un
lanzamiento con una inclinacién «, sobre la horizontal y la odografa
de tal movimiento.

FIGURA 3

. 8. -Odégrafa de un movimiento circular uniforme. La o0dé-
grafa del movimiento de una particula que recorra una trayectoria
circular de radio R, con velocidad angular constante e, sera una
circunferencia de radio 0’A—V—wR como nos muestra la figura 4.

o *
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Siendo los radios 0’A’ y O’B’ respectivamente paralelos a las
. tangentes a la trayectoria en los puntos A y B y como ademais estas
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FIGURA 4.

tangentes forman entre si un angulo igual al angulo OAB, resulta
entonces que la velocidad angular del vector cuya extremidad des-
¢ribe a la odégrafa es igual a la del radio OA de la circunferencia
fjue describe la particula.

Finalmente, las tangentes en los puntos A4°,B’,C’, ete., de la od4-
‘grafa, son respectivamente paralelas a los radios OA4, OB, 0C, ete.,
"de la trayectoria y como se vio anteriormente que la magnitud y di-
reccién de la velocidad representa en magnitud y direccién a la ace-
leracion de la particula en movimiento, se deduce que cuando éste
sea circular y uniforme, la aceleracién es en cada instante dirigida
hacia el centro de la circunferencia ¥ que su magnitud vale:

a=VW=V2 / R —w2R

aceleracién a la cual se ha dado el nombre de aceleracién centripe-
ta, ya que no altera a la magnitud de la velocidad de la particula
sino a su direccién.

4. - Problema. Para mostrar como con el auxilio de la odégrafa
.o los problemas del tiro inclinado se reducen practicamente a solu-
7 ciones graficas, vamos a resolver el siguiente problema: Con qué
inclinacién habra que lanzar un proyectil hacia arriba de un plano
que forme con la horizontal un énguloﬁ‘ para que la incidencia sobre

el plano tenga lugar normalmente a él.
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FIGURA -5

La solucién algébrica seria como sigue: por eliminacién de it
entre las ecuaciones paramétricas del movimiento,

X=0,t 0S8 a (1)

y=v,t sen « — gt3*/2 - (2)
obtenemos la ecuacién cartesiana de la trayectoria

Yy=2 tan o« — gx2/2v,2 0032 a (3)

ecuaciéon que resuelta simultdneamente con la ecuacion de la recta oc,
que nos representa al plano, y la cual es,

y=—2 tan B (4)
nos dan para la abscisa del punto de incidencia C |
OR—x=[2V,2 cos? /9] (tan o« — tan p) (5)

Si.con CT representamos a la velocidad del mévil en el punto
de incidencia y con CS y:ST a sus componentes V, y V., los angu-
los SCT y ROC son iguales por tener sus-lados respectlvamente per-

- p— "
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pendiculares. Pero teniendo en cuenta que V, es una cantidad ne-
gativa por encontrarse ya el mévil en el descenso, entonces:

cotan p=—1V,/V =—=—(V, sen a—gt) /V, c0s «
St==[V,cos «/g] (tan « 4 cot p) (6)
valor que llevado a la ecuacién (1) dan para la abs_cisa del punto C

z=[V,? cos®*a/9] (tan « + cot B) (7)

Las ecuaciones (5) y (7) dan finalmente:

tana=2tan B 4+ cot (8)

n

Haciendo uso de la odégrafa la solucién seria la siguiente: Se
traza PA’ formando con PB’ el angulo /Ay PC’ perpendicular a
PA’; P@’ representars a la velocidad del proyectil en el momento de
la incidencia sobre el plano. El triangulo rectingulo PB’C’ nos da,

B’C’=PB’ cot g =V, cos « cot B (9)
O'B’+ B’ C'=0'C'=V, sen « + V, cos « cot B =
V,cos o (tan o + cot B)
pero por la propiedad ya conocida de la odografa
| 0'C'==gt (10)
(9) ¥y (10) nos dan t=[V,cos a/g] (tan « 4 cot B) (6)

que es la ecuacién (6) obtenida antes.

PA’ representari la velocidad del movil en el instante en que

se esta moviendo paralelamente al plano. Del triangulo rectangulo
obtenemos :

B'A’=PB’ tan 8 =V, cos « tan B
O’A’=O’B’—B’A'=Vo senoa—V, cos q tan B

S h=0'A"/g=[V,cos a/9] (tan o— tan g) (11)

Como PA’ representa la velocidad del proyectil en 1la extremi-
dad del diametro MA correspondiente al sistema de cuerdas para-
lelas al plano OC y siendo todos los diametros de una parabola pa-
ralelos al didmetro principal BN, siendo L el punto medio de OC, M

serd el punto medio de OR y como el proyectil avanza horizontal-
mente con velocidad constante V., cos q, entonces,
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2t, =t
[2V,cosa/g] (tan o« — tan B)=[V,cosa/g] (tan o + cot B)
S.tana=21tan g + cot B

que es el resultado anteriormente obtenido.

Una segunda solucién la obtenemos teniendo en cuenta la pro-
piedad antes citada de la paribola, pues si el mévil para ir de O a A
invierte el mismo tiempo que para ir de 4 a C, ello quiere decir que
los dos segmentos de la odégrafa, 0’A’ y A’C’ son iguales; por lo
tanto, _'Lm(

O’A’=0’'B’'—B’A’=V, sen a—V, c08 « &6t B
A'C’=A’B'+B'C'=V,cos a tan g + V, cos « cot B
S Vesena =V, cosa (2tan g + cot B)
tana=2tan B + cot B



