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. La consi'd.eraciép de un caso elemental, a saber, el de dos ecua-’
ciones a dos incognitas, nos sirve para indicar cémo se llega a la
idea de determinante. Sea el sistema,

1121 + Q129=0C,, .
(1) 0211+ Qo2lo==C> Y
Eliminando en (1) la incégnita ., se obtiene,

. C1Q022 — Colly2
(2) T, =

Q11022 — Q12Q2; '

La provisiéon de una raya sobre la variable tiene por objeto el
ayudar a distinguir la incégnita o solucién, que es una constante, de .
la correspondiente variable, presente en la ecuacién. :

Anilogamente, por eliminacién de z;, se obtiene,
Coly; — €109,

Q11002 — Aol

El dehominador es el mismo para las dos incdgnitas, a saber,

(4) A = Q11022 — Q120
que se escribe,

(5) A =
| l

conviniendo que el valor de este determinante es igual al producto de
los dos términos de la diagonal principal, menos el producto de los
dos términos de la diagonal secundaria.

Sentado lo anterior, la solucién del sistema (1) se puede escri-
bir de la manera siguiente,

(6) Ty=A1/D; Ta=As/A
en donde se tiene,

¢y ay2 a1 ¢

(7) A

-
B
w

N Ca Q22 (23] C2
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resultado que en palabras se enuncia con la llamada regla de Cramer,
que no repetiremos aqui. :

El sistema (1) se dice normal, cuando el determinante de los
coeficientes de las incégnitas es diferente de cero, o sea,

a1y (15

(8) | A= #+ 0

Cuando, por el contrario, es A = 0, el sistema (1) es imposible,
o mejor, incompatible, término que se emplea para expresar que el
sistema carece de solucién.

La génesis del concepto de determinante se encuentra en la re-
solucién de sistemas lineales, al querer formar de una manera por
asi decirlo, automatica, ciertas funciones sencillas de los coeficien-
tes y de los términos conocidos, que nos dicen que las soluciones de
los sistemas lineales tienen la misma estructuracion para todas las
incégnitas. Expliquemos lo anterior en el caso de un sistema de tres
ecuaciones a tres incognitas, a saber.

a1 %y + @12%2 -+ A13T3 = Cy,
(?) Ao1%7 + A22%2 -+ Aog3 = C2,
' A% + Q3282 4 A3z Tz = C3

_' La resolucién del sistema (9) por cualesquiera de los muy co-
nocidos métodos del algebra elemental, conduce a la expresion si-
guiente,

' . C10a00l33—C1(agllas + Coll13ll3e—C201 2033 + C3 2Qag—Callisa2
(10) z, = :

A11Q20033—1 1 Ba3lgo - oy Oy 3030— 021012033 + 0310120 23—031 13022

Limitémonos al anlisis del denominador que resulta ser el mis-
mo para las tres incégnitas. Se tiene,

A =01 (@alzz — G23032) — «o1 (A12033 — @13032)
+ @31 (G1al0y — G130as) '

(11) Qo2 Qo3 12 Qg Q2 Qg3
. =0n — 0 + a3
032 Q33 Q32 Qg3 Qoo  Qog

cors Parece haber sido Leibniz quien primero eseribié el resultado an-
erior, asi,

@11 @12 Q13

(12) A = a2 Q22 Qo3
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determinante de tercer orden, el cual aparece en (11) calculado se-

gun los elementos de su primera columna y los menores correspon-
dientes, como sigue:

el primer término del desarrollo del determinante de tercer
orden, (12), se obtiene como producto del elemento a;;, por
el determinante de segundo orden que se obtiene de A,.por
supresién de la primera linea y la primera columna;-el se-
gundo término se forma multiplicando a@.; por el menor co-
rrespondiente, a saber, el determinante de segundo orden
que proviene de A, por supresion en éste de la segunda linea
y la primera columna, etc. etc. :

Signos. - Si se tiene en cuenta que el primer indice de un
elemento da la posiciéon de la linea y el segundo la posicion
de la columna, es facil ver que, cuando la suma de los indi-
ces de posicion es par (como ocurre para el primero y ter-
cero elementos), el signo es positivo« ( + ). Por el con-
trario, cuando la suma. de los indices de posicion es mpar,
como ocurre con el segundo elemento de la primera colum-
na, @, el signo es negativo ( — ). . '

Definicién de determinante. - El desarrollo de A que aparece en
(11), puede escribirse, cambiando el orden de los factores, de la ma-
nera siguiente, ‘

(13) A=011Q22033— 011023033 + 13001 A30— 012021033 + a12ar°.3aa1—0'1:;aezdzf1
donde aparecen seis productos que pueden sintetizarse asi,
(13 biS) A =73 (i) a’lpa2qa3r

expresién en la cual (p.q,r) es una cualesquiera de las permutacio-
nes de los nimeros 1,2,3, las cuales son,

(1,2,3), (1,3,2), (3,1,2), (213), (23,1), (3.21)

De estas permutaciones, son de clase par lgs tres §ig_uientes:
(1,2,3,), (8,1,2), (23,1) ¥y corresponde a ellas el signo positivo (+);
las tres restantes, o sea, (1,3,2), (2,1,3), (332,1) son de clase vmpar
y les corresponde el signo menos (—). Se dice que una permutacion
es de clase par (resp. impar), cuando el nimero de cambios en la
ordenacién natural de sus elementos es nimero par (resp. impar).

Generalizando diremos que, dada ]a matriz cuadrada de orden
m, a saber,

‘au [1 2% o« s s A1m

Aoy Qoo . . - Qom
(14)
N am1 amg . . . amm
\ S —

cuyos elementos suponemos Ser nimeros reales, se llama determinan-
te de la matriz y se representa por,

an ot
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11 (12D N G1m
(15) A= | G @2 . . . G2y
Oy Oz . . . Opm

a la siguiente funcion de sus elementos,
(16) A =3 (—1)'a1p02¢@. . . Omi
0 sea, en palabras:

a la suma de los productos obtenidos tomando de todas las
maneras posibles un elemento de cada linea y uno de cada
columna, y dando al producto de dichos m elementos, el
signo 4 o el signo —, segiin que la permutacién de
los indices columna, (p,q,r,...,l), sea de clase par o de
clase impar, respectivamente.

Definicion de Matriz—Llamase matriz mxn, o simplemente,
matriz, al ente mateméatico constituido por mxn elementos dispues-
tos segiin m filas horizontales (lineas) y n filas verticales, (colum-
nas). Consideraremos tnicamente el caso en que los elementos son
numeros reales. La ubicacién de cada elemento en una matriz, es
dada al escribirla, pero en la teoria se indica mediante un doble in-
dice, el primero de los cuales designa el orden de la linea a que per-
tenece el elemento; el segundo, el orden correspondiente a la colum-
na. En tal forma, es corriente representar una matriz de la mane-
ra siguiente:

/ Qi Q2 . . . Oy

Qa1 Qoo Aoy

( 17) ’ a3y Q39 « e e Agn
a'ml a'm.‘.’ . s . a’mm

existiendo diferencias en cuanto al tipo de paréntesis.

En toda matriz es posible formar determinantes tomando de
aquélla, lineas y columnas. El orden mayor que podemos conseguir
para tales determinantes es igual, evidentemente, al menor de los ni-
meros m,n. Ahora bien, si p es el orden correspondiente al determi-
nante de orden maés alto diferente de cero que podamos obtener de

la matriz, diremos que p es la caracteristica de ésta. Por ejemplo,
sea la matriz,

Q11 Qs iz Q4
(18) M = Q21 Qaa Qag Aoy

Q31 Q32 Q33 Qg4
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Suponga;mqs que todos los determinantes de tercer orden provenien-
tes de la misma, son nulos, a saber,

@11y Q12 Q3
(19) U1 Q22 (a3 = 0, ete.

Q31 Qga QAgg

Si, por otra parte, se tiene,

11 Q1

(20) =0

@2, Qo2

en palabras: si este u otro de los determinantes de segundo orden
provenientes de la matriz M dada en (18) es diferente de cero, de-
cimos que la caracteristica de dicha matriz, vale-dos.

Determinante principal. - Dada una matriz, llaimase determinan-
te principal de la misma, al determinante de orden mas elevado que
sea posible extraer de aquélla, con valor diferente de cero. Es posi-
ble, dada una matriz, que existan varios determinantes provenien-
tes de la misma, que gocen de tal propiedad. Como es obvio, el or-
den del determinante principal viene a ser igual a la caracteristica
de la matriz.

Resolubilidad de sistemas lineales. - Se debe a Rouché un teore-
ma que expresa las condiciones bajo las cuales, un sistema lineal de ;
m ecuaciones con n incégnitas, es o no resoluble. Dichas condiciones :
se expresan también en forma un poco distinta mediante el teore-
ma de Capelli.

Para comprender el amplio contenido de dichos famosos teore-
mas, altamente sintéticos, vamos a pasar revista a varios casos sen-
cillos, a fin de prepararnos para la generalizacién.

Veamos primero el sistema normal o de Cramer que es el que
generalmente se resuelve en los tratados elementales.

Es un sistema de matriz cuadrada:
@1ty + @®2 4+ . . . F Gy = €,
(21) Oo1®1 4+ G2o®2 + . . . + Gy == Co,

@n1 21 + On2X2 ‘l“ ) "I" Ay = Cy,y
cuya caracteristica es n. En otras palabras, para dicho sistema, se
tiene,

1201 A2 .. . . Ain
(22) A = Q21 Qo2 o+ Qo
am Qy2 o e e Uun
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Veamos la solucion del sistema '(21). Indicando con Ay el
cofactor correspondiente al a;; se tiene, multiplicando las ecua-

ciones, respectivamente por A;;, As, ..., Am, ¥ sumando,
(@A + 0ndls + . . .+ Gudu)T
+ (@241 + @Ay + . . . + U2l 1) T2
(23) .
+ a’lnAll +\a'2nA2l + o e . + a'nnAnl)xn
= Ay + CAn + . . . + [

La expresién contenida en el primer paréntesis tiene por valor
A, por equivaler al desarrollo del determinante segin la primera co-
lumna. Las expresiones contenidas en los otros paréntesis del pri-
mer miembro, son nulas, porque equivalen al desarrollo de determi-
nantes cuya primera columna es igual a la segunda, igual a la ter-
cera, ..., igualala n—sima.

La expresiéon que aparece a la derecha del signo =, es un
determinante que difiere de A, en el hecho de que los elementos
de la primera columna han sido sustituidos por los términos conoci-
dos que forman el segundo miembro de cada ecuacién, en orden. In-
dicando el determinante que asi resulta, por A;, se tiene,

(24) AZ; = A; .. X = As/A,
y de manera analoga,
' Ax/A,

ol
I

; ATy = Ay .
1(25) _

AZz = Az .. T3 = Ag/A

. de donde se concluye que un sistema normal de Cramer tieme siem-
pre una solucion y una sola. '

' Se dige que un sistema es normal cuando la caracteristica es
igual al namero de ecuaciones.

. Veremos en seguida otros sistemas lineales de importancia teé-
rica y practica.

. Sistema lineal con ecuaciones superfluas. - En otras palabras,
sistema con mas ecuaciones que incoégnitas.

. Supongamgs el sigqiente sistema que se presenta con frecuen-
cia en Geometria Analitica.

g 011%; 4+ 1282 = €y,
(26) A21%y 4 Qoals = Ca,

3% 4 Q32 '
y veamos qué condicién se requiere para que dicho sistema tenga una

solucion unica. Sea la matriz de los coeficientes de las incégnitas,

—
(179 (1729

(27) (731 QAo

=03

(&)
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Supongamos que la caracteristica de esta matriz es dos, de ma-
nera que se tenga, por ejemplo,

a (120
(28) A 11 1 20

a2 Qas

. Esto supuesto, podemos resolver las dos primeras ecuaciones
del sistema (26), para tener, ' : -

(29) T, = A/, X = A/A

] Si estos valores z,, ., satisfacen a la tercera ecuacién del
sistema (26), decimos que tal sistema es compatible, lo cual es otra
manera de afirmar que dicho sistema posee una solucién unica. En-
tonces se tiene,

. Ay A
(30) @31 — + Q30 — = C3
A A

de donde, al multiplicar por A,
(31) @381 + G328 — cgA = 0

_ Ahora bien, la relaciéon (31) puede ser escrita de la manera si~
guiente, {

a1 QG2 ~ Cy
(32) 21 Qoo Ca =0
31 32 Cg

A este determinante se le llama determinante asociado. El sis-
tema (26) tiene, pues, solucién Unica, si ademas de tener dos como
caracteristica de la matriz, se cumple la condiciéon de que el deter-
minante asociado sea nulo. '

En caso de que el sistema (26) tuviere mas de una superflua,
a saber, un nimero p de éstas, seran otras tantas las condiciones
(32) que expresen la compatibilidad del sistema. Asi, si existiere
una ecuacién mas en el sistema (26), a saber,
(33) A%y + Qe = C4

la nueva condicién de compatibilidad, para adjuntar a (32), sefia,

@11 Q12 ¢
(34) @ G G | =0
(178} (170 Cy
N
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Sistemas lineales homogéneos. - Para simplificar la escritura, y
sin afectar el caracter general de Ia exposicion, consrderemos un sis-
tema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas,

: @121 + Q12%2 -+ U13Ts -+ Aals = Cy,
(35) W21%1 + @202 -+ Qo33 + Q24y

= Cy,
3121 -+ Q3282 -+ G333 + A3y = Cg,
@1 %y + g2z + Q433 + Quay = C4

Para sistemas de esta.naturaleza se tiene siempre la solucién
trivial,
(36) E=x2=x3=x4=0

Ahora bien, interesa el caso en que, adg;né,s de la so}uciér; tri-
vial, existe una solucién significativa, .solucmn que estara definida
a menos de un factor de proporcionalidad. Al efecto, hagamos ver
que si los cuatro nimeros =, @2 &3 %4 satisfacen _e] sistema
(35), también satisfaran al sistema los nimeros kz,, kz,, . . .,
donde k es constante arbitraria.

Demostracion. - En virtud del aserto, se tiene,

(37) 0'1151 + 01252 - 0113;3 -+ 0'1451 =0

¢ Multiplicando por k £ 0, se tiene,
(38) a1 (k1) + @12(k22) + @1a(kms) + @ (kws) = 0

expresién que nos dice que Fkx;, kx, . . . satisfacen el siste-
ma (35).

; Para la discusién de este sistema consideramos la matriz de los
coeficientes,

(39) A= (ay)

Si el determinante de la matriz es nulo, o sea si es, |A] = 0
y los determinantes de tercer orden deducidos de la misma no son
nulos todos a la vez, dando ¢res como valor de la caracteristica, el
sistema (35) tiene solucién significativa. Por el contrario, si el de-
terminante |A| es diferente de cero, el sistema (85) no tiene so-
lucién distinta de la solucién cero (solucién trivial).

‘ Supongamos,
(40) |[A]=0, |A4|5%0, | A4z |20, |Ass|5%|0, |Au]s20
la solucién del sistema (85) podra escribirse como sigue,
(41) x1=k|A41|, 52=k|A42|, Es=k|A43|, E=k|A44|
donde k debe recibir el mismo valor para las cuatro inedgnitas.

Caso en que el nimero de incégnitas es superior al de ecuacio-
nes.- (n >m)

A fprimera. vista;parqce que un sistema lineal que tenga un ni-
mero de ecuaclones inferior al de incégnitas, es indeterminado, es
decir, admite infinidad de soluciones. Pues bien, no siempre ocurre
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asi. Sistema.s' de esta naturaleza pueden ser incompatibles, no admi-
tiendo solucién. Veamos un ejemplo,

011%1 + G122 + G373 k,
U21%1 -+ Qoo%2 + O3 = — k; k=20

Supongamos que la terna de nimeros, z,, ., s satisface

(42)

el sistema (42). Por substraccién de las dos ecuaciones, se deduce, -

2k=0, o bien k=0, resultado que contradice la hipétesis. EI
sistema (42) no admite, pues, solucién. Es incompatible.

Consideremos ahora el siguiente caso,

0% 4 Q22 + . . . + Gk = Cy,
(43) Q1% + @oe + . . . A Gagg = Co
A31%1 + U32%2 + . . . 4 Q3% = Cg,
Gy + @22 4+ . . . + Qs = C4

Escrita la matriz de los coeficientes de las incégnitas,

Qi1 G2 . . . Qg
Qg1 Q22 . . . Qo
(44)
Q31 Q32 . . . Q3¢ ;
Qs Ay P / 2T ;

supongamos que su caracteristica es dos y que su determinante prin-
cipal sea, por ejemplo,

a1 (120

(45) 8 = % 0

(1731 Q2o

El sistema que analizamos puede ser escrito asi,

0111 + @12%2 = € — Ay,
(46) 211 + Qoo®z == €z — 'Ag,
@31%;  Q32T2 = C3 — A3,
A%; + Qge%2 = C3 — Ay

Seglin hemos visto antes [condiciones (32), (34)], para que el
sistema (46) sea compatible es necesario y suficiente que se cum-
plan las condiciones,

&L — M , @1 Q2 € — M
(47) @21 Gz €2 — Xe | = O, Gop Bpz Co— A2 | = O
N

@31 Q32 C3 — Ag Oy Qg2 Cy — M
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Ahora bien, introduciendo los valores de los A, el primero de
los determinantes (47) se descomipone en la siguiente expresion,

@11 G2 C1 @11 @2 Cg3
(48) | em @ e | — | om G2 Gx | %
' @31 Qg2 Cs a3y O3z Qg3
@11 G2 Oig
— G21 Q22 Oy g — . . . =0
G31 Qg2 Qs34

Mas, en la tltima relacién escrita, (48), son nulos los coeficien-
tes de..Zs, s ... por razén de la hipétesis hecha respecto de
la caracteristica, que es dos. Resulta entonces nulo el primer deter-
minante de dicha relacién, llamado determinante completo, el cual es-
cribimos nuevamente,

; an Q12 C1
£49) Q2y . Qo2 Co =0
| Q3 Q3o Cs

'teniéndose, por las mismas razones,

a1 Q2 ¢
(50) a2 Q2o e | =20
a4y Q4o Cq4

En el caso mas general se tiene la igualdad a cero, de todos los
determinantes completos del sistema, los cuales se forman asi,

se escribe el determinante principal, 8, abajo la linea
de los coeficientes de las incognitas correspondientes al de-
terminante principal y en la columna de la derecha los tér-
minos conocidos correspondientes a las lineas o ecuactones

elegidas.
_ Ahora, si los dos determina:ntgs completos son nulos, podemos
asignar libremente valores a las incégnitas, x3, ...... ,» Xg, deduciendo

los valores correspondientes de z,, .. El sistema admite entonces un
nuzlnero infinito de soluciones. Es compatible y a la vez indetermi-
naao, .
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Con lo anterior, nos encontramos preparados para enunciar el
teorema.de Rouché:

Condicién necesaria y suficiente para que un sistema de n
ecuaciones con m incégnitas sea compatible, es que, siendo
p la caracteristica de la matriz A de los coeficientes y § el
determinante principal (de orden p), sean nulos todos los
determinantes completos (de orden p 4 1).

Caso de cumplirse las condiciones anteriores, el sistema tiene una
solucién Unica si el nimero de incégnitas es igual a p, y es determi-
nado si el nimero de incégnitas es superior a p.

Si no se cumplen las condiciones anteriores, €l sistema es incom-
patible, lo cual quiere decir que no existe un conjunto de valores
Zi, % ......, que satisfaga a todas las ecuaciones del sistema.
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