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RESUMEN

En el dltimo tercio del s. XX la
Matemdtica se ha ido desprendiendo del
difuso enfoque formalista que la habia
dominado desde mediados de siglo. Su
nueva interrelacion con las ciencias, la
aparicién del ordenador bhan suscitado
nuevos problemas conceptuales a la vez
que han permitido resolver viejos proble-
mas. En paralelo, la Filosofia de la
Matemdtica se ha desprendido de la pre-
tension de conseguir unos Fundamentos
definitivos. Sin embargo el pensamiento
matemdtico no se ha desarrollado en
paralelo al desarrollo matemadtico aunque
bay que reconocer que se ha producido
una cierta renovacion por la Filosofia de
la Matemdtica. Renovacion en terrenos
de interés mds puramente filoséfico o
socioldgico que estrictamente matemdtico
como lo reflejan escuelas «naturalistas»
cuyo interés se centra en el estatuto onto-
I6gico de las entidades matemdticas vy sus
consecuentes estrategias epistemoldgicas.
Aunque algunas tendencias de cardcter
constructivista tratan de aprebender, sin
constituir sistema, el Hacer matemdtico
en si.
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ABSTRACT

In the final third of the twentieth
century, mathematics had been moving
away from the diffuse formalist approach
that had been dominant since the middle
of the century. Its new relationtionship
with the sciences and the appearance of
the computer have given rise to new con-
ceptual problems at the same time they
bave provided for the solution of old
ones. In parallel fashion, the philosophy
of mathematics bas moved away from
the aspiration of arriving at definitive
foundations. Nonetbeless, mathematical
thought bas not developed parallel to the
development of mathematics, althought
it is necessary to recognize that it bas pro-
duced a kind of renewal in itself, a
renewal in fields of interest more philo-
sophical or sociological than strictly
mathematical, as reflected in the «natu-
ralist» schools focused on the ontological
statute of the mathematical entities and
their corresponding  epistemological
strategies, althought some constructivists
attempt to understand, without con-
structing a system, the mathematics in

and of itself.
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En los primeros afios del siglo XX se produjo entre los matemiticos cier-
ta discusién y, en parte, escision, por aceptar o no demostraciones de caricter
existencial no constructivo —y que pueden resumirse en la expresiva afirmacién
de Paul Gordan «esto no es matematica, sino teologia»—. Escisién radicalizada
desde la formulacién explicita del Axioma de eleccién por parte de Zermelo en
1904. Los procesos existenciales no constructivos, el axioma de eleccién y sus
equivalentes hincaban sus raices en un Hacer Global cuyo punto de partida no
era ya la figura, la ecuacién, la funcién dadas, sino el sistema o conjunto de obje-
tos de naturaleza cualquiera al que se dotaba de una u otra estructura segtin la
ley de operacién interna que se definiera. Discusiones entre matemiticos que
pronto sufrié un cambio de horizonte: algunos buscaron una fundamentacién
definitiva del Hacer matemitico y, desde el terreno filoséfico, convirtieron
varias dificultades teérico-conjuntistas en auténticas paradojas provocando la
sensacién de una crisis en el hacer matemitico, cuando dicha crisis lo era,
bisicamente, en los pretendidos intentos de dicha fundamentacién.

Intentos de fundamentacién que se plasman, en un primer momento,
entornos de 1908, en tres grandes lineas, muy diferentes entre si:
Axiomatizacidén de la Teorfa de conjuntos por parte de Zermelo; Logicismo
formal por parte de Russell-Whitehead como variante del logicismo iniciado
por Frege desde la elaboracién de su Conceptografia en 1879; Fenomenologia
como apoyatura para dar cuenta de una auténtica filosofia de la Aritmética por
parte de Husserl. Junto a ellas, se tienen los intentos de los neokantianos de las
escuelas de Marburgo y Baden que pretenden compatibilizar el «<nuevo» hacer
matemdtico, conjuntista, con el espiritu kantiano. Todos ellos buscan dar una
fundamentacién definitiva a la praxis matematica. Praxis que, con independen-
cia a esas buisquedas, a esas pretendidas crisis, va a tener un desarrollo especta-
cular al unir la base conjuntista con la técnica de definicién aportada por el
método axiomitico. El Anilisis funcional que se origina con los trabajos de la
escuela francesa con Lebesgue y Frechet como figuras estelares, la Topologia
con Poincaré y posteriormente Brouwer, el enfoque estructural-algebraico que
culmina con la escuela de Emmy Noether, el Anilisis de variable real...,
suponen un desarrollo espectacular del dominio matemitico.



LLULL, 26 DEL HACER MATEMATICO Y SUS FILOSOFIAS 905

En medio, y desde los afios 20, se origina una nueva discusién entre los
matemiticos: Herman Weyl, en nombre de un intuicionismo brouweriano,
publicard en 1921 una soflama afirmando la existencia de una crisis en la mate-
mitica y no sélo en sus regiones limitrofes como pueden ser las lineas conjuntis-
tas, sino en el propio niicleo de la matemitica al ver que, en ella, las demostra-
ciones carecen de todo tipo de caricter constructivo y el continuo ha perdido su
caricter especial incluso tras su discretizacién conjuntista. Weyl requiere la
aparicién de una revolucién al estilo bolchevique encabezada por Brouwer.

En defensa del imperio matemitico, Hilbert se orientara hacia un fini-
tismo ain més radical que el intuicionista de Brouwer y, para mantener el
Hacer Global donde el infinito actual reina de manera absoluta, acepta el mane-
jo de este infinito como un elemento de ficcién, en el mismo sentido que los
matematicos han tenido que ir aceptando elementos ideales como los imagina-
rios, los puntos en el infinito en geometria proyectiva... Ficcién ideal dtil que
ha de adjuntarse al dominio de los elementos finitos, a la matematica real que
maneja el matemitico —no somos infinitos— para dar cuenta del total de la
matemdtica que se va realizando. Enfoque pragmatico, ciertamente, pero que
obliga a Hilbert a plantear el manejo de la matematica ideal, de la matemitica
que emplea ese infinito actual mediante unos procesos de axiomatizacidén y
posterior formalizacién que le conducen a defender un Formalismo como base
para el Hacer matemadtico.

De las tendencias que he mencionado, hacia el final de los veinte se man-
tenia un Logicismo devaluado al que ahora se suman el Intuicionismo de
Brouwer y el Formalismo de Hilbert. La Fenomenologia de Husserl se decan-
ta, definitivamente, por el lado filoséfico al igual que las corrientes neokantia-
nas. Desde esta década, y como t6pico, van a considerarse como tinicos temas
de la Filosofia de la Matemitica estas tres corrientes: Logicismo,
Intuicionismo, Formalismo como si las demas no hubieran existido o como si
tampoco existiera el pensamiento de algunos matemaiticos que, a pesar de todo,
seguian «pensando» ademis de continuar haciendo matemiticas. Tres corrien-
tes que, desde su origen, y a pesar de su imagen, estaban abocados al fracaso
porque el Hacer matemdtico, como praxis, como Hacer, no se halla, hasta
ahora, definitivamente clausurado y, realmente, no se encuentra reflejado, de
modo total, por esas escuelas.

Sin embargo, los éxitos conseguidos partiendo del Hacer global y la defi-
nicién axiomética como uno de sus instrumentos bésicos, fueron imponiendo una
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difusa visién formalista del Hacer matematico especialmente en los terrenos de la
ensefianza y ello a pesar de los teoremas de limitacién de los sistemas formales que
se demuestran en los afios treinta. Una visién formalista que tiene en el grupo
Bourbaki su méximo exponente a partir de los afios cincuenta.

Hay que reconocer que, de modo innegable, el enfoque axiomitico y el
desarrollo en profundidad en campos especificos propicié un desarrollo espec-
tacular del Hacer matematico asi como posibilité la resolucién de algunos vie-
jos problemas pendientes de solucién como ha puesto de relieve, y como ejem-
plo paradigmatico, la definitiva resolucién del teorema de Fermat. Es un desa-
rrollo, sin embargo, que también condujo a una escisién en materias cada vez
mis desarrolladas y, simultineamente, separadas entre si y que hacen dificil
para un Gnico matematico dominar todos esos nuevos campos.

Pero también hay que reconocer que es un hacer que carece de relacién,
en el fondo, con las grandes lineas de pretendida fundamentacién. Lineas que
permanecieron como grandes tSpicos en lo que vino en denominarse Filosofia
de las matematicas identificada con Fundamentos de la misma, siendo inter-
cambiables ambos titulos. Los anilisis légicos y filoséficos acerca de la mate-
mitica llevados a cabo desde esas visiones parecian no tener relacién con la pra-
xis real de dicha matematica y quedaban en los extrarradios del imperio mate-
matico para decirlo en la terminologia utilizada por Weyl en 1921.

II

Desde los afios setenta se produce una inflexién tanto en el interior de la
matemadtica como en el contexto en el cual se realiza la misma. Esa inflexién
supone, en el interior, una mezcla de disciplinas con apoyatura en el elemento
geométrico que viene aportado, esta vez, por la Topologia. Al igual que una
vuelta a sus origenes con un claro enlace con la Fisica. Enlace propiciado, ade-
mds, por la aparicién del ordenador que, con Steen, se ha convertido en un
intruso en el ecosistema matematico que, como tal, provoca variaciones en
dicho ecosistema.

En el exterior, la insistencia en que el Hacer matemdtico, como cual-
quier otro hacer, es tanto una produccién como un producto humanos y no
de los dinosaurios y, como tal, constituye un Hacer social que depende tanto
del matematico en su individualidad concreta como del contexto social en el
cual ese matemadtico nace, se educa y trabaja. Y lo hace con unos temas y unos
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medios determinados, con unos bagajes que, de modo evidente, condicionan
su hacer.

En esta tesitura, la Filosoffa de la Matemadtica ha quedado en un terreno
un tanto hibrido. Para el pensamiento matematico, supuso la nitida conviccién
de la inutilidad en la bisqueda de una fundamentacién definitiva y segura, a
pesar de que en algunos autores se mantenga el término «fundamentos» pero
ya sin la querida pretensién de los primeros afios del siglo XX. Desde esta con-
viccién se ha propiciado la existencia de lo que se pueden considerar dos
grandes lineas en cuanto a la Filosofia de la Matematica.

Por un lado, se encuentran quienes identifican la Filosofia de la
Matematica con la Filosofia de la Légica, restos de un afiorado logicismo que
se pretende renovar a la vez que la de aquellos 16gico-matematicos que procu-
ran unas fundamentaciones en la Teorfa de conjuntos en el sentido de mostrar
que se puede desarrollar la matemitica en dicha teoria, porque ya en la Légica
se ve inviable porque es la misma Légica, escindida en multitud de 16gicas, la
que tendria que ser, de alguna manera, analizada si no fundamentada. Con
ellos, quienes pretenden una Filosofia de la Matemitica como fundamentos
pero entendiendo ahora este término como un anilisis conceptual, estricta-
mente filoséfico, tanto de los conceptos mateméticos como de sus tipos de
demostracién... Con ellos, los que pretenden una filosofia «naturalizada» en el
sentido de no depender de unos primeros principios de cardcter extramatema-
tico, pero que poseen un caricter estrictamente filoséfico, anclando sus
andlisis en campos ontolégicos y seménticos.

Por otro lado, se encuentran aquellos que pretenden pensar acerca del
Hacer matematico en si, y se tiene en cuenta la génesis, la historia y, sobre todo,
tratan de atender a la praxis matemaética como se va produciendo, observando
que la Matemitica ha sufrido cambios profundos incluso a lo largo de nuestra
propia vida y que no sélo se han reflejado en la ensefianza sino en la imagen de
la misma. Un tener en cuenta los procesos genéticos e histéricos, los educati-
vos... que se pretende no como mera reconstruccién racional sino reflejo mas
real de los mismos.

En este repaso a la Historia se puede observar, por ejemplo, que la apro-
ximacién formal de caricter sintictico en la segunda mitad del siglo XX no ha
sido tan completa sino que su imposicién ha dependido de unos condicionan-
tes ideoldgicos y politicos muy determinados. Matemiticos como von
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Neumann, como Wiener o Turing, como los polacos ligados al café escocés
entre los cuales destacar Ulam..., las escuelas soviéticas de Markov o matemiti-
cos como Arnold o Alexandrov, por no citar muchos otros, investigaron en la
matemdtica marginados a cualquier formalismo sintictico «estilo» Hilbert o
Bourbaki y mantuvieron el enlace matematica-ciencia siempre tan querido para
el conocimiento y para el propio pensamiento matematico.

Un enlace que parecia una interrelacién perdida pero que, en el ltimo
cuarto de siglo ha sido recuperada. Sobre todo mediante la interrelacién con las
teorfas del campo cuidntico, la teorfa de cuerdas, la simetria especular con la geo-
metria simpléctica... que han llevado a nuevas ideas en el interior del hacer
matematico. Ideas y nuevos problemas que, en particular y desde un terreno de
anilisis conceptual, se centran en los papeles que la demostracién y el rigor vuel-
ven a mantener, asi como en la problematica de la existencia de lo manejado.

Desde esta interrelacién, parte de la terminologfa empleada por los fisi-
cos ha entrado en la jerga matematica al igual que, en lo demostrativo, se ha vuel-
to a tener conciencia de que la labor del fisico no es ver si la naturaleza funcio-
na con rigor y demostrativamente, sino averiguar cémo funciona. Y el matema-
tico tiene, en este terreno, un papel semejante: desarrollar nuevas ideas para ese
estudio, aunque en un principio la demostracién de las mismas carezca del rigor
exigible desde posiciones mis formalistas. Es lo ocurrido con teoremas como los
de Borchards o de Donaldson, apoyados en analogfas directas de la teoria de
cuerdas y las simetrias fisicas. A su vez, el hacer matemitico sigue aportando sus
teorfas, métodos y conceptos para el trabajo del fisico especialmente a través de
las dlgebras semisimples de Lie, por ejemplo, o las aportaciones que he indicado
procedentes de la topologia y la geometria como la simpléctica.

De estos dos grandes bloques en los que se puede escindir una pretendi-
da Filosoffa de la Matemitica voy a detenerme, y muy brevemente, en sélo
algunas lineas en que los mismos, a su vez, se escinden. Para una visién mas
amplia y completa remito, en particular, a mi libro de Lorenzo 2000.

1. En cuanto al bloque mis puramente filoséfico, hay al menos dos
grandes lineas:

a. Por un lado, la corriente que he mencionado como conjuntista y que
se quiere més ligada al Hacer matemitico. En ella se pretenden explicar tres
cuestiones: los conceptos fundamentales y los objetos que caen bajo esos con-
ceptos; los axiomas, la légica. Con lo cual los fundamentos de toda la
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matemdtica, incluyendo la 16gica matemitica y el propio método axiomitico,
caen ahora bajo la teoria de conjuntos. De aqui que los fundamentos de la
matemdtica sean, de hecho, los de la teoria de conjuntos por lo que hay que
dar cuenta tanto del concepto bidsico de conjunto de conjuntos como de la
l6gica de esa teoria que no es, en este caso, teoria axiomatizada. Ello supone
que las proposiciones acerca del universo de todos los conjuntos son verda-
deras y no porque estén determinadas a partir de unos axiomas sino que son
los propios axiomas los que estin sometidos a la exigencia de que, en algin
sentido, han de ser verdaderos en ese universo.

Es linea en la cual me limito a sefalar los trabajos de Monk o de
Mayberry. Frente a lineas de trabajo que aceptan que la matemdtica se puede
desarrollar a partir de la Teorfa de Categorias, estos autores siguen mantenien-
do que toda la matematica puede descansar en las teorfas conjuntistas. El gran
problema con el que se enfrentan estas posiciones es dar cuenta del viejo dile-
ma: discreto-continuo y la imposibilidad, en el fondo, de reducir los conceptos
geométrico-topoldgicos a meros sistemas conjuntistas.

A lavez, se ha replanteado la cuestién de si los axiomas hasta ahora adop-
tados como bisicos para la teorfa de conjuntos, en cualquiera de sus formula-
ciones, representan el total de la propia nocién de conjunto. Ya el propio
Zermelo habia indicado que su objetivo era el de acotar esta nocién en el senti-
do de que en ella no pudieran producirse paradojas. Pero esa misma acotacién
entraia que, desde su planteamiento, la axiomitica elegida no da cuenta del total
de lo que pretende delimitar. En este terreno se han producido trabajos intere-
santes en los campos calificados de estabilidad desde los cuales se trata de expli-
citar los conceptos informales que, en cierta manera, contindan entornando el
trabajo conjuntista.

b. En un enfoque mis puramente filoséfico, en los entornos de los seten-
ta se produce la publicacién por parte de Benacerraf de dos ensayos que van a
relanzar el debate filoséfico en torno al Hacer matemdtico. Por un lado,
Benacerraf hace ver lo que califica de indeterminacién de los nimeros natura-
les si los naturales se identifican con conjuntos: cdmo considerar, por ejemplo,
el nimero 2 como conjunto en la versién conjuntista de Zermelo {{A}} o en la
de Neumann {A, {A}}. Ambos conjuntos son, claramente, diferentes pero el
niimero 2 ha de ser uno de ellos por lo cual queda realmente indeterminado.
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Tras el ensayo de Gettier en el que pone de relieve que la caracterizacién
de conocimiento platénica es insuficiente y la solucidn propuesta por Goldman
de aceptar la teorfa causal del conocimiento para completarla, Benacerraf lanza
lo que desde entonces se denomina dilema de Benacerraf: lo que hace posible
el conocimiento matematico imposibilita la existencia de los objetos matemati-
cos; la existencia de los objetos matemaiticos imposibilita su conocimiento. Con
este dilema Benacerraf vuelve a plantear, en el fondo, el viejo problema de c6mo
se alcanza el conocimiento de los objetos matemaiticos considerados como
objetos abstractos, independientes al sujeto epistémico. Son dos ensayos, dos
lineas que se dirigen contra la admisidn del realismo matematico, realismo que
se pretende identificar con el cldsico platonismo.

Al debate originado por estos ensayos, y que es realmente ontolégico, se
suman los pensadores bisicamente anglosajones que tratan de discutir acerca de
la existencia o no de las entidades matemiticas, abstractas, y se escinden en ten-
dencias como el realismo con sus dos grandes acepciones metafisico o
semantico, el nominalismo, el estructuralismo, modalismo...

A este debate propiciado por los ensayos de Benacerraf —a los que se
sumarian los de Steiner, entre otros— se agrega un tercer elemento, el aporta-
do por Quine y luego Putnam acerca de la indispensabilidad o no de la mate-
mdtica: las entidades matemdticas son indispensables para las teorfas fisicas y,
por ello, poseen su mismo estatuto cientifico. Una linea argumental que se pre-
tende, frente a las dos anteriores, como defensora del realismo matematico, a la
que se agrega la posicién de quienes, desde lo pragmaitico, buscan la mejor
teoria posible...

El realismo matemadtico afirma, desde el terreno metafisico, que las enti-
dades matemadticas —nidmeros, funciones, estructuras...— existen y son inde-
pendientes al espiritu y al lenguaje, por lo cual el matemitico en su trabajo se
limita a descubrir las teorfas matemdticas acerca de esas entidades donde las
teorias no son més que sistemas proposicionales de juicios verdaderos o falsos
en virtud de las propiedades de dichos objetos existentes en si.

Es un realismo que, por partir de la creencia ontolégica previa de unas
entidades abstractas existentes en si, exige elaborar estrategias que den cuenta
de c6mo el matemitico alcanza el conocimiento de esas entidades. Estrategias
que han llevado a pensadores como Penelope Maddy a sostener que percibi-
mos los conjuntos, existentes en si: cuando observamos una docena de huevos,
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por ejemplo, no observamos simplemente cada uno de los huevos separada-
mente sino el conjunto que constituyen. No sin ironia habria que agregar que
no se observa el conjunto cuyo cardinal finito es 12, sino el conjunto cuyo car-
dinal finito es 13 porque el recipiente en el que se encuentran los huevos
también es algo.

Uno de los problemas es que en teoria de conjuntos hay que admitir la
existencia del conjunto cuyo elemento es un conjunto y, por ello, también se
observa el conjunto unitario que tiene como elemento el conjunto de 13 ele-
mentos —los huevos y su recipiente—, asi como el conjunto de conjuntos con
elemento unitario que tiene el conjunto anterior como su elemento, etcétera...
Todo ello en una percepcién tnica. Con el posterior de cémo se percibe aquél
conjunto cuyo cardinal no sea finito... aunque en este caso pueda acudirse a la
ensefianza y a la autoridad de quien ensefia para aceptar la captacidn de tales
conjuntos de cardinalidad transfinita. En cualquier caso, es una propuesta en el
fondo fictica la de que se perciben no ya entidades en su singularidad concreta
sino conjuntos y conjuntos de conjuntos... cuando se observan esas entidades.
Y hasta ahora, y desde la neurobiologia, no parecen encontrar corroboraciones
facticas a la misma.

Junto a las propuestas de Maddy se tienen las estructuralistas o modalis-
tas por las cuales las entidades matemiticas pueden considerarse no en su indi-
vidualidad concreta sino que siempre hacen relacién a una estructura o una
ordenacidn en la cual se encuentran inmersas. De esta forma, y muy en esque-
ma, se puede afirmar que 12 sea o0 no primo no depende de 12 sino del lugar que
ocupa en la ordenacién de los nimeros naturales. Con lo cual lo existente no es
el nimero en si, o el conjunto del cual derivar luego el nimero sino la estructu-
ra en la cual ese nimero se haya insertado pero con la dificultad de cé6mo saber
que lo insertado es 0 no un nimero y distinguirlo conceptualmente de la
estructura de la que forma parte y es lo tinico existente.

Junto a los realistas metafisicos aparecen los realistas semanticos: para
ellos las proposiciones matemaiticas son verdaderas por ser objetivas, con
independencia de nuestro conocimiento respecto a los objetos matemadticos
que en esas proposiciones entren. Es decir, para un realista seméntico lo nico
que se requiere para asegurar la verdad o no de una proposicién es su objeti-
vidad y no el compromiso en cuanto a la existencia de entidades de tipo algu-
no. Es posicién que tiene en Quine un posible partidario pero que encuentra
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en una época de Putnam su representante mdis conspicuo al que
posteriormente se unird Dummett.

Naturalmente para quien la clave sea la pregunta acerca de la existencia
o no de las entidades matemaiticas, es posicién insatisfactoria porque lo que
interesa de verdad es si existen o no los objetos matemiticos. Existencia de la
cual cabe plantear, ademds, si es una existencia necesaria o contingente y no
s6lo permanecer anclados en la vieja cuestién epistemolégica de cémo alcanzar
su conocimiento.

Una salida a esta problematica se centra en el ficcionalismo nominalista
representado basicamente por Field. Para esta concepcién las proposiciones
matematicas son, en si, totalmente falsas. Bien entendido que lo son en el
mismo sentido que las ficciones literarias. Afirmar «13 es un ntimero primo» es
falso porque no existe entidad alguna como 13. Va en paralelo a decir «Don
Quijote planté batalla a los molinos de viento creyendo que eran gigantes» que
constituye una proposicién falsa porque no hay entidad alguna que sea Don
Quijote. Sin embargo, de ficciones literarias como Don Quijote, Hamlet cabe
afirmar que son entidades existentes pero siempre dentro de la historia en la
que se encuentren. Por ello la proposicién acerca de Don Quijote puede consi-
derarse verdadera aunque sélo en el interior de la novela cervantina, aunque no
sea verdadera en si. Lo mismo cabe decir respecto a las entidades matemiticas
como los niimeros: pueden considerarse existentes pero s6lo en un universo de
ficcién. Por ello, afirmar «13 es ndmero primo» supone enunciar una proposi-
cién que es verdadera en la Aritmética de los nimeros naturales con el criterio
de divisibilidad aunque no sea verdadera en si.

Uno de los problemas para el ficcionalismo nominalista de Field es —si
se deja a un lado la cuestién de los matices del término verdad— que esas enti-
dades no existentes se muestran claves para el conocimiento factico de la natu-
raleza; es decir, que la matemitica se muestra indispensable para construir nues-
tro conocimiento de la naturaleza de la que formamos parte. Y que hay mate-
mdticos, y no s6lo matemiticos, que se dedican a estudiar ficciones como los
criterios de primalidad y, ademds, tratan de aplicarlos a temas muy pricticos
como los de codificacién y descodificacién e incluso tratan de ir mis all4, a
terrenos como los de la biologia, por no citar otros terrenos.

La estrategia utilizada por Field es mostrar que se puede prescindir de
esas entidades para elaborar las teorias fisicas; en otras palabras, trata de
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mostrar que puede explicarse el comportamiento de los sistemas fisicos en tér-
minos intrinsecos de dichos sistemas sin invocar entidades extrinsecas —sean o
no matematicas—, entidades cuyas propiedades han de ser irrelevantes para el
comportamiento del sistema dindmico en cuestién.

Un programa de ficcién que, por lo mencionado, comporta dos pasos:
tratar de buscar interpretaciones intrinsecas para dar cuenta del comporta-
miento de los sistemas dindmicos; eliminar de las teorfas cientificas hasta ahora
propuestas todo tipo de entidad no existente, eliminar de la Mecinica newto-
niana, de la Teorfa de la relatividad, de la Mecénica cudntica... todas las entida-
des matematicas. Programa del cual el mismo Field tuvo que reconocer que
hasta el presente no sabemos cémo eliminar entidades matemiticas de toda
explicacién cientifica que aceptamos y que toda la metodologia que hasta ahora
se ha manejado implica, en el fondo, una justificacién para creer en dichas enti-
dades. Lo que le conduce a realizar una apuesta por cudl es la visién mas satis-
factoria del lugar que ocupa la matematica en el mundo, una apuesta por la cual,
y frente a este ficcionalismo, parece razonable mantener el papel que la mate-
matica tiene en lograr esa visién del mundo.

2. Junto al bloque anterior que considero de interés mis filoséfico que
matematico aunque se citen términos matematicos como si se hiciera una filo-
soffa adjetiva de la Matemitica, se puede considerar otro bloque en el cual se
trata de tener presente al Hacer matemitico en si. En él podrian mencionarse
desde los trabajos que tienen presente la génesis conceptual del Hacer mate-
mitico desde sus origenes y que llevan desde la Antropologia matematica —
Wilder— hasta los intentos de establecer los diferentes estilos en los que se
materializan los tres grandes ambitos en que se sitia el Hacer matemitico:
Figural, Global, Computacional —de Lorenzo— pasando por posiciones que
mantienen que la matemdtica es aleatoria y experimental —Chaitin—. Me
remito, para ello, a de Lorenzo 2000.

De entre todas ellas voy a citar, en primer lugar, el trabajo de Feferman
quien se plante como preguntas: ¢qué hace que los conceptos y métodos de la
matematica posean un campo distintivo de conocimiento? y ¢cuél es la natura-
leza del contenido conceptual de la matemdtica? En busqueda de respuestas
Feferman ha planteado un programa de anilisis légico muy rico y en el cual se
pretenden investigaciones que lleven a una Clarificacién conceptual que posi-
bilite establecer definiciones més precisas de los conceptos mis bien informa-
les que de hecho se manejan en la praxis matematica, hasta lo que denomina
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Expansi6n reflexiva de conceptos y principios y que no es mis que la bisque-
da del tipo de actividad que lleva al matematico a pasar de espacios tridimen-
sionales a n-dimensionales, por ejemplo, o a intentar explicitar conceptos que
en la praxis matemaitica quedan, de hecho, implicitos. Un programa que, a pesar
de ser bautizado por Feferman como de Fundamentos supone, en el fondo, un
anilisis conceptual que tiene en cuenta, precisamente, la plasticidad genética e
histérica del Hacer matemdtico.

En esta linea, la aparicién del intruso, del ordenador en el ecosistema
matemitico, ha hecho que la praxis matemitica sufra en algunos campos, una
cierta inflexién. Al menos en terrenos como los siguientes. Por lo pronto, en el
terreno demostrativo. La «demostracién» de la conjetura de los cuatro colores
provocé el problema de si admitir dicha prueba como auténtica demostracién,
lo que ha ido en paralelo a lo que antes indiqué en la interrelacién Matemitica-
Fisica. Es claro que ningin matemitico puede comprobar todos y cada uno de
los pasos de la prueba dada por Appel-Haken pero ello no impide considerar
conceptualmente a dicha prueba como auténticamente demostrativa. Basta plan-
tear la misma cuestién para demostraciones de longitud suficientemente larga
como la establecida para la clasificacién de los grupos finitos. Si se admite que el
ordenador pase a tener un cierto papel, hay que admitir la existencia de demos-
traciones asistidas por ordenador. Y ello sabiendo que los ordenadores son fali-
bles porque también tienen sus fallos —tanto puramente accidentales como de
los propios procesos algoritmicos—. Es el concepto de demostracién matemati-
ca el que, una vez mais, se pone en juego con la multitud de matices que en este
concepto entran en juego y que impiden que se reduzca a mera sucesion
sintictica de férmulas como pretendia el logicismo fregeano y sus sucesores.

Ademis, el ordenador muestra un papel en un terreno que, hasta ahora,
no ha sido muy estudiado: el de la ensefianza. Si se tiene presente que se han
construido algoritmos lo suficientemente flexibles para realizar integrales o
resolver ecuaciones tanto algebraicas como analiticas, para dar respuesta a una
serie de problemas de combinatoria de forma que el alumno pueda responder a
estas cuestiones sin mis que manejar el ordenador y las teorias subyacentes,
parece conveniente replantear el tipo de ensefianza que se debe impartir al alum-
no —o, al menos, el tipo de cuestiones que se le puedan plantear—. Supone vol-
ver a la peticién de Galois: saltar sobre los cilculos para ir a las ideas, a los méto-
dos. Es un programa en el cual no interviene sélo el contenido de una discipli-
na sino que esti en juego, realmente, qué considerar como ideas y métodos
matemdticos que, de momento, van mds alli de lo reducible a puramente
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algoritmico. Y no es, en modo alguno, lo que algunos como Chaitin califican
como matemdtica experimental ni tampoco que el alumno maneje simplemente
el ordenador en clase.

También el ordenador ha posibilitado que la Matemitica amplie su
campo de aplicabilidad a terrenos que le estaban vedados por la dificultad
material, no conceptual, de realizar los cémputos correspondientes. Asi, en la
posibilidad de calcular un niimero suficiente de términos en los desarrollos en
serie de algunas funciones, de las que llevaron a Poincaré, por ejemplo, a plan-
tear la existencia de funciones con fuerte sensibilidad a las condiciones inicia-
les. En otras palabras, a constituir una ayuda técnica bésica para poder estable-
cer teorias como, en este caso, la teoria del caos con su determinismo e impre-
decibilidad asociados. Igualmente ha permitido elaborar el programa Lions que
se manifiesta, esencialmente, en la elaboracién de modelos con el previo
establecimiento de los correspondientes procesos de simulacién.

Mis conceptual, pero enlazado a problemas como los anteriores y que
se incardinan en lo que califico de Hacer computacional, se ha vuelto a plante-
ar el permanente dilema discreto-continuo. El Hacer Global lo resolvié supri-
miendo el continuo al considerarlo como un conjunto discreto cuyos elemen-
tos, los niimeros reales, pasaron a tener un estatuto existencial ontolégico.
Estatuto ontolégico negado por constructivistas como Poincaré para quien el
continuo es el que posee un estatuto existencial propio no siendo los nimeros
reales mis que simbolos para indicar posiciones sobre ese continuo. Y el con-
tinuo es el elemento bisico para la conceptualizacién geométrica y topolégica,
por ejemplo. Pero desde la discretizacidn conjuntista se planteaba el problema
de cémo obtener, en la prictica, un niimero real: en la prictica bastaba una
aproximacién racional adecuada sabiendo que en esa aproximacién se comete
un error.

Desde los terrenos de la computabilidad cabe desterrar el elemento exis-
tencial ontolégico asociado al nimero real y convertirlo en nimero real com-
putable: nimero real x enfocado como un programa en el cual al dar el input k
—ntmero positivo— se producen dos nimeros racionales: un valor m, —que
se considera una aproximacién a x— y una cota del error €, —valor no negati-
vo por supuesto—. Lo que se requiere es que para dos inputs k y k’ los inter-
valos [m,-€,,m,+€,] y [m,-€,,m,+€,] se corten de manera que para >0 y todo
k suficientemente grande, la longitud del intervalo sea menor que €. En otras
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palabras, la idea intuitiva subyacente es que todos esos intervalos tengan un
tnico punto en comun: el nimero real computable bajo construccién.

Una construccién que si tiene una cara pragmitica positiva porque
puede desarrollarse todo el Anilisis en un estilo constructivo a lo Bishop,
encuentra unas dificultades conceptuales bisicas: las cuestiones de si un niime-
ro real computable es racional o irracional y la de comparar dos nimeros
reales computables son indecidibles.

Son problemas los de indecibilidad y computabilidad que, unidos al
papel que puede desempefiar el ordenador tanto en las demostraciones como en
la modelizacién matemitica de procesos dindmicos a partir de procesos de
simulacién llevan a replantear, desde el interior del Hacer matemitico, el viejo
problema del papel del cerebro y, con él, el de la razén y el pensamiento.

II1

En este esbozo desearia concluir advirtiendo que los profundos cambios
que se han producido en el Hacer matemaitico y que han llevado desde el Hacer
Global al Computacional, rompiendo el difuso formalismo que en algunos pai-
ses se impuso desde mediados del s. XX, no ha tenido una auténtica renovacién
en el pensamiento filoséfico que le deberfa ir en paralelo. Las reconstrucciones
racionales de la historia en la linea de Lakatos, las filosofias de la matemitica en
el dmbito anglosajén que han pretendido romper los moldes que se autoimpu-
so de la tendencia analitica pasando a una pretendida filosoffa naturalizada pero
en la cual el tema ontoldgico se muestra esencial con argumentos en los cuales
no se sabe si se habla acerca de entidades matematicas o angélicas, los logicis-
mos renovados, los excesos de los enfoques sociolégicos... parecen muy
marginados a la auténtica praxis matemadtica.

Son los enfoques constructivistas los que, en cierta manera, tratan de
captar lo que en esa praxis se efectta. Pero los constructivismos, desde su ori-
gen y por su propia naturaleza, se muestran reticentes a ser plasmados en siste-
ma, que es lo mds propio de quienes se tratan de situar en terrenos mis preten-
didamente filoséficos. En cualquier caso, se puede observar un renovado inte-
rés en estos campos eliminada ya la imagen tépica de establecer unos funda-
mentos definitivos de una praxis matemitica que, en esencia, afinca su raiz en
la interrelacién entre la physis y la razén conceptual que, como parte de esa
physis y, hasta ahora, no ha conseguido ser clausurada.
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