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RESUMEN
En este articulo, el motivo es el estudio de los espacios de Sébolev y el objetivo fundamental es
demostrar la existencia y la unicidad de solucion polindmica aproximada de una 1Ecuacion Diferencial
)=l
dy

con frontera I' = dQ , donde ueH (Q) es la funcién de estado y fel?(Q) la funcién fuente escalar. La

du

ax

du

2
3 ) = f(x,y), en una region abierta ) de R",

Parcial no Lineal, Au — %(u

metodologia usada es de tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mds exhaustivo en cada
demostracion. Los resultados mas relevantes son: Demostracion de existencia de solucion polindmica
aproximada mediante el método de Faedo-Galerkin, y demostracion de unicidad de solucion polinémica
aproximada mediante el método indirecto (reduccion por el absurdo). Asimismo, se concluye que, para
los datos ueH (Q) N P(Q), existe solucion polindmica aproximada para la ecuacion diferencial parcial
no lineal y también, con las condiciones e hipdtesis enunciadas en el trabajo, se garantiza unicidad de la

solucion polindmica aproximada.
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Approximate Polynomial Solutions of Nonlinear Partial Differential
Equations in Two Independent Variables in Sobolev Space

ABSTRACT
In this article, the reason is the study of Sobolev spaces and the fundamental aim is to demonstrate the
existence and the uniquely of an approximate polynomial solution for the Nonlinear Partial Differential

du

ax

2 2
™ ) — aiy(u | Z—; ) = f(x,y), , in an open region Q of , with boundary,

EquationAu — i(u

R"T" = 9 where is the state function and the ueHg (Q)feL? (Q) scalar source function. The methodology
used is inductive-deductive trying to be the most exhaustive in each demonstration. The most relevant
results are: Demonstration of the existence of an approximate polynomial solution by the Faedo-
Galerkin method, and demonstration of the uniqueness of an approximate polynomial solution by the
energy method. Likewise, it is concluded that, on the one hand, for the dataueHg(Q) N P(Q), an
approximate polynomial solution is obtained for the nonlinear partial differential equation. In addition,
with the conditions and hypotheses mentioned in the work, uniqueness of the approximate polynomial

solution is obtained.
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INTRODUCCION

La influencia de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), radica en su capacidad de modelar
fenomenos fisicos, quimicos, bioldgicos, de la ingenieria, de la economia, etc. Asi, por ejemplo, la
ecuacion de calor modela una gran variedad de fendmenos. Modela no solo el fenomeno fisico de
transmision de calor por conduccion, sino también el fendémeno quimico de difusion de un contaminante
que reacciona con un medio liquido en movimiento en el cual se halla inmerso. Ademas, la ecuacion de
calor sirve también para modelar el fenomeno bioldgico, del movimiento browniano, que es el
movimiento aleatorio que se observa en las particulas que se hallan en un medio fluido, como resultado
de choques contra las moléculas de dicho fluido. Mas aun, las ecuaciones diferenciales parciales no solo
son importantes por sus aplicaciones, sino que tienen importancia en si mismas, y son objeto de extensa
investigacion cientifica ca, hoy por hoy, como lo refiere, Lopez. Las Ecuaciones Diferenciales Parciales
no Lineales (EDPNL) se encuentran en una posicion central, porque ellas gobiernan una amplia variedad
de fenomenos de movimiento, reaccion, difusion, equilibrio, conservacion entre otros mas.

Las EDP de segundo que expone los conocimientos que consideramos bdasicos para cualquier
investigador de la ciencia y la ingenieria, y puedan entenderlo con facilidad son las ecuaciones clasicas:
1) Ecuacion de calor: uy — Au = 0, 2) Ecuacion de Onda: uy — Au = 0 y 3) Ecuacidn de Laplace con
potencial: —Au 4+ u = 0. Estos tres ejemplos, y con desarrollos de mayor sofisticacion permitiran
estudiar la teoria moderna de las EDP de segundo orden lineales y no lineales especialmente.

En este articulo se estudia el problema de transmision estacionaria de calor, modelado por la siguiente

ecuacion:

] du |2 ] ou |2\ _
—£<u|& )—a—y<u|a—y )— f(X,y) en () (11)
u>0 en () (1.2)
u=g en dQ (1.3)

, donde Q) es una region abierta acotadas y conexa de R",n > 1 y con frontera 0Q. de
Ahora como esta es una ecuacion diferencial parcial no lineal de segundo orden, entonces se abocaremos

a estudiar la existencia y la unicidad de soluciones polindomicas aproximadas.
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Las dificultades que se presentaban en la solucion de algunas ecuaciones diferenciales parciales, impulso
una teoria que permitiria la busqueda de soluciones que no tuvieran que satisfacer la regularidad de la
ecuacion planteada: las distribuciones se desarrollaron en paralelo a la busqueda de soluciones
generalizadas o débiles. Sobolev utilizo las soluciones generalizadas para la solucién de ecuaciones
hiperbolicas y elipticas. Mas aun Sobolev defini6 la solucion generalizada de la ecuacion de onda, como
una funcion u para la cual existe una solucion u,eC* de soluciones ordinarias y que convergen en
L'(x,y,t) a u. Posteriormente las funciones generalizadas tomarian el nombre de distribuciones, nombre
que les dio el matematico francés Schwartz. Schwartz inicialmente concibid las distribuciones como
operadores, pero gracias a los precedentes que habia establecido en la teoria de la dualidad de los
espacios de Banach, la de los espacios de Fréchet , y a los beneficios de trabajar con los espacios duales,
Schwartz definio las distribuciones como un funcional lineal continuo sobre un espacio de funciones (
llamadas funciones de prueba)

Los espacios de Sobolev, son espacios de funciones reales o complejas de varias variables, integrables
en el sentido de Lebesgue y diferenciables en el sentido de las distribuciones, esto, es débilmente
diferenciables. Estos espacios proporcionan un recurso extraordinario para el planteamiento y la
busqueda de soluciones de problemas de frontera. Esto es asi porque estos espacios son completos y
porque permiten obtener resultados generales respecto a la existencia y unicidad de soluciones de EDP,
sean lineales y no lineales, segun refiere Suarez.

Finalmente, la hipotesis del trabajo de investigacion, es: ;jExiste una Unica soluciéon polindomica

du

. ., ] au |? ]
aproximada de la ecuacion: — —(u U5y

2
p. o 3y )= f(x,y) enQ?

Y los objetivos fueron

1) Demostrar la existencia de solucion polindmica aproximada de (1.1) — (1.2)
2) Demostrar la unicidad de solucion polindmica aproximada de (1.1) — (1.3)
METODOLOGIA

Para obtener los resultados de existencia y unicidad de soluciones polindomicas aproximadas, se aplico
el método de Faedo-Galerkin, que consiste en proyectar el problema a un espacio de aproximacion de

dimension finita. En el espacio de dimension finita,V,, = {wy,w,,. . ,wp} se escoge una solucion

pag. 7023



aproximada uy, sobre cualquier subregion ()}, resolver el problema de existencia y unicidad en el
espacio proyectado y luego mediante estimativas a priori se extiende la solucidon u,, sobre la region total
Q.

Para describir completamente uno u otro proceso es insuficiente solo la ecuacion diferencial del proceso,
hace falta plantear el estado inicial de este proceso (condiciones iniciales) y el régimen en la frontera
0Q de aquella region QeR™, en la cual tiene lugar el proceso (condiciones de frontera) Esto se debe a la
no unicidad de la soluciéon polindmica aproximada.

RESULTADOS Y DISCUSION

Para existencia de soluciones polinémicas aproximadas de la ecuacion no lineal, las funciones v, fy g

deben ser tales que satisfagan las siguientes hipétesis.

— 4 3 —
Ve WO1 Q) n PO, Vlgo =g, feW L3Q) y geWZA'(Q) , donde P(Q2) es una sub-algebra de
polinomios, y tales que satisfacen a la ecuacion.
Prueba de existencia de solucion polinomica aproximada

Para facilitar la demostracion, la ecuacion no lineal dada se escribe en forma simplificada:

2
3.1 u, 2
(3-1) Liox? " o\

Ju

9%,

2
)] = f(x;,%x,) en Q

Supongamos que geWg * (Q) N P(Q) tal que, v|5q = g y Vg = 0,y ademés considerando una funcion,

v =u— g detal manera que (1) se puede escribir en la forma:

2
(3.2) - Z—az(v+g) ai

e = f(x4,%;) ,veW™* (Q)
i=1 Xi

v+g

a(v+g)‘

Es

decir, se debe resolver el problema de Dirichlet homogéneo de la forma:
[ o (5]
(3.3) ax1 ox; = G x2)

V|an =0
Para por ultimo hacer la sustitucion: u=v+ g

En este sentido planteamos el problema aproximado sobre un espacio finito dimensional sobre el cual

hallaremos su solucion aproximada para luego extender via la densidad de los espacios vectoriales
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Sea, Vi, = [wy,w,,. .. ,wp | el espacio finito dimensional de H(Q) generado por los m vectores
de la base hilbertiana.
Consideremos {w; , W, ,W3,. .. ,Wp} una base de W) *(Q) N P(Q) € C°(Ql) y con inyeccion

continua. Sin pérdida de generalidad, sea:

Vm€{wy, wy, wz,... , Wy}, de tal manera que:
2
v, d OV |2

_ 2 ) W= w) , 1<<
< Zaxlz +aXi<Vm aXi ) W] ( Wl) ) m
1=

2\ |92y vy 12\ Ow;

m m j .
) = fl i IlS S )

Z<ax§ +<Vm % ) axi> fow)l<jsm
l=

la cual es una derivada distribucional.

Pero como vi,e{w;, Wy, W3,.. , Wy } ¥V, es la combinacion lineal finita

= Z Ajw- ,de donde se obtiene:

i=1
2
0vpy,
Z'm m _f
Ox? 0x; >'6xi> (F,vm )

J| dx— f fvmdx < |[fllyr llvinlly , desigualdad de Holder
Q Q

62Vm avm

NS

—-
1l
[y

NG

1l
[

i
En donde: V = W(}A(Q) y V= W L43(Q)

avm

Ahora como: lviy 1§ < a X [, | dx Desigualdad de Poincare

entonces: |[vy,|ly < C.

Por otro lado, como la funciéon ve WO1 4(Q) N P(Q) , entonces se obtiene

ZZ: J v |2 OV E)V Z f v 2 .
i=1 Q i aXi aX1 6x1 axl X
2 3 1
[ vt 14 av 1* 14 .
= Z J dx f — | dx Desigualdad de Holder
; Q aXi Q 6Xi
i=1 " 1 ]
2 4 3 . 1
[ [ |0V, 14 [ v 13
< d had d _ 3,
B Z fn 0x; X_ fg ax, | X | Vi 19 11Vl

._.
1l
[y
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de donde resulta

Z 62vm OV |2
Xj Ym 0x;

Puesto que V es un espacio reflexivo, entonces existe una sub-sucesion {v,.} de {v, } tal que:v, —

< || vy I < C3,C: constante

vy

aXi

u débilmente en Wy *(Q)  — Y2 Pve y % (Vr

2
2,2 ) Sy, débilen W14/3(Q)

Tomando el limite cuando r — oo el problema aproximado se reduce a

d Vr+ a -y )
Lo o\ )=

vy

i

de donde implica que:
B4 vy=

Ademas, se tiene que:

2
Bzvr+ o]
axz T ax\ "

=1

vy
aXi

2
) 'Vr> = (f:Vr)

Y tomando nuevamente el limite cuandor — oo se obtiene

2 v, 9 2 >
_ _+_<V ),Vr S (fu) = (y,u)

— aXlz aXi
(Av, — Av,v, — v) >0 ,VveV

v,

Por otro lado
av,

Zazvr+ a 2 +202v+a
Liox? " ox\ " Liox? o\

Luego tomando el limite cuando, r — oo se obtiene

9
(3:5) <Y+Zaz _< a:

Haciendo: v =u— Aw,A > 0,weV y sustituyéndolo en (3.5) se obtiene:

ov

2
— ),vr—v>20

aXi

>,u—v> =>0. VveV

=0

)

N +zz:62(u—7\w) ) - a(u—

i=1 1
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az(u—kw) 0 o(u —
Y (R e
1

Pasando al limite cuando A — 0, se obtiene:

+ 2 o%u + 9 Ou | >0 ,VweV
v = aXlz aXi “ aXi W= P YWE
)

Por lo tanto, de (3.3) y (3.5) se concluye que:

3.7) 2 0fu 0
T L o \U
i=1 !

Ju
aXi

2
Go) y=-S2u 2
’ V= = aXlz Oxi 4
1=

du |*
aXi

) = f(Xl ;XZ)

Asi de esta manera se ha demostrado que existe solucion polindmica aproximada del problema no lineal

estacionario:

A 0
4 0%

Para la unicidad de soluciones polinémicas aproximadas, se considera uy v dos soluciones polinémicas

ou |?

0%,

Ju

2 9
0%, 4

6X1

) = f(Xl' XZ)

aproximadas, y se aplica el método indirecto (reduccion por el absurdo).
Unicidad de solucion polinémica aproximada
Sean u y v dos soluciones aproximadas no nulas y diferentes del problema, y si el primer miembro de la

ecuacion, es un operador diferencial, denotado con A, entonces se cumple que:

Au=f ; ulgo=¢g Au — Av = f—f =0
3.8 { - {
(3.8) Av=f : Vv|go=g ulgo — vlgo=8g—g=0

- Au— Av=u-—v
O bien
39 (Au—Av,u— v)

en donde:

(3.10) Au= Z[ (

Sustituyendo (3.10) en (3,9), obteniéndose

du
axl

)
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ou |
aXi

(Au—Av,u—v)= (— Z 6x<

(Z u 0 6u 2 8V|2
6X1 6Xi v 0x; vy
2
_ Z( d0%v  d%u N a ou | ov|? (
- oxt  o0x?  0x 4 0X; 6x1 u=v))

i=1
Como ueW4(Q) » V=wi4(Q)
Por otro lado,
(Av—Au,v—u)= (Au—f,v—u)+ (Av—Au,v—u)
= (Av—Au,v—u) = 0, por ser un operador monotono
Por tanto, se tiene que: (Au—f,v—u) =0, VveV.
Ahora, construyamos un subespacio cerrado E en el espacio V:

VveV, sea la sucesion: Sy, = {ueV: (Av—f, v—u)>0, Au=f} E= nVSv
Ve

E es cerrado y convexo, ademas E = {ueV/ Au = f}, es un conjunto de soluciones de la ecuacion
(3.9).
Suponga que la norma en V es la funcion, || .|| : V — R, convexa en forma estricta
sobre la esfera unitaria de V y que:
JAu|l = || Av]|l — |lull = ||[v]| y como u satisface la ecuacion (3.2), entonces:
Ec {ueV/ |lull =S, Au =f}, para una conveniente S.
Por tanto, el subespacio E se reduce a un conjunto unitario, es decir u = v, lo que significa que la
solucion polindmica aproximada de la ecuacion no lineal, es unica.
CONCLUSIONES

La existencia de solucion polindmica aproximada para la ecuacion diferencial parcial no lineal

d 2 0
—Au——(u )—a—xz<u

x4
— 4 3
es posible para ve WO1 Q) N PQ), vigg =g, feW L73(0) y geWZ'A'(Q), sobre los espacios de

du |2

0%,

2
0x4

) = f(x4,%x5) en Q

Sébolev, es decir el operador diferencial admite una base en el espacio H ().

La unicidad de solucion polindmica aproximada para la ecuacion diferencial parcial no lineal
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au |2

Ju Ju
BXZ

—Au — i(u

6X1

A\ 2y
6X2

La condicion de (Au — Av, u — v) = 0,Vu,veV,u # v, es necesaria para que el conjunto de las

) = f(x4,%3) en Q

6X1

soluciones polinémicas aproximadas de Au = f, sea cerrado y convexo. El conjunto E de las soluciones

polindmicas aproximadas es cerrado y la condicion de norma estrictamente convexa, permitio demostrar

que E se reduce a un conjunto unitario, es decir, la solucion polindmica aproximada es unica.

Estos resultados pueden ser aprovechados por otros especialistas cuyo trabajo esté relacionado con

existencia y unicidad de soluciones aproximadas y en otros espacios funcionales apropiados.
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