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Resumen. En este trabajo se resuelve la ecuacion maestra que gobierna la dinamica de la interaccion entre
un campo electromagnético cuantizado y un atomo de dos niveles en el régimen dispersivo en una cavidad
con pérdidas. Tales pérdidas se deben a la interaccién del sistema con su medio ambiente. El problema se
resuelve usando una técnica de superoperadores. Se muestra que es posible recobrar informacion del sistema
auin para un namero reducido de fotones en la cavidad. Se presentan colapsos y revivimientos que dependen
del grado de disipacion en la cavidad, lo que determina el nivel de interaccion entre el atomo y el campo.

I. Introduccion

La Optica Cuantica actualmente es una de las ramas de la fisica que en los Gltimos afios ha tenido un
acelerado desarrollo gracias al progreso de técnicas tedrico-experimentales que permiten crear y detectar un
foton, asi como estudiar un atomo dentro de una cavidad, por ejemplo [10]. Este trabajo esta dedicado
integramente al analisis de sistemas en cavidades, lo que recae en el centro de uno de los temas clasicos en
Optica Cuéntica: La electrodinamica cuéntica de cavidades, mas conocida como CQED, por sus siglas en
inglés. En este contexto se describe el mecanismo de interaccién entre atomos y fotones en cavidades, y se
trata de esclarecer los detalles del enredo entre estos subsistemas. Los procesos basicos de interaccion entre
estas particulas ha sido uno de los temas méas importantes en el area de la Optica Cuéntica desde su
nacimiento a principios de los afios sesenta, paralelamente a la invencidn del laser. En especifico, la teoria
acerca de un atomo acoplado a un campo de radiacion de un sdlo modo en una cavidad fue desarrollada con
éxito por los cientificos estadounidenses E. D. Jaynes y F. W. Cummings en 1963 [3], seguido de una serie de
articulos relacionados a ello. La aparicién de estos articulos abrié camino hacia una ola de publicaciones
acerca de sistemas en cavidades cuénticas [6]. Ahora bien, cuando consideramos una cavidad ideal, es decir,
sin pérdidas de energia puesto que no se considera el medio ambiente, los detalles de la interaccion tienden a
esclarecerse un poco més (por ser un modelo ideal); pero cuando se considera una cavidad real, es decir, con
disipacion debido a la interaccion del campo de la cavidad con el medio a través de las paredes (espejos), la
descripcion de la dinamica se complica debido a que la ecuacién maestra que describe el problema no tiene
solucion trivial. El problema de la dindmica entre un 4tomo de dos niveles interactuando con un campo
cuantizado en el limite dispersivo en una cavidad disipante ha sido tratado exactamente por Peixoto-Nemes
[4]. En este trabajo se definen superoperadores y se aplican estos a la solucién de la ecuacién maestra que
describe tal problema, lo que conduce a una solucion directa y analitica.

I1. Modelo de Jaynes-Cummings y la aproximacién dispersiva

En esta seccion se describe la interaccidn entre un campo de radiacion monomodo cuantizado y un
atomo de dos niveles con un sélo electrén, i. e, la interaccién atomo-campo. Puesto que consideramos
solamente dos niveles, tendremos sélo dos estados atdmicos. Se denotara con e al nivel excitado y con g al
nivel fundamental. Supondremos ademas que el sistema atomo—campo se encuentra en una cavidad ideal.
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En muchos problemas fisicos sobre sistemas compuestos por dos subsistemas en interaccién -como
en el presente caso-, es posible considerar el hamiltoniano (la energia del sistema) como la suma de dos
contribuciones, normalmente la de un hamiltoniano de partes independientes y otro asociado a sus
interacciones. Bajo esta consideracion, la interaccion del campo cuantizado con el &tomo puede ser descrito
por el siguiente hamiltoniano —en términos de operadores- como

donde A y H, son las energias del campo y del a&omo en estado libre, respectivamente; es decir, en

ausencia de interacciones, mientras que H ,r es el hamiltoniano que representa la interaccion. Es bien
sabido que la energia del campo cuantizado esta dada por

Ae =noolata+l), @)

siendo o, la frecuencia de oscilacién del modo del campo; a" y a son los operadores de creacion y
aniquilacion de fotones. EI hamiltoniano del 4&tomo libre est& dado por

Hp =1 hos,, (3)

donde w4 es la frecuencia de transicion atomica entre los dos niveles. Se observa que la matriz de Pauli &,

nos define el hamiltoniano del &tomo en estado libre. Finalmente, el hamiltoniano de la interaccién esta dado
por

A =nolas_ +as, ). @)

El término a*&_ describe el proceso en el cual el dtomo realiza la transicion del estado excitado al estado
base y se crea un foton, en tanto que el término a&, describe el proceso inverso, i. e, corresponde a la

excitacion del atomo y se da la absorcion de un foton. Por lo tanto, la energia es conservada en ambos
procesos, se conserva el nimero de fotones. Por otro lado, es evidente que la diferencia de energia entre los
niveles del &tomo y del campo es pequefia para que pueda haber intercambio de energia. El coeficiente 7Q es
la constante de interaccion, siendo Q la frecuencia de Rabi, que mide el acoplamiento entre el atomo vy el
campo. Entonces, el hamiltoniano completo de la ecuacién (1) puede ser reescrito como

A = hooa*a+Lhoys, +h0ats_+as, ), (5)

lo que se conoce como el Modelo de Jaynes-Cummings (MJC) [11]. Esta forma del hamiltoniano describe el
mecanismo de interaccion (absorcion y emision) entre un atomo de dos niveles y un campo cuantizado de un
solo modo. Las matrices de Spin que aparecen en esta expresion son operadores atdmicos y estan dadas por

622[1 oj@:[O 1}6:[0 oj. ©)
0 -1 00 10

Ahora derivamos la condicién de validez de la aproximacién dispersiva para este modelo. Se deduce
el hamiltoniano efectivo para el caso no resonante, esto es, para el caso en que las frecuencias atomo-campo
son considerablemente diferentes. Para esto, definimos la desintonia como 6 =wq, —®,, que mide el

defasamiento entre los dos subsistemas. El limite dispersivo es alcanzado cuando H ,- puede ser considerado
como una perturbacién pequefia en el sentido de que
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donde m es el nimero promedio de fotones en el campo. Estamos en el caso no resonante y ademas el sistema
esté lejos de la resonancia (en resonancia & =0). Tenemos entonces un defasamiento grande, llamado “limite
dispersivo”. Asi que aqui la desintonia & es mucho méas grande Q, se alcanza este limite y se obtiene asi un
hamiltoniano efectivo de interaccién [4], dado por

A —yatas, , (8)

donde y = Q% serd la constante de interaccion, en tanto que la matriz &, estd dada en la ecuacion (6). En

esta aproximacion los estados tienden a desacoplarse, la intensidad del campo disminuye por lo que ya no
logra provocar excitaciones en el atomo, y por consiguiente no hay intercambio de energia pero continda
habiendo dindmica en el sistema, es decir, hay oscilacién dipolar en el 4&tomo debido al campo. Este
hamiltoniano efectivo describe tal dinamica dispersiva.

I11. Modelo del problema

Como se mencion¢ anteriormente, para el planteamiento del problema consideramos una “cavidad
no ideal”. En la cavidad se tendra un atomo de dos niveles interactuando con el Unico modo del campo
cuéntico, donde también sera considerado el medio ambiente que envuelve a la cavidad. EI campo monomodo
es excitado por este medio, accién que genera las pérdidas de energia. El problema consiste basicamente en
resolver el modelo de Jaynes-Cummings para el limite dispersivo en presencia de disipacidon. Es obvio que el
atomo contiene un nimero mayor de niveles o estados, pero sdlo se toman dos de estos al considerar que la
frecuencia entre estos niveles es comparable a la frecuencia del campo, tal que este le pueda producir
excitaciones; los demas niveles son entonces despreciados. Pueden ser los niveles de las capas superiores, los
que estén menos ligados al nicleo atdmico (en la practica se trabaja con atomos de Rubidio).

En la descripcion de interaccion y en la aproximacién dispersiva, la ecuacién maestra que gobierna
la dindmica de un atomo de dos niveles acoplado con un campo electromagnético cuantizado en una cavidad
con pérdidas de fotones es

& =—1[Apl+p, (9)
donde p=p(t) es la matriz de densidad del sistema y
Tp=2vapat —yatap—ypa‘a, (10)

siendoy la razon de decaimiento de la cavidad. Si prescindimos del segundo término de la ecuacién (9), se

tiene la ecuacién de Von Neumann, la cual es mas general que la ecuacion de Schrddinger puesto que esta
expresada en términos de la matriz de densidad la cual describe el sistema total, lo que por lo tanto puede dar
informacion estadistica del sistema. p también es conocida como operador estadistico y representa un

ensemble, este nos permite ademas hacer la descripcién mas general conocida de un sistema cuantico. El
segundo término de la ecuacién (9) es el operador de las pérdidas que describe la disipacién y corresponde a
un campo de vacio, i. e, al medio ambiente a temperatura cero; dicho de otra manera, el nimero promedio de
fotones del reservorio o bafio térmico es cero. El intercambio de energia entre el campo de la cavidad y el
medio esta dado por este término. Tenemos entonces dos términos que, bajo el razonamiento anterior,
podemos considerar como elementos que describen las pérdidas y ganancias. Tales pérdidas de energia de la
cavidad se deben a la interaccion del campo monomodo con el medio. Este medio es considerado, en
principio, como un conjunto muy grande de osciladores cuanticos, que ademas se encuentra a una temperatura
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T. Al darse la interaccion se encuentra que el campo interno pierde fotones, este se disipa debido a la
interaccion con las paredes de la cavidad, las cuales consideramos que pueden ser espejos parcialmente
transmisores. Esto lo podemos imaginar como si se alcanzara un equilibrio térmico [5]. Ahora bien, si
suponemos que la temperatura T del reservorio es cero (en el que los osciladores se encuentran en estado
base), se tiene un campo de radiacion que corresponde al vacio (debido este a las fluctuaciones del vacio), el
cual también produce pérdidas. Este campo es real y fluctuante. En este caso, el medio consiste de un
conjunto de modos en los cuales no hay fotones, por lo que es mas probable que se dé una transferencia de
fotones de la cavidad hacia el medio a través de las paredes, y en esta situacion, el foton que se va ya no
regresa. De esta manera se producen las pérdidas de energia. Los espejos también pueden absorber energia del
campo y aumentar asi su temperatura, lo que se traduce entonces en una constante disipacion en la cavidad. El
modo de esta cavidad viene entonces funcionando como una fuente que es arrastrada por el medio.

Como estamos en el limite dispersivo del MJC, en el cual la dindmica esta dada por el hamiltoniano
efectivo de la ecuacion (8), se tiene que al tomar 7 =1y considerar este hamiltoniano, la ecuacion (9)
adquiere la forma

b _ —i[l:| eft ,;‘3]+A€b : (11)

IV. Solucién. Técnica de superoperadores

Ahora nos enfocamos a la solucién de la ecuacion de movimiento del sistema dada por la ecuacion
(11). Para esto, definimos los superoperadores [1,8]

[p=-Ta*ap-pita‘a (12)

Ip=2vapa*, (13)
donde "* es el adjunto de ", dado este por
D=yl +iys, (14)
con
T =[elel+/a)al. @s)

Se observa que (15) esta expresada en términos de los proyectores formados por los vectores de
estado del &tomo \e> y \g> gue corresponden a los estados excitado y base respectivamente. Estos estan

dados por
1 0
e>=[OJ y 9>=(J- (16)

Se les denomina superoperadores debido a su accién sobre la matriz de densidad. Estos tienen la
propiedad de actuar por la derecha y por la izquierda de la matriz de densidad al mismo tiempo como puede
verse. Difieren de los operadores convencionales en que estos Ultimos actlan solo a la derecha de p .

Al sustituir el hamiltoniano efectivo dado por (8) en la ecuacién (11) y considerando (10), se obtiene
facilmente que
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Do(L+dp. 17)

Tenemos una ecuacién diferencial, por lo que es preciso imponer una condicién inicial. Suponemos
que inicialmente el vector de estado del 4&tomo esta dado por el estado puro

wa)=1(e+lg), (18)

y que el estado del campo es un estado coherente \ oc> [71, el cual puede escribirse en una base de estados de
nlmero como

ot &y
la)=e * Z%W (19)
n=0

donde o es un nimero complejo. Podemos entonces considerar que la funcidn de onda inicial total del
sistema esta dada por la expresion

wO)=lvafa)=f(e)+g)) o). (20)

El factor ]/ﬁ dado en (18) es la constante de normalizacion y representa la probabilidad de que el

atomo se encuentre ya sea en el estado excitado o en el estado base. Se observa que la suma del cuadrado de
ambos coeficientes da uno, la probabilidad total como es evidente.
La solucion a la ecuacién (17), sujeta a la condicion inicial (20) es

p(t)=e=4p(0), (21)

donde p(0)es la matriz de densidad inicial, la cual describe un estado inicial puro o un estado inicial
mezclado del sistema total, como el representado en la ecuacion (20).
En vista de que L y J son dos operadores que no conmutan, no podemos expresar la exponencial

de (21) como un producto de exponenciales elevadas a la potencia del término correspondiente, por lo que
proponemos la factorizacion

plt)=e e p(0). (22)

Ahora nos enfocamos al célculo de la funcion f(t) para la cual se cumpla la ecuacion (22).
Tomando las derivadas de (21) y (22) con respecto a t se obtiene, respectivamente, que

D _(L+3p, (23)

dp _ pa, df [t5. -[ta
E—Lp‘f—ae Je P, (24)

donde continuamos escribiendo p en lugar de b(t), esto solo para abreviar. lgualando estas dos ecuaciones
obtenemos

j@z%e“je‘“f). (25)
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En general se sabe que si L y J son dos operadores fijos que no conmutan, y si t es un parametro
[2], entonces

et = 3 +t[L, 3]+ L [0, [£, 3+ L L B2, 3]0+ (26)
Es facil mostrar que
[C.ip=5.3, (27)
donde el superoperador S es definido como
Sp=Tp+pi*. (28)

[L,3k=5.3t, (29)
[L[E3]L =1 382, (30)
[L[L[C 3105 = & 382, (31)

eMde M =3+ 8 0t L IS2+ L 383 ¢
PN a 2 a 3 a
= J(1+Srt+t—!8§ +5 34 )
= JeSrt, (32)
Sustituyendo (32) en (25) obtenemos
=935, (33)
y de esta ecuacion se deduce facilmente que
f(t)=—"+c. (34)

Evaluando en t =0, se obtiene la constante ¢ = ]/ér , por lo que la ecuacion (34) se expresa como

~ _a-Srt

f(t)= “éir . (35)
Finalmente, tenemos entonces completamente definida la matriz de densidad por

p(t)=e"e"p(0). (36)
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Asi, f(t) es un superoperador atémico y operaré solo sobre estados atomicos, en tanto que J actuara solo

sobre estados de campo.
Este tipo de solucion para pconduce a expresiones simples que permiten obtener informacién

importante acerca del sistema. Por ejemplo, si consideramos el estado inicial dado por la ecuacion (20), la
matriz de densidad inicial se escribe como

p(0)=|w(O)(w(0) =] wa)wa|a)ol. (37)

Ahora necesitamos operar esta matriz inicial con el exponente de los superoperadores dado en la
ecuacion (36). Entonces, al aplicar el exponencial e Y sobre f)(O) en su forma de serie de Maclaurin tenemos

ePp(0)= 37 Hvalval Yl (38)

esto debido a que, como se mencioné anteriormente, fy J son superoperadores de atomo y de campo,
respectivamente. Bajo un poco de algebra se muestra que

HJ o ey =]
3 % —e r
R e e R e e I )
con E=y+iy y r=2% . Porotro lado, es bien sabido que
I"=(2y)" a an la)al. (40)

Considerando (39) y (40), (38) puede escribirse como

e Up(0)=re"T | o)(ax| +re| e)g | a)(a|+re?| g)e| o)fa], (41)
donde
b= (1—e-(¢+i*)‘ )a\ 2 (42)
o= % , 43)
(Le’zé*‘)y\a\z

=t (44)

Al sustituir (41) en (36) se tiene
p(t)=ree™T | a)a|+ree™|e)(g||a)a| +re?e™| g)e| o)al (45)

lo que representa una suma de matrices, y al simplificar esta se obtiene finalmente la matriz de densidad del
sistema
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A(f)= rebe‘é*m\aXoc\e‘é :” re°e‘éfh\a><oc\e‘ém | (46)
re‘e> " a)(ale=™ re’e " a)ole "
donde se us6 el hecho de que et aplicado sobre alguna matriz, como por ejemplo p; (0) se tiene que
e ﬁt»pi (O) _ ef‘rm@i (O)ef"r*m , (47)
siendo
. -&th
-Int _ e O
e _[ 0 e_g*m] . (48)

La matriz de densidad total, dada por (46) describe la evolucién temporal del sistema y permite
extraer informacion de la dindmica entre el atomo y el campo de la cavidad, como se vera en la siguiente
seccion.

V. Resultados

Un primer e importante resultado ha sido la obtencién de la matriz de densidad dada por la ecuacion
(46). Ahora calculamos el valor promedio de la observable &, , es decir, el dipolo eléctrico (&, =&, +&_)
mediante la ecuacion fundamental de la mecénica cuantica

6,0 =T, )= 3 (mip(ts,/m) 9)

m=0

siendo ﬂ m>} una base arbitraria consistente de un conjunto completo de estados ortonormales. Al realizar este
célculo se obtiene la funcién

ot 2
(&)= e[("e’l)+e o2zt cos{oc\ ? [YB —e sen(2xt)]} , (50)
donde
0= y+xe’27‘sen(i;§t+);«2/e’27‘ cos(2xt) , (51)
B = ye‘zV‘sen(2xti§ie)c‘jY‘ cos(2yt ), . (52)

El objeto de calcular el valor esperado del operador &, sobre el ensemble atomo-campo
especificado por p, ha sido con el fin de obtener informacion acerca de la evolucion temporal del sistema en

presencia de disipacion, y como puede verse, se ha obtenido una funcion sencilla que proporciona tal
informacion. Esta ecuacion depende exclusivamente de los parametros involucrados en la descripcion del
sistema: (oc,y,x,t). Ahora graficamos esta funcién para diferentes grados de decaimientos.
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Grafica 1. Revivimiento para decaimiento Grafica 2. Escasa dindmica para
CEra, decaimienta debil.

Se obtuvieron estos comportamientos tomando como constantes a o y a y, con valores respectivos

de 3y 1, en tanto que el intervalo temporal es t = [0,8]. Estas graficas muestran resultados muy importantes.
El promedio nos da la probabilidad de encontrar al &tomo ya sea en el estado excitado o en el estado base, es
decir, se mide la polarizacién atémica u orientacion dipolar. En la gréfica 1 se observa que para decaimiento
cero, en lo cual no hay pérdidas de energia, se tiene un revivimiento, por lo que no se pierde informacion. En
esta situacion el atomo siente mas intensamente la presencia del campo ya que se tiene el maximo
acoplamiento, lo que le provoca oscilacién dipolar, es decir, hay mayor dindmica. Se tiene entonces una
manera de reobtener informacién del sistema dado que no hay disminucién en las amplitudes de cada
resurgimiento. El factor exponencial dado en (50) actia como un modulador que determina la envolvente de
las oscilaciones las cuales son de tipo coseniodal. Puesto que no hay disipacion de fotones continda habiendo
conservacion de la energia, como si no se estuviera considerando el medio ambiente. Ademas se obtiene
informacion sobre el estado inicial del campo de la cavidad, contenida esta inicialmente en la matriz de
densidad (46). Sucede que durante el proceso de la evolucion no disipativa, el campo coherente no se
conserva coherente sino que se divide en dos componentes que rotan en sentidos opuestos, y al superponerse,
se originan los revivimientos; en tanto que el &tomo continda oscilando.

En la gréafica 2 se tiene la evolucién para una disipacion débil (y =0.04). Sin embargo, se observa

que en presencia de este decaimiento, comienza a haber poca respuesta por parte del ensemble ya que los
estados del 4&tomo y el campo tienden a desacoplarse, la interaccion empieza a morir al disiparse la energia
gue es la causante de los revivimientos, la cual es absorbida por el medio. En este caso hay escasa oscilacion
dipolar en el atomo y la dindmica tiende al colapso, como es evidente.

D.é- {&,) v=0.3
0.67
0.4
0.2
|:|_
-0.24
-0.4 1
'I:I.E_""""T"""'T"""T""'T"""T"""T'""T"""'l
a1 23 ftl 56 7 O
Grafica 3. Colapso para decaimiento
fuerte.

Finalmente, en la grafica 3 se muestra la evolucién para un decaimiento mas fuerte. Por disipacion
fuerte queremos decir que el nimero promedio de fotones en el campo decrece significativamente para el
tiempo del primer resurgimiento, y viceversa. Se observa que no se presentan revivimientos, contrariamente,
hay colapso total en las oscilaciones. En esta situacion la energia del campo se disipa a través de las paredes
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de la cavidad por lo que el atomo no sufre oscilacidn, estos subsistemas se desacoplan y por lo tanto no hay
méas dinamica. ElI 4&tomo puede entonces quedar en cualquiera de sus dos estados. Por otro lado, en el
transcurso de la evolucién disipativa el campo coherente tampoco se mantiene coherente, de igual forma se
divide, pero al disiparse su energia se llega a un colapso y la interaccion se anula. Esto es como tener un
sistema abierto en el que su energia decae rapidamente. Las paredes de la cavidad juegan un papel importante
puesto que permiten tener un control de la entrada y salida de energia, el flujo depende de la constante de
transmision de los espejos que forman las paredes. En la practica se utilizan espejos de muy alta calidad.

V1. Conclusiones

Como se mostr6 en el desarrollo de este trabajo, el problema de la interaccion dispersiva entre el
campo EM cuantizado y el dtomo de dos niveles para una cavidad real se resolvié usando la técnica de
superoperadores, lo que muestra que la técnica funciona adecuadamente. Con este trabajo se contribuye a
esclarecer un poco més los detalles del enredamiento entre el &tomo y el campo al mostrar que aun en el
limite dispersivo, donde se tiene un nimero reducido de fotones, es posible revivir las oscilaciones.

Es importante mencionar que se utiliz6 como laboratorio el modelo de Jaynes-Cummings en la
aproximacion dispersiva en una cavidad disipativa a temperatura por varias razones. En primera porque es el
modelo que describe la dinamica de la interaccion, en segunda porque se puede obtener una solucién analitica
y porque ademas es posible hacer pruebas experimentales de la actual prediccion.

Finalmente, podemos concluir mencionando que las pérdidas si afectan al sistema en la cavidad ya
que al disiparse la energia se pierde informacion acerca del campo y de su interaccion con el atomo, por lo
gue no es conveniente tener disipacion pero es muy importante saber de que manera esta afecta al sistema. No
siempre es indeseable tener disipacion, de hecho conviene casi siempre puesto que a través de ella es posible
obtener informacién acerca de la dindmica que pueda existir en la cavidad. Hasta ahora ha sido imposible
extraer informacion de un sistema cerrado como puede ser una cavidad. Para trabajo inmediato se usara este
método de solucién para medir la funcién de onda de un campo electromagnético desconocido en la cavidad.
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