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Resumen
En esta ponencia se relata una experiencia sobre resolucion de problemas.
Dicha experiencia se ha llevado a cabo con alumnos futuros maestros. En los
problemas propuestos se buscan patrones al observar distintas
configuraciones puntuales de nimeros. Se estudian los tipos de estrategias
que surgen Yy sus frecuencias.

Abstract
In this paper an experience about problem solving is described. This
experience has been carried out on students that will be future teachers. In
the proposed problems patterns are looked for when observing different
punctual configurations of numbers. The types of strategies that arise and
their frequencies are studied.
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Consideraciones generales

Por lo general se suele aceptar que los dos grandes bloques de ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas en la escuela, aunque no unicos, son el de la
Aritmética y el de la Geometria. El primero abarca el estudio de los nimeros
y sus relaciones, y el segundo, el de las figuras geométricas, sus
caracteristicas, relaciones entre sus elementos, las transformaciones... Sin
embargo, entre estos dos temas de las Matematicas existen relaciones
estrechas. La Geometria hace uso del nimero para expresar relaciones entre
los elementos de las figuras, mientras que la Aritmética se vale de formas
para representar propiedades numéricas.

En este trabajo vamos a comentar una experiencia didactica llevada a
cabo con alumnos de la Facultad de Formacion del Profesorado de la
U.L.P.G.C. Se presentan ejemplos en los que se estudia esta conexion
existente entre la Aritmética y la Geometria. Las actividades propuestas se
desarrollan en un contexto de blsqueda de patrones en configuraciones
puntuales de numeros. Con esta experiencia hemos querido también que el
alumnado comprenda que:

» La resolucion de un problema admite distintos caminos que nos
conducen a la obtencion de la solucién.

» La busqueda de patrones constituye una estrategia del pensamiento
para construir conocimientos.

» Los problemas de busquedas inductivas constituyen un contexto
donde estudiar el lenguaje algebraico.

Los procedimientos utilizados para solucionar estos problemas se han
clasificado de forma inicial en numéricos y geométricos. En los primeros, el
resolutor busca la regularidad entre los nimeros, obtenidos al realizar el

recuento del total de puntos de la configuracion, sin apoyarse en el modelo
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visual. En los segundos, sin embargo, el resolutor hace uso de la
visualizacién. Por ejemplo, para encontrar el patron numérico que
corresponde a la siguiente secuencia de figuras, podemos proceder de

maneras distintas, a saber:

« Unimos dos trapecios iguales de la forma siguiente:

CASO TOTAL DE FICHAS
1 2:5/2
2 3:8/2
3 4-11/2
n (n+1)(3n+2)/2

Esta estrategia nos recuerda a uno de los procedimientos utilizados en la

obtencion de la formula para calcular el &rea del trapecio.
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» Completamos con fichas cada figura hasta conseguir un triangulo:

CASO TOTAL DE FICHAS
1 (1+2+3) -1
2 (1+2+3+4+5) — (1+2)
3 (1+2+3+4+5+6+7) — (1+2+3)
n (2n+1)(2n+2)/2 — n(n+1)/2

En este caso nos apoyamos en un modelo visual conocido para la suma de

los n primeros numeros naturales.

 Las figuras se descomponen en triangulos:
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CASO

TOTAL DE FICHAS

1+2+2-1

1+2+3+2(1+2)

1+2+3+4+2(1+2+3)

A w| N R

1+2+3+4+5+2(1+2+3+4)

(n+1)(n+2)/2 + 2n(n+1)/2

Se busca una suma descompuesta en sumandos, que son nUmeros

triangulares.

» Se cuenta el total de fichas de cada figura y se busca un patron entre

los nimeros:
CASO TOTAL DE FICHAS
1 5=10/2=5-2/2 = (3+2)-2/2
2 12 =24/2 =8-3/2 = (6+2) -3 /2
3 22 =44/2=11-4/2=(9 + 2) -4/2
n (3n+2)(n+1)/2

En esta situacion observamos que cada numero es la mitad de un producto

de dos factores. El primer factor es la suma de un multiplo de tres mas dos,
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y el segundo factor, es el nimero que indica el orden del caso considerado

mas una unidad.

A continuacién, comentaremos las estrategias elaboradas por los
alumnos para la solucion de estos problemas. La mayoria de ellos ha recibido
instruccion previa en estas tareas. Se han estudiado los nimeros figurados
usados por los matematicos de la Grecia antigua, tales como los triangulares,
cuadrados, pentagonales, etc. Hemos buscado patrones en las tablas

numeéricas, en el triangulo de Pascal, en los numeros de Fibonacci, etc.

Estrategias

Considera la siguiente serie de figuras. Cada figura esta construida con
fichas agrupadas, formando un pentagono en racimo (con el mismo ndmero
de elementos en el lado superior que en los dos adyacentes). Determina el

total de fichas necesarias para el caso general.

ESTRATEGIA (el)
Las figuras se descomponen en hexagonos y triangulos.
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CASO TOTAL DE FICHAS
1 7+1
2 19 + (1+2)
3 37 + (1+2+3)
n 3n(n + 1) + 1+ (1+2+ ... +n-1+ n) = (7n*+7n+2)/2

La dificultad se present6 a la hora de encontrar el patron que sigue el namero

total de fichas del hexagono.

ESTRATEGIA (e2)
Las figuras se descomponen en hexagonos y triangulos. Se observan
hexagonos encajados. Estos surgen al considerar que cada situacion contiene

a la situacién anterior.
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DS
(OX
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AYA
CASO TOTAL DE FICHAS
1 1+6+1
2 1+6+12+(1+2)
3 1+6+12+18+(1+2+3)
n (L+6+..+6(n-1)+6n)+(1+2+..+n-1+n)=(7n*+7n+2)/2

La dificultad que surgio en la estrategia anterior se salva al observar
hexagonos encajados. De esta manera, se obtiene la suma de los n primeros
términos de una progresion aritmética (6 + 12 + ... +6(n-1) + 6n). Algunos
de los alumnos aplican el método utilizado por Gauss para hallar la suma.

Este método se describe en la historia que se cuenta sobre Gauss, que
con sélo diez afos, para hallar la suma de todos los nimeros del 1 al 100, se
percato de que 100 + 1 =101, 99 + 2 =101, 98 + 3 = 101, y asi hasta tener
50 casos distintos. Por consiguiente, el resultado es 50 x 101 = 5050.

ESTRATEGIA (e3)
Las figuras se descomponen en hexagonos y triangulos y se observan

simetrias.
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foseel

CASO TOTAL DE FICHAS
1 3+2:2+1
2 5+ 2(4+3) + (1+2)
3 7+ 2(6+5+4) + (1+2+3)
n 2n+l+2(2n+2n-1+..+n+2+n+l)+ (1L +2+...+ n-1+n)

ESTRATEGIA (e4)

Se observan pentagonos encajados.

223




Estrategias para la resolucion de algunos problemas matematicos

CASO TOTAL DE FICHAS
1 1+7
2 1+7+14
3 1+7+14+21
n 1+7+.+7(n-1)+7n

Algunos alumnos aplican el método de Gauss para obtener el valor de la

suma indicada.

ESTRATEGIA (e5)

Se observan fichas alineadas.

CASO TOTAL DE FICHAS
1 2+3+3
2 3+4+5+5+5
3 4+5+6+7+7+7+7
n (n+1 +n+2 + ...+ 2n-1 + 2n) + (n+1)(2n+1)
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La mayoria de los resolutores deja la suma indicada.

ESTRATEGIA (e6)
Se observan fichas alineadas en otra direccion.

NN

_/
CASO TOTAL DE FICHAS
1 1+2+3+2
2 1+2+3+4+5+4+3
3 1+2+3+4+5+6+7+6+5+4
n (1+2+...+2n + 2n+1) + (2n + 2n-1 +... + n+2 + n+1)

ESTRATEGIA (e7)
Se descompone cada numero en dos sumandos. El primero es la unidad, y el

segundo, es el numero triangular correspondiente multiplicado por siete.
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CASO TOTAL DE FICHAS
1 8 =1+7
2 22 =1+21 =1+47-3
3 43 = 1+42 = 1+7-6
n 1+ 7n(n+1)/2

En el siguiente grafico se muestra la frecuencia de cada estrategia:

14-
12-
10-

o m P

el e2 e3 ed e5 e6 e’

Asimismo, el trabajo de estos alumnos pone también de manifiesto lo
siguiente:

« Latendencia inicial es averiguar como se obtiene cada término a partir
del anterior. Esta cambia al introducir preguntas sobre cuél es el valor
de un término cuya posicién en la sucesion es muy avanzada.

» La analogia se convierte en uno de los procedimientos al que recurre
el alumnado. Por ejemplo, descomponer el pentagono de fichas en un
hexagono y en un triangulo, despues de haber estudiado los nimeros

triangulares.
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» Algunos alumnos que obtienen como término general
(7n?+7n+2)/2, piensan que es diferente al valor, 1+7n(n+1)/2,

encontrado por otros comparieros.

Esta misma actividad se realizd con otro grupo de alumnos, no
instruido previamente. Las estrategias que surgieron fueron: e4, €5, y la e6,
donde la e4 es la més frecuente. En este caso, una alumna completa la figura

para obtener un rombo de fichas.

Hemos presentado secuencias de figuras con fichas (o0 puntos) cuyas
configuraciones se corresponden con trapecios y pentagonos,
respectivamente. A continuacion, comentamos el trabajo con una hexagonal:

Dada la serie de figuras que sigue, determina el numero de fichas para

el caso n-ésimo.
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Las estrategias menos frecuentes que aplicaron los alumnos fueron:

ESTRATEGIA 1:
Se completan las figuras para obtener rombos.

ORDEN TOTAL DE FICHAS
1 32-2
2 52_2(1+2)
3 77— 2(1+2+3)
n (2n+1)2—n(n+1)

En este caso, el término general se expresé como suma de diferencias

de nimeros triangulares.

ESTRATEGIA 2:
Las figuras se descomponen en paralelogramos.
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ORDEN TOTAL DE FICHAS
1 22+2:1+1
2 32+ 3.2 +22
3 42+ 3.4 + 32
n (n+1)?+ n(n+1) + n?
ESTRATEGIA 3:

Se observan simetrias:
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ORDEN TOTAL DE FICHAS
1 3+2-2
2 5+ 2(3+4)
3 7 + 2(4+5+6)
n 2n+1 + 2(n+1 + n+2 +...+ n+(n-1) + n+n)

ESTRATEGIA 4

Las figuras se descomponen en triangulos.

B0

ORDEN TOTAL DE FICHAS
1 (1+2) + 4-1
2 (1+2+3) +4(1+2) + 1
3 (1+2+3+4) + 4(1+2+3) + (1+2)
n (1+2+...+n+n+1) + 4(1+2+...+n-1+n) + (1+2+..+n-2+n-1)

La estrategia mas frecuente es la que sigue:
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ESTRATEGIA S

El hexadgono se completa para obtener un triangulo:

N\

-

~ ~

~L ~L — —

ORDEN TOTAL DE FICHAS
1 (1+2+3+4) - 3(1)
2 (1+2+3+4+5+6+7) - 3(1+2)
3 (1 +2+3+ 4+5+6+7+8+9+10) - 3(1+2+3)
n (1+2+...+3n+3n+1) - 3(1+2+...+n-1+n)

Algunas relaciones con los nimeros figurados
En este orden de cosas, parece interesante comparar los nimeros que se
obtienen en estos problemas con los nimeros figurados.

Sean:
t, = n(n + 1)/2, n-ésimo numero triangular
cn=n?, n-ésimo nimero cuadrado
tro=(n+ 1) (3n + 2)/2, n-ésimo nimero de la secuencia de trapecios
Pn = (7n? + 7n + 2)/2, n-ésimo nimero de la secuencia de pentagonos

hn =3n(n + 1) + 1, n-ésimo numero de la secuencia de hexagonos.
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Entonces:
trn = tn+1 + 2tn = Cn+1 + tn

Pn=1trn + ton =1 + 2tn + 1oy = Cpep + 1 + ton
hn = Pn—th =1ty + ton — th = ther + Ton + 1 = Cper + ton.

Las relaciones anteriores se pueden visualizar, por ejemplo:

hn = Cn+1 + ton.
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Un modelo visual de la formula h, = (n +1)® — n®, que relaciona estos

numeros con los cabicos, encontrado en Nelsen (1993), es el siguiente:

De este resultado se puede obtener que:

hy + hy + hs + .. +hy2 + hpat hy = (n + 1)3- 1.

Otras actividades

1. ¢Cuantas fichas hay en cada una de las siguientes figuras?

QOO0
00000
oo OF% UL
OO (OOX)88 8 OO0
Q0O QOO0 C@OOOO
S
5
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A la vista de los resultados, ¢podrias calcular cuantas fichas habra en la sexta
figura? ¢ Cuéantas fichas habra en la n-ésima figura?

2. [dem para la secuencia de figuras:

0000
OO0
o G Lome
& O B
OO0 OO0

3. Observa que si descomponemos la siguiente figura, tal y como se muestra
en el dibujo, podemos expresar el total de fichas como suma de numeros

triangulares, es decir: t3 + 2t; + ts.

SR

BB — G
OO0 OOO0
OO0 QOO
ch) DD

¢ Qué descomposicion hay que hacer para expresar el total de fichas como

suma de dos numeros triangulares y uno cuadrado?

4. ¢ Es cierto que el total de fichas que hay en la segunda figura de esta serie

est; +t + ts? ¢ Y en las demas figuras?

0000
000
9006 SSES
0 cesccleccsece
(XL 55 A
H W e
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5. ¢Qué sugiere la siguiente transformacion de la segunda figura de la serie

anterior? ;Podemos hacer lo mismo con las demas?

OOQ QOO
%%@ % T @ ‘;@
Gl @O0

G

6. Representa en la figura la suma: 2c, + 2ts.
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