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Resumen

En este articulo se presenta y analiza un cuestionario relativo a tres
procesos especificos del Lenguaje Algebraico: Sustitucion Formal,
Generalizacion y Modelizacion. Ademas, se estudian los resultados obtenidos al
pasar este cuestionario a una muestra de 20 alumnos de cuarto de la ESO.

El trabajo es parte de un estudio mas amplio que pretende analizar los
procesos de sustitucion formal, generalizacion y modelizacion y sus
implicaciones didacticas con alumnos de Secundaria, asi como el papel que
juegan estos procesos en la transicion de la Aritmética al Algebra.

Abstract

In this article a questionnaire relative to three specific processes of
Algebraic Language: Formal substitution, Generalization and Modelization is
presented and analyzed. The results obtained when this questionnaire was
carried out to a sample of 20 students of the fourth course of ESO, are also
studied.

The work is a part of a bigger study that tries to analyze the processes of
formal substitution, generalization and modelization and its teaching
implications with students of Secondary Education, as well as, the paper that
these processes play in the transition of Arithmetic to Algebra.
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Introduccion

El algebra se caracteriza por sus métodos, que conllevan el uso de letras y
expresiones literales sobre las que se realizan operaciones. La Sustitucion
Formal, la Generalizacion y la Modelizacion son tres procesos especificos del
Lenguaje Algebraico.

Este trabajo forma parte de uno mas amplio en el que se analizan estos tres
procesos y sus implicaciones didacticas con alumnos de Secundaria. En este
articulo nos limitaremos a presentar y analizar los resultados de un cuestionario
realizado a una muestra de alumnos de cuarto curso de Educacion Secundaria.
Los principales objetivos del cuestionario son:

- Analizar como los estudiantes realizan conversiones entre registros, como
contextualizan el lenguaje algebraico y como interpretan y comprenden el
significado de los signos, las letras y las expresiones algebraicas, dada su
importancia para realizar los procesos de sustitucion formal,
generalizacion y modelizacion que nos ocupan.

- Analizar las habilidades conceptuales y procedimentales de los alumnos
respecto de los procesos mencionados anteriormente, a traves de un
cuestionario con ejercicios sobre expresiones que involucran letras con

significado algebraico.

Antes de la presentacion y el andlisis del cuestionario, haremos algunas
consideraciones acerca de los procesos de sustitucion formal, generalizacion y

modelizacion.

No son muchos los autores que ven la sustitucién formal como un proceso
claramente diferenciable de otros. Nosotros consideramos que es un instrumento
de calculo algebraico importante ya que se utiliza en muchos procesos

matematicos como la generalizacion y la modelizacion, pero que diferenciarlo y
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tratarlo adecuadamente tendria consecuencias beneficiosas para el proceso de
ensefianza-aprendizaje.

Dentro de la sustitucion formal vamos a tratar cuatro tipos de acciones: la
realizacion de transformaciones, el reconocimiento de una sustitucion, las
sustituciones y los cambios de registro.

Las transformaciones algebraicas constituyen un poderoso instrumento de
calculo algebraico que se encuentra a mitad de camino entre lo puramente
formal y el conocimiento explicito de su significado. Por ejemplo, de la
identidad (a+b)-(a—b)=a*-b* se obtiene al reemplazar a por a+c y b por b+d,
la expresion (a+c+b+d)-(a+c—b-d)=(a+c)*>—(b+d)*, proceso en el que
variables de una expresion son sustituidas por expresiones mas complejas que
son nuevamente variables.

Otra tarea que vamos a trabajar en el cuestionario es el reconocimiento de
sustituciones, por ejemplo, la verificacion de que x = 3 satisface x*+2x-3=0,
cuando x se sustituye por 3.

Los procesos de sustitucion que conducende 2 +5=5+2 a a+b=b+a 0
de 2.(3+5)=2-3+2-5a a-(b+c)=a-b+a-c, al igual que los anteriores, también
son procesos formales, y las sustituciones son una de las cuatro tareas que
trataremos.

El paso del lenguaje habitual al algebraico, cambios de registro, también es
una accién que consideramos dentro de la sustitucion formal y que tratamos en
el cuestionario. Por ejemplo, en el lenguaje habitual tenemos, el doble de x, que

tras hacer el cambio de registro y pasar al lenguaje algebraico queda como 2x.
La generalizacion es un elemento fundamental del pensamiento algebraico

que de otra manera seria simplemente trabajar con simbolos. A veces la

habilidad de operar esconde el no entendimiento del significado general de lo
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que estamos haciendo. Son muchos los autores que han tratado la
generalizacion. Asi Reggiani (1994) la entiende con una doble vertiente:

- Habilidad de pasar de lo particular a lo general.

- Habilidad de ver lo general en lo particular

En cambio Radford (1996) considera que es un procedimiento que llega a
una conclusion que posteriormente hay que validar, a partir de una sucesion de
hechos observados. Asi, todo proceso de generalizacién conlleva una fase de
validacion. Ademas, no esta libre de contexto, sino que depende de los objetos
que estemos generalizando.

A la hora de confeccionar y analizar nuestro cuestionario tendremos en
cuenta las consideraciones hechas por ambos autores.

Dentro de la generalizacion, distinguiremos las siguientes acciones: la
particularizacién, que consiste en ver los casos particulares dentro de lo general;
la iteracion, que es la repeticion de un proceso; la recursion, procedimiento que
se utiliza para definir o probar una propiedad que depende de un pardmetro n
cuyo campo de variacion son los numeros naturales; y por ultimo, la
generalizacion, que haciendo uso de la induccion pasa de lo particular a lo
general.

La modelizacion también ha sido estudiada por muchos autores. Segun
Janvier (1996) implica una fase de formulacion que se completa con una de
validacion. Durante la fase de formulacion se examina un fendmeno o situacion
para establecer alguna relacion entre las variables implicadas. Estas relaciones
proceden de las observaciones o simplemente de conjeturas hechas sobre la
situacion bajo estudio. Ademas, comprende una serie mas o menos compleja de
transformaciones u operaciones matematicas que por ultimo lleva a un modelo
expresado simbolicamente. La fase de validacion consiste en comprobar la
validez del modelo regresando a la realidad que se supone representa.

Consideraremos en la modelizacion tres fases:
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e Explicitaciéon y reconocimiento de la regla. En ella se realiza el

reconocimiento y la familiarizacion con la situacién del problema.

e Formulacion vy resolucion en términos de la regla. En esta fase se

realiza la formulacion del modelo y la resolucion del problema en
términos del modelo.

e Validacion de la regla e interpretacion. Validacion del modelo e

interpretacion de los resultados en el problema.

Disefio del cuestionario

Se constituye, inicialmente, un unico cuestionario con 15 preguntas
distribuidas en 48 itemes. Tras realizar una prueba con 4 alumnos de ESO y
Bachillerato, dos y dos respectivamente, encontramos que empleaban mucho
tiempo en su ejecucion y dejaban las dltimas preguntas sin contestar,
especialmente por cansancio. Este motivo nos llevo a distribuir las preguntas en
dos partes que llamamos C1 y C2, respectivamente. La parte C1, contiene 9
preguntas, con un total de 28 itemes. En relacion con los temas de estudio,
cuatro de estas preguntas estan dedicadas a la sustitucion formal (13 itemes) y
cinco a la generalizacion. La parte C2 tiene seis preguntas (20 itemes) de las que
tres estan relacionadas con la generalizacion (14 itemes) y el resto con la
modelizacion.

Como es natural en la elaboracion de este cuestionario se han tenido en
cuenta diferentes fuentes, en particular el trabajo de Palarea (1998) del que se ha
extraido la mayoria de las preguntas. Por ejemplo, la pregunta 5 de la parte C2
es una adaptacion del trabajo anterior. Las preguntas 8 y 9 de la parte C1
pertenecen a Socas, Camacho, Palarea, y Hernandez (1989). Por ultimo, la
pregunta 3 de la primera parte y la 6 de la segunda han sido confeccionadas por

los autores.
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Objetivos y criterios de correccidn de las preguntas del cuestionario
A continuacion explicaremos el modo de correccién y el objetivo de cada

pregunta del cuestionario

El cuestionario se organiza en torno a tres procesos: sustitucion formal,
generalizacion 'y modelizacion. Como ya dijimos en la introduccion,
distinguiremos, asi mismo, diferentes acciones dentro de cada proceso.

En la sustitucion formal diferenciaremos cuatro tipos de acciones diferentes.
Las cuatro primeras preguntas estan dedicadas, respectivamente, a cada una de
estas tareas:

la realizacion de transformaciones

el reconocimiento de una sustitucion

las sustituciones

los cambios de registro

En la generalizacion distinguiremos también cuatro tipos de acciones:

la particularizacién

iteracion

recursividad

generalizacion

Y en la modelizacion, tres:
- reconocimiento de la regla
- formulacion de la regla

- validacion de la regla

PARTE PRIMERA 0 C1

Las cuatro primeras preguntas estan orientadas a averiguar las habilidades

cognitivas del grupo de alumnos en relacién con la sustitucion formal. Si los

alumnos contestan correctamente a este bloque, querra decir que son capaces de
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realizar correctamente sustituciones formales y que reconocen cual es la

transformacion efectuada dadas dos expresiones.

PREGUNTA 1

Realiza las siguientes transformaciones:
a) Sia=2b ;en qué se transforma 5a + 3.
b) Sia=b + 3 ;en qué se transforma 5a + 3b?.

c) Sia=2b:en qué setransforma (a + 3) - (3 - a)?.

En esta pregunta pretendemos que los alumnos sustituyan las variables de
una expresion por otras expresiones mas complejas que son nuevamente
variables. Se considerara correcta si el alumno realiza la sustitucion completa, es
decir, si hace la transformacion correcta y opera para llegar al resultado. Si el
alumno contesta correctamente a la pregunta demostrara su capacidad para
realizar adecuadamente el proceso de sustitucion formal en un contexto
aditivo/multiplicativo, asi como, su habilidad en el manejo de las propiedades
distributiva, distributiva doble y conmutativa, y su destreza en la realizacion de
operaciones en las que intervienen ndmeros Yy letras. Tomaremos como
incorrecta la ausencia de respuesta 0 una sustitucion no valida. Ambas
demostrarian que el alumno no sabe realizar la sustitucion formal. Teniendo en
cuenta esto, dividiremos las respuestas dadas por los alumnos en tres grupos:
correcta, incorrecta y un tercer grupo intermedio en el que se englobaran todas
aquellas en las que la sustitucion sea correcta, pero no se realicen las
operaciones para completar la respuesta o éstas no sean validas. Los alumnos
que pertenezcan a este grupo sabran realizar la sustitucion pero no tendran la
destreza necesaria para trabajar con letras. Esto nos ayudard a averiguar si el

correcto manejo de las letras va asociado a una correcta sustitucion o no.
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PREGUNTA 2

En cada uno de los casos siguientes halla las sustituciones que se hacen para

pasar de las expresiones de la columna A a la B.

A B
a) 5x - 17 5-(y+1)-17
b) e-(j+7) Gg+7)-(f-2)
C) V- X h-r-h-v
d) 2/p k/pq

Si el alumno contesta correctamente a esta pregunta, demostrard que
reconoce el proceso de sustitucion que se ha realizado. Las sustituciones
algebraicas no resultan tan faciles como las numeéricas, a las que los alumnos
estdn acostumbrados. Por esto, ademas de considerar correcta una respuesta
generica del tipo x =y + 1, se posibilita que le asignen valores numéricos a las

letras, que permitan verificar las correspondientes sustituciones.

PREGUNTA 3

a) ¢Podrias escribir de forma general la propiedad conmutativa?
b) ¢Podrias escribir de forma general dos numeros consecutivos

cualesquiera?

Aqui queremos averiguar qué habilidades poseen los alumnos para realizar
una sustitucion formal sin darles pautas para ello. Ademas, veremos si tienen la
necesidad de usar letras, comprobaremos si conocen la propiedad conmutativa y
en qué contexto la utilizan (aditivo/multiplicativo), y si conocen qué significa
que dos numeros sean consecutivos. El item (3, b) se ha propuesto para ver si

realmente saben realizar sustituciones, ya que es posible que hayan memorizado
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la propiedad conmutativa y, por lo tanto, el item anterior s6lo suponga un
ejercicio de memoria, o por el contrario no sepan cual es la propiedad
conmutativa y no puedan realizar el ejercicio. Consideraremos correcto (3,a) si
escriben la propiedad conmutativa, para la suma o para el producto, utilizando
letras. (3, b) sera correcto si responden n, n + 1. No tomaremos como correcto
las particularizaciones, pues esto reflejaria que a pesar de conocer la propiedad
conmutativa y qué son numeros consecutivos, el alumno es incapaz de realizar

una sustitucion o no ve la necesidad del uso de las letras.

PREGUNTA 4

Si x es un numero cualquiera:
a) Escribe el nimero que es 3 mas x.
b) Escribe el nimero que es 5 menos x.
c) Escribe el nimero que es dos veces tan grande como X.

d) Escribe el nimero que es el 50% mayor que X.

La pregunta cuatro es tipica de conversion de registros. Los alumnos
deberan hacer la conversion del lenguaje habitual al algebraico en un contexto
netamente numerico. Ademas de su habilidad para convertir del lenguaje
habitual al algebraico, mostraran como utiliza las letras, si ve la necesidad de
hacerlo 0 no y si considera oportuno el uso de paréntesis, destrezas que le seran
utiles para generalizar y modelizar correctamente. Nos parece importante
conocer si los alumnos son capaces de realizar estas conversiones dada la
importancia de las mismas a la hora de modelizar. En la modelizacion, el
alumno debera averiguar cuéles son las relaciones que existen en el lenguaje
habitual entre las distintas variables y luego convertirlas al lenguaje algebraico.
Esta pregunta esta directamente relacionada con las 4, 5y 6 de la segunda parte,

que son preguntas sobre modelizacion. Si el alumno contesta adecuadamente a
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esta pregunta querra decir que sabe realizar las conversiones y, por tanto, si no
responde correctamente a las preguntas 4, 5 y 6 no serd por este motivo, sino
porque no sabe modelizar. Volveremos a tratar estas dos preguntas mas

adelante.

El resto de preguntas de C1 estan dedicadas a la generalizacion. Las dos
siguientes preguntas son del mismo estilo. En ambas la dificultad va
aumentando con cada item, existe una ayuda visual y se presentan en un

contexto geomeétrico.

PREGUNTAS

¢ Como expresarias el area de las siguientes figuras?

a) Area = b) Area =

X 2

c) Area =

Con esta pregunta pretendemos analizar principalmente si los estudiantes
son capaces de ver en lo general, los casos particulares que se les presentan, ain
cuando, estos casos particulares incluyan letras. Si los alumnos contestan que el

area del primer rectangulo es 12 lo habran hecho correctamente, e implicard que
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conocen la férmula del area del rectangulo y que reconocen el caso particular
cuando los lados valen respectivamente 3 y 4. Si ademas también contesta bien a
los itemes (5, b), (5, ), querrd decir que saben generalizar. En general, si las
respuestas no son correctas, podremos inferir que, aun conociendo la formula
para calcular el area del rectangulo, no son capaces de transformarla en un
contexto en el que se requiere el manejo de la representacion simbolica. Con
esta pregunta también analizaremos si los estudiantes se plantean la necesidad
de usar paréntesis, cuantas y cuales son las formas validas de expresar el area de

estas figuras, y si saben como interpretar las letras o qué hacer con ellas.

PREGUNTA 6

¢ Como expresarias el perimetro de cada una de las siguientes figuras?

h h u u
h h 5 5
t 6
a) Perimetro = b) Perimetro =
5
X )

c) Perimetro =

Esta pregunta tiene la misma intencién que la pregunta anterior, sélo que
ahora, en el contexto aditivo de perimetro. Los alumnos, a menudo, confunden
el area con el perimetro, por este motivo hemos seleccionado esta pregunta, para
analizar qué ocurre en estas situaciones aditivas en relacién con la

generalizacion.
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La siguiente pregunta 7, como las anteriores, pretende averiguar,
igualmente, si los alumnos saben generalizar en un contexto geomeétrico distinto.
La diferencia con las anteriores esta en que las figuras que se presentan son
menos usuales y se establecen dos niveles en el proceso de generalizaciéon lineal.
En el primero, se trata de una situacion concreta (7, a) con el soporte de una
figura completa. En el segundo, con una respuesta general y con el soporte de

una figura incompleta (7, b).

PREGUNTA 7

¢, Qué se podria escribir para el perimetro de estas figuras?
a) Todos los lados miden 7.
Hay en total 17 lados.
P=

b) Parte de esta figura no esta dibujada. M/
Hay n lados en total, todos de longitud 2. i
\/\

Halla su perimetro. P =

Claramente, aceptamos que los alumnos encontrardn las mayores
dificultades en el item (7, b) que descubre el proceso general y en el que la
figura estd incompleta. Algunas de las posibles respuestas incorrectas a este item
son aquellas que surgen de omitir que la figura no estd completa y hallar el
perimetro como si lo estuviera, o cerrar la figura con los lados que se crean
necesarios. Cualquiera de estas respuestas demostraria la incapacidad de estos
alumnos para generalizar cuando no tienen una ayuda visual completa.

Esta pregunta 8, y la siguiente 9, son representativas de generalizaciones
cuadraticas y son ejemplos tipicos del uso del método inductivo de

razonamiento matematico. Muchas veces la generalizacion va unida a la
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iteracion; éste es el caso de las dos preguntas siguientes. En ambas se les pide

que realicen una generalizacion de una férmula cuadratica.

PREGUNTA 8

Los numeros 1, 3, 6,..., n(n+1)/2 recibian el nombre de ndmeros triangulares,

ya que podian ser dispuestos en forma de triangulos:
oA A
3 6

a) ¢Podrias dibujar el siguiente triangulo?

b) ¢Podrias dibujar el triangulo que ocupa la posicion 6?

c) ¢A qué posicion corresponde el tridngulo que tiene por numero

triangular asociado el 45?

d) ¢A qué numero corresponde el triangulo que ocupa la posicién n?

Dada una sucesion de numeros triangulares los alumnos deben darse
cuenta del modo de obtencion de los numeros triangulares. En los dos primeros
apartados la generalizacién que deben realizar es concreta. En el item (8, c¢)
vamos un paso mas alla, les damos uno de los nameros triangulares de la
sucesion y queremos que nos indiquen que posicion ocupa éste. Es interesante
averiguar si sabe reconocer las incognitas que se le plantean y como resuelven la
ecuacion (procedimientos algebraicos, algebraicos, tanteo, etc.). Como ya
dijimos, si los alumnos responden correctamente a la pregunta demostraran su
destreza para realizar generalizaciones de férmulas cuadraticas. Ademas,
tendran interiorizados aspectos relativos al concepto de sucesion. También
sabran reconocer las incdgnitas de una ecuacion, método de resolucion, y 1o mas

que nos interesa, utilizar las letras como nimeros generalizados.
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PREGUNTA 9
Los niameros 1, 4, 9, 16,... recibian el nombre de numeros cuadrados, ya que

podian ser dispuestos en forma de cuadrados:

a) ¢Podrias dibujar el cuadrado siguiente?
b) ¢Podrias dibujar el cuadrado que ocupa la posicion 6?

c) ¢A qué numero corresponde el cuadrado que ocupa la posicion n?

Inicialmente, esta pregunta presentara menor dificultad para los alumnos
que la primera, ya que el modo de construccion de los nUmeros cuadraticos es en
apariencia mas sencillo. Hemos intentado que la respuesta correcta a cada item:
construccion grafica del nUmero cuadréatico siguiente, generalizacion cercana y
obtencion de la férmula general, les vaya llevando a consolidar el proceso de
generalizacion. En este caso no se les da la formula general para un nimero
cualquiera, sino que deberan obtenerla ellos si lo consideran necesario. De este
modo analizaremos la necesidad de utilizacion de las letras como numeros

generalizados que tienen los alumnos para este tipo de situaciones.
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SEGUNDA PARTE o0 C2

Los alumnos no suelen estar habituados a preguntas del estilo de la
siguiente, por este motivo puede resultar bastante dificil para ellos.

PREGUNTA 1

Expresa si las siguientes expresiones son verdaderas: Siempre (S), Nunca (N)
0 algunas veces (A). Si la respuesta es (A), explica para qué valores de las letras.
a) atb=a+b
b) ptg=p+s
c) h+m=h+2m

En esta pregunta 1, ya se ha realizado la generalizacion, pretendemos
averiguar si los alumnos son capaces de reconocer que las letras se estan
utilizando como nameros generalizados y averiguar para qué rango de valores se
verifican las igualdades. Se espera que los apartados b) y c) tenga mayor
dificultad que el a). Para tomarlos como correctos los alumnos tendran que
explicar en qué casos se da la igualdad o dar un ejemplo para el que se verifique.
Creemos que, en general, los alumnos comprobaran la igualdad a lo sumo para
un namero entero positivo y si se verifica dirdn que se cumple siempre, lo que

implicaria un analisis parcial del proceso.

PREGUNTA 2

Dadas las expresiones:
p p+7 p—2 2p
¢ Puedes contestar?

a) La menor de ellas es porque
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b) La mayor de ellas es porque

c) No se puede contestar porque

La pregunta 2, pretende analizar como razona el alumnado cuando se le
presenta una cuestion de ordenacion con expresiones que incluyen una letra con
valor desconocido. Queremos comprobar si se emplea una estrategia de
sustitucion, considerando la “p” susceptible de tomar cualquier valor dentro de
un conjunto de valores posibles. Esperamos que los alumnos realicen un analisis
incompleto de las expresiones, basado, o bien en la sustitucion de “p” por algun
valor numérico (en general, un Unico valor entero positivo) o por la comparacion
de una parte de la expresion (la numérica): +7, -2,.., “el doble de”.
Consideraremos correcta la pregunta si nos dan el rango de valores para el que
se verifica su respuesta. Por ejemplo, si nos dicen que la menor es p-2 deberian
decir que esto ocurre en el intervalo (-2, 2). Esto reflejaria que consideran la p

como un nimero generalizado.

La pregunta 3, es del estilo de la 8 y la 9 de la parte C1, se les pide que
generalicen una expresion en un contexto geométrico utilizando el lenguaje
visual. La principal diferencia es que en este caso, la situacion que se presenta

estéd en el espacio, no en el plano como las anteriores.
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PREGUNTA 3

Dado el cubo del dibujo de arista 2 unidades, responde a las siguientes

preguntas:

Si se sumerge este cubo “grande” en un recipiente con pintura:
a) (Cuantos cubos “pequeiios” forman el cubo mayor?
b) (Cuantos cubos “pequenos” tienen pintadas las 3 caras?
c) ¢Cuantos solamente 2 caras?
d) ¢Cuéantos solamente 1 caras?

e) ¢Cuantos ninguna?

f) ¢Cuél es la suma de las respuestas dadas en los apartados anteriores?

g) Compara las respuestas dadas en los apartados a) y f), ¢existe alguna
relacion entre ellas? Haz lo mismo con los cubos siguientes y completa
la tabla que se presenta a continuacion:

Dimensiones Numero de caras pintadas Numero total
del cubo 1 2 3 de cubos
2
3
4
5
6
n
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h) ¢Ocurrira lo mismo si el cubo sumergido tiene dimensiones n ?
Afade a la tabla una fila con estos datos y comprueba los resultados
anteriores (para 2, 3, 4, 5, 6).

Creemos que los alumnos no tendrdn demasiadas dificultades en los
apartados del a) al g) pues pueden contestarlo por simple recuento de las caras.
Con esta pregunta pretendemos ver si encuentran la regularidad y saben
generalizarla a cualquier dimensién.

Ahora comentamos las preguntas 4, 5 y 6, de esta segunda parte, en este
caso, dedicadas a la modelizacion. En la pregunta 4, se propone un problema
verbal que se encuentra en un contexto geométrico. Es facilmente resoluble, sin
necesidad de realizar muchas cuentas, sin mas que hacer un dibujo y tener clara
la diferencia entre area y longitud. Aunque este ejercicio no corresponde
propiamente a ninguno de los procesos que estamos estudiando, hemos creido
conveniente incluirlo en este cuestionario para que nos dé mas pistas sobre como
y cuando utilizan los alumnos las letras ya que éstas estan muy vinculadas a los

tres procesos analizados.

PREGUNTA 4

Una persona tiene un terreno rectangular de dimensiones 12 metros de frente

y 8 metros de fondo. Después, esa misma persona, compra un terreno contiguo

de 64 metros cuadrados. Una segunda persona le propone cambiar su terreno

completo por otro rectangular, en la misma calle, con la misma area y el mismo
fondo, pero en mejor sitio.

a) ¢Cuanto debe medir el frente del nuevo terreno para que el trato sea

justo?

Con esta pregunta queremos ver si los alumnos poseen la habilidad para

representar en el lenguaje formal, elementos que figuran dentro de enunciados
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verbales en un contexto geométrico. Diferenciaremos dos etapas en la resolucion
del problema, la de conversion y la de resolucién. En la etapa de conversién
comprobaremos si los alumnos son capaces de identificar los datos, las
incognitas y las relaciones existentes entre ellos, asi como, si entienden la
pregunta formulada y plantean la ecuacion adecuada. En la etapa de resolucién
atenderemos a las estrategias utilizadas para la resolucion de la misma (tanteo,
procedimientos aritméticos, algebraicos o la combinaciéon de varias) y a la
comprobacion de que el resultado dado satisface las condiciones del problema.
Como ya mencionamos al comentar la pregunta 4 de C1, en las dos
preguntas siguientes queremos ver si los alumnos son capaces de encontrar un

modelo.

PREGUNTAS

En el supermercado un kilo de peras cuesta 125 pesetas; un kilo de platanos
60 pesetas, el kilo de ciruelas 325 pesetas y cada kiwi cuesta b pesetas. La
familia de Ana tiene los siguientes gastos en fruta: Compran a la semana 2 kilos

de peras, p kilos de platanos, 3 kilos mas de ciruelas que de platanos y 6 kiwis.

a) ¢Podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta en una semana?

b) ¢Podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta al mes
suponiendo que todas las semanas consume la misma cantidad de fruta
y que un mes tiene 4 semanas?

c) Si el precio por kiwi es de 20 pesetas y compra a la semana 1 kilo de
platanos, ¢Podrias decir cuanto gasta la familia de Ana en fruta en una

semana?

En esta pregunta queremos detectar si los alumnos son capaces de encontrar
un modelo y utilizarlo. Para ello, deben realizar conversiones en dos contextos

simultaneos: dinero y frutas, y se les pide que obtengan y apliquen el modelo
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precio total = precio unidad x namero de unidades. Para obtener el modelo los
alumnos deberan encontrar las relaciones entre los precios y las unidades de
fruta, lo que presenta dificultad pues se utilizan letras en ambos contextos.

En la dltima pregunta, la nimero 6, los alumnos también deberan encontrar
un modelo para el problema presentado. En principio presenta mayor dificultad
que el anterior porque el contexto elegido no es tan conocido por los alumnos
como el de las frutas y el dinero. Ademas, en este ejercicio existe la dificultad

afadida de la utilizacion de fracciones.

PREGUNTA 6

Una batalla de la conquista de Canarias.
Guanches, con sus hondas y piedras, contra ingleses, con sus arcabuces.

La “efectividad” de los ingleses es de 1/5, es decir, 1 de cada 5 ingleses
alcanza a herir a un guanche (cada 5 minutos). La efectividad de los guanches es
de 1/20 (la cuarta parte de la efectividad inglesa).

a) ¢Cuanto tiempo deberia tardar la batalla?

b) ¢Quiénes deben ganar la batalla?

En esta situacion se presenta un contexto general. Se pretende analizar el
comportamiento de los alumnos, por ejemplo, en relacién con el hecho de fijar o
no el nimero de participantes para dar respuesta a los diferentes apartados.

Administracion del cuestionario

La poblacion del estudio esta constituida por estudiantes de Educacion
Secundaria del IES San Matias, del barrio de San Matias en La Laguna. La
muestra elegida fue de 60 estudiantes: dos grupos de alumnos de 4° de ESO y
uno de 1° de Bachillerato Tecnologico, a los que se suministro el cuestionario.

Los alumnos no habian recibido instruccidén previa a la ejecucion de este
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cuestionario y no se les proporciono ningdn tipo de ayuda. Lo realizaron en dos
sesiones de 50 minutos, una para cada parte, durante su clase de Matematicas en
dos dias distintos. Tras la correccidn del cuestionario, la muestra quedé reducida
a 50 alumnos debido a que algunos alumnos solo hicieron una de las dos partes
del cuestionario. Los resultados que se presentan a continuacion pertenecen a

una muestra de 19 alumnos de 4° de ESO.

Analisis e interpretacion de los resultados

En la tabla que se presenta a continuacion se exponen los resultados de la
primera parte del cuestionario. Se especifica, el tema sobre el que trata la
pregunta, el nimero de la pregunta y el item. Ademés se afiade el numero de
respuestas correctas (B), regulares (R), erroneas (M) y no contestadas (NC). Las
tres columnas siguientes pertenecen a los porcentajes de respuestas correctas
(%B) y no contestadas (%NC) y al puesto que ocupa cada item en el
cuestionario con relacion al porcentaje de acierto (N°. En caso de que el
porcentaje de acierto en dos itemes sea el mismo se ha colocado en primer lugar
el que tiene menor porcentaje de ausencia de respuesta.

Como se puede observar, solo hay dos itemes de esta primera parte, 10s
correspondientes a la pregunta tres, que no han tenido ninguna respuesta
correcta. En general, los porcentajes de pregunta no contestada no son muy
altos, sélo (2, d), (3, a) y (8, d) superan el 50 %. Los porcentajes mas altos de
respuestas correctas se han dado en itemes relacionados con la sustitucion
formal, pues todos han sido superiores al 60%, a excepcion del apartado d de la
pregunta cuatro. Las preguntas dedicadas a la generalizacion también han tenido
unos porcentajes de acierto altos aunque menores que las relacionadas con la
sustitucion. De los 13 itemes dedicados a la sustitucion formal, 9 se encuentran

entre los 14 con mas acierto de esta primera parte del cuestionario.
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TEMA PREGUNTA ITEM] B RIM|NC|% B|% NC|N°

a |5]12]0] 2 |89%] 10% | 2

1 b |2]13]2] 2 |79%] 10% | 5

c |1]116]0] 2 |89%] 10% | 3

a |15]-12] 4 |79%] 21% | 6

5 b J14]-11] 4 |74%]| 21% |10

L c |12]-14| 3 |63%] 16% |14

sustitucion d |5]-|4|10]26%|53% |24
Formal

3 a |0]-12]17]0% | 89% |40

b |O0]-1]12]) 7 | 0% | 37% |36

a |14] -5 0 |74%] 0% | 7

4 b |12]-]17] 0 |63%] 0% |12

c |12]-]17] 0 |63%] 0% |12

d |4]-112] 3 |21%] 16% |26

a |14]-15]10 |74%| 0% | 7

5 b |15]-141] 0 |89%] 0% |1

C 41 - 114]1 1 121%] 5% |25

a |14]-14]1 1 |74%]| 5% | 8

6 b |13]-]14] 2 |68%] 10% |11

c |7]-|10] 2 |37%] 10% |20

7 a |14]-12] 3 |74%] 16% | 9

Generalizacion b 19]|-16] 4 |47%| 21% |18

a |5]1]12] 1 |26%]| 2% |23

3 b |6]1]10] 2 |32%] 10% |21

c |3]0]9] 7 |16%] 37% |31

d |1]0]16]|12]5% | 63% |34

a |12]0]6] 1 |63%] 5% |13

9 b |911]6] 3 |47%] 16% |17

c |4]0]|7] 8 |21%] 42% |28

A continuacion se presenta una tabla andloga a la anterior que

corresponde a la segunda parte del cuestionario, C2.
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TEMA PREGUNTA|ITEM] B |MINC]% B|% NCJ N°
79%] 5% | 4
3115 16%] 5% |29
1115) 3 | 5% | 16% | 32

QD

[EEY
o1
w
[EEN

[HEN

01191 0 1 0% | 0% | 35

74%| 0% | 7
42%] 5% |19
37%] 10% | 20
47%] 10% | 16
63%] 21% | 15
21%| 21% | 27
0% | 89% | 40
0% | 89% | 40

16%] 16% | 30
0% | 42% | 37
5% | 53% | 33
32%] 58% | 22
0% | 74% | 39
8111]0% | 58% | 38
Como podemos ver, aunque hay menos itemes que en C1, pues los

Generalizacioén
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Modelizacion
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6

T (OO0 T 22 )15T)Q (=D |0 |T|D]O0 |T (DO (T

— =
o|o|o |+ ojw|olor|Klo|N|wiD
N

porcentajes de item no contestado son mayores que en la primera parte, se
supera el 50% en 6 de ellos. EI numero de aciertos en preguntas relacionadas
con la modelizacion es bajisimo, dado que de los 6 items dedicados a este tema,
la mitad tienen 0 aciertos y ninguno supera el 35% de respuesta correcta. Sélo
uno de ellos, (5, c) se encuentra entre el 50% de los de mayor acierto.

Si comparamos ambas tablas, observamos que los resultados de C1
fueron, a excepcién de la pregunta 3, mejores que en C2. La ausencia de

respuesta es considerablemente mayor en la segunda parte.

Conclusiones y valoraciones
Las consideraciones que comentamos como conclusion estan basadas en

los resultados de este cuestionario para esta muestra concreta.
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En primer lugar ordenamos los tres procesos atendiendo al porcentaje
medio de aciertos, diferenciando porcentajes que se obtienen teniendo en cuenta
aquellas preguntas en las que no ha habido aciertos y porcentajes que se
obtienen sin tenerlos en cuenta, y corresponden a los tantos por ciento de las

columnas tercera y quinta, respectivamente.

[0, 25] Modelizacion 8,8% Modelizacion 17,7%
(25, 50] Generalizacion 40% Generalizacion 45%
(50, 75] | Sustitucion formal | 55,4% | Sustitucion formal | 72%
(75, 100]

Si ademas establecemos cuatro niveles de dificultad: maximo [0, 25] y
minimo [75, 100], podemos situar los tres procesos en niveles de dificultad
diferentes. En general, puede observarse que los porcentajes no son
excesivamente altos, solo se supera el 50% en la sustitucion formal. Existen
diferencias sustanciales entre el nUmero de respuestas correctas de cada proceso,
pudiéndose separar y ordenar los distintos procesos.

Queda claro que los alumnos dominan la sustitucion formal, dado que 9
de los 13 itemes se encuentran entre los del 50% de maés acierto. Podemos
observar que, si no consideramos las preguntas en las que no ha habido ningin
acierto, el porcentaje sube considerablemente.

Encontramos diferencias entre el nimero de respuestas correctas de las
preguntas dedicadas a la generalizacion de C1 y las de C2. Los alumnos
responden con mas acierto en C1 que en C2; conjeturamos que probablemente la
ayuda visual que explicitamente se incorporé a estas preguntas, facilita el
proceso de generalizacidn, situacién que no se da en la mayoria de las de C2.
Ademas, en la mayor parte de los itemes de C1 relacionados con la
generalizacion, la tarea que debian realizar era la particulacion, accion ésta que

parece que los alumnos dominan (ver la tabla siguiente).
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No existe, tampoco, demasiada diferencia en el porcentaje de acierto, pues
si eliminamos las preguntas en las que éste es cero, 15 de los 27 items se
encuentran entre los del 50 % de mas acierto.

Los resultados obtenidos con este grupo nos aportan poca informacién
sobre el proceso de modelizacion. Los alumnos tienen graves dificultades en
todo lo que implica la identificacion, interpretacién y uso de un modelo. Es
Ilamativo que de los 6 items dedicados a este proceso, tres no hayan obtenido
ninguna respuesta correcta.

Si ahora ordenamos los tres procesos en relacion con el porcentaje medio
de aciertos dentro de cada grupo, atendiendo a los tipos de acciones realizadas

en cada proceso, obtenemos:

Realizacion de transformaciones 75% 1

Sustitucion Formal Recqnoc_:imiento de una sustitucion | 51,25% | 4
Sustituciones 0% 10

Cambio de registros 58,75% | 2

Particularizacion 55,63% | 3

Generalizacion Iteracic'?n_ 475% 1 5
Recursividad 20% 7

Método inductivo 10% 8

Reconocimiento del modelo 25% 6

Modelizacion Formulacién del modelo 5% 9
Validacion del modelo 0% 10

Esta claro que en esta muestra, aunque pequefia, existen diferencias
sustanciales entre los tres procesos y dentro de cada proceso en las acciones
consideradas.

Los alumnos tienen un mayor dominio de las preguntas relacionadas con
la sustitucion formal que con los aspectos relacionados con la generalizacion y
la modelizacién. Se nota especialmente que tienen grandes dificultades en todo

lo que tiene que ver con los modelos, su interpretacion y su uso.
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Asi mismo, parece que tienen menores dificultades con la sustitucion
formal y dentro de ésta con la realizacion de transformaciones. Los itemes
correspondientes a esta tarea, (1, a), (1, b), (1,¢) ocupan las primeras posiciones:
2, 3y 5, respectivamente. La que menor porcentaje de acierto presenta es la
sustitucion. Los itemes (3, a) y (3, b) relativos a esta tarea ocupan las posiciones
40 y 36, respectivamente. Muchos de los itemes relacionados con la
generalizacion superan a estos dos relativos a la sustitucion.

Dentro de la generalizacion existen grandes diferencias que dependen de
la tarea que se realiza. Asi, parece que los alumnos dominan la tarea de
particularizacion, es mas, el item (5, b) de la primera parte del cuestionario es el
que tiene mayor porcentaje de acierto. Hay otros itemes, especialmente los
dedicados a la particularizacion y algunos de los de iteracidn, que tienen mejor
posicion que los dedicados a la sustitucion formal. Por este motivo, parece
adecuado que se intercalen tareas de sustitucion formal con tareas relacionadas
con la particularizacion en los procesos de transicién de la Aritmética al
Algebra.

La presencia de estos niveles de dificultad asociados a estos tres procesos
nos sugiere la necesidad de cuidar el tratamiento de estos aspectos en el ambito
escolar y, de encontrar indicios que nos permitan asegurar la necesidad de
separar estos procesos para organizar propuestas de ensefianza-aprendizaje mas
coherentes.

El estudio iniciado continua con otro grupo de 4° de ESO, lo que nos va a
permitir comparar los resultados. Ademas, de analizar estos mismos procesos en

otros niveles educativos, por ejemplo, con alumnos de Bachillerato.
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