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Resumen

El objetivo fundamental del modelo autorregresivo de duracién condicional (ADC) es el
modelamiento de series de tiempo con periodos no equidistantes. Dada la naturaleza
leptoctrtica de los retornos de la tasa representativa del mercado (TRM) y el comportamiento
de las duraciones asociado a estos, se us6 una distribuciéon de Rayleigh con transmutacién,
que permite aproximar de forma ajustada a una distribucién de colas pesadas, coherente
con este hecho estilizado en los retornos. Se concluye que el tiempo transcurrido entre
caidas del délar, en promedio, se encuentra entre 3 y 6 dias.
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2 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

Use of the Autoregressive Conditional Duration Model to predict
the dollar fall in the colombian Exchange Market

Abstract

The fundamental objective of the Autoregressive Conditional Duration (acd) model is
the modeling of time series with non-equidistant periods. Given the leptokurtic nature
of trm returns and the durations behavior associated with them, a Rayleigh Distribution
with transmutation is used, which allows approaching in an adjusted form to a heavy
tail distribution, coherent with this stylized fact in returns. It is concluded that the time
elapsed between dollar falls, on average, is between 3 and 6 days.

Keywords: Autoregressive Conditional Duration; non-equidistant periods; Rayleigh;
Transmutation; TRM.
JEL: Business Fluctuations; Cycles E32.

Uso do Modelo Auto-regressivo de Duracao Condicional para
predizer a queda do ddlar no mercado cambidrio colombiano

Resumo

O objetivo fundamental do modelo Auto-regressivo de Duracdo Condicional (apc) é
o modelamento de séries de tempo com periodos ndo equidistantes. Dada a natureza
leptoctirtica dos retornos da TRM e o comportamento das duragdes associados a estes,
se usou uma Distribuicdo de Rayleigh com transmutagdo, que permite se aproximar de
forma ajustada, a uma distribuig¢do de colas pesadas, coerente com este facto estilizado
nos retornos. Se conclui que, o tempo transcorrido entre quedas do délar, em média,
encontra-se entre 3 e 6 dias.

Palavras-chave: Auto-regressivo de Duragdo Condicional; periodos nao equidistantes;

Rayleigh; Transmutagao; TRM.
JEL: Business Fluctuations; Cycles E32.
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Introduccion

La tasa de cambio representativa del mercado (TRM) colombiano es la cantidad
en pesos por ddlar estadounidense, que se calcula con base en las operaciones
de compra y venta de divisas entre intermediarios financieros que realizan
transacciones en el mercado cambiario colombiano (Banco de la Reptblica,
1991-2020). La variacién del peso respecto al délar es importante debido a
que este es un factor determinante en la valorizaciéon o desvalorizacion del
peso colombiano. Ademds, tiene implicaciones en la economia interna y
externa como el impacto en los precios de productos importados, que a su
vez tienen efecto sobre la inflacién, las negociaciones con divisas, y el im-
pacto en la competitividad de empresas nacionales respecto a competidores
internacionales.

Se han realizado distintos trabajos sobre el modelado y pronéstico de la
TRM, evaluando diversos factores influyentes en el precio del délar. Se desta-
can, entre otros trabajos, el de Alonso y Patifio (2005), quienes estudiaron los
diferenciales en la productividad sobre la tasa de cambio nominal, utilizando
modelos econométricos de precio fijo y el enfoque de Balassa-Samuelson. Estos
modelos indican que un incremento en la oferta monetaria genera una salida
de capital y, en consecuencia, una depreciacién de la tasa de cambio. Santana
(2006) utiliz6é un modelo de series temporales con redes neuronales aplicado
a la variacién de la inflacién basada en el Indice de Precios al Consumidor.
Henao y Rivera (2006) y Jalil y Misas (2007) utilizaron modelos de series
temporales con redes neuronales para pronosticar el precio del délar.

Cuando el ddlar sube, el precio de los productos importados aumenta y,
en consecuencia, aumenta la inflaciéon; mientras que cuando el délar baja, al
reducir la competitividad de las empresas nacionales, estas se ven obligadas
a reducir sus costos de produccion, lo que termina causando despidos y
desaceleracion econémica (Bonifaz, 2004).

Dadas estas implicaciones, es importante modelar el tiempo en que ocurre
la variacién del délar. En este documento, se propone un modelo que permite
describir un suceso como la baja abrupta del precio del délar respecto al peso
en el mercado cambiario colombiano, que constituye un comportamiento no
regular en la periodicidad de la serie de tiempo.

Un suceso puede ser definido como una transaccién, un cambio en el
precio excediendo cierto monto o cualquier caracteristica de interés a ser
investigada (Cheung, 2014). En otras palabras, un suceso es un aconteci-
miento observable que tiene impacto sobre una economia. Engle y Russell
(1997) propusieron un modelo que describe el tiempo transcurrido entre
sucesos econdémicos que tienen una estructura de dependencia. El modelo
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4 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

Autorregresivo de Duracién Condicional (Acp por sus siglas en inglés) tiene
como objetivo fundamental describir el comportamiento de series de tiempo
cuyos periodos no son equidistantes, ya que las series de tiempo a modelar
estan condicionadas por el suceso observado.

Distintas aplicaciones en el modelado de datos financieros mediante el
modelo Acp, han sido presentadas por autores como Tse y Yang (2012) para
modelar la volatilidad intradia de acciones cotizadas en la bolsa de valores
de Nueva York, especificamente, la volatilidad integrada condicionada a
cierta informacién de la bolsa. Uno de los resultados mas relevantes de la
investigacion de estos autores indica que las volatilidades anualizadas de las
companias General Electric y T7x presentaron grandes fluctuaciones intradia.
Similar al trabajo de Tse y Yang (2012), Liu y Tse (2015) modelaron el valor en
riesgo intradia, argumentando que debido a la regla de acceso al mercado,
toda orden debe pasar por un control de riesgo antes de realizarse cualquier
transaccién. El modelo fue aplicado a existencias del S&P 500, examinando
el patrén del valor en riesgo que mostré que, para cierto momento del dia,
el valor de riesgo era menor (entre las 11:00 y 14:30).

Pyrlik (2013) modela el comportamiento de desplomes financieros del
promedio industrial Dow Jones mediante el enfoque acp. La obtencién de las
duraciones las obtuvo mediante un valor critico en las rentabilidades diarias
asociadas al Dow Jones, las cuales, segtin el autor, se fijaron en -3 %. En su
estudio, el autor muestra la capacidad del modelo para predecir el tiempo
transcurrido hasta observar un desplome.

Los desplomes financieros son un ejemplo de eventos cuya ocurrencia
presenta una duracién no periédica. Estos tienen una gran variedad de
consecuencias econémicas negativas que van desde pérdidas de ingreso
persona, hasta bancarrotas masivas y recesiones (Farmer, 2012). Las dura-
ciones no periédicas dan lugar a tiempos transcurridos de manera aleatoria
por lo que para su estudio se utilizan metodologias estadisticas propias del
anélisis de tiempo de vida.

En este estudio, se tiene como suceso de interés la caida del délar, mo-
delando el tiempo de duracién transcurrido entre dos momentos de caida,
apoyado en la variacién del precio del délar en pesos colombianos mediante
los log-retornos de dicho precio. La caida del délar, de forma similar a un
desplome financiero, da lugar a una duracién no periddica de la serie de
tiempo de la TRM. Dicha caida se presenta cuando la rentabilidad del precio
del ddlar presenta un valor negativo, que indica que el precio del délar en
un dia cualquiera es significativamente menor respecto al precio del ddlar
el dia anterior. Esta caida del precio del délar, al presentar una duracién no
periddica, correspondera a duraciones transcurridas de manera aleatoria.
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Dada la naturaleza aleatoria de las duraciones entre caidas del ddlar, estas
presentan un comportamiento de asimetria marcada y valores extremos,
por ello, en este estudio se propone el uso de la distribucién de Rayleigh
transmutada. Esta distribucién permite capturar la asimetria del tiempo
transcurrido entre caidas del délar y las duraciones extremas.

La estructura del documento es la siguiente: en la primera seccién se
describen el modelo, los datos y la estimacién; en la segunda se muestran
los resultados de la estimacion del modelo y en la tercera se discuten las
conclusiones.

1. Metodologia
1.1. El modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

La duracién entre eventos en agentes econémicos ha sido ampliamente consi-
derada en estudios tedricos y empiricos desde 1970 (Pyrlik, 2013). El analisis de
supervivencia generalmente asume independencia en los eventos estudiados
y, en consecuencia, también las duraciones entre eventos son independientes.
Sin embargo, Engle y Russell (1997) introdujeron un modelo en el cual tanto
los eventos estudiados, como la duracién entre ellos son interdependientes
temporalmente. El modelo, se define asi:

Sea x; = t,— t,_,, la duracién entre dos eventos criticos en un tiempo ¢, y
t._,, respectivamente. Las duraciones x, se describen mediante un modelo
multiplicativo, tal que:

X; = q)i Ei (1)

Donde ¢, es la i-ésima duracion condicional del modelo, y §; es la i-ésima
duracién estocastica. Las duraciones estocdsticas se asumen independientes
e idénticamente distribuidas; ademas, §; > 0 con valor esperado E[x] = u.

De este modelo, es conveniente derivar el valor esperado de la duracién
x, condicionado a la informacion rezagada z, = {x; §; ¢}, _, asi (Pyrlik 2013):

Elx;|z] = E[¢, & | 2] = ¢, E[E] = ¢, u @

Dado el valor esperado condicional en (2), es posible escribir el modelo
en (1), en términos de sus componentes estandarizados:

X, =9, 3)

1
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6 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

En (3), la duracién condicional ¥, = ¢; u y la duracién estocéstica €,= 5
tienen valor esperado E[€] = 1. €, es llamada duracién estocdstica estan-
darizada. El modelo presentado en (3) es definido como el modelo acp de
orden (p, g), tal que:

=y

1
p q

Y, =0+ zaixi—j + z Bi‘l’i—j
= =

En el modelo, w es el intercepto, X7, o.;x, ; es el componente autorregre-
. 0 2 . .
sivoy X7, B,¥,_; es el componente de duracién condicional. En particular, el

modelo Acp (1, 1), tiene la siguiente forma para 1;:

Y=o+ o+ By,

Elmodelo Acp (1, 1) corresponderé a un proceso débilmente estacionario
cuando a, + f§; < 1.

Como se puede observar, la estructura matematica del modelo AcD es
similar a la estructura del modelo GARcH introducido por Bollerslev (1986);
por consiguiente, conserva muchas de sus propiedades. Algunas de estas
propiedades para el modelo acp (1, 1) son

El]=Ev]= 91 (o, +p,)

Var(x) = E[x] - (E[x])*
pk(E€) =0
E[x;]y Var(x;) corresponden al valor esperado y varianza incondicionales

de la duracién x, respectivamente. La varianza incondicional de la duracién
x; esta definida por

Var(e) =[] (eLx ) =[x P20

Las duraciones estan asociadas a distribuciones asimétricas, que modelan
tiempos de vida. Diversos autores, como Engle y Russell (1998), Tsay (2005)
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y Cheung (2014), han considerado distribuciones que modelan tiempos de
vida tales como la exponencial, la gamma y la Weibull para las duraciones
estocdsticas. Asumir distribuciones de probabilidad para las duraciones
estocésticas es importante en el proceso de estimaciéon del modelo Acp por
méxima verosimilitud.

Similar al comportamiento natural de las rentabilidades de la TRM, que
dan lugar a una distribucién de colas pesadas, los periodos no equidistantes
entre caidas del ddlar pueden presentar valores extremos. Dada esta impli-
cacidn, se considera en este trabajo un modelo basado en la distribucién de
Rayleigh transmutada, la cual considera también una asimetria marcada y
de cola larga. Este modelo permite capturar periodos largos entre caidas del
precio del délar.

1.2. La distribucién de Rayleigh transmutada

Esta distribucién es una generalizacién de la distribucién de Rayleigh utili-
zando el mapa de transmutacién de rango cuadratico introducido por Shaw
y Buckley (2009). El mapa de transmutacién de rango cuadratico tiene la
siguiente forma: dadas dos distribuciones con un espacio muestral comuin
y con funciones de distribucién acumuladas F,(") y Gy(-). El mapa de trans-
mutacion de rango cuadratico estd dado por

G ()= (1+ W) F (x) - 2B (x), [N < 1 @

Donde A es el pardmetro de transmutacién.

A partir de (4) y de acuerdo con Merovci (2013), se tiene la siguiente
definicién de la distribucién de Rayleigh transmutada: sea X una variable
aleatoria continua con distribucién de Rayleigh de parametro 8. X seguira
una distribucién de Rayleigh transmutada (TRayleigh) de parametros § y A
si tiene una funcién de distribucién acumulada y una funcién de densidad
de probabilidades FX () y fX (), respectivamente, tal que:

(oo e )

fx (x|—5,7\.) = %exp[—(%ﬂ[l— k+2kexp{—(2x—(;JD, x>0,8>0,]A <1
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8 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

Asumir una distribucién de probabilidad relacionada con el anéalisis de
tiempos de vida es importante en el modelo Acp, ya que este supuesto dis-
tribucional permite obtener una forma de estimacién del modelo. El tiempo
transcurrido entre caidas del d6lar supone un comportamiento de asimetria
marcada y cola larga; es decir, duraciones extremas, por lo que se asume la
distribucién de TRayleigh para realizar el proceso de estimacién y prediccion.

1.3. Estimacion del modelo y pronéstico

El espaciado irregular de una serie de tiempo determinada por un suceso
observado en una economia se define como una duracién aleatoria. Para
estimar el modelo propuesto se asume una distribucién relacionada con
el anélisis de tiempo de vida. Esta distribucion permite obtener una forma
funcional, la cual indexa la informacién contenida en la serie de tiempo de
las duraciones, que a su vez es extraida de la serie irregular determinada
por el suceso observado.

La forma funcional que indexa la informacién contenida en las dura-
ciones es la funciéon de verosimilitud, que se construye mediante la funcién
de densidad asociada a la distribuciéon de probabilidad asumida. De este
modo, la estimacién del modelo se realiza mediante el método de maxima
verosimilitud, a partir de la distribucién asumida para las duraciones es-
tocasticas. Dado que la funcién de densidad de las duraciones estocasticas
E, es la siguiente:

fle)= ;2 xp|: (;;H(l 7L+27uexp{ (8; m €>0,8>0,[A<1

De acuerdo con la definicién descrita por Merovci (2013), sobre la dis-
tribucién de TRayleigh, y la definicion del valor esperado de las duraciones
estocasticas descrita en la seccién 1.1, se tiene que:

Ele]=28vR(h+v2(1-1) =

De la expresion anterior, se puede escribir el pardmetro § en términos

de A, de modo que:

2
T Jr(r+2(1-2))
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Por lo anterior, con base en el trabajo de Engle y Russell (1998), y escribiendo
€= %_, la funcién de verosimilitud del modelo acp (1, 1) queda expre-

sada asi:

(/p) Aj) 1-0+2hexp|-

62

X 2
Y
62

L(alrﬁy

i=1

De la funcién de verosimilitud se obtiene la funcién de log-verosimilitud,
descrita de la siguiente forma:

(o By,

2
n X;
( =1 A,)

2
—; [ 262) 262+1r1 1-A+2kexp| - 25

En las funciones de verosimilitud y log-verosimilitud, 1, contiene los
pardmetros o, o,, f;. La funcién de log-verosimilitud y el estimador del
modelo se construyeron mediante el software estadistico R, con base en las
funciones construidas por Tsay (2011). El objetivo de un modelo de series
temporales es hacer prondsticos de observaciones futuras. Para el caso del
modelo AcpD, se realizard un prondstico del tiempo que transcurre hasta un
préximo evento critico.

Para medir la precision del pronéstico se cuenta con diferentes medidas
como la raiz del error cuadratico medio (RMSE) o el error porcentual medio
absoluto (MAPE). Si se tiene [ = 1, 2, ..., L pronésticos de futuras duraciones
respecto a un origen h, definidas como {x,(1), x,(2), ..., x,(L)}, , entonces la RMSE
y el MAPE tienen la siguiente forma (Cheung 2014):

RMSE =\/ i x,H1
=1

1 L
MAPE=100ZE

=1

Xt

Xt =X (Z)‘
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10 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional

2. Resultados

De acuerdo con la metodologia propuesta se muestran los resultados de la
estimacién y predicciéon del modelo AcD para la serie de dias transcurridos
entre bajas del délar, asi como los resultados del anélisis de los residuales del
modelo. La obtencién del tiempo transcurrido entre bajas del ddlar se realiz6
a partir de la serie de tiempo diaria de la TRM desde el 27 de noviembre de
1991 hasta el 22 de julio de 2019.

2.1. Extraccién de las duraciones

Similar al trabajo de Pyrlik (2013), la extraccion de las duraciones se realiz6
teniendo en cuenta los log-retornos del precio del délar. En la figura 1, los
log-retornos negativos indican una baja en el délar; con base en estos, se
establece el umbral: suceso critico.

3000
g s
o
s :
< 2000 | g
2 I
g &
& - — B

1000 — -

\ \ \ \ 0087 \ \ \ \
1990 2005 1990 2005
Tiempo Tiempo

Figura 1. TRM y log-retornos

Con base en el umbral, se obtiene un subconjunto de la serie de tiempo
de los log-retornos y las diferencias entre las fechas en las que suceden las
caidas del dolar; estas diferencias son de la forma x, = ¢, t, ;. Las diferencias
entre las fechas corresponden al tiempo de duracién entre caidas con las
cuales se conforma una nueva serie de tiempo (figura 2).

Se realizaron pruebas de asimetria y curtosis para la serie de dias trans-
curridos entre las caidas del ddlar (Shapiro, Wilk & Chen, 1968), las cuales
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mostraron que las duraciones presentan marcada asimetria y exceso de
curtosis (tabla 1). De acuerdo con este resultado, la distribucién TRayleigh
es una alternativa para la estimacién y pronéstico del modelo de duracion.

25 —

15

Dias transcurridos entre caidas de dolar

\ \ \ \ \ \
1995 2000 2005 2010 2015 2020

Fechas de caida

Figura 2. Serie de dias transcurridos entre caidas del délar

Tabla 1. Pruebas de asimetria y curtosis

Estadistico Valor-p
Asimetria 2.2416 2.2e-16
Curtosis 11.22087 2.2e-16

Para establecer el orden del modelo, es decir, cudntos rezagos se incluyen,
se muestra la funcién de autocorrelacion (figura 3), ademas del comporta-
miento del tiempo transcurrido entre caidas del precio del délar (figura 4).

2.2. Resultados de la estimacion

A continuacioén, se muestra la estimacién por maxima verosimilitud del
modelo Acp (1, 1) para la serie de dias transcurridos entre bajas del ddlar,
mostrando la significancia individual de los pardmetros estimados.

Las estimaciones de a, y 3, en la tabla 2 muestran que la suma de ellas es
menor que 1, indicando estacionariedad. La estimacién de A corresponde a la
estimacién del parametro de transmutacion de la distribucion de TRayleigh.
Las estimaciones son significativas a un nivel de a = 0.05.
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12 Uso del Modelo Autorregresivo de Duracién Condicional
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Figura 3. Funcién de Autocorrelacion del nimero de dias transcurridos
entre bajas del délar

Tabla 2. Estimacion del modelo acp (1, 1), con distribucién de TRayleigh

Estimate Std. Error t-value Pr>t
w 0.13 0.0345 3.7657 0.0002
a 0.04 0.0063 6.6986 0
B 0.95 0.00915 103.6138 0
A 0.702 0.0239 29.3755 0

2.3. Residuales del modelo

Se realiz6 el analisis de los residuales del modelo estimado en el que se
estudi6 la independencia mediante la prueba de Ljung-Box, la cual mostré
que con un estadistico de prueba x* =729.93 con 766 grados de libertad y con
un valor-p de 0.821, a un nivel de significancia de a = 0.05, no hay evidencia
para rechazar independencia en los residuales del modelo estimado.

La definicién del modelo AcD (p, q) asume que las duraciones estocas-
ticas deben ser independientes e idénticamente distribuidas. Para mostrar
la independencia de dichas duraciones estocasticas también se realiz6é un
correlograma (figura 5).

2.4. Resultados del pronéstico

En esta seccién, se muestran algunos resultados de pronésticos realizados
con el modelo acp (1, 1).
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Figura 4. Comportamiento del nimero de dias transcurridos entre bajas del délar

B=, 5)

v, =0.13+0.04x, , +0.95y

i+1

Con dicha expresion, se obtienen la RMSE y el MAPE para cierto nimero
de pronésticos. La funcién de pronéstico se construyé con base en la funcién
de prondstico presentada por Cheung (2014).

Tabla 3. RMSE y MAPE para distintos niimeros de prondsticos

Num. Pronésticos (L) RMSE MAPE
1 3.76 375.61
2 3.84 383.85
3 3.92 391.99
4 4 400.06

La tabla 3 muestra que la RMSE y el MAPE, a medida que se realizan mas
prondsticos, tienden a ser mayores. Con base en la figura 6, los intervalos
de prondstico tienden a ser mas amplios, resultado que es similar al que se
conseguiria en un modelo de series de tiempo convencional. Ademads, se
muestra que antes de una préxima caida del precio del délar transcurren,
en promedio, entre 3 y 6 dias.
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Figura 5. Funcién de autocorrelacién y autocorrelacion parcial de los residuales
del modelo acp (1,1)

Conclusiones

En este trabajo se propuso un modelo aApc con distribucién de TRayleigh,
aplicado al modelado y prediccién de bajas en el délar utilizando la TRM
colombiana.

A partir de la ecuacién estimada (5), se realiz6 el pronéstico de la duracion
esperada de una a cuatro posibles bajas del délar en el mercado cambiario
colombiano. Asi, se encontré que el tiempo esperado hasta observar una
préxima baja es de 3 a 6 dias.

La estimacion del parametro A de la distribucién de TRayleigh, asociada a
los residuales del modelo, obtuvo un valor de 0.702, que indica que el tiempo
transcurrido hasta observar una baja en el délar tiene exceso de curtosis y,
en consecuencia, un comportamiento distribucional con asimetria marcaday
cola larga. Este comportamiento distribucional de las duraciones es coherente
con las propiedades de asimetria y curtosis mostradas por Dey, Raheem y
Mukherjee (2017). El modelo propuesto muestra la estacionariedad existente
en los dias que transcurren hasta observar una baja en el ddlar.

Con base en el trabajo de Pyrlik (2013) y por simulacién del evento critico,
se fijaron, a partir de los valores de los log-retornos de la TRM por debajo
de 0, los eventos de caida del délar. Los residuales del modelo cumplen con
el supuesto de independencia. La RMSE y el MAPE muestran que conforme
aumenta el nimero de prondsticos, el poder predictivo del modelo es menor.
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