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RESUMEN. El teorema de Pitdgoras y la divisién de un segmento en extrema y media
razén son, segin Kepler, los dos grandes tesoros de la Geometria. En este articulo se
estudia cémo son tratadas ambas cuestiones en los Elementos de Euclides, se analiza
la contribucién de la escuela pitagérica al desarrollo de la matemadtica griega y se
profundiza en el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables, un hecho muy
vinculado a los dos tesoros de la Geometria que provoco la primera gran crisis en la
historia de las matemadticas.
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ABSTRACT. The Pythagoras theorem and the division of a segment into extreme and
mean ratio are, according to Kepler, the two great treasures of Geometry. This paper
studies how both issues are treated in Euclid’s Elements, analyzes the contribution of
the Pythagorean school to the development of Greek mathematics and delves into the
discovery of incommensurability, a fact closely linked to the two treasures of Geometry
that caused the first great crisis in the history of mathematics.
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1. Introduccion

Johannes Kepler, que vivi6 a caballo entre los siglos XVI y XVII, legé a la posteridad
la siguiente cita que podemos considerar como un tributo de admiracién a la primera
matemadtica griega [5, pag. 81]:

“La Geometria tiene dos grandes tesoros: uno de ellos es el Teorema de Pitagoras;
el otro, la divisiéon de un segmento en media y extrema razén. El primero lo podemos
comparar a una medida de oro; el segundo lo podriamos considerar como una preciosa
joya”.

La cita de Kepler, como vemos, se refiere al teorema de Pitdgoras y a la divisién de
un segmento en extrema y media razén como los dos grandes tesoros de la Geometria
y, en efecto, son dos resultados de una enorme belleza y multiples aplicaciones que han
inspirado a muchos matemaéticos a lo largo de la historia. Ambos resultados son atribuidos,
de acuerdo con la tradicién griega, a la escuela pitagérica que, como es sabido, consideraba
que el nimero era el principio o la esencia de todas las cosas.

En este articulo estudiamos como son tratadas ambas cuestiones en los Elementos de
Euclides, incidiendo en los aspectos histéricos asociados al desarrollo de la matematica
en los primeros siglos del periodo griego. En este sentido se analiza la contribucién que
Pitdgoras y sus seguidores hicieron para la consolidacién de la matematica como disciplina
cientifica de cardcter deductivo y racional, se profundiza en el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables, un acontecimiento muy vinculado a los dos tesoros de la
Geometria que vino a tirar por tierra toda la filosofia pitagérica, y se estudia la solucién
que los matemadticos griegos de la Academia de Platon idearon para superar las dificultades
surgidas como consecuencia de la aparicién de dichas magnitudes.

Como se sefiala en [10, pag. 242] el descubrimiento de la inconmensurabilidad es uno
de los logros mds asombrosos y de mayor alcance de las primeras matematicas griegas. Es
tanto mds asombroso cuanto que, segtin la tradicion antigua, el descubrimiento se produjo
en una época en que la ciencia matemadtica griega estaba atn en pafiales y aparentemente
se ocupaba de los problemas mas elementales, mientras que las matematicas egipcias y
babilonias, que desde un enfoque practico habian elaborado con anterioridad métodos
muy sofisticados para la resolucion de cuestiones aritméticas, algebraicas y geométricas,
jamds sospecharon siquiera la existencia del problema. Esto demostraria el punto de vista
radicalmente distinto respecto de sus predecesores que adoptaron los griegos al encarar el
estudio de la matemadtica y de la ciencia en general.

El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables supuso un revés importantisimo
para la matemadtica griega ya que afectaba a los fundamentos de la misma. La creencia
intuitiva de que los nimeros naturales y, a partir de ellos, los racionales podian medirlo
todo exactamente era una simple ilusion. Este hecho tuvo como consecuencia la sustitucién
de la concepciodn aritmética del mundo, propia de la escuela pitagérica original, por una
concepcién geométrica plasmada de manera magistral en los Elementos de Euclides. Dado
que no disponian de un sistema adecuado para la representacion y tratamiento de los
numeros irracionales, los griegos renunciaron al dlgebra, desarrollando en su lugar una
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compleja teoria de magnitudes inconmensurables con ropaje geométrico.

Los Elementos de Euclides [8], un compendio en trece Libros escrito hacia el afio
300 a. C. que recoge lo fundamental de la matematica griega de su época, serd una
de las referencias principales de este articulo. A lo largo del mismo citaremos algunas
proposiciones de ese tratado notando primero el Libro al que pertenecen y después el
nimero de cada proposicion. Asi, la proposicion 1.47 serd la proposicion 47 del Libro I
de los Elementos. Se ha procurado ser fiel a las pruebas de las proposiciones recogidas
en dicho texto si bien, en algunas ocasiones, se ha recurrido al dlgebra actual para evitar
la penosidad de las demostraciones aritméticas de Euclides. Tampoco se han eludido las
referencias a longitudes y dreas cuando resulta conveniente, aunque ha de tenerse en cuenta
que estas nociones son ajenas a los Elementos que dnicamente hacen alusiéon a medidas
relativas o razones entre segmentos o figuras. En todo caso se ha tratado de no desvirtuar
los aspectos esenciales de las demostraciones y construcciones incluidas en la gran obra
del maestro alejandrino.

2. La aportacion de la escuela pitagorica al desarrollo de la matematica griega

Hacia el siglo VIII antes de Cristo los egipcios y mesopotamios, que dieron los
primeros pasos en el desarrollo de una matematica todavia de cardcter meramente instru-
mental para la resolucién de problemas practicos concretos, ceden el testigo al mundo
griego que inicia un proceso de desarrollo cultural sin precedentes en la historia de la
humanidad que va a conducir a la matematica, y en general a todos los dmbitos de la
cultura, a su mayoria de edad. Este proceso permite a la matematica abandonar su cardcter
empirico para convertirse en una ciencia tedrica y abstracta que, superando los casos
particulares, busca verdades generales y universales.

Sobre el origen de la palabra “Matematicas” -“Mathema” en griego-, Proclo recoge
una larga explicacién en [19, Comentarios 45-47] en la que sefiala que, en su opinién,
tal designacion no es accidental, como sucede con la mayoria de los nombres, sino que
éste deja claro qué tipo de funcion realiza esta ciencia, que no es otra que desarrollar la
competencia para aprender y conocer. Asi afirma que la matematica “estimula nuestro
innato conocimiento, despierta nuestra inteligencia, purga nuestro entendimiento, saca a la
luz los conceptos que nos pertenecen esencialmente, aleja el olvido y la ignorancia que
tenemos desde el nacimiento y nos libera de las ataduras de la sinrazén”.

Aun cuando la matemadtica alcanz6 en el periodo griego un grado de desarrollo digno
de admiracién, el proceso no pudo ser repentino sino que se fue materializando de manera
gradual. Mas que del “milagro griego", que encierra la poco afortunada idea de un surgi-
miento de la ciencia, del arte y de la filosofia como por ensalmo, se debe hablar de una
época en la que las nuevas culturas que se van desarrollando vigorosamente en las costas
del Mediterraneo beben de los pueblos orientales, en especial de Egipto y Mesopotamia,
para, a partir de ese conocimiento, crear su propio saber.

La dificultad fundamental con la que se encuentra el historiador al estudiar el desarrollo
de la matematica en este periodo es la escasez de documentos originales o copias fieles de
las contribuciones matematicas concretas realizadas por los personajes de la época. Este
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hecho contrasta poderosamente, por ejemplo, con la abundancia de tablillas cuneiformes
con contenido matemdtico de origen babilonio que han llegado hasta nuestros dias, a
pesar de ser mucho mds antiguas. Aunque en menor medida, también se dispone de
documentacién original de la matematica egipcia que se desarroll entre los afios 2.000
y 500 a. C. Sin embargo, de las no muy numerosas producciones matemdticas griegas
que han sobrevivido hasta la actualidad, solo disponemos de copias, compilaciones o
comentarios tardios, a veces posteriores en varios siglos, cuando no de meras traducciones
cuyo grado de fiabilidad con el original es dificil de evaluar. Como se sefiala en [21, pag.
36] “esto es particularmente cierto para la matemaética del periodo helénico (siglos VI al
IV a. C.), ya que de los escritores anteriores a Euclides no se conoce sino el fragmento
relativo a las linulas de Hipdcrates, de la Historia de la matematica de Eudemo de Rodas
[escrita hacia el afio 320 a. C.] que, a su vez, se conoce mediante una reproducciéon no muy
fiel, aparecida en un comentario aristotélico de Simplicio del s. VI, es decir, de un milenio
después”.

Esta sequia documental explica que la historia de la matemadtica del periodo helénico
sea ciertamente insegura ya que ha debido ser reconstruida a partir de fuentes escasas,
dispersas y, en algunos casos, poco fiables por diferir muchos cientos de afios de las
contribuciones originales. De entre ellas una de las mas importantes viene dada por el
conjunto de referencias histéricas que aparece en “Los comentarios al libro I de los
Elementos de Euclides” de Proclo de Licia (410-488 d. C.) [19], texto al que nosotros nos
referiremos reiteradamente en este articulo. Aunque tiene menos interés matematico, es
muy util para conocer el estilo de vida de los seguidores de Pitdgoras la obra de Jamblico
(aprox. 250-325 d. C.) “Vida Pitagérica” [15], si bien los datos biograficos que se recogen
en la misma deben ser tomados con cautela pues las imprecisiones son muy frecuentes.

En orden cronolégico, el primer matemadtico griego relevante del que tenemos noticia
fue Thales (aprox. 624-548 a. C.), uno de los denominados “‘siete sabios de Grecia” y al
que de hecho se le llama “el primer matemadtico”, pues es la primera persona a la que se le
atribuyen resultados matematicos concretos. En efecto, Proclo recoge en [19, Comentario
157] que “‘el famoso Thales se dice que fue el primero en demostrar que el circulo es
biseccionado por su didmetro” y en [19, Comentario 251] sefiala que “fue el primero en
observar y afirmar que en cada tridngulo is6sceles los dngulos de la base son iguales”.
Asimismo, en [19, Comentario 299] se apunta que el resultado segun el cual si dos rectas
se cortan, los 4ngulos opuestos por el vértice son iguales entre si, “fue primero descubierto
por Thales, pero solo se consider6 digno de una demostracién cientifica con el autor de
los Elementos” y en [19, Comentario 352] se afirma que “Eudemo, en su historia de la
geometria, atribuye este teorema a Thales', sefialando que el método utilizado por éste
para medir la distancia de los barcos a la costa muestra que Thales debe haberlo usado”.

También Proclo [19, Comentario 65], a continuacién de unas observaciones intro-
ductorias sobre el origen de la geometria en Egipto y su vinculacién con la medida de
las tierras, informa de que Thales “fue el primero en introducir esta ciencia en Grecia”

ISe refiere al teorema que demuestra que son iguales dos tridzngulos que tienen dos dngulos iguales y también
igual el lado correspondiente a dichos dngulos o el que subtiende a alguno de ellos.
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y que “descubrié por si mismo muchas proposiciones e instruy6 a sus sucesores en los
principios en que se basan muchas otras, siendo su método de ataque en algunos casos mas
general y en otros mds empirico”. Asi, de acuerdo con una tradicién firmemente asentada,
Thales seria el primero que abrié el camino que condujo a la organizacién deductiva
de la geometria y, por ello, se considera convencionalmente que con €l finaliza la etapa
precientifica y comienza el periodo del saber critico y objetivo, esto es, de la ciencia tal
como la conocemos hoy.

Thales fundé la Escuela Jénica en la ciudad de Mileto, un importante nicleo comercial
ubicado en las costas de Asia Menor que entonces era un lugar de encuentro de mdltiples
razas y culturas, lo que sin duda favorecié el intercambio de ideas y de conocimiento. En
este sentido se afirma en [20, pag. 77-78] que en Mileto “los prejuicios y supersticiones
primitivos estaban atenuados por el trato con muchos otros pueblos”. A la Escuela J6nica
pertenecieron los filésofos Anaximandro, Anaximenes y Anaxdgoras, pero nosotros, a los
efectos que interesan a este articulo, nos detendremos en Pitdgoras que, quizds, también
fue discipulo de dicha Escuela. En este sentido se recoge en [15, pag. 33] que “[Thales] lo
acogi6é complacido [...] y le hizo participe de cuantos conocimientos pudo”.

Pitdgoras de Samos fue un filésofo y matemético griego que habria vivido a lo largo de
gran parte del siglo VI antes de Cristo y que habria recibido una sélida formacién cientifica
y religiosa en Egipto y Babilonia. En [15, pag. 36] se recoge que permaneci6 veintidos
afios en Egipto “estudiando astronomia y geometria [...] e inicidndose en todos los rituales
de los dioses” y doce afios en Babilonia donde “aprendié perfectamente el culto de los
dioses, llegando junto a ellos a la cumbre de la aritmética, de la musica y de las demds
disciplinas”.

Después de estos viajes y sin perjuicio de la dudosa exactitud de las precisiones
cronoldgicas recogidas en [15], Pitdgoras regresé a Samos, “a la edad de cincuenta y seis
afios” seguin se afirma en el mencionado texto, y no fue hasta posteriormente que se traladé
al sur de Italia fundando, en la colonia griega de Crotona, su propia escuela, una asociacién
que era, a la vez, escuela filoséfica y congregacion religiosa.

El pitagorismo era ante todo una forma de vida por la que los miembros de la secta
debian adaptar su proceder a las reglas establecidas por el sabio de Samos, lo que incluia
la convivencia en comunidad y la donacién del patrimonio propio a la orden. Ademas
la escuela participé de forma activa en la politica y el gobierno de las ciudades del sur
de Italia donde se formaron comunidades, desplegando al mismo tiempo una importante
actividad tanto religiosa como cientifica y filoséfica. En [14, pag. 32] se recoge en este
sentido que “‘el principal objeto de la doctrina pitagérica era la purificacion del alma o
catarsis mediante la permanente prosecucion de los estudios filos6ficos y matematicos
como base moral para la direccién de la vida con la finalidad de alcanzar la salvacién a
través de la sabiduria”. Con Pitdgoras se inaugura por tanto la combinacién de matemadticas
y teologia que, como se apunta en [20, pag. 88], caracteriz¢ la filosoffa religiosa en Grecia,
en la Edad Media y en los tiempos modernos hasta Kant.

Una de las caracteristicas fundamentales de la orden, en lo referente a los conocimien-
tos, era la imposicion del secreto y del silencio misticos que impedian la transmision de las
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ensefianzas a las personas no iniciadas. En relacién con este aspecto se sefiala en [15, pag.
67] que “es ley divina confiar a la memoria los preceptos sagrados y humanos y no hacer
participes de los beneficios de la sabiduria a los que ni siquiera en suefios tienen purificada
su alma. Pues no es licito ofrecer a los que uno se va encontrando lo que se ha conseguido
con esfuerzo, a costa de grandes sacrificios, ni proporcionar los misterios de las dos diosas
de Eleusis? a profanos: los que llevan a cabo estas acciones son por igual injustos e impios”.
Este secretismo ha contribuido a rodear la vida y la doctrina de Pitdgoras de un halo miste-
rioso que, unido a la mencionada falta absoluta de documentos de la época y al caracter
hagiografico de las obras griegas posteriores, aderezadas de imprecisiones cronoldgicas
y elementos legendarios o misticos, ha dificultado histéricamente la distincién entre los
hechos que se produjeron realmente y la leyenda.

Refiriéndose en particular a las matematicas, Aristételes (384-322 a. C.) realiza una
exposicion general de la base cientifica del pitagorismo en [3, Libro I, Cap. V, pag. 30-31]
y nos dice que:

“Los llamados pitagdricos, que fueron los primeros en cultivar las matemadticas, no
solo hicieron avanzar a estas, sino que nutridos de ellas creyeron que sus principios eran
los principios de todos los entes. Y puesto que los Ndmeros son, entre estos principios,
los primeros por naturaleza y en ellos les parecia contemplar muchas semejanzas con lo
que es y lo que deviene, mas que en el Fuego y en la Tierra y en el Agua [...] y viendo,
ademds, en los Numeros las afecciones y las proporciones de las armonias -puesto que,
en efecto, las demds cosas parecian asemejarse a los Nimeros en su naturaleza toda, y
los Numeros eran los primeros de toda la Naturaleza, pensaron que los elementos de los
Nuimeros eran los elementos de todos los entes, y que el cielo era armonia y nimero. Y
todas las correspondencias que veian en los nimeros y en las armonias con las afecciones
y con las partes del cielo y con el orden universal, las reunian y reducian a sistema. Y, si
en algin punto faltaba algo, se apresuraban a afiadirlo, para que toda su doctrina fuese
coherente”.

Se recoge en este fragmento de Aristételes el principio esencial sobre el que reposa
toda la filosofia de la escuela pitagérica, esto es, la idea de que el nimero es la esencia de
todas las cosas, en contraposicion con sus antecesores del nicleo de Mileto que atribuyeron
este principio a elementos naturales como el agua o el aire. Y cuando hablamos de nimero
estamos refiriéndonos a los nimeros naturales, toda vez que los griegos nunca introdujeron
formalmente los niimeros racionales sino que consideraban en realidad las fracciones como
una razén o relacién entre dos enteros positivos.

Si nos atenemos a lo que nos dice Proclo en [19, Comentario 66] “Pitdgoras, que
vino después de €l [de Thales] transformé esta ciencia [la matemdtica] en una forma
de educacién liberal, examinando sus principios desde el comienzo y demostrando los
teoremas de una manera inmaterial e intelectual. Asi descubri6 la teoria de proporciones y
la construccion de las figuras cosmicas [poliedros]”.

2Ritos de purificacién en honor de las diosas Deméter y su hija Perséfone que se celebraban en la ciudad de
Eleusis, a pocos kilémetros de Atenas, y cuyas ceremonias tenfan un caricter secreto.
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La vinculacién del sabio de Samos con el caricter deductivo de la matematica ha
sido objeto de fuerte controversia entre los especialistas en el tema, algunos de los cuales
han puesto en duda que durante la vida de Pitdgoras la matematica griega diera un salto
tan extraordinario en su progresion y consideran que este proceso debi6 ser mas lento
(ver por ejemplo [5, pag. 82]). Sin embargo, el propio descubrimiento de las magnitudes
inconmensurables prueba, como veremos en la seccion 5 de este articulo, que la matemdtica
helénica se diferencié muy pronto de la de sus predecesores y fue precisamente la adopcién
del método deductivo y la superacion del cardcter empirico lo que le permitié plantearse
problemas que hasta entonces habian pasado inadvertidos. Abundando en esta idea en [23,
pag. 252] se analiza someramente el nivel de la producciéon matemadtica realizada durante el
siglo V a. C. por investigadores tan relevantes como Demdcrito de Abdera (aprox. 460-370
a. C.) o Hipdcrates de Quios (aprox. 470-410 a. C.) y se observa un grado de madurez que
dificilmente hubiera podido producirse si el método deductivo no se hubiera desarrollado
con anterioridad. Todo ello seria coherente con lo recogido por la tradicién antigua que
atribuye a Pitdgoras el protagonismo de esta evolucion.

Podemos considerar, por tanto, que Pitdgoras avanza de manera decisiva en el camino
iniciado por Thales y marca un hito en el desarrollo de las matemdticas como ciencia,
superando el cardcter meramente instrumental y técnico como medio para resolver proble-
mas préicticos de la vida cotidiana que tuvo para las civilizaciones anteriores, otorgdndole
el estatuto de ciencia racional y vinculdndola con el puro amor por la sabiduria. Con €l
se realiza el transito de lo meramente empirico a lo tedrico, apareciendo las primeras
concepciones sobre definicion, demostracion, teorema o axioma. No es de extrafiar que
Bertrand Russell afirme en [20, pdg. 79] que “Pitdgoras es intelectualmente uno de los
hombres mds importantes que han existido".

3. El teorema de Pitagoras

El primer tesoro de la geometria, que segtn la cita inicial de Kepler puede compararse
con una medida de oro, es el teorema de Pitdgoras, del que vamos a ocuparnos en esta
seccién. Este resultado es el mds importante que se atribuye a la escuela pitagérica y, atin
en la actualidad, es la proposicién matemdtica mds conocida y la que permite a Pitdgoras,
como se sefala en [14, pag. 30], formar parte del “imaginario cultural” de todos los
pueblos.

Este teorema aparece demostrado en la proposicién 47 del Libro I de los Elementos de
Euclides, la pentltima de dicho Libro. Aunque Proclo [19, Comentarios 82 y 432] indica
sucintamente que el propésito del primer Libro es presentar los principios del estudio de
las figuras rectilineas, encontrar sus construcciones y examinar sus propiedades esenciales,
merece la pena hacer notar que el teorema de Pitdgoras es la culminacién del Libro I de los
Elementos, hasta el punto de que podria afirmarse que todo el Libro ha sido disefiado para
llegar a la demostracién de este resultado fundamental. De hecho, la dltima proposicién
del Libro, la 48, no es mas que el reciproco del teorema de Pitagoras, es decir, el resultado
que prueba que si en un tridngulo los lados verifican entre ellos la relacién del teorema de
Pitagoras, entonces el tridngulo es rectangulo.
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Es dificil saber a quién debe atribuirse el teorema que hoy conocemos como de Pita-
goras. Con toda probabilidad procede de los babilonios pues se han descubierto tablillas
cuneiformes anteriores al afio 1.500 a. C. que recogen ternas pitagdricas, esto es, tripletes
de nimeros naturales escritos en el sistema de numeracién sexagesimal que, a la vez que
representan los lados de tridngulos rectdngulos, también expresan la posibilidad de descom-
poner nimeros cuadrados en la suma de dos cuadrados (ver [5, pag. 59] o [21, pag. 23]).
No obstante, se ha sugerido como justificacién del nombre de teorema de Pitdgoras que los
pitagdricos fueron los primeros que dieron una demostracién. En este sentido Proclo recoge
en [19, Comentario 426] lo siguiente: “Si escuchamos a quienes gustan de narrar cosas
antiguas, hallaremos que atribuyen este teorema a Pitdgoras y dicen que sacrificé un buey
por su descubrimiento”. En la actualidad parece histéricamente aceptado que los primeros
pitagoricos efectivamente conocian alguna forma de demostracion, probablemente gréfica,
del teorema de Pit4goras.

Menos probable resulta la afirmacion relativa al sacrificio del buey para celebrar
el descubrimiento del teorema o su demostracién, no sélo porque los pitagéricos de
mayor rango eran vegetarianos, sino porque tenian prohibido el sacrificio de animales y
los banquetes y comilonas encajan muy mal con el modo de vida de la orden. En este
sentido en [15, pag. 85-86] se recoge lo siguiente: “A los fil6sofos mas teoréticos, y muy
especialmente a los que estaban en la més alta cima, [Pitdgoras] les impidi6 enteramente
una alimentacion excesiva e injusta, induciéndoles a que jamds comieran animal alguno, ni
en absoluto bebieran vino, ni sacrificaran seres vivos a los dioses ni los maltrataran lo mas
minimo, sino que con el mayor cuidado observaran la justicia con ellos.”

En [15, pag. 33] se apunta también que la moderacién en el comer y el beber serfa una
enseflanza que Pitdgoras habria recibido de Thales en su juventud y, en este sentido, se
afirma: “Entre otras cosas sacé [Pitdgoras] provecho de Thales por ahorrarse especialmente
tiempo, al renunciar por ello a beber vino, a comer carne e incluso antes a la gula, y
atenerse a la comida de cosas suaves y de facil digestion, y consiguiendo con ello un suefio
corto, vigilia, pureza de alma y una salud corporal perfecta e inquebrantable.”

Teorema 1. Teorema de Pitdgoras.

En los tridngulos rectdngulos, el cuadrado del lado que estd tendido bajo el dngulo
recto [la hipotenusa] es igual a [la suma de] los cuadrados de los lados que contienen al
dngulo recto [los catetos].

Demostracion. Consideremos el tridngulo rectingulo ABC de la figura 1, con angulo
recto BAC. Hemos de probar que el cuadrado construido sobre BC es igual a la suma de
los cuadrados construidos sobre AB 'y AC.

Construimos, tal como se refleja en la figura, los cuadrados BCDE, ABZH y ACKT
a partir, respectivamente, de los segmentos BC, AB y AC' [Proposicién 1.46]. Por A

trazamos la recta AA’, que cortaa BC en A” y que es paralela a BE, y trazamos también
las rectas ZC'y AFE.
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Figura 1. Teorema de Pitdgoras.

Como los angulos BAC'y BAH son rectos, sigue que los segmentos C Ay AH estdn
en linea recta [Proposicién 1.14] y, por el mismo razonamiento, BA y AT también estin
alineados. Ademds, como los angulos EBC'y Z B A son iguales al ser rectos, obtenemos
que los dngulos EBA 'y Z BC son también iguales, pues ambos son un recto mds el dngulo
ABC. Por tanto, los tridngulos ABE y ZBC tienen respectivamente iguales los lados
ABy ZBy BCy BE y también el dngulo determinado por los mismos, de donde sigue
[Proposicion 1.4] que ambos tridngulos son iguales y asi los segmentos AE y ZC son
también iguales.

Consideremos ahora el rectdngulo BEA’ A" y el tridngulo ABE. Se verifica que tienen
la misma base BE y estdn entre las paralelas BE 'y AA’, de donde se deduce [Proposicién
1.41] que el drea del rectdngulo es doble de la del tridngulo. Por el mismo razonamiento, si
se considera el cuadrado ABZ H observamos que tiene la misma base Z B que el tridngulo
Z BC'y esta entre las paralelas ZB 'y HC, por lo que el drea del cuadrado ABZ H es doble
de la del trigngulo Z BC. Asi, el cuadrado ABZ H tiene el mismo drea que el rectangulo
BEA'A".

Si trazamos ahora las rectas AD y BK y consideramos los tridngulos ACD y BCK,
el mismo razonamiento permite obtener que los tridngulos son iguales y, a partir de ahi,
que el cuadrado ACKT es el doble que el tridngulo BCK y que el rectangulo A” A’ DC
es el doble que el tridngulo AC' D, de donde sigue que el cuadrado ACKT es igual al
rectdngulo A” A’DC.

Concluimos asi que el area del cuadrado BC D E, que es igual a la suma de las dreas de
los rectdangulos BEA'A” y A” A’ DC, coincide con la suma de las dreas de los cuadrados
ABZH y ACKT, que es el resultado buscado. O
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La excelente demostracién que acabamos de ver no fue, obviamente, la encontrada por
Pit4dgoras o sus primeros seguidores ya que refleja un grado de desarrollo del pensamiento
matematico que no se habia producido en los siglos VI o V a. C. En este sentido merece
la pena traer a colacién el comentario de [10, pag. 251] que sefiala que “no es posible
averiguar exactamente como los primeros mateméticos griegos demostraron o intentaron
demostrar el teorema en esta forma general, ya que no existe ninguna tradicién al respecto”.
Proclo en [19, Comentarios 426-427] atribuye esta prueba directamente a Euclides y nos
dice lo siguiente: “Por mi parte, aunque me maravillo de los primeros que advirtieron
la verdad de este teorema, yo admiro mds al autor de los Elementos, no sélo por la muy
Iicida prueba que el hizo, sino también por el teorema que incluyé en el sexto Libro que
es incluso mas general y que estd probado con irrefutables argumentos cientificos”.

En este elogio al trabajo de Euclides se refiere Proclo a la proposiciéon VI.31 en la
que se prueba que, en los tridngulos rectdngulos, la figura construida a partir del lado
que subtiende al dngulo recto es igual a las figuras semejantes y construidas de manera
semejante a partir de los lados que comprenden el dngulo recto. Los argumentos utilizados
para demostrar esta generalizacion en el Libro VI de los Elementos estdn basados en los
conceptos de semejanza de figuras rectilineas y proporcionalidad, mientras que, como
hemos visto, el teorema de Pitdgoras se prueba en el Libro I por medio de la teoria ordinaria
de paralelogramos. Esto parece indicar que Euclides tenia prisa por llegar a este importante
resultado e incide en la idea de que el Libro I se concibi6 precisamente para poder obtenerlo
como colofén del mismo.

En el marco de una critica general a los Elementos y, especificamente en relacion
con la demostracion del teorema de Pitdgoras recogida en el Libro I, Schopenhauer, el
famoso filésofo alemdn, consideraba que era “tramposa’, en el sentido de que se prueba
la licitud de la afirmacién mediante una cadena de razonamientos 16gicos que, a partir
de las premisas permiten obtener la conclusion, pero sin llevar al conocimiento interno
de la verdad. Por eso Schopenhauer consideraba que toda demostracién 16gica debia ir
acompaiiada de otra preliminar en la que entren solamente elementos intuitivos, idea muy
a tener en cuenta por el profesorado en la practica de la ensefianza.

Klein, en su delicioso libro [16, Vol. II, pag. 317], considera natural que Schopenhauer
censure la forma rigida de la exposicion euclidea y que desee que junto a la 16gica se tenga
mads en cuenta la intuicion, pero entiende que no es disculpable que para justificar sus ideas
ataque precisamente a la demostracién que da Euclides del teorema de Pitdgoras, pues ésta
se distingue precisamente, dice Klein, por ser muy intuitiva.

Y para rematar su opinion sobre la demostracion del teorema de Pitdgoras recogida
en los Elementos Klein sentencia [16, Vol. II, pag. 319]: “En esta demostracién estan
mezcladas de tal modo la intuicién y la 16gica que cada paso 16gico esta evidenciado
intuitivamente, lo cual puede muy bien considerarse como el ideal”.

3En [16, Vol. II, pag. 317] se utiliza el término “ratonera” para traducir el vocablo aleman “mausefallen-
beweiss”(trampa de ratones), si bien se considera mas correcta la palabra “tramposa” para reflejar lo que
Schopenhauer queria decir.
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Schopenhauer, al que no le gustaba como hemos dicho esta prueba, sin embargo si
consideraba como excelente la conocida demostracién grafica del teorema de Pitdgoras
para el caso de que el tridngulo rectangulo sea isdsceles, en la que solo hace falta mirar la
figura 2, tomada de [16, Vol. II, pag. 320], para convencerse de la verdad del teorema:

Figura 2. Demostracién gréfica del Teorema de Pitdgoras para un tridngulo rectangulo
isdsceles.

Obsérvese que los dos cuadrados coloreados que estan colocados sobre uno de sus
vértices son los cuadrados sobre los catetos (tienen como lado los catetos) y la suma de
las dreas de ambos coincide con el drea del cuadrado central, que es el cuadrado sobre la
hipotenusa (tiene como lado la hipotenusa). Algunos autores consideran que esta prueba
gréfica podria ser la primera demostracién del teorema de Pitdgoras, si bien, como se ha
mencionado, no existe ninguna tradicién al respecto que permita corroborar esta hipétesis.
Ademads debe tenerse en cuenta que no es posible obtener ternas pitagéricas que representen
los lados de un tridngulo rectangulo isésceles, lo que podria ir en contra de esta conjetura
toda vez que los griegos heredaron de la matematica oriental el interés por la relacién
entre los lados de un tridngulo rectingulo mediante el estudio de estas ternas de nimeros
naturales.

En relacién con ambas demostraciones Klein, para afirmar su punto de vista, sefiala
[16, Vol. 11, pag. 320]:

“[la segunda demostracién] es clarisima y convence en el acto, solamente con mirar
la figura, pero no por ello es mds intuitiva que la de Euclides [para el caso general] pues
en ambas estan la 16gica y la intuicién mezcladas en el mismo grado, lo que ocurre es
que el caso particular presentado por Schopenhauer permite, en virtud de su propia y
especial naturaleza, evidenciar instintivamente con més facilidad el proceso 16gico de la
demostracion”.

Veamos ahora, para finalizar esta seccion, la proposicién 1.48 de los Elementos, esto
es, el reciproco del teorema de Pitdgoras.

Proposicion 1. Si en un tridngulo el cuadrado de uno de los lados es igual a [la suma de]
los cuadrados de los dos lados restantes del tridngulo, el dngulo comprendido por esos
lados restantes del tridngulo es recto.

Demostracién. Consideremos el tridngulo ABC' de la figura 3 y supongamos que el
cuadrado del lado BC' es igual a la suma de los cuadrados de los lados BA 'y AC'. Tenemos
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que probar que el dngulo BAC es recto.

A

Figura 3. Reciproco del Teorema de Pitdgoras.

Para ello construyo [Proposicién 1.11] el segmento AD que forma dngulo recto con
AC, siendo AD = AB,y trazo el segmento DC'. Puesto que AD = AB se tiene que el
cuadrado de lado AD es igual al cuadrado de lado AB'y si se afiaden a ambos cuadrados
el cuadrado de lado AC' se mantiene la igualdad. Pero por el teorema de Pitdgoras aplicado
al triangulo rectangulo ADC, se tiene que el cuadrado de lado DC' es igual a la suma de
los cuadrados de lados AD y AC' que, a su vez, es igual a la suma de los cuadrados de
lados BA'y AC. Sigue que el cuadrado de lado DC es igual al cuadrado de lado BC'y
asi DC = BC'. En definitiva AB = AD, DC = BC'y AC es comun a ambos tridngulos.
Sigue que [Proposicion 1.8] el angulo D AC' es igual al dngulo BAC'y como el primero es
recto por construccion, el segundo también debe serlo, que es lo que se queria probar. [

4. La division de un segmento en extrema y media razon

El segundo tesoro de la geometria, que segtin Kepler se puede considerar como una
preciosa joya, es la divisién de un segmento en extrema y media razén, concepto que fue
exhaustivamente estudiado por los pitagdricos en relacidn con la estrella de cinco puntas
que se forma al trazar las cinco diagonales de un pentdgono regular, llamada pentdgono
estrellado o pentagrama mistico, que era el simbolo de identificacién de los miembros de
la escuela.

Comencemos recordando la definicién V1.3 de los Elementos, que dice lo siguiente:

Definicion 1. Se dice que una recta [un segmento] es cortada en razén extrema y media
cuando la entera [la longitud total del segmento] es al segmento mayor como el mayor es
al menor.

O dicho de forma mas breve: “Un segmento es cortado en razén extrema y media
cuando el todo es a la parte [mayor] como ésta es al resto”. Al dividir un segmento en
extrema y media razon resulta que el cociente entre las dos partes en que se divide el
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segmento es constante e independiente de la longitud del mismo, si bien en los Elementos
no se hace ninguna referencia a este hecho. A dicha constante, que viene dada por Hf

se la llama el niimero de oro, la razén atrea o la divina proporcién.

Proposicion 2. El cociente entre la parte mayor y la menor en que queda dividido un

segmento al cortarlo en razén extrema y media es constante e igual a 1*‘[

Demostracion. Dividamos un segmento de longitud [ en razén extrema y media. Si llama-
mos x a la longitud del lado mayor, se tendra que

l
R = ll-z)= =22 +lz-1*=0.
x l—=x
Resolviendo la ecuacién de segundo grado se obtiene que x = ’”Tl‘/‘?’ or = 71%1\/5

Considerando unicamente la solucién positiva sigue que x = [ (_1+‘/5) y, por tanto,
—7(3=V5
—a=1(35).

Asf, la razén entre las dos partes en que queda dividido el segmento no depende de la
longitud del mismo y sera

x 7—1—1—\/571—1-\/5
-2  3-5 2

como se queria probar. O

El nombre de “divina proporcién” para referirse al cociente entre las partes resultantes
de la divisién de un segmento en extrema y media razén tiene su origen en Luca Pacioli
que, en 1509, dedicé todo un tratado a este tema que ha pasado a la historia mas por los
extraordinarios dibujos geométricos de Leonardo da Vinci incluidos en el mismo que por la
originalidad de su contenido matematico. Para justificar el nombre del compendio Pacioli
escribe lo siguiente combinando, como era habitual en la época, matematicas y teologia
[17, Cap. V, pag. 41]:

“Paréceme [...] que el titulo conveniente a nuestro tratado ha de ser La Divina Pro-
porcion, y ello por numerosas correspondencias de semejanza que encuentro en nuestra
proporcion [...] que corresponden a Dios mismo. [...] Para nuestro propdsito serd suficiente
considerar cuatro de ellas, entre otras. La primera es que ella es una sola y no mds, y no
es posible asignarle otras especies ni diferencias. Y dicha unidad es el supremo epiteto
de Dios mismo, segtin toda la escuela teoldgica y también filoséfica. La segunda corres-
pondencia es la de la Santa Trinidad, es decir, que asi como in divinis hay una misma
sustancia entre tres personas -Padre, Hijo y Espiritu Santo- de igual modo una misma
proporcién se encontrard siempre entre tres términos, y nunca de mas o de menos como se
dird. La tercera correspondencia es que, asi como Dios no se puede propiamente definir ni
puede darse a entender a nosotros mediante palabras, nuestra proporcién no puede nunca
determinarse con un nimero inteligible ni expresarse mediante cantidad racional alguna,



48 J. M. Ayerbe Toledano. Los dos grandes tesoros de la Geometria y...

sino que siempre es oculta y secreta y es llamada irracional por los matemadticos. La cuarta
correspondencia consiste en que, asi como Dios nunca puede cambiar y estd todo El en
todo y todo en todas partes, de igual modo nuestra proporcién es siempre, en toda cantidad
continua y discreta, grande o pequefia, la misma y siempre invariable, y de ninguna manera
puede cambiar ni de otro modo puede aprehenderla el intelecto”.

En la actualidad el nimero de oro se designa con la letra griega ® en honor del
arquitecto y escultor Fidias, constructor del Parten6n, obra paradigmatica de la arquitectura
griega cldsica que respeta de manera escrupulosa esta proporcién en la relacién entre
las partes, el techo y las columnas, del edificio. Ademads, Fidias también aplicé la razén
atrea en la composicion de las esculturas que se ubicaron en el mismo. La notacién ® la
empled por primera vez en 1900 el matemadtico norteamericano Mark Barr. En la Grecia
clasica la divina proporcién no recibia ningtin nombre especial y, de hecho, la divisién de
un segmento en extrema y media razén les resultaba tan familiar que habitualmente era
conocida simplemente como “la seccién”.

La proposicién VI.30 de los Elementos realiza la construccién para dividir un segmento
en extrema y media razon, utilizando sélo regla y compds, como todas las construcciones
de dicho texto. La prueba de Euclides se basa en un resultado anterior sobre aplicacién de
areas, concretamente en la proposicion VI. 29 que desvela como aplicar a una recta dada un
paralelogramo igual a una figura rectilinea dada y que exceda en una figura paralelograma
semejante a una dada. Los problemas de aplicacion de dreas fueron muy estudiados por la
escuela pitagorica y, sin duda, estarian en la génesis de las primeras demostraciones de
este teorema. No obstante, para la divisién de un segmento en extrema y media razén no
se precisa un resultado tan general como el empleado por el genio de Alejandria, sino que
basta construir, a partir de un segmento, un rectdngulo igual al cuadrado de lado dicho
segmento y que exceda de éste precisamente en un cuadrado. En la demostracién que se
recoge a continuacion seguiremos fielmente la prueba de Euclides, pero utilizando sélo lo
que se necesita para el objetivo deseado.

Proposicion 3. Dividir una recta finita [un segmento] dada en extrema y media razén.

Demostracion. Hemos de dividir en extrema y media razén una recta finita AB. Para
ello a partir del segmento AB construyamos un cuadrado ABC' D [Prop. 1.46]. Vamos
ahora a determinar un rectangulo D HGF que sea igual al cuadrado ABC'D y de forma
que exceda en un cuadrado. Con este objetivo dividamos el segmento AD por la mitad
en el punto Z [Prop. 1.10], tracemos la recta BZ y prolonguemos Z A hasta un punto H
de forma que Z H sea igual a Z B [Prop. 1.2]. Asimismo, con lado AH construyamos el
cuadrado AHGE [Prop. 1.46], todo ello tal como se recoge en la figura 4.

Veamos que el rectangulo DHGF es igual al cuadrado ABCD. En efecto, como la
recta AD ha sido dividida en Z por BZ y se le ha afiadido AH se tiene que el rectangulo
DHGF, junto con el cuadrado de lado AZ, es igual al cuadrado de lado Z H* [Prop. IL.6].

“Esta expresion es equivalente a la igualdad algebraica (2a + b)b + a? = (a + b)2, tomando en este caso
a=AZyb=AH.
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Figura 4. Division de un segmento en extrema y media razén.

Pero como ZH = BZ sigue que el rectingulo D HGF, junto con el cuadrado de lado
AZ, esigual al cuadrado de lado Z B. Ademas, por el teorema de Pitdgoras [Prop. 1.47]
aplicado al tridngulo rectingulo ABZ, se tiene que el cuadrado de lado Z B es igual a
la suma de los cuadrados de lados AB y AZ. En consecuencia el rectdingulo DHGFE es
igual al cuadrado ABC'D y por la construccién realizada AHGE es un cuadrado.

Como ABCD es igual a DHGF quitemos de ambos el rectingulo AEFD y se
tendré que el cuadrado AHGE es igual al rectdngulo EBCF, esto es, AE?> = EB - AB
0, equivalentemente [Prop. VI.17],

AB AE

AE EB
Y como ademds AB > AFE sigue que AE > EB, por lo que el punto F divide la recta
AB en extrema y media razén como se deseaba, siendo AFE el segmento mayor. O

Como sefialamos en el caso del teorema de Pitdgoras, la division de un segmento en
extrema y media razén o, como dirfa Pacioli, la divisién de una linea segtin la proporcién
que tiene un punto y dos extremos, es probablemente un problema de origen babilonio o,
al menos, estd fuertemente vinculado a algunos tépicos estudiados por esa matematica. En
efecto, dado un segmento AB de longitud a, la divisién del mismo en extrema y media
razén consiste en encontrar un punto F en el segmento AB tal que, si llamamos x a la
longitud de AF, se verifique que a(a — ) = 22, o dicho de otra forma, que a® = x(a+x).

De acuerdo con la segunda ecuacién se obtiene que encontrar la divina proporcién
consiste en, dado un segmento AB de longitud a, determinar el punto F de AB tal que,
si llamamos z a la longitud AFE, se verifique que el rectingulo de lados a + x y x tenga
la misma édrea que el cuadrado de lado AB. Pero este problema geométrico de aplicacion
de 4reas, tipico de la escuela pitagérica, no es mas que un caso particular del problema
algebraico de determinar dos nimeros b y ¢ conocidos su producto (en nuestro caso
bc = a?) y su diferencia (en nuestro caso b — ¢ = a), que era un problema tipico de la
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matemadtica babilonia como se sefiala en [21, pag. 48]. Ademads, segin se apunta en [5,
pag. 56], los babilonios estudiaron en profundidad las ecuaciones cuadréticas del tipo
2% 4 px = ¢, que es precisamente la ecuacién que resuelve el problema de la divisién de

un segmento de longitud a en extrema y media razén conp = a 'y q = a>.

Asi, el mas que probable origen mesopotamico de las dos joyas de la geometria, que
son quizds los dos problemas mds representativos de la matemadtica pitagdrica, muestra la
fuerte relacion de esta con la desarrollada por sus predecesores, hecho que se ha puesto de
manifiesto a lo largo del siglo XX tras el descubrimiento y estudio de multiples tablillas
cuneiformes de origen babilonio y papiros egipcios con contenido matematico, pero que
habia pasado esencialmente inadvertido para los investigadores anteriores. No obstante
en este tema, como en casi todo lo que se refiere a la primera matematica griega, no hay
unanimidad entre los diferentes autores. Asi en [23, pag. 250] se afirma que “la hipdtesis
de las raices orientales de la matemadtica de Pitdgoras estd basada en la leyenda de sus
viajes a Oriente, lo que no ha sido confirmado por fuentes fiables”.

Veamos ahora la relacién del pentdgono regular y la estrella pentagonal pitagérica
con el problema de la divisién de una linea segtin la proporcion que tiene un punto y dos
extremos. La clave nos la da la proposicién XIII.8 de los Elementos. A esta propiedad se
refiere Pacioli en [17, Cap. XVIII, pag. 54] como “el mas excelso de todos los efectos” de
la divina proporcion.

Teorema 2. Dado un pentdgono equildtero y equidngulo [regular], si dos rectas estdn
tendidas bajo dos dngulos sucesivos [dos lados de la estrella pentagonal] se cortan entre si
en extrema y media razon, y sus segmentos mayores son iguales a los lados del pentdgono.

Demostracion. Sea ABC DFE un pentdgono regular y sean EB y AC las rectas tendidas
bajo los dos dngulos sucesivos determinados por los vértices /'y A. Se cortan en un punto
F tal cémo indica la figura 5.

Figura 5. Division de la diagonal del pentdgono.
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Hemos de probar que cada una de estas dos rectas queda cortada por el punto F' en
extrema y media razén, siendo la parte mayor igual al lado del pentdgono. Vamos a verlo
para el segmento F/B pues el otro caso es similar.

Primero circunscribimos una circunferencia al pentdgono [Proposicion IV.14]. Ya que
EA = AB, AB = BC y son iguales los dngulos comprendidos por dichos segmentos,
sigue [Proposicién 1.4] que EB = AC, los dos tridngulos EAB y ABC son iguales y
los angulos correspondientes también, esto es, AEB = BAC, FBA= ACBy FAB =
ABC. Ademas como el tridngulo E AB es isosceles, los dngulos AE By EBA son iguales
y, de esta forma, son iguales los tres dngulos AEB = EBA = BAC.

Consideremos ahora el dngulo AF'E. Se verifica que los angulos AFE'y AF'B suman
dos rectos. Ademas [Proposicién 1.32] los angulos BAF, ABF y AF B también suman
dos rectos. Por tanto, AFE = BAF + ABF = 2BAC.

Por otra parte, el angulo £ AC determina un arco de circunferencia doble que el dngulo
BAC'y asi [Proposicién V1.33], FAC = 2BAC = AFE.

Sigue que el tridngulo EAF es isésceles y que EF' = E'A ya que son lados opuestos
a dngulos iguales [Proposicion 1.6], es decir, EF = FA = AB.

Comparamos ahora los tridngulos AF By EAB cuyos angulos suman dos rectos. Asi
se tiene que 2BAF'y AF B suman dos rectos, lo mismo que 5AEF. Ya que los dngulos
AEF y BAF son iguales, sigue que AF'B = 3BAF'y, por tanto, AFB = EAB.

Obtenemos asi que los tridngulos ABE y ABF tienen los tres dngulos iguales de
donde sigue [Proposicién VI.4] que sus lados son proporcionales, esto es, que

EB AB

AB  FB
Yaque AB = EF, se tiene que

EB _EF

EF FB

Ademds al ser EB > E'F debe ser también E'F' > F' B, luego E'B queda cortado en razén
extrema y media por F'y el segmento mayor E'F' coincide con el lado del pentdgono, como
queriamos probar. O

Veamos finalmente algunas consecuencias del teorema que acabamos de probar que
serdn utilizadas en la seccién siguiente. Si en un pentdgono regular ABC'DE se trazan
todas las diagonales, tal como hacian los pitagéricos para formar el pentagrama mistico, se
observa que éstas delimitan un nuevo pentdgono regular mas pequefio A’B’C'D’'E’ en el
centro del primero, tal como se muestra en la figura 6.

Llamemos {1 y d; al lado y a la diagonal, respectivamente, del pentdgono mayor y
lo y do a esos mismos pardmetros pero en el pentdgono menor. La proposicién anterior
establece que l; = AE = AD’ y que ‘;—1 =< ljl .

1 1 1
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Figura 6. Pentagrama mistico.

De esta segunda igualdad puede obtenerse que d2 — dil; — [? = 0y resolviendo la

ecuacién de segundo grado y tomando la solucién positiva sigue que dy = [y (%)

1+ve ), (V61
2 1 2

Asi

dl—llzDD’:h(

y
1 5 3—v5
ly= E'D' =dy, —2DD' =1, ( +2‘[> —1 (\/5—1) —1 ( 2‘[>
Ahora, aplicando de nuevo la proposicion anterior al pentdgono menor sigue que
d_ Ly
ly  dy—1s
y, por tanto,

1445 1+v5)\ (3-5 V5 -1
o () () (5 () o

y, en consecuencia, do = A’C’' = DD'. Asily =11 — ds.

En definitiva se ha obtenido que la diferencia entre el didmetro y el lado del pentdgono
mayor es igual al didmetro del pentdgono menor y la diferencia entre el lado del pentdgono
mayor y el didmetro del menor es igual al lado del menor.

Se observa también que este proceso se puede repetir indefinidamente, ya que si ahora
se trazan todas las diagonales del pentdgono menor, éstas determinardn de nuevo un tercer
pentdgono regular en el centro del segundo y asf sucesivamente.
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Si se llama P,, al n-ésimo pentdagono obtenido de esta formay l,, y d,, a suladoy su
didmetro, respectivamente, se tendrd que

n—1 n—1
3-5 3-v5 1+5

Dado que {l,,} y {d,} tienden a cero, se puede afirmar que los pentdgonos que se
van obteniendo pueden hacerse “tan pequefios como se quiera” y entre dos pentdgonos
sucesivos siempre se cumple que la diferencia entre el didmetro y el lado del mayor es
igual al didmetro del menor y que la diferencia entre el lado del mayor y el didmetro del
menor es igual al lado del menor.

Para acabar esta seccion debe sefialarse, como se hizo en la anterior, que la depurada
demostracién de la proposicion XIII.8 de los Elementos que acabamos de ver no pudo ser
la original elaborada por la escuela pitagérica, sino que debe atribuirse a la experta mano
de Euclides. Sin embargo estd plenamente aceptado que los pitagéricos conocian este
resultado, con las consecuencias que acabamos de sefialar para el pentagrama mistico, y
alguna forma de demostracién mds o menos arcaica del mismo. El hecho de que la prueba
del teorema no estuviera en el siglo V a. C. a la altura de la concepcién euclidiana de
una prueba satisfactoria no quiere decir que no se dispusiera de una demostraciéon que
se considerara totalmente convincente a la luz del desarrollo que la matematica habia
alcanzado en esos afios. En [10, pag. 258] se especula sobre cdmo los miembros de la
secta podian haber obtenido el resultado y se propone un posible camino para alumbrarlo a
partir de dos resultados elementales, a saber, que en un tridngulo isésceles los dngulos de
la base son iguales, que como hemos visto Proclo se lo atribuye a Thales, y que la suma
de los dngulos internos de cualquier tridngulo es igual a dos dngulos rectos, resultado que
Eudemo asigna a los primeros pitagdricos segtin sefiala también Proclo en [19, Comentario
379] donde, adem4s, se indica como era esa prueba.

5. El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables

De la cita de Aristételes sobre la base cientifica del pitagorismo recogida en la
seccion segunda puede inferirse que los miembros de la escuela distinguian cuatro ramas
en la matemadtica, a saber, la aritmética, la geometria, la astronomia y la musica. A este
respecto Proclo es mucho més explicito y en [19, Comentario 36] sefiala lo siguiente: “Los
Pitagoricos consideraban que la ciencia matemadtica se divide en cuatro partes: una mitad
tenia que ver con la cantidad y la otra mitad con la magnitud; y cada una de estas, a su
vez, se dividia en dos partes. Asi una cantidad puede ser considerada en s{ misma o en su
relacion con otras cantidades, mientras que una magnitud puede ser observada inmévil o
en movimiento. La aritmética estudia la cantidad como tal’, 1a mdsica las relaciones entre
las cantidades, la geometria las magnitudes en reposo® y la astronomia las magnitudes en
movimiento”.

SEs decir, es el estudio de los nimeros en si, independientemente de los detalles técnicos del calculo que los
griegos relegaron a una disciplina independiente y de menor importancia llamada logistica.
%Desvinculada ya de su antiguo sentido etimolégico de “medir la tierra”.
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De todas ellas la mas importante, al menos en principio, debid ser la aritmética, toda vez
que el postulado fundamental del pitagorismo se condensaba en la idea de que el nimero
es la esencia de todas las cosas. En este sentido Proclo recoge en [19, Comentario 48] la
siguiente frase: “Que la geometria es una parte de la matematica general que ocupa un
lugar secundario a la aritmética que la completa y la define (pues todo lo que es expresable
y cognoscible en geometria estd determinado por razones aritméticas) ha sido afirmado
por los antiguos [en referencia, se entiende, a los pitagéricos] y no necesita una larga
discusion aqui”. En la misma linea en [19, Comentarios 59-60] se sefiala que “la aritmética
es mds precisa que la geometria porque sus principios son mas simples. Una unidad no
tiene posicién pero un punto si; y la geometria incluye entre sus principios el punto con
posicion, mientras que la aritmética postula la unidad”.

Los resultados aritméticos del periodo helénico estin recogidos, fundamentalmente, en
los Libros VII al IX de los Elementos. El primero de ellos es precisamente una esmerada
reconstruccion del antiguo legado aritmético de raices pitagéricas, pero del total de la
contribucién aritmética de los Elementos resulta dificil precisar qué puede atribuirse a éstos
y qué a matemadticos posteriores. Se sefala en [8, Libros I-IV, Introduccién, pag. 88] que
“Euclides da la impresion [en algunos pasajes de estos Libros, particularmente del Libro
IX] de estar reproduciendo un manual anterior, seguramente de origen pitagérico, que
versaria sobre nimeros pares, impares y sus relaciones [en [23] se atribuyen expresamente
a Pitdgoras numerosos resultados en este campo]. En opinién de algunos [autores] no faltan
indicios de la existencia de unos Elementos de Aritmética” anteriores a Euclides que se
habrian perdido y de los que, desgraciadamente, no se tiene ninguna referencia posterior
mads alla de la vaga afirmacién de Proclo en [19, Comentario 73] relativa a la existencia
de numerosas composiciones de aritmética y astronomia tituladas como “Elementos” o
“tratados elementales”.

Por lo que se refiere a los resultados geométricos se atribuye a Pitdgoras y los pita-
goricos, como se sefiala en [14, pag. 34] o en [23, pag. 252-253], infinidad de teoremas
geométricos sobre tridngulos, poligonos, rectas paralelas, circulos, etc., resultados que
pueblan los cuatro primeros Libros de los Elementos de Euclides. Ademads, como ya hemos
mencionado, estudiaron de manera exhaustiva la divisién de un segmento en razén extrema
y media en relacion con la longitud de los lados de la estrella pentagonal. Proclo se refiere
en numerosas ocasiones a las aportaciones de los pitagéricos a la geometria y a la importan-
cia que estas tuvieron para el desarrollo posterior de la matemadtica y la apertura de nuevos
caminos para la investigacion. Asi por ejemplo, en referencia a la proposicién 1.44 de los
Elementos, que aplica a una recta dada en un dngulo rectilineo dado, un paralelogramo
igual a un tridngulo dado, recoge en [19, Comentario 420] que “Eudemo y su escuela
nos cuentan que estas cosas -la aplicacion de dreas por yuxtaposicion, por exceso y por
defecto- son antiguos descubrimientos de la Musa pitagdrica. Los gedmetras posteriores
tomaron estas denominaciones y las aplicaron a las lineas cénicas, llamando a una de ellas
pardbola, a otra hipérbola y a la tercera elipse, mientras que los hombres de la antigiiedad,
semejantes a dioses, veian que estos términos significaban la construccién de areas, en
el plano, sobre una linea recta finita”. Y en relacion con la proposicion 1.45, que realiza
la construccién de un paralelogramo equivalente al drea de una figura rectilinea dada y
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establece asi la posibilidad de representar cualquier area rectilinea como un rectangulo,
sefiala en [19, Comentario 423] que “En mi opinién fue este problema el que condujo a los
antiguos [en referencia de nuevo a los pitagdricos] a investigar la cuadratura del circulo”.

Sin despreciar los resultados aritméticos aportados por la escuela pitagdrica no cabe
duda de que, si analizamos globalmente las contribuciones matematicas que se atribuyen a
la orden, podemos observar que son mucho més abundantes y brillantes las aportaciones
geométricas. Este hecho llama poderosamente la atencién dado que, como hemos sefialado,
la aritmética debid ser el centro principal de su interés si se atiende a la base filoséfica del
pitagorismo. En relacion con esta aparente paradoja algunos autores han sefialado que el
descubrimiento de las magnitudes inconmensurables fue el elemento determinante que
paralizé el desarrollo de la aritmética en la etapa pitagérica (ver [21, pag. 45-46], [5, pag.
112] 0 [12, pag. 29]) y que, finalmente, favoreci6 la identificacion de la matematica con la
geometria, identificacién que no fue plenamente superada hasta el siglo XVIII. Asi por
ejemplo, cuando el Marqués de 1’Hopital menciona a Leibniz en el prélogo de su libro
“Analisis de los infinitamente pequefios para el estudio de las lineas curvas”, publicado
por primera vez en 1696, se refiere a él como “sabio gedmetra”, utilizando el vocablo
“gedmetra” como sinénimo de “matemdtico”, lo que era muy habitual en la época.

Los pitagdricos pensaban que dos magnitudes, y mas concretamente, dos segmentos,
tienen siempre una parte alicuota comtn, es decir, son conmensurables. Asi, si ABy CD
son dos magnitudes cualesquiera, se suponia que siempre se podian encontrar dos enteros
positivos p y ¢ y una cantidad F tales que AB = pF'y CD = ¢F y, en consecuencia,
é—g = %. En definitiva, los pitagdricos crefan que la razén entre dos magnitudes o dos
segmentos siempre podia expresarse exactamente como un cociente entre dos nimeros
naturales. En [9, pdg. 53] se recoge que “toda la teoria de la proporcién pitagdrica y de
figuras semejantes se basaba en esta presunta obvia asuncién, de modo que una extensa
parte de la geometria pitagérica quedo invalidada de repente”.

En [13, pag. 39] se especula acerca de como serian las pruebas de las proposiciones
de los Elementos de Euclides que involucran proporciones si se realizaran teniendo en
cuenta la concepcion pitagérica de las mismas y, a modo de botén de muestra, se realiza la
siguiente “demostracion” de la importante proposiciéon VLI

Proposiciéon 4. Los paralelogramos’ [y los tridngulos] que tienen la misma altura son
entre s{ como sus bases.

Demostracion. Sean los paralelogramos ABCD y AEFG con bases respectivas BC

y EF sobre la recta M N tal como se recoge en la figura 7. Dado que BC'y E'F son

conmensurables, tendrdn alguna unidad comin de medida, digamos H, contenida p veces
P

en BC'y q veces en E'F, siendo py g € N, de forma que g—g =5

Marquemos los puntos de divisiéon de amplitud H sobre BC'y EF'y tracemos paralelas
desde dichos puntos a los segmentos AB o AF, respectivamente, hasta que corten a AD
o AG segtin corresponda. Asi los paralelogramos ABC'D y AEFG quedan divididos,

7En [13] se hace la prueba para tridngulos.
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Figura 7. Proposicién VLI de los Elementos en version pitagérica.

respectivamente, en p y g paralelogramos mds pequefios todos ellos con la misma base y
altura, por lo que [Proposicion 1.38] tendran el mismo area.

Asf se tiene que
ABCD p BC

AEFG ¢ EF

que es lo que queriamos probar. O

Como se puede comprobar, en esta “demostracion” es esencial que las magnitudes BC
y E'F sean conmensurables lo cual, a partir del descubrimiento de los irracionales, habia
quedado probado que no era cierto en general. Esto condujo a la primera gran crisis de la
historia de la matemadtica. Por las indeseadas y negativas consecuencias que parecia tener y
por afectar a los fundamentos mismos de toda la teoria pitagdrica, no es de extrafiar que el
alumbramiento de esta “patologia” tratara de mantenerse en secreto.

No se sabe con certeza cuando tuvo lugar el descubrimiento de las magnitudes incon-
mensurables que, como vamos a ver enseguida, estd intimamente ligado a las dos joyas
de la Geometrfa. La tradicién es undnime en atribuir el hallazgo a un filésofo pitagérico
llamado Hipasos de Metaponto, el cual lo habria puesto de manifiesto en la primera mitad
del siglo V a. C,, si bien merece la pena resaltar que Proclo no menciona en ningiin mo-
mento a este matemadtico en [19], a pesar de que el libro contiene numerosas alusiones a las
magnitudes inconmensurables y, en los Comentarios 64-68, realiza un recorrido histdrico
del desarrollo de la geometria desde sus origenes en Egipto hasta Euclides.

Aun cuando algunos historiadores modernos se han mostrado reacios a aceptar la
antigua tradicion griega y han considerado que el descubrimiento de los irracionales debid
ser bastante posterior a la fecha que hemos sefialado, dado el escaso desarrollo que la
matematica griega presentaba en esa época, la tradicién quedé muy reforzada después de
la publicacién de [10] y hoy su punto de vista estd ampliamente aceptado.

Hipasos de Metaponto fue un notable matematico de la escuela pitagérica nacido
hacia el afio 500 a. C. que habria jugado algtn papel relevante en los disturbios politicos
acaecidos en el segundo cuarto del siglo V y que, hacia el afio 445 a. C., pusieron fin a la
presencia pitagdrica en el sur de Italia y provocaron la desbandada de los miembros de la
orden hacia otras colonias griegas. Sobre este episodio, promovido segin parece por los
familiares de los pitagéricos que llevaban muy a mal que éstos ofrecieran sus haciendas



Lecturas Matematicas, vol. 45 (1) (2024), pp. 35-72 57

a la escuela, excluyéndolos a ellos, en [15, pag. 160] se explica que Hipasos adopt6 una
posicién favorable a los instigadores de la revuelta, enfrentdndose a sus compafieros y
promoviendo la derogacién de la constitucién heredada de sus mayores. En este sentido
podria considerarse a Hipasos como un pitagérico disidente que habria traicionado en
cierta medida al propio Pitdgoras. Quizds esta circunstancia podria explicar porqué Proclo
no lo menciona en [19].

Sobre las aportaciones matemadticas de Hipasos, aparte de la inconmensurabilidad, no
se sabe mucho. En [10, pag. 245-246] se recoge que, en el campo de la teoria musical,
realiz6 un experimento con discos de metal que le permitié demostrar que, al golpear dos
de ellos, se producia la misma armonia que con dos cuerdas cuyas longitudes guardaban
la misma proporcién que los grosores de los discos. En esta misma drea también se le
atribuye una teoria de la escala musical que muestra cémo las distintas armonias musicales
pueden derivarse matemdticamente unas de otras. En aritmética parece ser que trabaj6 en
la teorfa de proporciones y medias y en geometria se ocupé de dibujar o construir la esfera
formada por doce pentdgonos regulares. Segun se recoge en [15, pag. 76] por el hecho de
divulgar este dltimo descubrimiento “desapareci6 en el mar por impio”, nota evidentemente
legendaria pero que incide tanto en el cardcter secreto que para los pitagéricos tenian los
conocimientos como en el comportamiento discolo que parece que tuvo Hipasos.

Quizas la opcién mas probable es que la inconmensurabilidad se descubriera por
primera vez al estudiar el problema de la razén entre los lados de un tridngulo rectdngulo
isésceles, problema que conduce a la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. En este
sentido se debe mencionar que en el Didlogo Teeteto de Platon [18, pag. 140-141], escrito
en el afio 368/67 a. C. pero fechado ficticiamente en el afio 399 a. C., se representa a
Teodoro de Cirene y a Teeteto conversando con Sdcrates y tratando de responder a las
preguntas que este les hace acerca de la naturaleza del conocimiento. En la parte inicial del
Didlogo Teeteto hace referencia a las ensefianzas de Teodoro sobre la irracionalidad de las
raices cuadradas de 3, 5, ... hasta 17, lo que permite suponer que la inconmensurabilidad
de la raiz cuadrada de 2 era ya ampliamente conocida en esa época y, por eso, ni siquiera
se menciona en el Didlogo. En [10] se sefiala que, teniendo en cuenta la lentitud con la
que viajaban los conocimientos matematicos en aquellos afios, puede inferirse que ese
resultado debid de obtenerse con bastante anterioridad, lo que podria encajar con la fecha
(no mas tarde del afio 450 a. C.) en la que se produjo el descubrimiento segun la antigua
tradicion griega.

Afortunadamente la demostracién original de la inconmensurabilidad de la raiz cua-
drada de dos se ha conservado en un apéndice al Libro X de los Elementos y que esta
demostracién es, al menos en sus aspectos generales, la original lo atestigua el propio
Aristételes que, en un comentario sobre los silogismos que llevan a conclusion por absurdo
recogido en [2, Primeros Analiticos, Libro I, Cap. 22, pag. 193], sefiala lo siguiente: “Se
prueba que el didmetro [la diagonal del cuadrado] es inconmensurable porque, si se supone
conmensurable, se deduce que lo par es igual a lo impar”.

La demostracidn es la siguiente:

Proposicion 5. La diagonal del cuadrado es inconmensurable respecto del lado.
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Demostracion. Sea ABC'D un cuadrado y AC' su diagonal. Hemos de probar que AC es
inconmensurable respecto del lado AB en longitud.

Para probarlo supongamos, razonando por absurdo como dirfa Aristételes, que AC es
conmensurable respecto de AB. Por el teorema de Pitdgoras [Proposicion 1.47] se tiene
que el cuadrado de AC' es el doble del cuadrado de AB, esto es, AC? = 2AB2.

Como AC es conmensurable con AB, se tiene que AC serd a AB como un entero a
otro, esto es, existirdn enteros positivos DE y F tales que

AC DE
AB F

Supondremos que DE'y F' son los niimeros naturales mds pequefios que estdn en esa
proporcién, por lo que serdn primos entre si [Proposicion VIL.22].

Obviamente D F no puede ser la unidad puesto que AC' es mayor que AB vy, de ser
DF la unidad, se obtendria que la unidad es mayor que el entero positivo F', lo que no
es posible [Definiciones VII.1 y VIIL.2]. Por tanto, D E' es un entero mayor que la unidad.
Ahora bien, como % = % se deduce también que ﬁgz = DF]?EQ [Proposicion VIIL.11].
Pero AC? = 2AB?y, por tanto, DE? = 2F? [proposicién VII.19]. Sigue que DE? es un
ndmero par y, en consecuencia D F también debe ser un nimero par [Proposicién IX.21].

Como DFE'y F son primos entre si y D E es un nimero par, sigue que F' debe ser impar.

Dividamos ahora el nimero par DE en dos nimeros enteros iguales en el punto G
[Definicién VIL6]. Como DE = 2DG resulta que DE? = 4DG?. Pero DE? = 2F?2,
de donde sigue que F?> = 2DG?. Asi F? y, por tanto también F, son niimeros pares
[Proposiciéon IX.21].

Hemos obtenido pues que el nimero entero F' es a la vez par e impar, lo cual es
imposible. De esta contradiccion se deduce que AC' es inconmensurable respecto de AB
en longitud como querfamos probar. O

Como se sefiala en [10, pag. 255] “la prueba no presupone ningiin conocimiento
geométrico més alld del teorema de Pitdgoras en su aplicacién especial al tridngulo
rectangulo isdésceles, que [como vimos en la seccién 3] puede “demostrarse” simplemente
dibujando la figura de tal manera que la verdad del teorema en ese caso particular sea
inmediatamente visible. Aparte de esto la demostracién permanece en el campo puramente
aritmético; y puesto que los primeros pitagéricos especularon bastante sobre los nimeros
pares e impares la demostracion en si no puede haber estado fuera de su alcance”.

Se obtiene de esta forma, por una simple aplicacién del teorema de Pitdgoras, que
el lado y la diagonal del cuadrado no son conmensurables o, dicho en términos actuales,
que el nimero que hoy denominamos como /2 no es racional. Este hecho, como hemos
sefialado, venia a tirar por tierra el fundamento mismo de toda la teoria matemadtica de la
escuela pitagdrica. Y lo hacia ademads de la forma mads cruel posible, pues el “veneno” de
los inconmensurables estaba inoculado en la diagonal del cuadrado, la figura més simple,
considerada una de las figuras perfectas por los griegos, y el teorema de Pitdgoras fue
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el reactivo que lo puso de manifiesto. Sobre la consideracion que el cuadrado tenia para
los pitagdricos basta remitirse a las palabras de Proclo en [19, Comentario 173]: “Los
Pitagéricos pensaban que el cuadrado, mds que cualquier otra figura de cuatro lados, lleva
la imagen de la naturaleza divina. Es su figura favorita para indicar un valor inmaculado;
porque la rectitud de los d4ngulos imita la integridad y la igualdad de los lados el poder
permanente”.

En [14, pag. 40] se recoge que “la sacudida que la aparicién del nuevo ente provoco
en la matemadtica griega puede calibrarse por el relato que aparece en un viejo escolio
-atribuido a Proclo- del Libro X de los Elementos de Euclides: «Es fama que el primero
en dar al dominio publico la teorfa de los irracionales pereceria en un naufragio y ello
porque lo inexpresable e inimaginable deberia siempre haber permanecido oculto. En
consecuencia, el culpable, que fortuitamente tocé y reveld este aspecto de las cosas
vivientes, fue trasladado a su lugar de origen, donde es flagelado a perpetuidad por las
olas».”

A este respecto en [15, pag. 154] se sefiala que “el primero que descubri6 la naturaleza
de lo conmensurable y de lo inconmensurable a personas indignas de participar en tales
ensefianzas se hizo tan odioso que no sélo fue excluido de la relacién y régimen de vida
comunitario, sino que incluso se le prepar6 una tumba, por entender justamente que el que
habia sido una vez compaiiero habia dejado la vida entre los hombres.” En efecto, era una
costumbre pitagdrica erigir un monumento funerario a aquellos que, por cualquier causa,
eran expulsados de la orden, asi como a los que no podian superar las exigentes pruebas de
ingreso y debian abandonar la casa comiin después de haber permanecido algiin tiempo
en ella. Y si alguna vez concidian con ellos en cualquier lugar después de la expulsion se
comportaban como si no los conociesen y fuesen personas distintas, porque aquellos que
conocieron y para los que prepararon las sepulturas entendian que estaban muertos.

Algunos historiadores (ver por ejemplo [5], [10] o [14]) sefialan que el descubrimiento
de los irracionales quizds pudo ocurrir también al intentar encontrar una unidad comun que
permitiera medir de forma exacta, simultdneamente, la diagonal y el lado del pentdgono
regular. Debi6 resultar especialmente amargo para los pitagdricos comprobar que su
principal simbolo de identificacion, el pentagrama mistico, atentaba contra los fundamentos
mismos de su teorfa.

En efecto, si se toma un pentdgono regular de lado [, la longitud del lado de la estrella

1+v5
2

pentagonal pitagdrica construida en el mismo es precisamente [ ( ) como vimos a

colacion del teorema 2. En definitiva, se obtiene que la longitud del lado de la estrella
pentagonal pitagdrica no es conmensurable respecto del lado del pentdgono regular en el
que estd inscrita. La forma en la que este hecho pudo ponerse de manifiesto podria haber
sido la siguiente:

Recordemos la construccion de pentdgonos { P, } que realizamos al final de la seccién
anterior, en la que cada pentdgono se obtenia del precedente trazando sus diagonales y to-
mando el que éstas determinan. Si llamamos /,, y d,, al lado y al didmetro, respectivamente,
del pentdgono P,, probamos que d,, — l,, = dpp1 y que by — dpt1 = lpy1-
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Asi, si suponemos que d; y [; son conmensurables existirdn dos enteros positivos p;
y ¢1 vy una cantidad fija G tal que d; = p1G y l1 = ¢1G. Peroentonces dy = d; — 1 =
(pr —q1)Gyla =11 —ds = (21 — p1)G, es decir que si G divide a la diagonal y al lado
del primer pentdgono, entones hace lo propio con la diagonal y el lado del segundo. Pero
como este proceso puede repetirse indefinidamente, llegarfamos a que G divide a d,, y I,
para todo n € N, lo cual es manifiestamente imposible dado que la cantidad G es fijay
las diagonales y los lados de los pentdgonos { P, } pueden hacerse “tan pequefios como se
quiera”.

En [10, pag. 259] se insiste en que no hay ninguna razén para no creer que Hipaso
fuera capaz de demostrar la inconmensurabilidad del lado con el didmetro de un pentdgono
regular, toda vez que los conocimientos geométricos necesarios para probar el resultado
eran conocidos en su época. Una hipétesis plausible podria ser que Hipaso hubiera llegado
a la conviccién de la existencia de magnitudes inconmensurables estudiando el pentdgono
regular, mediante un razonamiento parecido al que acabamos de hacer, pero la demostracién
rigurosa se habria realizado sobre la diagonal del cuadrado, en la forma que hemos visto en
esta seccion, obteniéndose por tanto, en primer lugar, la irracionalidad de la raiz cuadrada
de dos.

En definitiva se obtiene que los dos grandes tesoros de la Geometria, segin Kepler,
encierran entre sus muchos misterios el germen de la inconmensurabilidad, lo cual, lejos
de ser un demérito, no hace sino engrandecer el valor matemadtico e histérico de estas dos
joyas.

Para terminar esta seccion no podemos dejar de referirnos a lo sefialado en [16, Vol. I,
pag. 50-51]: “Podemos, por consiguiente, decir que el nimero irracional pertenece tinica
y exclusivamente a la Matematica de precision [tedrica]. Pues la afirmacién de que la
distancia entre dos puntos es un nimero irracional de metros carece completamente de
sentido, ya que, como hemos visto, todas las cifras decimales posteriores a la sexta no
tienen ya significacion real alguna. En la prictica se pueden, por tanto, reemplazar, sin
inconveniente alguno, los nimeros irracionales por los racionales”. Insistiendo en esta
misma idea en [13, pdg. 40] se apunta: “El descubrimiento de la inconmensurabilidad
marca un hito en la historia de la geometria [0 de la matematica si se prefiere] porque
trasciende lo empirico. Es absolutamente imposible constatar de forma perceptiva la
inconmensurabilidad sobre una figura [concreta], es decir, la inconmensurabilidad no es
comprobable experimentalmente, sino de forma tedrica a través de un acto intelectual
puro”.

Entendemos que es precisamente esta imposibilidad de descubrir la inconmensurabili-
dad de forma empirica lo que hizo que este hecho pasara inadvertido para las civilizaciones
anteriores a los griegos. Sin embargo, estos fueron capaces de ponerlo de manifiesto en
una etapa tan temprana del desarrollo de su matemadtica porque adoptaron una posicién
diferente al desvincular la ciencia matemadtica de las ataduras que provoca la realidad y la
utilidad inmediata, llevandola a un plano superior. Como recoge Proclo en [19, Comentario
65] “no es sorprendente que esta [la geometria] y otras ciencias hayan tenido su origen en
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la necesidad®, ya que todo lo que se genera en el mundo va de lo imperfecto a lo perfecto.
Asi se debid pasar de forma natural de la mera percepcion sensorial al cdlculo y de ahi a la
razén [en referencia al paso de lo empirico a lo puramente intelectual]”.

6. La solucion griega al problema de la inconmensurabilidad

Como se ha sefialado con anterioridad, el descubrimiento de las magnitudes incon-
mensurables produjo un enorme impacto entre los matemadticos griegos, pues afectaba a
los fundamentos mismos de su teoria y ponia en cuestién el principio fundamental de la
matematica y la filosofia pitagdrica, esto es, que el niimero natural es la esencia de todas
las cosas y, en consecuencia, que todo puede medirse de manera exacta a partir de ellos. Al
margen de leyendas y relatos terrorificos parece incuestionable que el descubrimiento trat6
de mantenerse en secreto dado que, afios mds tarde, en el Libro VII de las Leyes, Platon
(427-347 a. C.) habria de quejarse amargamente de este secretismo tachando de “necedad
propia de puercos de cria” la ocultacion a los jévenes griegos, como hicieron con él, de la
distincion entre magnitudes conmensurables e inconmensurables.

Sin embargo, una vez superada la conmocidn inicial, este tema fue objeto de un intenso
estudio a lo largo de la primera mitad del siglo IV a. C., estudio estimulado vivamente por
la Academia, fundada en Atenas por Platén en el afio 387 a. C. Como se indica en [10, pag.
261], 1a forma en la que los griegos abordaron este problema y el ingenio demostrado para
su tratamiento es una muestra de su tenacidad y perseverancia en la indagacién cientifica
mayor adn que el propio descubrimiento de la irracionalidad.

La influencia de Platon fue singularmente notable dado que éste consideraba la ma-
tematica como preparatoria para la formacién del filésofo, de ahi la célebre frase que
habria estampado en el pértico de la Academia impidiendo su ingreso a los ignorantes en
geometria. A este respecto Proclo recoge en [19, Comentarios 66-68] que “Platén hizo
avanzar de forma notable las matemadticas en general y la geometria en particular debido a
su celo por estos estudios” y cita concretamente a una serie de matematicos importantes de
esta época, entre los que estdn Teeteto y Eudoxo a los que nosotros nos vamos a referir en
esta seccion, sefialando que “Estos hombres vivieron juntos en la Academia, poniendo sus
investigaciones en comtn” lo que da una clara idea del ambiente favorable al desarrollo de
la matemdtica que habia en esa institucién. En este sentido se recoge en [11, pag. 298] que
“la principal contribucién de la Academia de Platén a la ciencia, en opinién de Popper®,
nacié de su profunda comprensién del problema de los irracionales y su consiguiente
sustitucion de las concepciones aritméticas del mundo del pitagorismo original por una
concepcién geométrica”.

Aunque no se atribuyen a Platén resultados matematicos relevantes, sus discipulos si
realizaron aportaciones capitales que permitieron superar las dificultades surgidas como

8En el caso de la geometria la necesidad fue provocada por el Nilo que, con sus continuas avenidas, inundaba las
tierras, borraba las lineas de division entre las propiedades y obligaba a su frecuente medicién para volver a
delimitarlas correctamente.

9Karl Raimund Popper fue un filésofo, politélogo y profesor austriaco, nacionalizado britdnico. Se le considera
uno de los filésofos de la ciencia mas importantes del siglo XX.
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consecuencia del descubrimiento de las magnitudes inconmensurables. En este esfuerzo
debemos destacar en primer lugar a Teeteto, inmortalizado en el didlogo que lleva su
nombre incluido en los Didlogos de Platén y al que nos hemos referido en la seccién
anterior. En dicho pasaje Teeteto, a preguntas de Socrates, sefiala que “Con relacién a las
potencias'®, Teodoro [de Cirene], este de aqui, nos hizo un dibujo para mostrarnos que
la de tres y la de cinco pies no son, atendiendo a su longitud, conmensurables con la de
uno, y continud tratdndolas asi, una a una, hasta la de diecisiete pies, deteniéndose aqui
por alguna razén que yo no sé€”. Parece indicarse de este modo en el Didlogo que, con
anterioridad a Teeteto, la teoria no estaba muy desarrollada y era necesario ir analizando
individualmente cada caso para luego deducir, de forma grafica, la inconmensurabilidad de
la raiz cuadrada correspondiente.

A continuacién Teeteto sefiala que “Se nos ocurri6 entonces que, pareciendo infinito el
nidmero de potencias, podriamos intentar reunirlas todas bajo una misma denominacién” y,
alentado por Sdcrates, esboza un amplio programa de trabajo que, en particular, lleva a
demostrar la irracionalidad de las raices cuadradas de todos los nimeros naturales que no
son cuadrados perfectos. Por todo ello se considera a Teeteto el autor de la mayor parte de
los resultados recogidos en el Libro X de los Elementos, que estd dedicado al estudio de
tipos y criterios de conmensurabilidad e inconmensurabilidad y a la clasificacién de rectas
irracionales, y que es conocido como “la cruz de los mateméticos” desde que Simon Stevin
(1548-1620) lo calificara de esa forma por las dificultades que solia acarrear su lectura.

El programa de Teeteto es el siguiente: “Dividimos todos los nimeros en dos apartados.
A los que son el producto de multiplicar un nimero por si mismo, los representamos en
la figura de un cuadrado y los llamamos cuadrados y equildteros. Pero a los nlimeros
intermedios como el tres, el cinco y todo el que no es producto de multiplicar un nimero
por si mismo, sino de multiplicar uno mayor por otro menor o uno menor por otro mayor y
que dan siempre lugar a una figura de lados mayores o menores, los representamos en la
figura de un rectdngulo y les dimos la denominacién de niimero rectangular!!.

A todas las lineas cuyo cuadrado representa en el plano un nimero equildtero las
definimos como longitudes. Y a todas las lineas cuyo cuadrado constituye un nimero de
factores desiguales, las definimos como potencias puesto que, no siendo conmensurables
con las primeras atendiendo a la longitud, si lo son atendiendo a las superficies que pueden
formar. En cuanto a los cuerpos cubicos hemos hecho algo parecido”.

A la vista del programa de trabajo disefiado por Teeteto, no puede sostenerse, como se
hace a veces, que los griegos no estudiaron los nimeros irracionales. Como se sefiala en
[16, Vol. I, pag. 44], los griegos no sélo descubrieron la irracionalidad de nimeros sencillos
como V2, v/3 0 /17, sino que trataron otros cada vez mas complicados, encontrandonos

en los Elementos tipos como 4/ +/a + Vb y otros semejantes. En general se puede decir
que se limitaron esencialmente a todos los irracionales que se obtienen por aplicacién
repetida de extraccién de raices cuadradas y que, por ello, se pueden construir con la regla
y el compas.

10En todo el Didlogo el vocablo “potencia” se refiere a la raiz cuadrada.
I1Egtos ndmeros son denominados “planos” en el Libro VII de los Elementos (Def. VII.17).
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Tomando como referencia la demostracion de la irracionalidad de las raices cuadradas
de los nimeros naturales que no son cuadrados perfectos que podemos encontrar en cual-
quier manual al uso (ver, por ejemplo, [1, pag. 8-9]), veamos a continuacién como podria
ser la primitiva demostracién de ese hecho, realizada de forma similar a la proposicién 5
de la seccidn anterior y utilizando la terminologia establecida en el programa de trabajo de
Teeteto y en el Libro VII de los Elementos. La demostracién se mantiene en su integridad
en el campo puramente aritmético, utilizando resultados conocidos por los pitagdricos y
recogidos en los Libros VII, VIII y IX de dicho tratado. Que Teeteto debi6 realizar esta
prueba, u otra parecida, lo apunta como hemos visto el propio Platén en el Didlogo, al
poner en boca de su discipulo el propdsito de “intentar reunir todas [las potencias] bajo
una misma denominacién”. Este resultado debe ponerse en conexién con la proposicién
X.9 que, en un escolio del Libro X, es expresamente atribuida a Teeteto y a la que este
se refiere implicitamente en su programa al mencionar la existencia de lineas que no son
conmensurables en longitud pero si lo son atendiendo a las superficies que pueden formar.

2

Proposicién 6. Las potencias de los nimeros rectangulares'? son inconmensurables

respecto de la unidad en longitud.

Demostracion. Sea AB el lado de un cuadrado cuya area N es un ndmero [natural]
rectangular. Queremos probar que AB no es conmensurable con la unidad en longitud.

Supongamos en primer lugar que /N no es medido por ninglin nimero mayor que 1
que sea cuadrado y equildtero'3. Si suponemos que AB es conmensurable con la unidad

en longitud, se tiene que % = g, siendo F'y G nimeros [naturales] primos entre si
[Proposicién VII.22].
Sigue entonces que & = g—z [proposicién VIIL.11] y, por tanto, F? = N - G2

[Proposicién VII.19], es decir que F? es miiltiplo de N. Ademas F2? y G? son primos
entre si [Proposicién VII.27]. Dado que N no es medido por ningtin nimero mayor que
1 que sea cuadrado y equildtero se deduce que también F' ha de ser miltiplo de N. Asi
F = N - H, con H un nimero [natural].

De laiguladad F? = N -G? sigue ahora que N2-H? = N-G?, es decir, H>-N = G?,
y por lo tanto obtenemos que G es miltiplo de N (y primo con H?). Razonando como
antes sigue que también G es multiplo de IV y llegamos a contradiccién puesto que al
ser F'y G primos entre si no pueden tener una medida comtn mayor que 1 [Definicién
VIL.13].

Supongamos ahora que N es medido por algiin niimero cuadrado y equildtero. Entonces
podremos escribir N = M? - K, siendo K un niimero [natural] mayor que 1 que no es
medido por ningtin nimero mayor que 1 que sea cuadrado y equildtero [Definiciones VIL.5
y VIL.19].

Si suponemos que A B es conmensurable respecto de la unidad en longitud, se obtendria

que ATB = %, siendo P y () nimeros [naturales] primos entre si [Proposicién VII.22].

12Es decir, las rafces cuadradas de los nimeros naturales que no son cuadrados perfectos.
13Es decir, N no admite ningiin divisor mayor que 1 que sea cuadrado perfecto.
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Por tanto % = g—z [Proposicién VIIL.11], es decir, MZI'K = g—z, yasi M? - K - Q% = P?

. o, . 2 .« .
[Proposicién VII.19]. Sigue que % = JT)Z [Proposiciones VII.19 y IX.1], lo que no es
posible pues K es un nimero natural que no es medido por ningtin niimero mayor que 1
que sea cuadrado y equilédtero y estariamos en el caso anterior tomando, si es necesario,
en lugar de MLiQ, los nimeros [naturales] mas pequefios que estén en esa proporcion
[Proposicién VIL.22].

En definitiva obtenemos que AB no es conmensurable con la unidad en longitud como
queriamos probar. O

Muchos siglos después Luca Pacioli escribiria, en referencia a este hecho, lo siguiente
en [17, Cap. IX, pag. 48]:

“Asi pues, existen o se originan dos clases de raices, una llamada discreta, es decir
racional, que es la que se puede designar exactamente mediante un niimero, como la raiz de
9 es 3, y otra llamada sorda, que es aquella que no se puede indicar con exactitud mediante
un nimero, como se ha dicho a propdsito de la raiz de 10 y de otros niimeros. Estas tltimas
se conocen, por otro nombre, como irracionales, pues en el arte todas aquellas cantidades
que no se pueden designar exactamente con un nimero se conocen como irracionales,
mientras que las que si pueden designarse se llaman racionales.”

Volviendo al programa de trabajo esbozado por Teeteto podemos inferir de sus palabras
que los griegos consideraban las cantidades irracionales no cémo ndmeros, sino como
magnitudes susceptibles de ser entendidas en cuanto tenfan una interpretaciéon geométrica
como longitudes o reas. Esta interpretacion, como se ha sefialado, tuvo como consecuencia
importante la derivacion de la matemadtica griega hacia la geometria, dejando el dlgebra
practicamente sin cultivar o, dicho de forma mads precisa, cultivando lo que muchos siglos
después se di6 en llamar de forma un tanto ambigua (ver [8, Libros I-IV, Introduccién, pag.
66-72]) “dlgebra geométrica”.

Viene a cuento aqui, y resulta muy esclarecedora, la siguiente cita de [22, pag. 125]:

“Ahora decimos que la longitud de la diagonal [del cuadrado unidad] es el nimero
irracional /2 y nos sentimos superiores a los pobres griegos que no conocian los irraciona-
les. Pero los griegos conocian muy bien las razones irracionales [...]. Que no considerasen
v/2 como un nimero no era resultado de su ignorancia, sino una consecuencia légica de
su definicién de ndmero. Arithmos' significa cantidad, esto es, nimero natural. Su rigor
16gico ni siquiera les permitia admitir fracciones; las sustituian por razones de naturales
[...]. En el dominio de los nimeros [naturales] la ecuacién x? = 2 no puede ser resuelta
ni siquiera usando razones de nimeros. Pero es resoluble en el dominio de los segmentos
pues la diagonal del cuadrado unidad nos da la solucién. En consecuencia, para obtener
soluciones exactas de ecuaciones cuadriticas tuvieron que pasar del dominio de los nu-
meros al de las magnitudes geométricas. El dlgebra geométrica es vélida también para los
segmentos irracionales y, a pesar de todo, es una ciencia exacta. Y, por lo tanto, fue la

14E] Libro VII de los Elementos define un nimero como una pluralidad compuesta de unidades (Definicién
VIL.2).
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necesidad l6gica y no un mero capricho lo que obligé a los pitagdricos a transmutar su
dlgebra a una forma geométrica”.

Insistiendo en estas mismas ideas resulta pertinente traer a colacion la siguiente frase
recogida en [19, Comentario 60]: “La afirmacién de que cada ratio es expresable pertenece
a la aritmética pero no a la geometria, ya que esta contiene ratios inexpresables”. Es decir,
para los griegos no tenfa sentido aritmético el niimero irracional v/2, pero sin embargo esta
magnitud tenia todo el sentido geométrico como la diagonal del cuadrado unidad.

El matematico mds importante de la Academia fue sin duda Eudoxo de Cnido (aprox.
408-355 a. C.) cuya contribucién al desarrollo de la matematica griega fue extraordina-
riamente relevante. A €l se atribuye el enunciado de lo que hoy llamamos el axioma de
continuidad de los ndimeros reales, que aparece recogido de forma inocente en la definicion
V.4 de los Elementos de la siguiente forma:

Definicion 2. Se dice que dos magnitudes tienen razén cuando se puede multiplicar una
de ellas de modo que supere a la otra.

Arquimedes, sin embargo, lo considerd, mds correctamente, un principio o postulado y
lo enunci6 de la siguiente forma en su obra Sobre la esfera y el cilindro:

“Dadas dos lineas, dos superficies o dos s6lidos desiguales, la mayor de estas figuras
excede a la menor en una magnitud tal que, afladida a si misma, es capaz de exceder
cualquier magnitud propuesta de las que decimos que guardan razén [o sea, es capaz de
exceder cualquier magnitud finita]”.

En términos mds actuales se podria escribir:
“Dadas dos cantidades positivas A > B, siempre existe n € N tal que nB > A”.

O equivalentemente, “Dadas dos cantidades positivas A > B, siempre existe n € N
tal que %A < B”, que es lo que hoy se llama en los cursos de célculo infinitesimal la
propiedad arquimediana de R, olvidandonos injustamente de Eudoxo, como tantas veces
sucede con la autoria de los resultados en la matemadtica.

Como se sefala en [13, pag. 62], la importancia del axioma de continuidad estd en
que permite obtener magnitudes tan grandes o tan pequefias como se quiera, desterrando
la presencia de infinitésimos o infinitos actuales en sentido aristotélico, con lo que se
conjura la temible presencia del infinito, incompatible con la matematica griega y que
tantos quebraderos de cabeza habfa dado desde las aporias de Zenén de Elea.

La segunda contribucién capital de Eudoxo a la matematica griega, que es la que mas
interesa a los efectos de este articulo, permiti6 resolver de forma brillante el problema
generado por la aparicién de las magnitudes inconmensurables extendiendo a estas la teorfa
de la proporcién. En [13, pag. 60] se recogen diferentes citas de destacados matematicos,
profesores e historiadores de la matematica contemporaneos que consideran que esta
aportacion de Eudoxo lo sitda como una de las cimas del pensamiento matemadtico de todos
los tiempos.
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La definicién pitagdrica de proporcion o igualdad de razones entre nimeros (naturales)
se recoge en los Elementos como la definicién 21 del Libro VII y es la siguiente:

Definicion 3. Proporcionalidad o igualdad de razones entre nimeros (naturales).

Unos ntimeros [naturales] son proporcionales cuando el primero es el mismo muiltiplo
o la misma parte o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto'.

Dado que esta definicion no puede aplicarse al caso de las magnitudes inconmensura-
bles pues entre ellas no existe una razén exacta que pueda expresarse como un cociente
entre dos nimeros naturales, Eudoxo generaliza el concepto y concede carta de naturaleza
a la igualdad de razones entre cantidades cualesquiera. La definicién se recoge en el Libro
V de los Elementos como la definicién 5 en los siguientes términos:

Definicion 4. Igualdad de razones entre cantidades cualesquiera.

Se dice que la primera de cuatro cantidades tiene la misma razén con la segunda que la
tercera con la cuarta cuando tomando cualquier multiplo de la primera y la tercera, y de la
segunda y cuarta, el miltiplo de la primera es mayor, igual o menor que el de la segunda
segun que el multiplo de la tercera sea mayor, igual o menor que el de la cuarta.

Con nuestra notacién actual la definicion de igualdad de razones de Eudoxo seria la
siguiente:

Definicion 5. Dados los nimeros reales positivos a, b, ¢y d se verifica que § = §siy

s6lo si para todo m y n € N se tiene que:

= Sima < nb, entonces mc < nd.
= Si ma = nb, entonces mc = nd.

= Sima > nb, entonces mc > nd.

Obsérvese que en la definicion de los Elementos no se indica nada sobre la naturaleza
de las cantidades consideradas, sino que simplemente se establecen una serie de relaciones
numéricas que deben cumplir los multiplos de cada una de ellas. Aunque evidentemente
la segunda definicion de igualdad de razones generaliza la primera, la realidad es que
Euclides no lo menciona de forma explicita en todo el tratado, si bien lo da por admitido
de forma ticita cuando lo precisa. Tan paradéjico le parece este hecho a Klein que atribuye
el Libro V directamente a Eudoxo y sefiala lo siguiente en [16, Vol. II, pag. 258]:

“En esta parte [En el Libro VII], para estudiar las proporciones entre nimeros enteros,
es decir, el calculo con nimeros racionales, se expone una teoria completamente indepen-
diente de la que figura en el Libro V, y aunque las fracciones racionales son un simple caso
particular de los nimeros reales, para nada se relacionan las dos partes de los Elementos en
que figura su estudio, lo cual hace muy dificil sostener que ambas sean del mismo autor”.

15Un nimero es “parte” de un niimero, el menor del mayor, cuando mide al mayor (Definicién VIL3) y es “partes”
cuando no lo mide (Definicién VIL.4).
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El Libro V de los Elementos, uno de los mas profundos, estd dedicado en exclusiva al
desarrollo de la teoria de la proporcién para magnitudes cualesquiera, siendo la definicién
que acabamos de enunciar su piedra angular y jugando un papel fundamental el axioma
de continuidad. Como hemos sefialado los resultados recogidos en el Libro se atribuyen
a Eudoxo, si bien se considera que a Euclides le corresponde, en contra del criterio de
Klein que acabamos de mencionar, la organizacion del mismo, organizacién que puede
haber incluido variantes euclideas equivalentes pero no idénticas a los supuestos y lemas
empleados por Eudoxo segtin se resefia en [8, Libros I-IV, Introduccién, pag. 79].

Por su parte el Libro VI aplica la teoria de la proporcién a la geometria plana, obte-
niendo diferentes resultados sobre poligonos semejantes y generalizando el procedimiento
de la aplicacion de dreas. Se considera que en este Libro se reconstruyen la mayor parte de
las pruebas de los resultados geométricos obtenidos por la escuela pitagérica que habian
quedado invalidados como consecuencia del descubrimiento de las magnitudes inconmen-
surables. La definicién de igualdad de razones de Eudoxo permite ahora extender la teoria
de la proporcién a dichas magnitudes y dota a la matematica griega de la herramienta
adecuada para poder demostrar, de forma correcta, todos los resultados sobre proporciona-
lidad y semejanza de figuras geométricas que la escuela pitagérica habia obtenido bajo la
aparentemente obvia pero falsa asuncion de que todas las magnitudes eran conmensurables.
A modo de ejemplo vamos ahora a demostrar correctamente la proposicién VI.1, cuya
prueba incorrecta recogimos en la seccién anterior en la version en la que presumiblemente
la habrian probado los pitagéricos.

Proposicion 7. Los paralelogramos [y los tridngulos] que tienen la misma altura son entre
si como sus bases.

Demostracion. Sean los paralelogramos ABC'D y AEFG con bases respectivas BC'y
E'F sobre la recta M N. Sean m y n dos niimeros naturales cualesquiera. Sobre M N
trazamos, a partir de C, m — 1 segmentos iguales a BC'y, a partir de los puntos de divisién
Ca,..., Crn—1, C,, obtenidos, trazamos segmentos paralelos a AB hasta que corten a la
prolongacién de AD en los puntos Ds,..., Dy, 1, D,,. De forma similar trazamos a partir
de F'n — 1 segmentos iguales a F'F'y, a partir de los puntos de divisién Fo,..., Fi,_1, F},
obtenidos, trazamos segmentos paralelos a AF hasta que corten a la prolongacién de AG
en los puntos Go,...,G\,_1, G, todo ello tal como se indica en la figura 8.

DyDmi D:DA G Gy Gy Gy

Figura 8. Proposicién VLI de los Elementos.

Se tiene que

BC,, =m(BC), ABCy,D,, = m(ABCD), EF, =n(EF), AEF,G, =n(AEFG)
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y, por tanto, dado que entre los paralelogramos de igual altura tiene mayor drea el que tiene
mayor base [Proposicién 1.38], podemos concluir que

m(ABCD) = ABCy, Dy (>=<)AEF,G, = n(AEFG) <

<= m(BC) = BC,,(>=<)EF, =n(EF)

lo que, de acuerdo con la definicién de Eudoxo de proporcién, nos dice que

ABCD _ BC
AEFG  EF
que es el resultado que queriamos probar. O

Un problema interesante del que nada nos dice Euclides es el de la génesis de la
nocién de igualdad de razones. Indudablemente llama la atencién la analogia entre este
concepto y el concepto de cortadura utilizado por Dedekind para introducir los nimeros
reales de forma rigurosa a finales del siglo XIX. Dedekind definié un nimero real como
una cortadura de niimeros racionales, esto es, un par de conjuntos (A1, A3) de niimeros
racionales verificando que tanto A; como As son no vacios, disjuntos, A; U As = Qy
cualquier elemento de A; es menor que cualquiera de A,. Intuitivamente, el nimero real
definido por (A1, As) es el que estd en medio de los dos conjuntos Ay y As.

En [6, pag. 11-12] se trata de reconstruir el pensamiento investigador que condujo a
Eudoxo a la definicién del concepto de igualdad de razones y se sefiala que pudo acontecer
de la siguiente forma:

“Para dar sentido a la razén ¢ de dos segmentos rectilineos inconmensurables entre
si, vamos a considerar, en la clase de los segmentos rectilineos conmensurables con el
B, dos subclases: una formada por los menores que el « y otra formada por los mayores
que el «. Si designamos con a y A los segmentos genéricos respectivos, se tendria, en

consecuencia, a < a < A. Plausiblemente se escribiria, por tanto, % < % < %. Para

los extremos de esta doble desigualdad se tendria que % = %, % = % Se inferiria,
por tanto, % < % < % donde los extremos % y % son numeros fraccionarios. Y
de esa manera Eudoxo y Euclides, muchos siglos antes que Dedekind (1831-1916), se
encontraban ante la biparticion ordenada de los nimeros fraccionarios, o de los racionales,
si s6lo se tomaban las fracciones irreducibles. A esta biparticion ordenada es a la que

Dedekind llamé “cortadura”.

. g o, . ’
Segtin eso, para Eudoxo y Euclides [...] se escribiria la igualdad % = % cuando fueran
los mismos los nimeros fraccionarios que aproximen, por defecto y por exceso, a esas dos
razones.

Y como 7t < 5 < =2 implica m1 3 < na < maf3, y esta implica aquella, conglo-
bando el caso conmensurable y el inconmensurable, para los segmentos rectilineos a 'y (3,

tendriamos la definicion 5 del Libro V mediante los equimultiplices:

g = g—: precisamente si mS3(>=<)n« implica, respectivamente, mg’ (>=<)na'”



Lecturas Matematicas, vol. 45 (1) (2024), pp. 35-72 69

Insistiendo en la relacién entre la igualdad de razones de Eudoxo y las cortaduras
de Dedekind, en [7, pdg. 73-74] se observa que, si en la igualdad 7 = § consideramos
los denominadores b y d iguales a la unidad, tendremos que a = c si y sélo si, dados
dos nimeros naturales cualesquiera m y n, siempre que ma sea menor, igual o mayor
que n se tendrd que mc es también, respectivamente, menor, igual o mayor que n. Pero
entonces, si vamos colocando en dos conjuntos A; y By los cocientes 7 segln que sea
ma < n o mc < n, respectivamente, y en otros dos conjuntos Az y By los cocientes 7+
cuando ma > n o mc > n, respectivamente, observaremos que las parejas (A, As) y
(B1, Bz) forman dos cortaduras de nimeros racionales como las definidas por Dedekind
que determinan, respectivamente, los nimeros reales ay cy que A; = B1 y Ay = Bs.

Podemos por tanto afirmar que Eudoxo estuvo muy cerca de la definicién de nimero
real tal como la conocemos hoy. De hecho en [16, Vol. I, pag. 273-274] se afirma que
“Euclides (o mas bien Eudoxo) procede -y esto es lo mds admirable- del mismo modo
que se ha procedido en las investigaciones modernas sobre la nocién de nimero y utiliza
exactamente los mismos medios auxiliares [en referencia al axioma de continuidad]”. Sin
embargo, la realidad es que Eudoxo nunca disefié un procedimiento que le permitiera
obtener los nimeros irracionales partiendo de los racionales de acuerdo con la metodologia
actual y, por este motivo, algunos autores han apuntado que la definicién de Eudoxo de
igualdad de razones supuso una solucién provisional al problema de la inconmensurabilidad
y que la solucién definitiva no llegé hasta finales del siglo XIX con la fundamentacién
rigurosa de los niimeros reales. En ese caso habré de afiadirse que esa solucién provisional
tuvo la virtualidad de mantener su cardcter durante mas de dos mil afios, constituyendo
probablemente una marca no batida en lo que se refiere a vigencia de una solucién temporal.

El hecho de no introducir los ndmeros reales, para los que no poseian un sistema de
numeracién adecuado, determiné que los griegos no pudieran asignar en general a las
figuras geométricas nimeros que midieran sus dreas o volimenes, por lo que para calcular
sus cuadraturas o cubaturas debian encontrar su razén con otra figura previamente conocida.
Pero esto no quiere decir que no pudieran conocer las férmulas de las dreas o volimenes
de los poligonos o poliedros regulares que se utilizan en la geometria elemental sino
simplemente que, al no poder asignar a cada drea un nimero, no les interesaba la férmula.
Por ejemplo, la mencionada proposicién VI.1 de los Elementos nos dice que los tridngulos
que tienen la misma altura son entre si como sus bases, es decir, que los tridngulos con la
misma base y altura tienen el mismo 4rea. Esto no es todavia la férmula del drea de un
tridngulo como base por altura partido por dos pero, fijado cualquier tridngulo, los griegos
sabfan construir otro con la misma base y altura que fuera rectdngulo. Para ello s6lo tenfan
que construir un rectidngulo de lado la altura sobre la base del tridngulo dado y tomar el
tridngulo rectangulo determinado por la diagonal. El 4rea de este tridngulo es la mitad de
la del rectangulo que lo contiene, esto es, la férmula buscada.

Finalmente se atribuye también a Eudoxo el resultado que hoy se conoce como el
principio de exhaucién (o de Eudoxo) y que no es otro que la proposiciéon X.1 de los
Elementos. Dice lo siguiente:
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Proposicion 8. Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se quita una magnitud ma-
yor que su mitad, y de la que queda una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente,
quedard una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada.

Demostracion. Sean R y € dos magnitudes tales que R > ¢ > 0. Por el axioma de
continuidad existe ng € N tal que nge > R. Asi, si llamamos Ry, Rs...., R,, a las partes
de R que van resultando al quitar en cada paso una magnitud mayor que la mitad de lo que
va quedando, se tiene que:

1 no 1 no 1 no
R1 < §R < 75, R2 < §R1 < ?8, 7Rn0 < §Rn071 < 2705 <e
con lo que obtenemos el resultado buscado. O

Una vez finalizada la prueba se apostilla [8, Libros X-XIII, pag. 13]: “De manera
semejante demostrariamos que esto ocurre también si se quita la mitad”, 1o que demuestra el
fino olfato matemadtico de Euclides (o de Eudoxo), toda vez que “la mitad” es precisamente
lo minimo que hay que ir detrayendo en cada paso a lo que vaya quedando de la magnitud
mayor para que el resultado sea cierto.

El principio de exhaucién abre las puertas al método de exhaucion con el que Euclides
demuestra algunos de los teoremas mds importantes recogidos en los Elementos. Entre ellos
podemos destacar las proposiciones XII.7 (porisma) y XII.10 que recogen, respectivamente,
que “Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la misma base e igual altura” y
que “Toda pirdmide es la tercera parte del prisma que tiene la misma base que ella e igual
altura”. Estos dos resultados son atribuidos a Eudoxo por el propio Arquimedes (287-212
a. C.) en la carta a Fratdstenes que precede a su libro El Método, si bien reconoce el
mérito de Demdcrito que habria enunciado mucho antes los resultados, aunque sin poder
probarlos rigurosamente. También en el Libro XII se prueba por el método de exhaucién, y
en consecuencia se atribuye a Eudoxo, la proposicién XII.2 que dispone que “Los circulos
son uno a otro como los cuadrados de sus diametros”, si bien el enunciado sin demostracion
serfa muy anterior y corresponderia a Hipdcrates de Quios.

El método de exhaucién consiste en una doble reduccion al absurdo de manera que,
para demostrar que una magnitud A es igual a otra B o que una figura A es equivalente
a otra B, basta probar que A no puede ser ni mayor ni menor que B. Merece la pena
destacar que el método de exhaucién, cuyo nombre fue introducido por primera vez por
el matemadtico belga Gregorius Saint Vincent (1584-1667) en su obra Opus geometricum
quadrature circuli et sectionum coni, es el equivalente en la matematica griega a la nocién
de 1imite del andlisis infinitesimal que no apareci6 hasta principios del siglo XIX, de la
mano de Cauchy y Bolzano, y que no tomé su forma actual hasta los trabajos de Weierstrass
en el dltimo tercio de dicho siglo.

Como se sefiala en [21, pag. 65-66] “el método de exhaucién no es un método de
descubrimiento, pues el resultado al que debe llegarse se da por admitido; tampoco es
un método constructivo, en el que partiendo de propiedades conocidas se llega por via
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deductiva a nuevos resultados. El método de exhaucién es puramente un método de
demostracion que no pretende descubrir una nueva verdad, sino demostrarla”. En [12, pag.
28] se insiste en estas ideas apuntdndose que, atin cuando el método de exhaucion confiere
al argumento matematico un rigor 16gico impecable, tiene algunas serias servidumbres.
En primer lugar, suele resultar muy engorroso el establecimiento de la desigualdad bdsica
que se necesita para iniciar la doble reduccidn al absurdo, lo que hace bastante trabajoso el
seguimiento de una demostracién realizada por exhaucién. En segundo lugar no da ninguna
pista que ilumine el camino que ha seguido el investigador para llegar hasta el resultado
que luego se ha probado.

En definitiva, después de los trabajos de Teeteto y, sobre todo, de Eudoxo, el problema
de las magnitudes inconmensurables quedd conjurado para la matematica griega, con la
consecuencia mencionada de la derivacion del dlgebra hacia una forma geométrica. Este
hecho, junto con el rigor 16gico impuesto por la escuela platonica para solventar las dudas
y paradojas provocadas por la temible presencia del infinito y la aplicacién del método
de exhaucion para las demostraciones, con la consiguiente ocultacion de los métodos de
descubrimiento tan necesarios para el cientifico, confieren al edificio de la matematica
griega de un aspecto imponente e impenetrable, tan imponente e impenetrable que para
apreciar avances significativos en la matemaética posteriores a los realizados por los dltimos
grandes matemdticos griegos, Diofanto (hacia el 250 d. C.) y Papo (aprox. 290-350 d. C.),
serd necesario esperar mds de doce siglos y adoptar, como en su dia hicieron los helenos,
un punto de vista diferente (ver, por ejemplo, [4, pdg. 97]). Pero esa es otra historia que no
tiene cabida en este articulo.
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