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4.1 En lugar de introduccidén

(Por qué ensefiamos matemaéticas? ;Cudles son los objetivos y qué podemos emplear para alcanzarlos? Responder estas
preguntas fundamentales es una invitacién a reflexionar sobre las formas en que podemos abordar distintos elementos de la
formacién matemadtica en nuestros estudiantes. Se presentan respuestas a estas interrogantes desde dos perspectivas centrales:
la que podemos identificar en los materiales curriculares, por lo tanto, vinculada a opiniones oficialmente sancionadas, y la
que emerge de la comunidad de personas involucradas en la divulgacién y en competiciones matematicas.

En los materiales curriculares, a menudo, podemos identificar dos conjuntos de objetivos para ensefiar matemaéticas. Uno
consiste en la adquisicién de algoritmos, procedimientos y técnicas especificas de las matemaéticas junto con los conceptos
subyacentes. Podriamos decir que este aspecto se centra en los procedimientos. Un segundo conjunto de objetivos se expresa
como el desarrollo del pensamiento matematico, incluyendo el pensamiento critico y creativo (Gallagher et al., 2012). El
desarrollo del pensamiento matematico se equipara con el desarrollo de competencias como el razonamiento inductivo, el
reconocimiento de patrones y la modelizacion.

No es que estos dos tipos de objetivos se expresen explicitamente; més bien, es un problema identificado en la descripcién
detallada de los indicadores del aprendizaje de los estudiantes y su medicién, junto con las herramientas ofrecidas (por
ejemplo, ejercicios, tareas y actividades en los libros de texto) para lograr los objetivos de aprendizaje. Los investigadores en
educacién matematica (por ejemplo, Kang y Kilpatrick, 1992; Hudson et al., 2014) explicaron el cambio utilizando el concepto
de "transposicion didéctica” (Chevallard, 1989), que se refiere al proceso de transformar el conocimiento cientifico (como
el creado y aceptado por la comunidad cientifica) en conocimiento para ensefiar (como se manifiesta en los libros de texto).
Hudson et al. (2014), basandose en el trabajo de Lakatos (1976), argumentan que, en tltima instancia, esto se puede atribuir
a dos visiones diferentes de las matematicas: una donde las matemadticas se ven como un conjunto de verdades eternas y
otra donde se ven como una construcciéon humana falible. Aunque estas dos visiones son fundamentalmente diferentes, el
mensaje de las matematicas, tal como se construye a través de los materiales curriculares, no es tan claro.

Los problemas, tareas y actividades ofrecidas en los libros de texto son la principal fuente de actividades de ensefianza:
por lo tanto, afectan el aprendizaje y la ensefianza y, en dltima instancia, desemperfian un papel en el acceso y la equidad
(Fan et al., 2013; Hadar, 2017). Estos deben ofrecer la oportunidad para que los estudiantes adquieran las herramientas de
las matematicas. Con herramientas me refiero, por un lado, a procedimientos y algoritmos, y por otro, a formas de pensar
particulares de las matematicas.

Por lo tanto, la pregunta principal en la que me centraré es: ;cémo podemos caracterizar las tareas que brindan la oportunidad
de pensar matemdaticamente (creativa y criticamente)?

Naturalmente, la tarea en si es importante, pero para que su potencial se alcance, debe implementarse adecuadamente en el
aula. La integracién en la enseflanza en el aula plantea nuevas preguntas: ;son pertinentes las tareas para clases de niveles
mixtos? ;Cudl es el papel del maestro en la implementacién de las tareas? ;Podemos permitirnos dedicar tiempo a estas tareas
cuando hay tantos otros conceptos que ensefiar?

Aunque estas preguntas son importantes, el enfoque de este articulo se centra en ejemplificar tareas con el potencial de mejorar
el pensamiento matematico, y los demds aspectos se tratardn brevemente.
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Antes de discutir esas tareas, necesitamos revisar la definicién (o definiciones) que se encuentran en la literatura de investi-
gacién para el pensamiento matematico. Discutiré esto en la préxima seccién.

A continuacién, ofreceré ejemplos de tareas y discutiré sus caracteristicas. ;Qué aspecto de la tarea hace que, al trabajar en
ellas, los estudiantes se involucren en el pensamiento mateméatico? ;Quién puede crear estas tareas? En esta seccién, me baso
en mi experiencia liderando un circulo de matematicas durante los tltimos 8 afios con estudiantes de 8 a 17 afios.

Finalmente, discutiré brevemente el papel del maestro en la integracién de estas tareas en el proceso normal de ensefianza.

4.2 Breve revision de algunas definiciones

Devlin (2011) describe el pensamiento matematico como una forma de observar las cosas una vez simplificadas a sus caracte-
risticas esenciales y analizar los patrones subyacentes. En otras palabras, identificar la estructura es la esencia del pensamiento
matematico y, para hacerlo, uno debe familiarizarse con la l6gica de las matematicas y las demostraciones. Pensar matemati-
camente significa aprender a mirar el mundo con ojos de matematico.

Mason et al. (2010) hacen hincapié en el pensamiento y utilizan la expresién “pensar matematicamente” en lugar de “pensa-
miento matematico”. Como tal, el enfoque se centra en los procesos subyacentes, que los autores denominaron: especializacion,
generalizacion, conjetura, justificacién y persuasion. La especializacion se refiere al uso de casos concretos que resaltarian
algunos elementos de la situacién general. Las observaciones derivadas del estudio de casos conducen a un proceso de gene-
ralizacién: extendiendo el estudio a un conjunto més grande de objetos. A su vez, esto puede llevar a la conjetura: formular
afirmaciones sobre una clase de objetos. Los siguientes pasos son la justificacién y la persuasién, mediante los cuales se
establece el valor de verdad de una afirmacién. Los procesos son ciclicos en su naturaleza: en algunos casos, podriamos
regresar a la especializacion y refinar los hallazgos.

Monteleone et al. (2018) describen siete caracteristicas del pensamiento matematico, identificadas a partir de una revisiéon
extensa de la literatura. Estas son: 1. Conectar procedimientos/notar relaciones/generalizar conceptos; 2. Abordar problemas
complejos de maneras novedosas; 3. Razonar; 4. Construir sentido; 5. Evaluar; 6. Considerar otros métodos/estrategias/solu-
ciones alternativas y 7. Describir soluciones/aclaracién de soluciones/elaboracién de ideas.

En la lista anterior se incluyen caracteristicas generalmente vinculadas a la creatividad: abordar problemas de maneras
novedosas y generar multiples soluciones. En la literatura de investigacién, la creatividad matemaética se ve como un producto,
proceso o experiencia que puede manifestarse a través de la creacion de ideas, conceptos y enfoques novedosos (Boud et al.,
2015; Liljedahl y Sriraman, 2006). Un marco comtn para evaluar la creatividad matematica es mediante medidas cuantitativas
de sus componentes, propuesto inicialmente por Silver (1997): fluidez, flexibilidad y novedad. Una forma particular de
mejorar, pero también evaluar la creatividad matematica es a través de tareas con multiples soluciones (Leikin y Lev, 2007;
Leikin, 2011), problemas abiertos y planteamiento de problemas (Lewis y Colonnese, 2021). Por lo tanto, la interconexion
entre la creatividad y el pensamiento matematicos: la creatividad matematica presupone el pensamiento matematico, pero
también contribuye a su desarrollo.

El desarrollo del pensamiento creativo es parte del curriculo de matematicas de muchos paises, por lo tanto, hay una necesidad
de un marco para evaluar los materiales curriculares en términos de su potencial para fomentar habilidades de pensamiento
creativo. Hadar y Tirosh (2019) propusieron un marco que consta de nueve categorias y lo utilizaron para analizar libros
de texto de matematicas primarias en el contexto del curriculo israeli. Su marco propuesto se sistematiza en tres temas:
pensamiento lateral, pensamiento divergente y pensamiento convergente-integrador. El pensamiento lateral estd vinculado a la
generacién de ideas novedosas, mientras que el pensamiento divergente se manifiesta en fluidez y flexibilidad. El pensamiento
convergente-integrador estd vinculado a la identificacion de nuevas relaciones, encontrar patrones y determinar nuevas
relaciones (Suherman y Vidakovich, 2022). Hadar y Tirosh (2019) concluyeron a partir de su andlisis de libros de texto que
hay diferencias en cuanto a dénde se enfatiza en el curriculo en relacién con las habilidades de pensamiento creativo y lo que
se enfatiza en el libro de texto.

La investigacion sobre el andlisis de libros de texto se centra en evaluar las oportunidades de aprendizaje ofrecidas por las
actividades, tareas y problemas en los mismos. El andlisis se centra en las tareas, no en la puesta en practica de las tareas por
parte de los maestros. En este sentido, las preguntas principales se refieren a la demanda cognitiva de la tarea y la necesidad
de construir una solucién (por ejemplo, para tareas de resolucién de problemas) versus seguir una plantilla de solucién.
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Estudios en este &mbito han demostrado repetidamente que una gran proporcién de las tareas ofrecidas en los libros de texto
tienen una baja demanda cognitiva, es decir, se basan principalmente en la memorizacion, la aplicacién directa de férmulas y
algoritmos o soluciones modeladas (por ejemplo, Jader et al., 2020; Jones y Tarr, 2007).

Fuera de la comunidad de investigacién, hay matematicos y educadores comprometidos en actividades de ensefianza, prin-
cipalmente a través de circulos matemaéticos, divulgacién matemaética, campamentos de entrenamiento y competiciones. Su
comunidad también promueve una cierta visién de las matematicas, por ejemplo, a través del tipo de problemas inclui-
dos en las competiciones, el material producido para el entrenamiento, y articulos publicados en revistas especializadas
(ver, por ejemplo, Mathematics Competitions, a Journal of the World Federation of National Mathematics Competition,
http://wfnmc.org/journal.html).

(Cudl es el propé6sito de la instruccién matemética desde este punto de vista? Soifer A. (2016), fundador de la Olimpiada
Matematica de Colorado, afirmé:

De hecho, yo sostendria que toda disciplina trata sobre la resolucién de problemas. Y asi, el objetivo principal de cada
disciplina deberia ser permitir a los estudiantes aprender a pensar dentro de la disciplina, cémo resolver problemas
de la disciplina y, finalmente, de qué trata esa disciplina y qué hacen los profesionales dentro de la disciplina. (p. 16)

¢Cémo se logran estos objetivos? ;Qué caracteriza a un problema de la Olimpiada Matematica? Soifer (2011) afirma que los
problemas no necesitan requerir un alto nivel de conocimiento de contenido, se trata mas de pensamiento creativo, imaginacién
y sentido comtn. Luego, contintia: “Algunos de los problemas modelan la investigacién matematica: s6lo capitularian ante la
experimentacién con casos particulares, seguido de la observacién de un patrén, seguido a su vez por la generalizacién, la
formulacién de una hipétesis y, finalmente, por una demostracién” (Soifer, 2011, p. 11). Reconocemos que estos procesos son
los vinculados al pensamiento matematico, como se mencioné anteriormente. Ademads, menciona tres ideas de prueba que
estdn inextricablemente vinculadas a las matematicas: la prueba por contradiccién, el principio del palomar y el principio de
induccién matematica. Estos constituyen elementos para “pensar dentro de la disciplina”, como se mencioné anteriormente.

Dado el objetivo comtin de desarrollar el pensamiento matematico y considerando que las tareas de los libros de texto no
siempre son pertinentes para fomentar el pensamiento creativo y matematico, parece natural preguntarse si los problemas
de las competiciones (o tareas similares) pueden integrarse en la ensefianza en el aula.

A continuacién, espero ilustrar que hay ciertos tipos de tareas, generalmente encontradas en competiciones que, con la
orientacién adecuada, pueden involucrar a los estudiantes en la exploracién, la conjetura, el razonamiento y la demostracién.

En el resto de esta presentacién, me baso en mi experiencia con un circulo de matematicas que dirigi durante los tltimos 8
anos. El circulo de matematicas estaba organizado en cuatro niveles, asociados con los grados escolares 3-4, 5-6, 7-8 y 9 en
adelante. Aunque se especificaban los grados escolares, los participantes decidian en qué nivel querfan participar. El circulo
de matematicas se centraba en la resolucién de problemas, siendo las clases basadas en temas especificos.

4.3 Tareas de construccion

Ahora discutiré un tipo de tarea que se utilizaba con frecuencia en el circulo. Por razones de referencia, lo categorizo como tarea
de construccién. El nombre tarea de construccion no esta institucionalizado; es una eleccién personal que refleja una caracteristica
esencial de la misma.

En términos generales, la caracteristica fundamental de este tipo de tarea es la exigencia de construir un objeto matemaético
basado en alguna especificacién. El término objeto se emplea aqui en un sentido muy general: puede representar un ntimero,
una configuracién, un proceso, etc. Como tal, la tarea difiere de aquellas en las que se proporciona el objeto y la solicitud es
probar alguna relacién o propiedad con respecto al objeto. El contexto mds simple en el que los estudiantes se enfrentan a
este tipo de tarea es la ejemplificacién: se define un nuevo concepto y los estudiantes deben crear ejemplos.

Una segunda caracterfstica es que no requieren conocimientos més alld de lo que se ensefia en la escuela en el grado dado.
Por lo tanto, pueden integrarse en la ensefianza.

Una tercera caracteristica es la adaptabilidad a diferentes niveles de grado. Las tareas pueden ajustarse a diferentes niveles de
grado. Este aspecto es importante, ya que a menudo se considera que las tareas matematicas “reales” solo se pueden ofrecer
mucho mads tarde, cuando los estudiantes hayan acumulado una cantidad significativa de conocimientos de contenido. Muy
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al contrario, elementos del pensamiento matemético se pueden trabajar desde una edad temprana, ya que los nifios pueden
participar en el razonamiento por contradiccién, pueden comprender ideas relacionadas con el principio del palomar o la
induccién, por ejemplo, incluso cuando no tienen descripciones formales disponibles.

A continuacion, presentaré una caracterizacién y categorizacién de las tareas de construccién al discutir uno o dos ejemplos
“prototipicos” e identificar algunas caracteristicas. Ademds, propongo formas en que se pueden integrar en la ensefianza en
el salén de clase. La mayoria de los ejemplos siguientes se vieron con estudiantes de nivel de primaria, en los grados 5-6.

Categoria 1. Ingenieria inversa

Ejemplo 4.1: Proporcione un ejemplo de tres nameros diferentes, cada uno mayor que 1, que tengan su minimo comudn
multiplo 1676. Proporcione un ejemplo de tres niimeros diferentes que tengan el maximo comuin divisor igual a 12.

En las matematicas escolares, a los estudiantes generalmente se les presentan uno o dos algoritmos para identificar el minimo
comun mdultiplo (mcm) o el médximo comtin divisor (mcd) y luego se les pide que practiquen aplicindolo. Una tarea en
la que necesitan proponer niimeros que tendrian un nimero dado como mcm no es comun. Sin embargo, tal tarea es una
mejor prueba de su comprensién conceptual del concepto de mem que una que requiere identificar el mem de un conjunto
de ntimeros.

La construccién de estos ntimeros se basa en la comprensién del concepto de mem y med, por un lado, y en la relacién entre
el significado del concepto y el algoritmo para identificarlo, por otro lado.

En mi experiencia, los estudiantes participan mas activamente en esta tarea que en la identificacién del mem de un conjunto
dado. Al trabajar en grupos pequefios, los estudiantes proponen soluciones posibles y a menudo ven que sus propuestas son
refutadas por otros colegas. Algunos argumentaron que es imposible encontrar tales ntimeros, solo para ser refutados por
otro que propuso considerar simplemente el niimero dado (1676), su mitad y su cuarta parte.

En consecuencia, la tarea brinda la oportunidad, de manera natural, de participar en alguna discusién matematica: se presenta
una propuesta, luego se evaltia (al compararla con la definicién o al realizar el procedimiento) y al final de ese proceso, se
acepta o se refuta.

Muchos temas ensefiados en la escuela permiten la formulacién de tareas como la presentada anteriormente: se trata de
invertir la pregunta.

La existencia de un algoritmo para crear el mem o mcd fue el punto de partida para la creaciéon de ntimeros. Sin embargo,
para tener éxito en la resolucion de la tarea, se debe hacer explicito el vinculo entre la estructura de los niimeros (forma prima
factorizada) y la estructura del mem (o med).

La existencia de multiples soluciones puede ser un hecho sorprendente para algunos estudiantes, pero luego puede llevar
a preguntas especificas de las matematicas, como ;hay infinitas soluciones? o ;cudles son todas las soluciones posibles? o
(c6mo encontrar una situacién donde haya un niimero dado de soluciones?

El maestro puede ampliar la tarea haciendo preguntas adicionales. Por ejemplo:
» ;Cuadl es la tripleta de los nlimeros “més pequefios” con el mecm el ntimero dado?
» ;Cudntas tripletas de ntimeros existen con mem 1676?
= ;Puedo elegir un nimero como mcm de modo que solo exista una tripleta de niimeros?
» ;Puedo elegir un niimero como mcm con un ntimero predefinido de tripletas como soluciéon?

Naturalmente, el maestro debe explorar la tarea y analizar qué otras preguntas tendrian sentido en este contexto. Sin embargo,
es importante permitir que los estudiantes también planteen preguntas. Al permitir que los estudiantes formulen preguntas a
sus compaifieros de clase, deberdn decidir sobre la pertinencia de la pregunta para el tema y la claridad de la formulacién. En
entornos de ensefianza tradicionales, tienen pocas oportunidades de hacerlo. Nuevamente, el papel del maestro es esencial
para sondear su pensamiento, ofrecer contraejemplos (si es el caso) y, en general, notar las oportunidades para discutir
matematicas.
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Ejemplo 4.2: La Figura 4.1 es la red de un cubo. Escribe los ntimeros del 1 al 6, uno en cada cara del cubo, de manera que una
vez que el cubo esté plegado, en cada uno de sus vértices el resultado de multiplicar los tres ntimeros en las tres caras que
concurren, se obtienen los ntiimeros 10, 12, 20, 24, 30, 36, 60 y 72.

Figura 4.1: Red de cubo

En este problema, necesitamos ”(re)construir” una configuracién que se caracteriza por los productos en los vértices. El
”“objeto” es una configuracion, y el punto de partida es la forma factorizada de los ndmeros dados. Queda la pregunta de qué
producto da la “mayor cantidad de informacién” para comenzar el proceso de (re)construccién. Se muestra una solucién en
la Figura 4.2.

=
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Figura 4.2: Solucion red de cubo

Una vez maés, el maestro puede ampliar la discusién y verificar el nivel de comprensién a través de preguntas. Algunos
ejemplos se dan a continuacién.

» Brinde un ejemplo de un conjunto de ntimeros (productos) que no se puede obtener, al cambiar uno de los ntimeros
entre los productos. El producto debe obtenerse con ntimeros del 1 al 6.

» ;Cuéntos nliimeros en el conjunto de productos son divisibles por 5? ;Hay un niimero minimo y méaximo para estos
productos?

= En este problema, la diferencia entre el menor y el mayor producto es 62. ;Cudl podria ser la mayor diferencia que
puedes obtener en esta situacién? ;Cudl seria la menor diferencia?

En esta categoria, también incluyo tareas de construcciéon de naturaleza geométrica; es decir, situaciones en las que se debe
crear una configuracion a partir de restricciones dadas. Por ejemplo, la tarea construir el triangulo ABC dado que el dngulo B
es agudo, AC+BA=m y BC=a requiere imaginar la construccién realizada e identificar elementos que pueden ser titiles para
lograrlo.

Dado que el punto de partida para resolver las dos tareas anteriores es un algoritmo, propiedad o configuracién conocida
del cual no solo sabemos que existe, sino también cémo deberia ser, nombro este tipo de tarea de construcciéon como tarea de
ingenieria inversa.
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4.3.2

Podemos resumir sus caracteristicas de la siguiente manera:
» El objeto puede ser ingenierizado inversamente.
» El punto de entrada es un hecho conocido, algoritmo o concepto.
= El problema puede tener miiltiples soluciones.

» Los estudiantes deben participar en un proceso ciclico de exploracién y verificacion.

Categoria 2. Construccion por partes
Ejemplo 4.3: Proporcione un ejemplo de un mdltiplo de 17 con la suma de digitos igual a 17.

Basdandome en mis observaciones, una de las dificultades que tienen los estudiantes con el problema es que esperan “trope-
zarse” con este niimero; algo asi como “encontrarlo mirando alrededor”. Mi hipétesis aqui, sin investigacién que la confirme,
es que no estdn acostumbrados a “construir”, por lo tanto, el “proporcione un ejemplo” se interpreta como una solicitud de
encontrar un nimero "listo para presentar” con esta propiedad.

A diferencia de los problemas presentados anteriormente, no hay una referencia (inmediata) a un algoritmo que permita
alguna ingenieria inversa. La falta de un camino claro podria causar frustracién en algunos estudiantes, especialmente para
aquellos que tienen conceptos erréneos sobre la naturaleza de las matematicas “las matemaéticas son solo reglas que aprender”
y sobre la resolucién de problemas “todos los problemas se pueden resolver en 5 minutos o menos” (Schoenfeld, 1992).
Experimentar emociones durante la resolucién de problemas es normal; la cuestién es cémo ayudar a los estudiantes a lidiar
con emociones negativas como la frustracién. La investigacion sobre el tema destaca que, en caso de una resolucién exitosa,
hay una transicién hacia emociones positivas (Di Leo et al., 2019).

Una forma de iniciar el proceso de resolucién y, potencialmente, ayudar a los estudiantes a lidiar con la frustracién, es
invitarlos a participar en la exploraciéon. Con el tiempo, pueden desarrollar algunas estrategias genéricas para lidiar con
tales situaciones. La exploracion, la conjetura o el anélisis de casos son ejemplos de ”"qué hacer cuando no sabes qué hacer”
(Kasuba, 2006).

Los estudiantes pueden participar en la especializacién y generalizacién para obtener una visién del problema (el presentado
anteriormente, pero también en general).

Al escribir algunos multiplos, como 17,34, 51, ... y observar la suma de los digitos, los estudiantes pueden observar algunas
regularidades. El maestro puede guiar esta exploracion e incluso sugerir la creaciéon de nuevos multiplos “cosiendo” dos
multiplos: por ejemplo, 1717 0 5134. Esta es una excelente oportunidad para sondear la comprensién de los estudiantes sobre
ciertas propiedades de la relacién de divisibilidad y sobre la propiedad distributiva de la multiplicacién sobre la adicién (o,
simplemente, sobre escribir ntimeros en una base). Aplicando esta técnica, se puede construir el niimero 10268, por ejemplo.

El problema solicita un objeto (un ntimero concreto, en este caso), sin embargo, para crear el objeto se necesita un pro-
cedimiento (en general, el procedimiento también es un objeto por crear). En caso de que los estudiantes comprendan el
procedimiento (o cémo se relaciona con los conocimientos de contenido que tienen sobre la divisibilidad y las propiedades
de las operaciones), podran reutilizarlo en otra situacién.

Por ejemplo, en Kasuba (2010, p.13) se discute el siguiente problema (el problema no es para el grado 5-6):

Encuentra un entero cuya representacion binaria contenga 2005 0’s, 2005 1's y que sea divisible por 2005.

En el articulo, el autor discute casos mds pequefios, usando 2 y luego 9 en lugar de 2005, pero el proceso aplicado para
identificar un ntiimero asi implica el mismo procedimiento presentado anteriormente.

Incluyo también problemas que requieren una construccién gradual: comenzamos desde un estado inicial y lo modificamos
mientras cumplimos con una restricciéon.

Ejemplo 4.4: Identifica la cantidad maxima de ntimeros que es posible organizar en una secuencia de manera que la suma de
cualesquiera cinco niimeros consecutivos sea positiva y la suma de cualesquiera siete nimeros consecutivos sea negativa.
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4.3.3

Dado que la solicitud es maximizar el tamafio del conjunto, el enfoque gradual es pertinente. Comenzamos con cinco niimeros
para que su suma sea positiva, agregamos uno mds, luego uno méas y deberiamos obtener la suma negativa. Los estudiantes
deben comenzar explorando; podrian llegar a diferentes conclusiones, lo que es una excelente oportunidad para explicar y
“defender” sus resultados.

En este problema, es necesario justificar la maximalidad. Si bien los estudiantes pueden llegar por exploracién a un consenso
sobre el tamafio de dicho conjunto, atin pueden carecer de un argumento sobre por qué eso es maximo. Por lo tanto, para dar
una solucién completa, los estudiantes deben participar en la prueba (en el sentido de un argumento convincente).

Para este problema, una forma de lograrlo es escribir los ntiimeros en una configuracién especial: cinco por fila, donde la
segunda fila comienza desde el segundo niimero, etc. Una vez que llegamos a la séptima fila, obtenemos una suma negativa
por columna mientras que la suma en las filas es positiva. Esto demuestra que no podemos tener més de diez ntimeros en el
conjunto.

Las caracterfsticas de este tipo de tarea son:

» El objetivo es crear un objeto, pero eso requiere crear un procedimiento (otro objeto).
» El objeto final se construye a partir de “partes” o en "pasos”.

= Se necesita una prueba (o justificacién) para mostrar que el objeto final (hecho a partir de “partes”) cumple con las
condiciones.

» Puede haber varias soluciones al problema.

Queda para el maestro orquestar una mayor exploracién, con un enfoque especial en la generalidad de la solucién: ;cuédles
son otras situaciones donde se puede usar el mismo argumento? ;Cémo podriamos crear un problema que pueda abordarse
de manera similar? Este paso es importante ya que involucraria a los estudiantes en reflexionar sobre las soluciones (similar
a la fase de "mirar hacia atrds” en la resolucién de problemas).

Categoria 3. Configuraciones imposibles

En los ejemplos mostrados anteriormente, los problemas estaban formulados de manera que sugerian la existencia de una
solucién (usando proporcione, brinde). Por supuesto, esto se puede modificar facilmente en una pregunta existencial (usando
chay...?7). Los ejemplos a continuacion estan formulados intencionadamente como una pregunta sobre la existencia de una
configuracion en la que se cumpla cierta propiedad. La razén es simplemente que, a menudo, la respuesta es no; es decir, nos
enfrentamos a la imposibilidad de una situacién.

Ejemplo 4.5: ;Es posible construir una tabla de 5 X 6 con los enteros del 1 al 30 de modo que la suma de los seis niimeros en
cada fila sea constante y la suma de los cinco ntimeros en cada columna también sea constante?

Ejemplo 4.6: Considere los ntimeros 1 2 3 4 ... 2021 2022 escritos en una fila. Frente a cada ntimero, podemos colocar un
signo + o —. ;Existe una manera de colocar los signos de modo que el resultado sea cero? ;O 1022?

En estos problemas, la pregunta es sobre encontrar una cierta configuracion; todos los elementos estdn dados, y se trata de
organizarlos de alguna manera.

A diferencia de los tipos anteriores de tareas, la exploracién para este tipo de preguntas es compleja: hay demasiados casos
que considerar. La complejidad sugiere considerar un caso mds pequefio donde haya menos ntimeros/objetos involucrados.
Una versién con ndmeros mds pequerfios (escala hacia abajo) debe retener las caracteristicas esenciales del problema, de
modo que las observaciones hechas en el caso “reducido” sean informativas sobre el problema original.

Sin embargo, nos enfrentamos a la dificultad: ;cudl es la caracteristica esencial por mantener?

Por ejemplo, en el problema que se enuncia en el Ejemplo 4.5 no es obvio qué es importante en las dimensiones de la tabla:
(es que tenemos un ntmero par/impar? ;Es que son nimeros consecutivos?

O ;deberfamos centrarnos en los nimeros que debemos usar? ;Son importantes los niimeros dados? ;Podemos cambiarlos a
un conjunto diferente de niimeros, por ejemplo, 30 ntimeros de 1?
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De manera similar, para el problema del Ejemplo 4.6, si queremos reemplazar 2022, ;qué niimero deberiamos elegir?

El proceso de escalar hacia abajo plantea las mismas preguntas que el proceso de escalar hacia arriba (o generalizacién,
en este caso): comprender cémo la naturaleza de los elementos del problema (aqui, las dimensiones) juega un papel en la
solubilidad.

Para la resolucién de problemas, muestra la importancia de utilizar las restricciones (misma suma en fila y columna para el
primer problema) y relacionar esto con el conjunto disponible de nimeros.

El segundo problema requiere una exploracién sistematica (por ejemplo, comprobando para 2, 3, etc.) antes de poder ver las
caracteristicas que controlan la existencia de la solucién.

La conclusién es que el escalado de un problema debe aprenderse mediante la experimentacién y al hacer explicitos los
vinculos entre las caracteristicas del problema y la configuracién.

Un camino por seguir en estos problemas es formalizar las restricciones/relaciones y comenzar el razonamiento desde alli.

Los problemas de esta categoria tienen todos los elementos dados: en 4.5 sabemos los ntimeros que se deben usar, lo mismo
es valido para el segundo problema. Deberiamos usar esa informacién.

En el primer problema, obtener la misma suma en cada fila significa que la suma de todos los niimeros (obtenida como
suma de las sumas de las filas) es multiplo de 5, mientras que pensar de la misma manera, pero para columnas, lleva a la
conclusién de que la suma de todos los niimeros es miiltiplo de 6. Dado que los niimeros son del 1 al 30, esto no es posible. El
conocimiento del contenido necesario en el problema es adicién y divisibilidad, sin embargo, la tarea no es realizar la suma o
la division.

Para el segundo problema, dado que conocemos la suma de todos los ntimeros involucrados (ya que conocemos todos los
nameros), deberiamos referirnos a ella. La observacién clave aqui es que podemos expresar a — b como a + b — 2b. Por lo
tanto, cualquier combinacién de + y — se puede expresar como la suma de todos los ntiimeros de los que restamos un ntimero
par. Dado que la suma de los nimeros naturales hasta 2022 es impar, no podemos obtener 0 ni ningtin otro ndmero par.

Una caracteristica especial de los problemas discutidos aqui es que debemos expresar formalmente la restriccién (por ejem-
plo, suma de fila/columna u operaciones a utilizar) y relacionarla con los elementos del problema. En estos problemas, la
exploracién no es suficiente, necesitamos formalizacién. Esto no quiere decir que la exploracién no sea informativa, porque
lo es. Sin embargo, puede ser mas dificil ver la relaciéon con el problema inicial porque la conclusién no es necesariamente
siempre la misma. Por ejemplo, si tomamos 2024 en lugar de 2022, podemos encontrar una disposicién de + y — para obtener
0.

Estos problemas no tienen soluciones. Esto puede ser sorprendente para algunos estudiantes, ya que la mayoria de los
problemas dados en la escuela no solo tienen solucién, sino que tienen una solucién tinica.

Al proporcionar a los estudiantes problemas donde la clave es demostrar la imposibilidad, los alentamos a expresar for-
malmente las restricciones y relacionar los elementos del problema, en resumen, a identificar la estructura del problema.
Nuevamente, el problema es accesible para todos, ya que todos los estudiantes pueden intentar y observar lo que estd su-
cediendo, todos pueden llegar a conjeturas acerca de la situacién; para configuraciones pequefas, incluso pueden hacer
una verificaciéon exhaustiva. Pero el valor real de los problemas de configuracién imposible radica en la discusién que el
maestro puede iniciar con los estudiantes. Al llevar estos problemas al aula, los maestros pueden discutir: a) ;qué constituye
un argumento irrefutable de que una situacién no es posible? y b) la (enorme) diferencia entre “no puedo encontrar una
solucién” y “no hay solucién”.

Como en la categoria anterior, surge la pregunta de la generalizacién: si los estudiantes comprenden el vinculo entre los
elementos del problema y la conclusién de la imposibilidad, pueden proponer otras situaciones donde la conclusioén serfa la
misma o, por el contrario, pueden disefiar situaciones donde habria solucién.

La generalizacion es un método para hacer crecer el conocimiento matematico: uno que es particular de las matematicas. Al
integrar preguntas sobre la generalizabilidad de los resultados, los maestros transmiten a los estudiantes una caracteristica
de las matemaéticas en si mismas.

Las caracteristicas de la tarea de ”configuracién imposible” se pueden resumir de la siguiente manera:
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El objetivo es identificar si se puede lograr una configuracién especifica.

Todos los elementos estan dados.

Se centra en demostrar la (im)posibilidad.

Requiere formalizar las restricciones.

Puede vincularse, para demostrar la imposibilidad, al principio de invarianza.

Puede vincularse, para demostrar la imposibilidad, a la prueba por contradiccién.

4.3.4 Categoria 4. Identificacion de un orden para aplicar reglas

Algunos problemas implican transformaciones basadas en reglas dadas. Consideraremos aquellos en los que las reglas estdn
especificadas, se proporciona un estado inicial, se especifica un estado final y la tarea es encontrar el orden en el que las reglas
deben aplicarse para llegar al estado final. En algunos casos, la pregunta también es decidir si se puede alcanzar cierto estado
final. Los dos siguientes problemas son prototipicos para esta categoria.

Ejemplo 4.7: Un principe quiere cortar las cabezas de un dragén de 100 cabezas. Puede cortar 9, 10 o 11 cabezas de un solo
golpe de espada; sin embargo, inmediatamente le crecen 6, 13 o 5 cabezas, respectivamente. Si todas las cabezas son cortadas,
el dragén muere. ;Puede el dragén morir alguna vez?

Ejemplo 4.8: En los bosques de una isla magica deambulan tres tipos de animales: leones, lobos y cabras. Los lobos pueden
comer cabras y los leones pueden comer tanto lobos como cabras. Sin embargo, al ser una isla magica: si un lobo se come a
una cabra, se convierte en un leén. Si un leén se come a una cabra, se convierte en un lobo. Si un leén se come a un lobo, se
convierte en una cabra. Originalmente, habia 17 cabras, 55 lobos y 6 leones en la isla. ;Cudl es el ntimero maximo posible de
animales que quedan en la isla después de que ya no sea posible que se coman entre ellos? (este problema es para grados
superiores)

Algunos estudiantes pueden considerar estos problemas como insuficientemente especificados jpero interesantes! jCasi
inmediatamente comienzan a probar las reglas y ver qué sucede!

El maestro deberia animarlos a hacer observaciones mientras calculan diligentemente, ya que sin una serie de observaciones
sobre las cuales reflexionar, el problema es solamente una suma y resta simple.

El hecho de que el orden de realizar las operaciones no esté impuesto permite un estudio sistemaético (eventualmente, en una
versién mas pequefia del problema).

El maestro puede guiar la exploracién con preguntas como: ;qué sucede si aplicamos una regla una y otra vez? ;Podemos
cuantificar el cambio? ;C6émo se relaciona con la regla que aplicamos?

Desde el punto de vista matematico, estos problemas a menudo se basan en el principio de invarianza. Este principio significa
que ciertas caracteristicas de la situacién permanecen inalteradas a pesar de realizar las transformaciones. Es una estrategia
central para resolver problemas, pero rara vez se informa a los estudiantes de manera explicita sobre la invariante. Por ejemplo,
los problemas verbales requieren modelar la situacién; a menudo, esa modelizacién se basa en la invariabilidad de cierta
cantidad (una cantidad total se redistribuyd, por lo que las relaciones entre las partes cambian, pero no la cantidad total, etc.),
pero esto no se enfatiza de manera especial.

Mientras a los estudiantes no se les ensefia o informa sobre esta estrategia de resoluciéon de problemas, pueden observar
patrones que surgen de su exploracién. Por ejemplo, si solo usan la primera regla (cortando 9 cabezas y creciendo 6) de
manera repetida, pueden reconocer un patrén en la secuencia numérica que representa el nimero de cabezas restantes: 100,
97,94,91, ...

Pero para que sea ttil para progresar con la solucién, el patrén debe interpretarse en el contexto del problema.

Resolver estos problemas puede beneficiarse de formalizar el efecto de las reglas, es decir, describir explicitamente los cambios
en los nameros inducidos por las reglas. Sin embargo, la formalizacién debe preceder a la exploracién; es la exploracién la
que le da significado.
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Para el primer problema, los estudiantes observan rapidamente que el cambio en el niimero de cabezas ocurre por un multiplo
de tres. Dado que el ntimero original de cabezas es 100, la tinica manera de quitar todas las cabezas es llegar a 10 (ya que da
el mismo resto cuando se divide por 3 que 100). Por lo tanto, se debe llegar a cortar 90 cabezas, y luego las diez restantes de
una vez.

La solucién del segundo problema se basa en seguir los cambios inducidos por cada regla y relacionarlos con la paridad del
niimero que expresa la cantidad de cada animal.

Las caracteristicas de la tarea de esta categoria se pueden resumir de la siguiente manera:

= El objetivo es identificar un orden para aplicar las reglas.
» Los estudiantes deben participar en la exploracién, sintesis y reconocimiento de patrones.
» La tarea requiere participar en el razonamiento inductivo.

» Puede vincularse al principio de invarianza.

El maestro puede sondear la comprension al pedir a los estudiantes que den ejemplos de a) situaciones no alcanzables; b)
reglas “no interesantes” (y discutir qué se puede poner bajo la categoria “no interesante”); c) reglas que inducen un patrén
diferente, etc.

Las categorias presentadas anteriormente se establecieron al comparar las caracteristicas de los problemas (lo que se da,
lo que se solicita, qué procesos se movilizan durante el proceso de solucién), pero también consideré mis recuerdos de las
reacciones de los estudiantes cuando enfrentaron estos u otros problemas similares.

Las tareas de construcciéon brindan a los estudiantes la oportunidad de participar en estrategias de resolucién de problemas
y razonamiento (inductivo, deductivo), y dejan espacio para enfoques creativos, por lo que son pertinentes para promover el
pensamiento matematico de los estudiantes.

Ademas, los estudiantes participan activamente en la tarea, exploran, observan y generalizan. En ese sentido, estas tareas ofre-
z77

cen una mejor visién de lo que significa hacer matematicas, ayudan a normalizar el estado inicial de “no sé” y lo transforman
en “pero lo averiguaré”.
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4.4 Reflexiones finales

Desarrollar el pensamiento matematico implica aprovechar las oportunidades percibidas en los problemas y ser sisteméatico
al hacerlo. Ciertas tareas tipicas de los libros de texto pueden transformarse en ocasiones de exploracién al cambiar las
preguntas, al solicitar generalizaciones o al pedir propuestas de situaciones posibles o imposibles. Ademads de transformar las
preguntas de los libros de texto (por ejemplo, al ‘darle la vuelta’), los maestros pueden introducir en el aula una variedad de
preguntas de concursos bien seleccionadas. El propésito del articulo fue presentar un tipo de problema que tiene el potencial
de involucrar a los estudiantes en el pensamiento matematico.

Sin embargo, las tareas son oportunidades para fomentar el pensamiento matematico y la creatividad solo si son implemen-
tadas adecuadamente por el maestro. Si bien muchas de estas tareas son “divertidas”, su valor radica en el aprendizaje que
facilitan a través del pensamiento que provocan. Permanece la responsabilidad del maestro de coordinar la investigacion,
iniciar discusiones, ayudar, sin excederse, con la formalizacién para que ocurra el pensamiento y se aproveche el potencial de
la tarea.
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