FRACTAL Y DIMENSION

Juan José Montesinos
1. Introduccidn

El objetivo de este articulo es explicar a los lec-
tores, no necesariamente formados en mateméticas, los as-
pectos mds importantes de una nueva "geometria", o mejor,
los hechos mds relevantes que se derivan del estudio de
objetos que, por su irregularidad, habian sido consi-
derados hasta ahora poco iitiles para servir como modelos
matemdticos.

El autor de esta nueva "ciencia'", Benoit B. Mandel-
brot, en libros publicados en 1975 (Les objets fractals.
Forme, hasard et dimension, Paris: Flammarion), 1977
(Fractals. Form, Chance and Dimension, Nueva York: W. H.
Freeman & Co.) y 1982 (The Fractal Geometry of Nature,
Nueva York: W. H. Freeman & Co.), parte de que la Natura-
leza presenta objetos que por su fragmentacidén e irregu-
laridad no pueden ser asociados con los otros bien conoci-
dos de la Geometria euclidea.

Para suplir esa carencia, introduce una geometria que
establece un tipo de clasificacidn de 1la irregularidad,
usando en algunos casos estructuras matemdticas que habian
sido ya estudiadas como curiosidades o dejadas de lado por
su patologia.

Desde hace unos afios es dificil encontrar una publi-
cacidn cientifica en la que no se encuentre alguno de los
nuevos conceptos que ha producido esta disciplina. Con la
sorpresa anadida de que esto sucede en campos tan di-
versos como Mecidnica Cudntica, Dindmica, Polimeros, Bio-
logia, etc.

2. Fractal

El ente nuevo, que es el punto de partida de todas es-
tas ideas, se denomina '"fractal'", término reciente que
quiere sugerir la idea de fragmentado. He aqui wuna defi-
nicidn:

"un fractal es un conjunto para el cual la Qimensién
de Haussdorf es mayor que su dimension topoldgica'.

. El concepto de dimensién topoldgica parece bastante
facil de entender intuitivamente: una recta tiene una di-
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mensidn 1, el plano dimensién 2 y el espacio fisico di-
mensidn 3. Generalmente se admite que una conf1gurac1on es
n-dimensional si se necesitan al menos n pardmetros para
describir sus puntos.

Esta definicidn quedd como minimo en entredicho cuan-
do Cantor encontrd una correspondencia uno a uno entre los
puntos de una linea y los puntos de un plano, y Peano una
aplicacidn continua entre un intervalo y un cuadrado
completo. Lo primero acababa con la creencia de gue un
plano tiene mas puntos que una linea, y lo segundo, que la
dimensidn fuese un invariante bajo transformaciones conti-
nuas.

Brouwer construyd una nueva definicién de dimen-
sidon topoldgicamente invariante que, para una clase muy
amplia de espacios, es equivalente a la que se usa hoy.

Menger y Urysohn llegaron independientemente a una
nueva definicidn de dimensidén (a partir de 1la idea de
Brouwer) que basicamente se formula asi:

a) "El conjunto vacio tiene dimensidén -1.

b) "La dimensidén de un espacio es el menor entero n

para el que cualquier entorno arbitrariamente pequefio
: ; 2

de un punto tiene una frontera de dimensidn menor que

n.n

Esta nueva definicidn asigna a las configuraciones
clasicas la misma dimensidn que la esperada intuitiva-
mente y, al mismo tiempo, es capaz de asignar a cualquier
conjunto, por extrafio que sea, en un espacio euclideo, un
nimero entero que tiene las caracteristicas de wuna di-
mensidn.

Sin embargo, considerar sdlo niimeros enteros ha re-
sultado ser insuficiente. Vamos a estudiar ahora, con
cierto detenimiento, el Conjunto Ternario de Cantor. Este
conjunto, conocido ya a principios de siglo, es un buen
ejemplo que sirve para apreciar la necesidad de admitir
nimeros no enteros como dimensién de un conjunto, si se
quieren describir sus aspectos peculiares.

Se verd cémo siendo una parte del intervalo [0, 1]
tiene tantos puntos como él y, sin embargo, se le asocia
una dimensidn topoldégica 0, como si de un conjunto dis-
creto se tratara. Por Gltimo, este conjunto pondrid de ma-
nifiesto la coincidencia entre los valores que se obtie-
nen de dos definiciones de dimensidn de un conjunto muy
distintas entre si, y tan separadas en el tiempo como 1919
y 1976.

El Conjunto Ternario de Cantor:

Se obtiene de la manera siguiente:
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El intervalo [0, 1] se divide en tres partes:
to, 1/31, (1/3, 2/3), [2/3, 11, quedédndonos con los dos
extremos de longitud 1/3 cada uno. Se vuelven a dividir
los intervalos en tres partes y una vez mids se prescinde
de las terceras partes que estan en el medio. Después de
hacer lo mismo n veces, quedan 2" intervalos de longitud
1/3" cada uno. O de otra manera: en la primera operacidn
hemos suprimiido un intervalo Ei1:1 abierto de longitud 1/3,
después dos: E2, y E;,, de longitud 1/3®* y en 1la n-sima
2"-! intervalos abiertos de longitud 1/3n.

Llamamos

1

2l
o s

8

A =

(fe=

n=1
a la unidén de todos estos abiertos que hemos retirado des-
pués de infinitos pasos. El Conjunto de Cantor se define
como la diferencia T = [0, 1] - 4 (es decir, la unidén de
los segmentos que quedan cuando el proceso de ir retirando
las terceras partes intermedias se hace infinitas veces).

La medida de este conjunto T es cero, porque al in-
tervalo de longitud 1 le quitamos el conjunto A de medida
1 también.

. ?-1 o
uea) = L 11730 = 3 270 Iyegygn
n=1 j=1 n=1 30 2
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2\3 9 27 2 1/3

lo que implica que

u(T) = 0.
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No parece razonahle que la "longitud" de este conjun-
to sea cero y, al mismo tiempo, tenga el mismo '"nimero" de
puntos que el intervalo [0, 1], como vamos a ver ahora. Se
hace no de una manera rigurosa, sino intuitiva con el
unico fin de poner de manifiesto la paradoja.

Los nimeros que pertenecen a T se caracterizan por
gue en su expresidn en base 3 (es decir 0,a,a;az ..., donde

Pe

a; s6lo puede valer 0, 1, 2) no aparece mas que 0 & 2.

L

. P b o i

T T T T (8 7 T

0 1/9 2/9 173 2:/.3 7/3 8/8 i
t T + 1 t T = 1
0 0,01 0,02 0,1 0,2 0,21 0,22 1

Por ejemplo, al quitar el abierto (1/3, 2/3) 6 lo que
es igual (0,1, 0,2) en base 3, se eliminan los numeros de
la forma 0,1 a,a,.... Al quitar (1/9, 2/9) 6 (0,01, 0,02)
se prescinde de todos aquellos nimeros que tienen la for-
ma 0,0%la;a,a85 ...

Consideremos de nuevo [0, 1]:

A cada x perteneciente a [0, 1] y expresado en base 2,
x =0, x;x,%x;..., donde x; sdOlo puede valer 0 & 1, se le
asocia un numero y perteneciente a T, asi:

SiXi=1’ _Yi=2

Por ejemplo: si x = 0,0101110 su correspondiente y seria:
y = 0,0202220.
Seglin esta construccidén, el subconjunto T de [0, 1]
tiene tantos puntos como el conjunto que lo contiene.
Se define a continuacidn una medida de conjunto que
recoge las peculiaridades del propio conjunto.



3. Dimensidén de Haussdorf

El segundo concepto que se presenta en la definicidn
de fractal es la dimensidn de Haussdorf de un conjunto.

Para medir un conjunto 4 se propone el siguiente mé-
todo: recubrir todos sus puntos mediante colecciones { B, }
de circulos o esferas en general, con didmetros necesa-
riamente mis pequefios que un nimero dado €. Después, dado
un nimero & para cada recubrimiento, se calcula ){diam.
B, )® y se busca donde se alcanza el infimo: &

Sq,e(4) = infim. ) (diam. B;)®.
25

Si se toma € mis pequefio, la medida del conjunto 4 nc pue-
de disminuir porque de encontrar un recubrimiento gue hi-
ciera esa suma mis pequefia, con menores radios, ya ha-
bria sido tomada en cuenta. Por ello existe limite (fi-
nito o infinito) cuando €+ 0:

Sq(4) = lim. Sq,e(4).

Sy(A) es la medida o-dimensional del conjuntc.

Asi, pues, para cada nimero @ tenemos una medida del
conjunto A. No es dificil demostrar que hay un GQnico
nimero a* para cada conjunto A que satisface:

(1) a<a*  S4(4) = »
(2) a>a*  5q(4) = 0.

Este nimero o* es 1llamado "dimensidn de Haussdorf del
conjunto 4".

La propiedad primera significa que si se mide un con-
junto usando cualquier exponente menor gque el acecuado,
siempre la medida es «, y la segunda, que si se utiliza
un valor mayor, la medida es nula.

Este resultado no es mas que la afirmacidén de que los
conjuntos deben ser medidos segiin "reglas" adaptadas a las
caracteristicas del propio conjunto; de lo contrario se
obtienen valores triviales. Esto ltimo ocurre en con-
juntos bien conocidos: asi la longitud de un cuadrado se-
rd infinita (situacidén equivalente a (1)) y el volumen Ae
un cuadrado, nulo (situacidén equivalente a (2)}.

El nimero o no es necesariamente un entero y su im-
portancia estd en que permite apreciar en conjuntos 'es-
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peciales" el grado de su irregularidad. Cuando se aplica a
conjuntos normales, este nimero a resulta ser el nlmero
entero que se conoce como su dimensidn.

Haussdorf demostrd en 1919 que la dimensidén del Con-
junto Ternario de Cantor es

log2/log3 = 0,6309.
Como la dimensidn topoldgica del mismo es cero, se

concluye que este conjunto de Cantor es un ejemplo de
fractal.

4. La dimensidn de semejanza

Lineas de costa

El origen del estudio de la irregularidad parece ser
gue surgid cuando el matemdtico antes citado, B. Man-
delbrot, se encontrd con los trabajos de otro cientifico,
Lewis F. Richardson, sobre la longitud de una linea de
costa medida entre dos puntos fijos. Para ello, Ri-
chardson toma una longitud unidad fija € y la va llevando
a lo largo de la costa, con el fin de aproximar é&sta por
una linea quebrada.

El nimero de veces que se coloca la unidad, multi-
plicado por su tamafio, es L(e) y vendria a ser una esti-
macidn de la "verdadera" longitud de la linea de costa.
Parece ldgico esperar que a medida que la longitud de la
unidad se hiciera menor y, por tanto, esta linea quebrada
"explicara" mejor la longitud total, ésta, L(€), se man-
tendria en unos valores razonablemente aproximados. Lo
realmente observado fue que la longitud esperada crece sin
limite.

Encontrd que hacia falta colocar F.€ P veces la uni-
dad €; por lo tanto, la longitud de la poligonal era:

L(g) = Feg Dug = F.e'P

que tiene limite o cuando € =+ O.

Esta funcidn para representar la longitud entre dos
puntos deberia ser independiente de la unidad empleada. El
valor D fraccionario parece que depende de 1la 1linea de
costa elegida.

Veamos la interpretacidén que hace Mandelbrot de ese
exponente D. Para medir la longitud de una 1linea poligo-
nal se suman las longitudes de sus lados sin ninguna
transformacidén; para medir la superficie de una figura se
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cubre ésta con cuadrados y se suman sus areas, elevando el
lado del cuadrado a 2, que es su dimensidn.

Por todo ello, si se necesitan N = F.e-D lados en la
poligonal que se ajusta a la linea de costa, elevemos la
unidad a una "potencia/dimensién'" adecuada D para que la
longitud aproximada sea:

L(e) = F.e"D.eD - F

Yy, por tanto, no dependa de la unidad de longitud emplea-
da.

Si no se utiliza una D adecuada, sino d <D menor, la
longitud sera:

Fege=D.gd = F.g-D+d - F/eP-d » o

cuando €+ 0 disminuye.

Por otra parte, si d> D, la longitud F.ed9-0 tenderia
a cero.

Esta idea estd muy prdxima a aquella propiedad que
encontramos en la definicidon de o-medida de Haussdorf. E1
exponente adecuado era aquel en el que se cumplia 1lo si-
guiente: para valores menores que él, la medida que se ob-
tiene es infinita; para los mayores que él, la medida se
hace nula.

Todo lo anterior obliga a admitir nimeros fracciona-
rios como dimensiones, y como los valores de D obtenidos
experimentalmente superan a 1, que es la dimensidén topo-
légica de la curva, se concluye diciendo que una linea de
costa es un ejemplo de fractal.

Autosemejanza

Se dice que una figura es autose-
mejante cuando puede ser dividida en
partes, de modo que cada una sea seme-
jante a la figura completa.

i 7 Como ejemplo de esto puede servir

aquel famoso cubo de Rubik formado por

pequefios cubos. Hay un método para lo-

! grar figuras semejantes: tomemos un

cuadrado unidad. Si se divide cada lado

en 10 partes, cada uno de los 100 cua-

drados es semejante al inicial. Podemos

seguir dividiendo para obtener cuadra-

] : . dos mis pequefios y con ayuda de un mi-

. . croscopio seguir el proceso. Si en ca-
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da paso ajustamos convenientemente el aumen-

to del microscopio, tendremos en el objeti-
vo siempre el mismo dibujo, aungue en cada

paso

el cuadrado es cien veces menor.
Algo parecido ocurre con las escalas de

los mapas cuando nos fijamos en la linea de
costa. A escala 1/10° un centimetro de cos-
ta vendri dibujado por una curva muy irre-

gular. A medida que mejoramos la escala ten-
dremos mejor informacidn sobre la geografia, pero sobre el

L d
mapa un centimetro

de costa es una curva tan parecida a

las anteriores, como los cuadrados hechos en cascada.

N AL

Por el procedimiento reiterativo
de antes formaremos un modelo de linea
de costa. Se toma un segmento de longi-
tud unidad y se divide en tres partes.
Se quita el segmento central y se sus-
tituye por dos idénticos formando angu-
lo de 60°. La longitud es ahora 4/3 de
la inicial. Si se continfia este método
de cambiar cada segmento rectilineo por
la forma -~ , la longitud resultante
es 4/3 de la anterior y la curva 1limi-
te, llamada curva de Koch, tendrd lon-
gitud infinita.

Curva de Koch

Mandelbrot afirma gue si se mide exactamente la lon-

gitud de la curva,

se encuentra que hay una relacidén del

tipo L(e) = €1-D formalmente idéntica a la que obtuvo Ri-
chardson de forma empirica. Para esta curva D = log4/log3,

segiin se comprueba
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Inicialmente€= 1y L(eg) =1, y en cada paso

e + €/3 L(e) » L(e/3) = 32L(¢)
Si se admite la forma L(g) = 51‘0, entonces:
(€/3)1-D = 2e1-D 30-1 = 4/3

30

n
ESN

D = log4/log3

: - )
Dimension de semejanza

Se expone a continuacidén la férmula de una dimen-
sidén que es (nicamente aplicable a conjuntos autoseme-
jantes. Se deducir3d de las relaciones geométricas exis-
tentes entre figuras bien conocidas, después se admitira
como valida para cualquier figura autosemejante y, por
dltimo, se aplicard a dos conjuntos ya estudiados: el
Conjunto Ternario de Cantor y la Curva de Koch. Nos encon-
traremos con que el valor de esta dimensidon de autoseme-
janza coincide con los valores asignados a través de la
dimensidon de Haussdorf.

Definicidn:

"Un conjunto S es autosemejante con relacidén a una
razdn r y a un entero N si se puede poner como unidn
de N subconjuntos disjuntos, cada uno de ellos
congruente con r(S)".

El intervalo [0, x] se puede descomponer en N sub-
intervalos de longitud 1/N siendo cada uno de ellos con-
gruente con el intervalo rl[0, x]=[0,x/N]transformando el
inicial, mediante la semejanza:

0 x/N x
¢ 3 ] % 9 plx) = x[N

De igual manera, el rectdngulo 0OABC puede ser descompues-
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B to en N rectdngulos sin mis que des-
componer cada lado en YN = b partes. Se
= define la semejanza r (x,y) = (x/b,
y/b) que transforma el rectdngulo 04BC
en el 0A'B'C'.

’ RL
c > Los N rectadngulos son congruentes
8 : i, entre si, es decir, idénticos salvo una
s 2 . . . .
A translacion, y semejantes al inicial.

De igual manera, un paralelepipe-
do se podria descomponer en N semejan-
tes sin mds que tomar como razdédn r:
r(N) = 1/b = 1/N'/3_ En general:

r(N) = 1/b = 1/N1/D o bien: rP.N = I

Esta es la relacidén entre la dimensidn del paralelepipedo
con D lados, el nimero N de partes en que se divide y r la
razon de semejanza entre cada una de las partes y el to-
tal. Tomando logaritmos:

D =1logN/log(1l/r)

Aplicamos esta fdormula a la curva de Koch: en cualquiera
de sus pasos se puede dividir la curva en 4 partes, siendo
cada una de ellas semejante a la curva completa con razoén
r = 1/3. Se obtiene:

D =log4/log3

resultado que coincide con el ya obtenido.

Seria éste el momento de intentar una demostracidn
que pusiera de manifiesto la igualdad entre la dimensidn
de Haussdorf y la de autosemejanza. No se conoce ningin
resultado hasta el momento en ese sentido. Segin Mandel-
brot, lo que impide esta demostracidn es la dificultad de
manejar la definicidn de o -medida. Lo que si afirma es
que, en los casos conocidos, ambos nimeros coinciden.

Apliquemos la formula al otro ejemplo. Tomemos el
conjunto de Cantor sobre el intervalo [0, 1] y con seme-
janza de razdén 3 lo extendemos para que sus extremos coin-
cidan con el intervalo [0, 3].

Tal como ha sido formado, obtendriamos de nuevo el
conjunto de Cantor sobre [0, 1] y otra copia del mismo en
[2, 3], quedando el abierto (1, 2) vacio.

Esto se comprende al analizar un paso cualquiera de



la formacidén del conjunto.

A B ' B’

! = —T —_
s wit®s ¥ -

{ s i e —

. 5 — T -

(54 D E F

De AB se deducen CD y EF, pero si se hace una seme-
janza de razdn 3, se obtiene:

ch =+ AB

DE > BA'

EF > A'B'

es decir, la misma figura de la que partlamos, un espacio
de separacidén de igual tamafio y la repeticidén de la ini-
cials

En este caso N =2 y r =1/3, por lo que D =
log2/log3, igual al resultado obtenido por Haussdorf.

5. Consideraciones finales

Es imposible desarrollar con todo detalle ejemplos en
los que el concepto de fractal haya sido explorado, porgque
se necesitaria una preparacidén especifica en temas muy
distintos. Como muestra de esta variedad se dan a conti-
nuacidn las referencias de los articulos o 1libros a los
que pueden acudir los interesados.

La principal referencia es, desde luego, un libro ci-
tado en la introduccidn:

MANDELBROT, Benoit B., The Fractal Geometry of Na-
ture, Nueva York: W. H. Freeman & Co., 1982.

Ademds de tener una bibliografia muy extensa, el libro
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presenta ilustraciones notables de fractales, aplicadas a
muchas ramas de ciencias.

Articulos

ABBOT, L.F. y WISE, Mark B., "Dimension of a quantum-
mechanical path", _Am. J. Phys, 49 (1), Enero 1981.

Si se mide la posicidén de una particula libre (con
una resolucidn Ax, con una separacidén At en el tiempo) vy
se unen esos puntos con lineas rectas, se obtiene un '"ca-
mino" (én el sentido estadistico) al que clasicamente se
le darfa una dimensidén 1. Los autores demuestran que la
dimensidén de Haussdorf es 2, por lo que se trata de una
curva fractal.

FARMER, J.D, OTT, E. y YORKE, J.A., "The dimension of
chaotic attractors", Physica, 7D (1983), pp. 153-180.

Un articulo muy completo en el que se comparan dife-
rentes definiciones de dimensidén que se pueden aplicar al
concepto de "atractor". (Atractor: zona del espacio de fa-
ses en el que se sitlla un sistema dindmico después de un
tiempo suficientemente grande, e independiente de las
condiciones iniciales).

MEAKIN, P. y STANLEY, E., "Spectral dimension for the
diffusion-limited aggregation model of colloid growth!
Physical Review Letters, Vol. 51, 16 (Octubre 1983).

NITTMAN, J., DACCORD, G. y STANLEY E., "Fractal growth of
viscous fingers'", Nature, vol. 314 (14 Marzo de 1985).

NOTTALE, L. y SCHNEIDER, J. "Fractals and non-standard
analysis", J. Math. Phys., 25 (5), Mayo 1984.

RAMMAL, R. y TOULOUSE, G., "Spectrum of the Schrddinger
equation on a self-similar structure", Physical Review
Letters, vol. 49, 16 (Octubre 1982).

Proximamente, en mayo de 1986, se celebrard en Ca-
- .l L d .
nada una reunion sobre la Geometria Fractal. La importan-
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cia de los participantes, entre los que se encuentra su
creador, hace suponer que las conclusiones serdn muy va-

liosas.
Puede guedar pendiente para otro articulo, ademids de

una resefla acerca de ese seminario, la exposicién del
modelo fractal cuando se introduce la probabilidad.
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