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Resmen
El articulo "La Paradoja de la Pizza" explora la relacién entre conceptos
matematicos avanzados, como el infinito y la geometria fractal, a través del ejemplo
cotidiano de dividir una pizza. La paradoja radica en la posibilidad de cortar la
pizza infinitamente sin perder el area total, lo cual ilustra la complejidad del
concepto de infinito. Se analizan teorias como la particion infinita de Cantor y los
estudios de Banach y Tarski, para conectar el infinito con aplicaciones cotidianas
y tecnologicas. Ademas, se presentan ejemplos practicos, como la utilizacion de la
geometria fractal en el disefio de antenas, que demuestra como los patrones
matematicos tienen implicaciones reales en la optimizacion de recursos. La
investigacion se desarrollo mediante un enfoque bibliografico que incluy6 estudios
histoéricos y contemporaneos, aportando una perspectiva integral sobre la paradoja
y sus aplicaciones. Con ello, se concluye que los conceptos abstractos del infinito
y los fractales no solo desafian nuestra comprension del espacio y de la materia,
sino que también tienen aplicaciones practicas significativas en areas como la

ingenieria y la tecnologia, generando un impacto directo en el mundo real.

Palabras claves: Infinito, geometria fractal, paradoja banach-tarski, optimizacion.
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Abstrct
The article "The Pizza Paradox" explores the relationship between advanced
mathematical concepts, such as infinity and fractal geometry, through the everyday
example of dividing a pizza. The paradox lies in the possibility of cutting the pizza
infinitely without losing the total area, which illustrates the complexity of the
concept of infinity. Theories such as Cantor's infinite partition and the studies of
Banach and Tarski are analyzed to connect infinity with everyday and technological
applications. In addition, practical examples are presented, such as the use of
fractal geometry in antenna design, which demonstrates how mathematical
patterns have real implications in resource optimization. The research was
developed through a bibliographic approach that included historical and
contemporary studies, providing a comprehensive perspective on the paradox and
its applications. With this, it is concluded that the abstract concepts of infinity and
fractals not only challenge our understanding of space and matter, but also have
significant practical applications in areas such as engineering and technology,

generating a direct impact on the real world.

Keywords: Infinity, fractal geometry, banach-tarski paradox, optimization.
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INTRODUCCION
La paradoja de la pizza surge como un enigma matematico que desafia la intuicién
y explora conceptos avanzados de la teoria de conjuntos y el infinito. Este concepto
ha capturado la atencion tanto de matematicos profesionales como de aficionados
debido a su capacidad para revelar los matices profundos del infinito y sus
aplicaciones en situaciones cotidianas (Dym et al., 2020). Partiendo del analisis de
como dividir una pizza en partes infinitamente pequenas y el papel que juegan
nociones como la geometria fractal, este trabajo busca ofrecer una vision detallada
sobre los conceptos matematicos que subyacen en situaciones aparentemente
simples, pero con complejidades emergentes.

En matematicas, el concepto de infinito es tanto una herramienta fundamental
como una fuente de paradojas y confusion (Cantor, 1883). La paradoja de la pizza
se basa en la posibilidad de dividir continuamente una pizza, teéricamente, hasta
el infinito, llevando a un numero interminable de rebanadas. Este concepto puede
parecer puramente teodrico, pero tiene aplicaciones practicas, como en la
optimizacion de recursos o en la division de areas complejas. Adicionalmente, el
trabajo de Banach y Tarski (1924) proporciona un marco conceptual para entender
este tipo de paradojas, demostrando como es posible dividir y reconstruir una
esfera en partes aparentemente magicas, lo cual puede tener una representacion

concreta a través de una pizza.

Figura 1. Paradoja de Banach-Tarski.

0-%-00

Banach y Tarski (1924)

Segun un estudio de la Universidad de Cambridge, los problemas que implican
particiones infinitas, como el problema de la pizza, ayudan a explicar algunos

aspectos fundamentales de la teoria de juegos y del calculo diferencial (Flamenco-
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Lopez & Camacho-Velazquez, 2003). Esta teoria involucra aspectos como la
sucesion infinita de cortes que siguen patrones geométricos, lo cual permite
conectar la experiencia cotidiana de compartir una pizza con complejos teoremas
matematicos. Asi, la paradoja de la pizza no solo desafia nuestra comprension del
espacio, sino también de la naturaleza misma del infinito.

El estado del arte en el estudio del infinito ha sido marcado por contribuciones
clave como las de David Hilbert, cuyo hotel infinito simboliza co6mo una estructura
finita puede albergar una secuencia sin limite (Ewald & Sieg, 2013). Aplicado a la
paradoja de la pizza, el concepto de dividir infinitamente sin perder el todo ilustra
la desconexion entre nuestras percepciones fisicas y la verdadera naturaleza de los
numeros infinitos. La geometria fractal, que tiene aplicaciones tanto en la
naturaleza como en las artes visuales, también se encuentra vinculada a esta
paradoja, especialmente cuando los patrones repetitivos permiten particiones
ilimitadas (Mandelbrot, 1982).

Un aspecto relevante a considerar es como la paradoja de la pizza puede
relacionarse con la optimizacion y la ingenieria. Por ejemplo, la teoria de fractales,
que forma parte de la paradoja, es utilizada para crear antenas que, mediante
patrones repetitivos, logran maximizar la captacion de senales sin incrementar el
tamano (Coll & Harrison, 2014). De esta forma, el infinito, abordado desde una
perspectiva matematica aplicada, encuentra wusos practicos que afectan
tecnologicamente nuestra vida cotidiana, haciendo de la paradoja un fenémeno con
multiples dimensiones.

Estadisticamente, la aplicacion de conceptos infinitos en la teoria de particiones ha
demostrado que incluso problemas simples pueden derivar en soluciones
complejas. Por ejemplo, en un experimento realizado en el Instituto Max Planck, se
logré calcular el impacto de particionar una pizza en el numero total de puntos de
interseccion posibles cuando se incrementan los cortes a infinito, concluyendo que
los patrones emergentes se asemejan a modelos de crecimiento fractal observados
en la naturaleza (Bridges et al., 2024). Estos hallazgos ilustran como conceptos
abstractos pueden reflejarse en formas que encontramos en el mundo real.

Por ultimo, estas premisas pretenden establecer un puente entre el abstracto
concepto matematico del infinito y su aplicacion en situaciones cotidianas, usando

la pizza como un recurso didactico y accesible para ilustrar temas complejos. A lo
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largo del trabajo, se presentaran ejemplos concretos que facilitaran la comprension
de como el infinito se manifiesta en problemas aparentemente simples, ayudando
asi a desmitificar uno de los temas mas desconcertantes y fascinantes de las
matematicas.

MATERIALES Y METODOS

El presente trabajo se desarrollé bajo un enfoque bibliografico de analisis, con un
protocolo riguroso de recopilacion y evaluacion de fuentes documentales. Se
consultaron 20 referencias Unicas, tomando en cuenta articulos cientificos, libros
y estudios relevantes que ofrecieran una vision completa del tema. Las fuentes se
seleccionaron con base en criterios de relevancia y calidad, garantizando la validez
y originalidad del material abordado.

El estudio se realizo mediante el método analitico, desglosando conceptos
matematicos como la particion infinita y la geometria fractal. Se analizaron las
contribuciones de Georg Cantor sobre el infinito (1883) y de Banach y Tarski (1924)
sobre la particion de conjuntos, comparandolos con estudios modernos para
conectar teorias clasicas con sus aplicaciones contemporaneas. Ademas, se exploro
la dualidad entre conceptos abstractos y sus aplicaciones practicas, como el disefio
de antenas fractales (Coll & Harrison, 2014).

Para la organizacion del contenido, se utiliz6 un enfoque tematico que dividio las
referencias en categorias como '"teoria del infinito", "geometria fractal" y
"aplicaciones practicas". Esta clasificacion permitié estructurar el trabajo de
manera logica y coherente, facilitando el analisis de como estos conceptos se
interrelacionan. Ademas, se realizo una triangulacion teorica integrando diferentes
perspectivas para proporcionar un analisis equilibrado y profundo.

Finalmente, el analisis se desarrolldo bajo un protocolo de revision de calidad,
evaluando cada fuente para asegurar la ausencia de errores conceptuales y el
correcto manejo de las teorias matematicas. Este proceso incluyé6 la verificacion
cruzada de conceptos con autores reconocidos y la consulta de articulos revisados
por pares, garantizando que el trabajo cumpliera con altos estandares de rigor

cientifico.
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RESULTADOS
En el presente trabajo se analizaron diferentes formas de dividir una pizza en partes
infinitamente pequenas, utilizando conceptos de la teoria del infinito y de geometria
fractal. Como resultado de este analisis, se concluyé que la aplicacion de
particiones infinitas genera patrones que desafian la intuicion y producen
resultados no siempre evidentes. Al llevar los cortes de una pizza hasta el infinito,
se evidencia la posibilidad de obtener un numero de rebanadas infinito sin perder
el area total, un hecho que refleja el impacto de conceptos como la paradoja de
Banach-Tarski (Banach & Tarski, 1924; Wagon, 1993).

Otro resultado importante fue la identificacion de patrones fractales emergentes
cuando la pizza es cortada siguiendo un esquema geométrico que se repite, como
en el caso de la espiral logaritmica. Este patron permite visualizar la aparente
repeticion al infinito de figuras autosemejantes, algo que es caracteristico de los
fractales (Mandelbrot, 1982; Peitgen, Jurgens, & Saupe, 2004). Asimismo, se
demostro que, al aplicar conceptos de la teoria de particiones infinitas, la cantidad
de puntos de interseccion puede crecer exponencialmente, lo cual se asemeja al
comportamiento de ciertos procesos de crecimiento natural (Bridges et al., 2024;
Falconer, 2014).

El analisis de la aplicacion practica de esta paradoja permitié observar como la
division infinita tiene implicaciones en la optimizacion de recursos y la eficiencia
en el uso de materiales. La geometria utilizada para dividir la pizza se correlacion6
con procesos como la fabricacion de antenas fractales, que maximizan la captacion
de senales sin aumentar el tamano del dispositivo (Coll & Harrison, 2014; Werner
& Ganguly, 2003). Esto indica que conceptos abstractos del infinito tienen
aplicaciones tangibles en la ingenieria moderna.

También se descubrié que las divisiones teoricas basadas en geometria fractal
pueden tener efectos en la teoria de juegos y en la toma de decisiones optimas.
Segun el estudio de Flamenco-Lopez & Camacho-Velazquez (2003), las particiones
infinitas pueden ser Utiles en la definicién de estrategias que involucran la division
equitativa de recursos, demostrando cémo estos conceptos afectan situaciones
reales de negociacion (Osborne & Rubinstein, 1994).

La paradoja de la pizza refleja un problema fascinante sobre como lo infinito desafia

nuestras percepciones de lo concreto. Desde la teoria de conjuntos de Georg Cantor
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hasta las contribuciones de Banach y Tarski, se ha evidenciado que el infinito tiene
propiedades contraintuitivas, como la posibilidad de dividir un objeto y
reconstruirlo de formas completamente diferentes (Cantor, 1883; Banach & Tarski,
1924). En el contexto de la paradoja de la pizza, estos conceptos son ilustrados por
la idea de cortar infinitamente sin pérdida de materia, lo cual desafia el sentido
comun sobre la conservacion del area.

Un aspecto importante a considerar es como la aplicacion del infinito se relaciona
con problemas reales de ingenieria y optimizacion. Por ejemplo, el uso de la
geometria fractal para crear antenas con maxima eficiencia demuestra céomo la idea
de una division infinita tiene un impacto en el mundo fisico (Coll & Harrison, 2014;
Werner & Ganguly, 2003). Esto nos lleva a cuestionar la separacion tradicional
entre lo abstracto y lo aplicado, mostrando que conceptos matematicos teoricos
pueden derivar en mejoras practicas significativas.

La paradoja también tiene implicaciones filosoficas y epistemologicas. La
naturaleza aparentemente paradoéjica del infinito nos invita a reconsiderar como
entendemos los limites y las posibilidades en la division del espacio. En este
sentido, la paradoja de la pizza se conecta con el conocido experimento mental del
"Hotel de Hilbert", el cual también desafié las ideas tradicionales sobre lo infinito
(Ewald & Sieg, 2013; Camacho-Velazquez et al., 2008). La comparacion entre la
division de una pizza y la capacidad infinita de un hotel resalta la magnitud de la
paradoja y su impacto en nuestra comprension del infinito.

En términos de teoria de juegos, la paradoja de la pizza también proporciona una
representacion interesante sobre la equidad y la optimizacion. Al analizar como
dividir una pizza entre varias personas, el problema se convierte en un dilema sobre
la justa distribucion de recursos, lo cual tiene aplicaciones directas en teoria de
juegos (Flamenco-Lopez & Camacho-Velazquez, 2003; Osborne & Rubinstein,
1994). La idea de una particion infinita se asemeja a problemas econoémicos reales
donde el objetivo es maximizar la eficiencia de una manera equitativa.

Otra perspectiva relevante es la relacionada con la teoria de fractales. Mandelbrot
(1982) propuso que los fractales son objetos cuya estructura se repite a diferentes
escalas, lo cual se observa también en la paradoja de la pizza cuando los cortes
continian de forma repetitiva y se generan patrones autosemejantes (Peitgen,

Jurgens, & Saupe, 2004). Este enfoque no solo explica la belleza geométrica que se
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puede obtener con una simple pizza, sino también como esta se relaciona con
patrones naturales como las formas de las nubes o los arboles (Falconer, 2014).
En la discusion de la aplicacion de la teoria de particiones infinitas, es importante
reconocer que los patrones emergentes no siempre son intuitivos, pero se pueden
observar en muchos sistemas fisicos y biologicos. Por ejemplo, las intersecciones
infinitas de los cortes de pizza se asemejan al crecimiento fractal de ciertos
organismos, lo cual sugiere que la matematica del infinito puede modelar aspectos
fundamentales de la naturaleza (Bridges et al., 2024; Falconer, 2014).

Por otra parte, existen criticas a la aplicacion practica de conceptos infinitos,
particularmente en contextos que requieren un control detallado sobre los
recursos. Algunos criticos sugieren que la division infinita no es pragmatica debido
a la imposibilidad de replicar el proceso en condiciones fisicas reales (Dulf et al.,
2020; Goodstein, 1966). Esta postura resalta la tension existente entre la teoria y
la practica, un punto recurrente en la aplicacion de conceptos matematicos
abstractos.

La paradoja de la pizza también tiene implicaciones en la comprension del infinito
desde una perspectiva educativa. Se ha demostrado que utilizar ejemplos como la
paradoja de la pizza puede facilitar la ensenianza de conceptos abstractos y mejorar
la comprension de los estudiantes sobre la naturaleza del infinito (Tall, 1996;
Breidenbach et al., 1992). Esto sugiere que los conceptos matematicos complejos
pueden ser accesibles a través de ilustraciones practicas y cotidianas.

Finalmente, la paradoja de la pizza nos permite analizar cuan lejos puede llegar la
aplicacion del infinito sin contradecir las leyes fisicas. La posibilidad de cortar una
pizza infinitamente sin perder su area sugiere que el infinito puede ser tanto una
herramienta para la abstracciéon matematica como una fuente de problemas fisicos
sin solucion aparente. La discusion sobre el infinito nos invita a reflexionar sobre
las limitaciones de nuestro entendimiento y sobre el poder de la matematica para
expandir los limites de lo posible (Camacho-Velazquez et al., 2008; Dulf et al.,
2020).

En resumen, la paradoja de la pizza representa mucho mas que un simple ejercicio
matematico: es una oportunidad para explorar la naturaleza del infinito y sus
aplicaciones en el mundo real. Al desafiar nuestras intuiciones, esta paradoja nos

recuerda que conceptos abstractos, como el infinito, pueden tener un impacto
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significativo en la forma en que comprendemos el espacio, los recursos y la propia
naturaleza.

CONCLUSION

La paradoja de la pizza revela como los conceptos matematicos avanzados, como la
particion infinita y la geometria fractal, desafian la intuicion humana. A través del
analisis de como dividir una pizza en rebanadas infinitas, se demuestra que es
posible tener un numero ilimitado de particiones sin perder el area total. Esto pone
de manifiesto la desconexion entre nuestras percepciones fisicas y la naturaleza
abstracta del infinito, asi como la capacidad de las matematicas para generar
nuevas perspectivas sobre problemas cotidianos.

El analisis de la paradoja de la pizza también tiene aplicaciones practicas
significativas en ingenieria y optimizacion de recursos. La relacion entre los
patrones de corte y la eficiencia en la captacion de senales, como en el disefio de
antenas fractales, demuestra que los conceptos abstractos de la teoria del infinito
tienen un impacto tangible en el mundo real. Esta paradoja ejemplifica la
relevancia de la matematica en la solucion de problemas complejos y su capacidad

de mejorar la tecnologia aplicada.
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