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PRESENTACION

El 19 y 20 de noviembre de 2020 tuvieron lugar las Jornadas Internacionales de Investigacion y
Practica Docente en Alta Capacidad Matemética, celebradas virtualmente en la Universidad de la
Rioja (bit.ly/JornadasACM).

Las personas con alta capacidad matematica destacan por encima de la media en el desarrollo de
razonamiento matematico y en la realizacion de actividades como definir, demostrar o resolver
problemas. Diferentes autores, como Freiman, Greenes y Krutetskii, han identificado diversas
caracteristicas que presentan estos estudiantes, tales como rapidez inusual en el aprendizaje de
las matematicas, habilidad para identificar patrones y relaciones, transferir ideas y generalizar,
desarrollar estrategias eficientes y originales, etc.

NCTM (1980) reconocia que los estudiantes con altas capacidades matematicas suelen recibir
escasa atencion en sus centros de ensefianza. A pesar del tiempo transcurrido, lamentablemente
esta carencia sigue presente en la mayoria de los sistemas educativos. Esto se traduce en que
estudiantes que podrian contribuir con grandes aportaciones a la sociedad ven frustrados sus
intentos de originalidad o su interés por aprender a causa de un sistema educativo que ignora su
potencial (Jaime y Gutiérrez, 2014). Ademas, esta falta de atencién puede generar dificultades de
aprendizaje, asi como alteraciones de personalidad y comportamiento (Ramirez, 2012). Por ello,
es necesario detectar a estos estudiantes y llevar a cabo un conjunto de acciones relacionadas,
“fundamentalmente, en el contexto escolar y junto a otros/as agentes educativos, con el objetivo
de potenciar todas las capacidades del alumnado” (Aretxaga, 2013, p. 46).

Los estudiantes con alta capacidad matematica son los destinatarios ultimos de estas Jornadas,
pues todas las presentaciones realizadas muestran enfoques, desde diversos puntos de vista,
dirigidos a mejorar la atencion y la formacién matematica de estos estudiantes. Por ello, hemos
guerido conocer las opiniones de dos estudiantes con alta capacidad matematica sobre su interés
por las matematicas, la ayuda que reciben de sus familias y profesorado y otros temas
relacionados con su gusto por las matematicas. Sus respuestas se pueden leer después de esta
presentacion.

La finalidad de estas Jornadas fue visibilizar iniciativas de innovacion, investigacion y practica
educativa que se estan realizando actualmente en el campo de la alta capacidad matematica en
Espafia, Portugal e Iberoamérica, asi como facilitar el contacto entre investigadores, profesores y
estudiantes de postgrado de diferentes paises interesados en la atenciébn a este tipo de
estudiantes.

En las Jornadas hubo una amplia representacion internacional, con 215 asistentes procedentes de
Argentina (6), Brasil (2), Chile (4), Colombia (29), Costa Rica (9), Ecuador (8), Espafia (135),
Finlandia (1), Gran Bretafia (1), Guatemala (1), México (11), Pert (4) y Venezuela (4). También
participaron profesores de todos los niveles educativos, desde educacion infantil hasta
universidad, asi como estudiantes de doctorado. Esta diversidad de participantes permitié
establecer vinculos entre la investigacion que se realiza en las universidades y la practica docente
en los centros de ensefianza.

A lo largo de los dos dias de las Jornadas se presentaron un total de 2 conferencias plenarias, 21
comunicaciones y 6 talleres. Las conferencias plenarias fueron impartidas por profesores expertos


http://bit.ly/JornadasACM

en alta capacidad matematica. La conferencia inaugural fue a cargo del profesor Charlie
Gilderdale del NRICH Mathematics Project (University of Cambridge), y la de clausura fue
desarrollada por el profesor Pablo Flores Martinez, del Departamento de Didéactica de la
Matematica de la Universidad de Granada. Las comunicaciones, de 15 minutos cada una, se
estructuraron en bloques de 2 sesiones paralelas, y versaron sobre experiencias curriculares y
extracurriculares, recursos educativos, competiciones matematicas, investigacion sobre procesos
de ensefianza y aprendizaje e investigacion sobre formacion inicial o actualizacién de profesores
de matematicas. Después de cada bloque de comunicaciones, se realiz6 un grupo de discusion,
centrado en el contenido de todas las comunicaciones presentadas. Los talleres, de 45 minutos de
duracién, se realizaron en bloques de 3 sesiones paralelas.

El proceso de seleccion de propuestas de comunicaciones y talleres se realiz6 mediante una
evaluacion doble ciega de las propuestas recibidas, siendo los evaluadores miembros del comité
cientifico. De las 37 propuestas recibidas, 13 fueron rechazadas, 14 fueron aceptadas después de
realizar determinados cambios solicitados por los evaluadores y 10 fueron aceptadas sin cambios.

Queremos manifestar nuestro agradecimiento a la Universidad de la Rioja por acoger con
entusiasmo la propuesta de colaborar en la organizacién de las Jornadas y poner a nuestra
disposicion los medios humanos y técnicos necesarios para su organizacion. También queremos
agradecer a las personas integrantes del comité cientifico, por la labor realizada en el proceso de
evaluacion de las comunicaciones, al comité organizador, por su esfuerzo a la hora de llevar a
cabo por primera vez la organizacién de unas jornadas virtuales, y a las distintas entidades
colaboradoras: Departamento de Didactica de la Matematica de la Universitat de Valéncia,
Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada, Departamento de
Matematica Aplicada de la Universitat Politécnica de Valéncia y Societat d’Educacié Matematica
de la Comunitat Valenciana “al-Khwarizmi”. Las Jornadas se enmarcan dentro de una de las
acciones del Proyecto de Investigacion Modelos de ensefianza y de aprendizaje de las
matematicas: andlisis racional y empirico, financiado por el Gobierno de Espafia (EDU2017-
84377-R. AEI/FEDER, UE).
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ESTUDIANTES CON TALENTO MATEMATICO OPINAN

Opinion of mathematically gifted students

Jaime, A. 2, Contreras, D. ®, Mora, M. ©

2 Depto. de Didactica de la Matematica, Universitat de Valéncia (Espafia). ® Universidad de La
Serena (Chile). ¢ Universidad de Costa Rica (Costa Rica)

Resumen

Dado que estas Jornadas se centran en la presentacion de experiencias relacionadas con el
talento matematico, mostramos aqui las entrevistas realizadas a dos estudiantes con esa
caracteristica y les preguntamos por su interés por las matematicas, la atencion complementaria
que puedan haber recibido, el papel que han desempefiado para ellas iniciativas como olimpiadas
matematicas y alguna reflexion por su parte hacia la atencion de este colectivo por parte de los
profesores.

Palabras clave: falento matematico, opinion de estudiantes

Abstract

As this Meeting focuses on the presentation of experiences related to mathematical talent, we
show here the interviews to two of these students, and we ask them about their interest in
mathematics, the complementary help they may have received, the role of initiatives such as math
Olympics and some reflection on the attention payed by teachers to talented students.

Keywords: mathematical talent, students opinion

INTRODUCCION

En estas Jornadas hay propuestas y experiencias de profesores y de resultados de investigacion,
todo con el interés de desarrollar el potencial de los estudiantes con alto nivel matematico. Por
ello, hemos querido también saber lo que piensan algunos de esos estudiantes, en relacion con su
interés por las matematicas, la atencién complementaria que puedan haber recibido, el papel que
han desempenado para ellos iniciativas como olimpiadas matematicas y alguna reflexiéon por su
parte hacia la atencién de este colectivo por parte de los profesores.

Tres jovenes de diferentes edades y paises se brindaron a ello, un joven, una nifia y una
adolescente pero por problemas con la tecnologia, el primero no pudo hacernos llegar su
entrevista y mostramos las ideas expresadas por las dos estudiantes, Bianca Daniela, de 10 anos,
natural de Costa Rica, y Charlyn A., chilena de 16 afos.

Presentamos las preguntas a las que respondieron las jévenes, sus respuestas y finalmente un
breve comentario a raiz de esas intervenciones.

PREGUNTAS DE LA ENTREVISTA

Las preguntas las dividimos en tres bloques: General, sobre el interés, la motivacién y lo que las
matematicas suponen para estas estudiantes, Olimpiadas, con preguntas relacionadas sobre la

Jaime, A., Contreras, D. y Mora, M. (2020). Estudiantes con talento matematico opinan. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-
Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A.
M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad
Matematica (pp. 3-7). Logrofio: Universidad de La Rioja.



Jaime, A., Contreras, D. y Mora, M.

repercusidén de estas competiciones, y Sugerencias o comentarios a nifios o jovenes y a
profesores. Estas son las preguntas:

A - De caracter general

1.
2.

5.

¢, Puedes decirnos tu nombre, edad, curso en el que estas y el pais en el que resides?
¢, Qué te aportan a ti, personalmente, las matematicas?

¢, Quién o qué ha influido en tu interés por las matematicas?: Profesores, interés personal,
competiciones, talleres de matematicas escolares o extraescolares.

¢ Has estado en algun programa, escolar o extraescolar especifico de matematicas, sélo
para interesados? En caso afirmativo, ¢qué te ha supuesto?

¢, Te divierte hacer matematicas en lugar de seguir otro tipo de juegos o deportes?

B - Sobre olimpiadas matematicas

6.

¢, Qué papel han jugado las olimpiadas matematicas y las competiciones de ese estilo? (en
términos de conocimiento, competitividad, relacion con personas afines, ...)

¢Has tenido la oportunidad de conocer a otros compaferos gracias a este tipo de
competiciones matematicas?; Sigues manteniendo la relacién con ellos?

¢ Qué papel ha tenido la preparacion de los profesores en tu formacién para las
competiciones matematicas?

Si no hubieras participado en olimpiadas, ¢habrias intentado aprender lo mismo que sin
competiciones?

C - Comentarios a nifnos/jévenes y a profesores

10. ¢ Quieres anadir algo que consideres importante para los nifios y nifas que te estan

escuchando y les gusta hacer matematicas? ;Y para los profesores de matematicas?

ENTREVISTA A BIANCA DANIELA. 10 ANOS. COSTA RICA

General

2. ;Qué te aportan a ti, personalmente, las matematicas?

Considero que las matematicas son muy importantes. A mi me ayudan a desarrollar mi
pensamiento I6gico y me facilitan muchas de las actividades que hago todos los dias.

3. ¢Quién o qué ha influido en tu interés por las matematicas?: Profesores, interés personal,
competiciones, talleres de matematicas escolares o extraescolares.

Desde muy pequefia me han gustado las matematicas y han influido tanto en mi interés personal
como mi mama, que me ha animado y me ha apoyado a seguir aprendiendo.

4. ;Has estado en algun programa, escolar o extraescolar especifico de matematicas, solo para
interesados? En caso afirmativo, ¢qué te ha supuesto?
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Anteriormente no habia estado en ningun programa de matematicas hasta este afio que he tenido
la oportunidad de participar en dos talleres, uno del grupo de alta dotacion y el otro de Apotema’.
También en la escuela me han brindado la oportunidad de una clase extracurricular una vez a la
semana en la que me he. propuesto aprender algebra.

5. ¢ Te divierte hacer matematicas en lugar de seguir otro tipo de juegos o deportes?

Definitivamente me divierten mas las matematicas que cualquier otro deporte.

Sobre olimpiadas

6. ¢Qué papel han jugado las olimpiadas matematicas y las competiciones de ese estilo? (en
términos de conocimiento, competitividad, relacion con personas afines, ...)

Las competiciones matematicas han jugado un papel muy importante en mi superacion ya que me
han brindado mucho conocimiento y me han hecho mas competitiva conmigo misma

7. iHas tenido la oportunidad de conocer a otros comparfieros gracias a este tipo de
competiciones matematicas?; Sigues manteniendo la relacién con ellos?

Las olimpiadas de matematicas también me han permitido conocer muchos otros nifios y nifias a
los cuales admiro por su gran esfuerzo y dedicacion.

8. ¢ Qué papel ha tenido la preparacion de los profesores en tu formacién para las competiciones
matematicas?

Para las competiciones matematicas el primer afio me preparé en casa con ayuda de mi mama.
Ahora tengo la ayuda de una maestra de mi escuela que me ensefia y me motiva a seguir
adelante.

9. Si no hubieras participado en olimpiadas, ¢habrias intentado aprender lo mismo que sin
competiciones?

Si no hubiera participado en las olimpiadas o en alguna competencia siempre seguiria
aprendiendo matematicas porque es algo que me gusta y me divierte.

Comentario para profesores y para otros nifos

10. ¢ Quieres afadir algo que consideres importante para los nifios y nifias que te estan
escuchando y les gusta hacer matematicas? ;Y para los profesores de matematicas?

A los nifios y nifias que le gustan las matematicas y que han ido a una competencia pero no
clasifican les digo: No se desanimen. Al menos les queda mucho conocimiento y experiencia
porque lo mas importante es disfrutar.

A los profesores les digo que, por favor, apoyen tanto a los estudiantes si les gustan las
matematicas como a los que no les gustan para que sigan aprendiendo. Su apoyo es muy
importante para nosotros.

T APOTEMA, es una asociacion sin animo de lucro de Costa Rica, creada para ayudar a estudiantes con interés y
talento por las matematicas.
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ENTREVISTA A CHARLYN A. 16 ANOS. CHILE

General
2. ;Qué te aportan a ti, personalmente, las matematicas?

Las matematicas las encuentro entretenidas. Son un reto. Yo las veo asi. problemas que resolver.
Es como una forma de medir mis capacidades, hacerme crecer a mi misma.

3. ¢Quién o qué ha influido en tu interés por las matematicas?: Profesores, interés personal,
competiciones, talleres de matematicas escolares o extraescolares.

Yo siempre tuve buen promedio en matematicas. Pero no fue hasta 2018, con las JOMAT?,
cuando a mi me empezaron a gustar de verdad. En parte fue gracias al profesor de matematicas
que tuvimos ese afio, que fue el profesor Angelo, que era como un profesor nuevo, pero su
metodologia para ensefiar era completamente distinta. Hizo que yo le tuviera amor a las
matematicas y que yo sintiera de verdad ganas de seguir aprendiendo.

4. ;Has estado en algun programa, escolar o extraescolar especifico de matematicas, sélo para
interesados? En caso afirmativo, ¢qué te ha supuesto?

No. En una academia no.
5. ¢ Te divierte hacer matematicas en lugar de seguir otro tipo de juegos o deportes?

Yo soy bastante variada con mis hobbies pero si me gustan las matematicas para entretenerme.
Por ejemplo, cuando estoy aburrida a veces tiendo a tomar los libros de algebra, algebra me gusta
sobre todo. Y para resolver ejercicios.

Sobre olimpiadas

6. ¢ Qué papel han jugado las olimpiadas matematicas y las competiciones de ese estilo? (en
términos de conocimiento, competitividad, relacion con personas afines, ...)

Para mi han tenido un aporte fundamental en mi vida en el sentido de lo que he aprendido durante
el tiempo que uno practica para ir a la competicion. Yo he tenido la oportunidad de repasar los
contenidos de afios anteriores y eso ha hecho que memorice las cosas de alguna forma. Y eso
me ha ayudado mucho a futuro y también ha sido una experiencia grata estar con distintas
personas y enfrentarse a otros colegios, ademas de que yo soy una persona bastante competitiva.
Igual me ha reforzado eso, a ser mejor siempre.

7. ;Has tenido la oportunidad de conocer a otros compafieros gracias a este tipo de
competiciones matematicas?; Sigues manteniendo la relacién con ellos?

En mi caso fue 2018 mas que nada porque ese ano las JOMAT fueron presenciales y ahi me hice
amiga de una nifia de ... y sigo manteniendo contacto con ella.

8. ¢ Qué papel ha tenido la preparacion de los profesores en tu formacién para las competiciones
matematicas?

2 La Jornada matematica JOMAT ULS es una competicion matematica, con caracter regional, tradicionalmente dirigida
al curso “octavo basico” (4° de Eso espariol), organizada por la Universidad de La Serena (Chile). En 2020 también se
ha extendido a 5° y 6° de primaria para colegios de todo el pais, con la seleccion de los representantes chilenos en
OLIMPRI, competicién internacional de primaria.



Estudiantes con talento matematico opinan

Fundamental. Los dos profes que nos prepararon tuvieron disposicion total conmigo y con nuestro
equipo a resolvernos las dudas y repetirnos las cosas que no entendiamos. Iban al ritmo que
nosotros necesitabamos. Por ejemplo, si estabamos practicando a las 10 de la noche y teniamos
alguna duda, ellos tenian la disposicién, hacian el sacrificio de respondernos incluso a esa hora
esa duda especifica.

9. Si no hubieras participado en olimpiadas, ¢habrias intentado aprender lo mismo que sin
competiciones?

Yo creo que no. Principalmente porque a mi las olimpiadas, cuando yo participé, cuando fui, pude
medir mis capacidades y me senti de una forma capaz al ganar, y ni siquiera al ganar, estar ahi
me hizo pensar que yo tenia talento o habilidad para eso y que queria seguir aprendiendo.

Comentario para profesores y para otros nifios y jévenes

10. ¢ Quieres afadir algo que consideres importante para los nifios y nifias que te estan
escuchando y les gusta hacer matematicas? ;Y para los profesores de matematicas?

A los nifios, yo creo que si les gustan las matematicas y sienten un amor por ellas y en general
por cualquier otra cosa, otro ambito, que practiquen, que lo aprendan realmente porque la
educacion o aprender algo nunca va a estar de mas, siempre aporta algo personal. Aprender
cosas te ayuda a crecer. Y si realmente les gustan, que se esfuercen porque yo creo que uno es
capaz de conseguir todo lo que quiere si se esfuerza por ello.

&Y para los profes de matematicas?

Tienen un papel fundamental en el amor que puede tener un alumno por cualquier materia, sobre
fodo por matematicas, que igual es una materia dificil, con la que algunos tienen como esa
relacion de amor-odio; el hecho de que algunos profes tengan la consideracién de ir al ritmo del
estudiante y que muestren ese amor. Cuando yo veo un profesor que realmente ama lo que hace,
me hace querer, tener ese mismo amor por la materia.

CONCLUSION

Tras estos testimonios, no podemos menos que atender a nuestra responsabilidad de fomentar
este interés por las matematicas. Bianca Daniela y Charlyn han manifestado lo que venimos
oyendo de muchos estudiantes con talento matematico. Las matematicas les divierten y para ellas
son un entretenimiento entretenimiento; les interesa aprender, incrementar su potencial
matematico y superar los retos que surgen en el quehacer matematico.

Ademas, eventos como las olimpiadas matematicas resultan muy eficaces, porque incentivan el
interés por aprender, se constituyen en retos a superar y se encuentran con otros estudiantes con
sus mismos intereses, con los cuales en ocasiones llegan a establecer cierta amistad.

Ambas estudiantes lanzan un mensaje de estimulo a los nifios y jovenes interesados en las
matematicas, centrado en el disfrute, el esfuerzo y el conocimiento que se adquiere. Y muy
interesante es la opinidon que manifiestan ambas sobre la importancia de los profesores, tanto en
el apoyo y el estimulo que brindan a los estudiantes, como en la formacion que les proporcionan y
en la transmision del gusto por las matematicas. Merece la pena leer las palabras textuales que
emplean estas dos estudiantes al respecto.

Lo que aqui hemos leido se puede hacer extensivo a muchos estudiantes de talento matematico.
Por ello, animo a los profesores de matematicas. En sus manos esta abrir puertas, ampliar
horizontes y permitir que esas mentes dotadas para las matematicas desarrollen su potencial.

Muchas gracias a Bianca Daniela. Muchas gracias a Charlyn A.
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Answers by the mathematics education research to the attention to
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Resumen

El analisis didactico es una herramienta para la planificacion de sesiones de clase. El
enriquecimiento curricular es una propuesta de atencion a las altas capacidades que demanda
una mayor profundizacion en los contenidos, tanto para el estudiante como para el profesor. A
través de ejemplos, se propondra un esquema de disefio de tareas y sesiones de enriquecimiento
que considera las caracteristicas de los estudiantes, los contenidos y elementos de razonamiento
matematico y las metodologias recomendadas desde la investigacion en la alta capacidad
matematica. Ademas, se mostraran diferentes publicaciones y recursos que permitiran profundizar
al asistente tanto en los aportes de la investigacion como en ejemplos practicos.

Palabras clave: Alta capacidad matematica, analisis didactico, enriquecimiento curricular

Abstract

Didactic analysis is a tool for planning class sessions. Curricular enrichment is a proposal for
attention to high ability students that demands a greater depth of content, both for the student and
the teacher. Through examples, a design scheme of tasks and enrichment sessions will be
proposed that considers the characteristics of the students, the contents and elements of
mathematical reasoning and the recommended methodologies from research in high mathematical
ability. In addition, different publications and resources will be displayed that will allow the attendee
to deepen both the research contributions and practical examples.

Keywords: High mathematical ability, didactic analysis, curricular enrichment

INTRODUCCION

En algunas investigaciones que indagan sobre las habilidades de visualizaciéon de estudiantes con
talento matematico (Ramirez, 2012), se destaca que estos estudiantes tienen capacidades
visuales, pero prefieren elementos formales que les dan mas seguridad para afrontar los
problemas. Ademas, presentan algunas deficiencias en el razonamiento visual que podrian
mejorarse con enriquecimiento curricular.

Por ejemplo, uno de los problemas que se resuelve de manera rutinaria, sin darle mas significado,
es el del calculo del volumen de cuerpos, generalmente resuelto por medio de formulas que
encierran una medida indirecta. Pero... § se comprende el concepto de volumen cuando se aplican
estas férmulas? Si bien las férmulas tienen cierta correspondencia con intuiciones cuando se trata

Flores Martinez, P. (2021). Respuesta desde la investigacion en didactica a la atencion de la alta capacidad
matematica. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L.
Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 9-16). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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de calcular el volumen de poliedros, no resulta tan claro en el caso de las piramides. ¢, Por qué Pi,
en la Figura 1 tiene el mismo volumen que Piz o por qué es la mitad de Pi1?

Figura 1. Tetraedro y piramides de mitad de volumen.

En el plano podemos descomponer cualquier poligono en triangulos y calcular su area por medio
de la de estas figuras. Sin embargo, esto no ocurre en el espacio. Comprender el concepto de
volumen, especialmente el de las piramides, requiere realizar procesos mas complejos, que nos
hemos tomado como punto de partida para algunas de las sesiones de Estalmat, para los
estudiantes con talento.

REPOSO CURRICULAR Y ANALISIS DIDACTICO

Para afrontar estas sesiones, y teniendo decidido el contenido a tratar, hemos realizado lo que se
ha denominado “reposo curricular” (Ramirez y Flores, 2016). Su nombre se debe a una oposicion
declarada a la aceleracion curricular, que se propone como medida para alumnos con talento, en
algunos campos. Se trata de reposo para el profesor, quien tiene que profundizar en significados
de los conceptos matematicos, asi como en ampliar su visiébn mediante la incorporacién de
elementos de razonamiento que emplean los matematicos en su practica profesional. Pero
también propone favorecer que el alumno mire con cierto reposo problemas supuestamente
conocidos, para ampliar su campo de significados.

La propuesta de “reposo curricular” supone buscar buenas practicas docentes que permitan
realizar la atenciéon a la diversidad que requiere el enriquecimiento, profundizando en los
significados del contenido, incorporando elementos de practica matematica, siempre cuidando
hacer una ensefianza funcional, que contribuya a desarrollar habilidades que lleven a un uso de
los contenidos. Las actividades planificadas estan dirigidas a dar sentido a los elementos
matematicos, encerrando procesos que barren los diferentes aspectos cognitivos del contenido.
Para operativizar la sesion, se buscan problemas novedosos para los estudiantes, siempre
alineados a lograr el objetivo particular de la sesion.

El profesor que imparte modulos en cursos para alumnos con talento matematico, también esta en
situacion de planificar la ensefanza sobre un contenido, para un estudiante. Realiza una
planificacién que interpretamos a través de la herramienta Analisis Didactico (Lupiafiez, 2013),
usada actualmente en nuestro grupo de investigacion (PNA-DDM).

El Analisis Didactico es una herramienta funcional que permite al profesor profundizar en las
dimensiones curriculares, para tomar decisiones fundamentadas. Su origen esta en el Proyecto
Docente de Luis Rico, convertido en texto compartido a partir de diversos textos (Flores y Rico,
2015; Rico y Moreno, 2018; Rico et al., 2013; Segovia y Rico, 2013), y que recoge una
formulacién a partir de la teoria curricular de las decisiones y caracterizaciones de la didactica util
para el profesor, que se consensud entre investigadores y formadores de profesores espafioles,
en la coleccion “Matematicas: Cultura y Aprendizaje” y en la posterior “Educacion Matematica en
Secundaria”, editadas por el profesor Rico en la editorial Sintesis.

Las dimensiones ética, cultural, social y cognitiva del curriculo llevan a proponer diversos analisis
previos a la intervencién en el aula (Figura 2).
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ANALISIS
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Figura 2. Proceso ciclico del Analisis Didactico (Lupianez, 2013).

Estos analisis constituyen un ciclo de profundizacion que llevan al profesor a ampliar el significado
del contenido matematico que trabajara, y de las dimensiones didacticas que pondra en juego. El
proceso de planificacion encierra, preferentemente, los analisis de contenido, cognitivo y de
instruccién, pero si se quiere comprender mejor el contenido, conviene comenzar por realizar un
analisis conceptual. Con este ciclo de analisis se llegara a disponer de un repertorio de elementos
matematicos y didacticos que deberan sintetizarse para convertirse en la propuesta de sesion de
enriquecimiento.

ANALISIS DIDACTICO DEL VOLUMEN

Vamos a esbozar algunos elementos que han derivado del analisis didactico del concepto de
volumen, sefalando algunos de los resultados y cuestiones clave que nos han llevado a disefiar
varias sesiones de ESTALMAT.

Analizar el concepto de volumen comienza por examinar el de magnitud, cuya formulacion
matematica como semimédulo de clases de objetos, nos hace ver que arranca de una relacion de
equivalencia establecida entre objetos, mediante una “comparacién”. El criterio de comparacion es
la clave para determinar cual es la cualidad que tratamos, cual es la magnitud.

El volumen en concreto, se aplica a objetos diversos (en geometria se suele basar en cuerpos
soélidos), que se comparan mediante descomposicién, o mediante aspectos externos, como el
principio de Arquimedes a partir de un fluido, o el principio de Cavalieri (medida de superficies y
alturas). La suma supone juntar los sélidos, y esta suma es compatible con el orden.

11
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Si profundizamos algo mas, apreciaremos que el concepto de volumen se define como espacio
ocupado. Pero Janvier (1997) nos llama la atencidon sobre la diferencia entre el espacio ocupado o
magnitud, y su medida o volumen.

Para realizar la medida, solemos recurrir a la unidad, lo que obliga a poder comparar cuerpos con
esa unidad, que se define en forma cubica. No hay problema en comparar cuerpos con
paralelepipedos, pero no esta tan claro cuando se compara con piramides. De hecho, Hilbert pone
en cuestion la posibilidad de transformar de manera finita una piramide en otro cuerpo congruente
en volumen, constituyendo con esto su tercer problema. Esta conjetura qued6é demostrada con el
teorema de Dehm, quien demostré que no son equicompuestos de manera finita, un cubo y un
tetraedro del mismo volumen (Dehm, 1901).

Sin embargo, la matematica formal avanza mediante procesos de descomposicion infinita de los
poliedros en simplex rampantes (cuya unica interseccién es la frontera) (Zorio, 1975). Esto
permite definir el volumen como la magnitud general de medida, extensible a cualquier dimension,
pues no impide el uso de un proceso infinito (tal como se ha empleado en el método de exhaucion
y la medida que se obtiene mediante el calculo infinitesimal).

Observamos pues que hay un problema de trasformacion de cuerpos geométricos, que dificulta la
relacion de descomposicion que permite comparar de manera finita los volumenes, pero hay
herramientas matematicas para calcularlo, aunque sea por otros procedimientos. Realizar el
analisis de contenido significa destacar por una parte la estructura conceptual del volumen, que
arranca de los elementos basicos obtenidos en el analisis anterior, y los elementos formales que
lo constituyen. Observemos que en este analisis reforzamos la idea de que la formula del volumen
de la piramide, basada en la descomposicion de un paralelepipedo en tres piramides, obliga a
emplear el principio de Cavalieri (a igual base y altura, las piramides tienen igual volumen), que se
basa en un proceso infinito.

Los significados se enriquecen mediante el analisis de los fendbmenos que se relacionan con el
volumen, sus variedades, como destacan Piaget et al. (1970), o la necesidad de realizar
actividades que permitan crear lo que Freudenthal (1983) llama “objeto mental volumen”. El
concepto es complejo y requiere realizar comparaciones, antes de establecer los procedimientos
formales que permiten su medida o calculo.

El analisis de contenido se cierra examinando formas de representar el concepto volumen, que
puede hacerse desde el uso de solidos representantes de la cantidad de volumen hasta el uso de
las férmulas mas sofisticadas para obtener el volumen como una integral triple, o como un
determinante.

El analisis cognitivo consiste en el estudio de las expectativas de aprendizaje, las limitaciones y
las oportunidades, junto con las demandas cognitivas.

La intencién de la sesién que estamos planteando es que los estudiantes con talento den mas
sentido al concepto de volumen, no conformandose con su obtencion a partir de superficies y
longitudes. Pretendemos, por tanto, que desarrollen su sentido de medida (Moreno et al., 2015).
Esto supone apreciar la diferencia entre el volumen como magnitud, de su medida, siempre
establecida a partir de la unidad que se establezca. Tenemos una serie de expectativas de
aprendizaje que van hacia una profundizacién en la comparacion y obtencién de féormulas de
manera justificada, llevando a cabo incluso medidas de volumen que hemos de reconocer que no
son habituales de manera directa. Para poder realizar estas comparaciones, se requieren
descomposiciones y composiciones, lo que exige reforzar las dimensiones visuales que
comentabamos antes, y que constituyen los elementos del sentido espacial (Flores et al., 2015).

Frente a estas expectativas, no podemos evitar limitaciones de aprendizaje resefiadas en diversas
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investigaciones. Los trabajos de Janvier (1992, 1994 y 1997) nos llaman la atencién sobre las
dificultades generales de los estudiantes, como las confusiones entre superficie y volumen, o las
confusiones entre volumen y capacidad (volumen ocupado y continente). Pero también los
trabajos realizados con alumnos con talento nos advierten de su predisposicion a apoyarse en los
razonamientos formales, o las dificultades para realizar razonamientos que encierren
visualizaciones (Ryu et al., 2007). Por ultimo, los diversos documentos encontrados nos ofrecen
oportunidades, experiencias sobre descomposicion de cuerpos, actividades de comparacion de
volumenes y construccion de cuerpos mediante piezas (Buckminster, 2001).

Todos estos aportes nos hacen buscar tareas de ensefianza y organizarlas (analisis de
instruccién) en secuencias que permitan alcanzar la profundizacion en significados que requiere el
reposo curricular.

Si queremos que los estudiantes lleven a cabo procesos de comparacion mediante
descomposiciones, deberemos repasar elementos de relleno de figuras, composicion de figuras,
especialmente de piramides. Pero para que se aprecie la medida, mediante relleno con unidades,
necesitamos relacionar este relleno de formas con el relleno del espacio, para poder apreciar
como se pueden medir volimenes de figuras, como las piramides, que sabemos no son
equidescomponibles de manera finita por el teorema de Dehn.

Siguiendo las recomendaciones de textos como los de la didactica francesa (Janvier, 1994;
Vergnaud, 1983), pero también de Freudenthal (1983) tenemos que promover la comparacion
directa, la estimacion de relaciones de equivalencia y orden, pese a la escasa disposicion de los
estudiantes con talento a hacer conjeturas no demostradas.

Las busquedas sobre relleno del espacio, tanto de manera continua como de manera discreta,
nos llevan a plantear la comparacion de rellenos de bolas, y de los nimeros piramidales, que
guardan regularidades que ayudan a confirmar o reforzar conjeturas (Roldan, 2018).

Por ultimo, los procesos de razonamiento sin férmulas (Nelsen,1999) nos llevan a buscar nuevas
construcciones, como la basada en relacionar los procesos de relleno del espacio como los de
piramides y tetraedros con los del cubo.

SESIONES DE CLASE

La clase se inicia con la presentacion y planteamiento del problema (obtener razonadamente la
féormula del volumen del tetraedro, mediante descomposiciones), y se formulan distintas
actividades encaminadas a resolver finalmente dicho problema.

Durante varios cursos hemos puesto en juego una sesion dedicada al relleno del espacio, que se
basa en un puzle de construccién de piramides y tetraedros, que parece oportuno considerar
(Flores, 2006).

Arrancamos con el problema de estudiar los tetrabrik (¢, por qué se llaman asi?), para apreciar dos
aspectos relacionados con la forma de los envases, la facilidad de construccién y la de
empaquetamiento, que lleva al interés de buscar rellenos del espacio.

Utilizando el puzle de la Piramide de Keops, formado por Picos, Zuecos (en notacion de Ghyca,
1953), Tejados y Piramides, buscamos construir nuevas figuras, para finalmente apreciar como
todas las piezas estan constituidas por Tetraedros y Piramides de base cuadrada, y de hecho
estas figuras son la base de diversos puzles para formar nuevas piramides. Estas figuras ademas
determinan redes de piezas que alcanzan diferentes dificultades, pues los tetraedros se apoyan
sucesivamente en caras inclinadas, mientras que las piramides se prestan a cortarlas en rodajas
horizontales (piramides truncadas) que se apilan, hasta la ultima que contiene el apice. Esta
sesién termina estableciendo el modelo de relleno del espacio en Tetraedros y Piramides.
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B> L

Tejado Pico Zueco Piramide

Figura 3. Piezas del puzle de la Piramide de Keops.

La sesion sobre el volumen del tetraedro arranca con la comparacién de los volimenes de la
piramide (P) y el tetraedro (T), lo que obliga a mirar cantidades de volumen, mas que
dimensiones. Tiene como fin llegar a obtener la féormula del volumen del tetraedro por
descomposiciones, basado en la relacion con figuras de las que sea mas facil apreciar su
volumen, pero mediante razonamientos intuitivos. Decidimos emplear como elementos
matematicos el propio concepto de formula matematica y las descomposiciones continuas y
discretas del espacio, como veremos.

El problema de partida es la comparacion de los volumenes de P y T, de misma arista, a partir de
figuras en madera. Para llevar a cabo esta descomposicién se pueden establecer diversos
caminos. Tras la observacién y comparacion directa, nos hemos decantado por los dos que
describimos a continuacion.

El primer camino consiste en formar nuevos P y T de lados dobles vy triples, tal como acepta el
puzle de la Piramide de Keops. Como resultado del analisis de las piezas y de la formacién de P y
T dobles y triples, aparece una relacion que determina una superioridad del volumen de P sobre el
de T, pero no se puede cuantificar. En las experiencias realizadas en Estalmat, no se ha visto
ningun estudiante que utilizara las razones de semejanza entre volumenes para apreciar la
relacion entre los P y T iniciales, aunque no se hubiera aceptado como definitiva, por carecer de
justificacion suficiente.

Formar P y T con bolas lleva a los numeros tetraédricos y piramidales, muy interesantes por
aceptar procesos de construccion recursivos, lo que genera soluciones sugerentes, tanto desde la
obtencion de las férmulas (Figura 4), como por la gran riqueza de elementos (véase la relacién
con el triangulo de Pascal y la relacion entre ellos, Roldan, 2018).

-M’@%&

T1=1 T2=2+2 T3=1.3+2.2+3.1 T4=1.4+2.3+3.2+4 .1
Figura 4. Tetraedro formado por bolas.

Con estas formulas obtenidas de manera recursiva, se puede realizar el célculo de valores muy
avanzados empleando el programa Excel, o calcular limites para n tendiendo a infinito. En ambos
casos se confirma que Volumen de P =2 - Volumen de T.
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Todos estos elementos encierran un proceso infinito, pero también cierta oscuridad, por basarse
en razonamientos formales. Buscamos entonces nuevos procedimientos, llegando a plantear el
incluir T y P en un cubo. Esta situacién arranca de ver el tetraedro delimitado por 6 diagonales del
cubo. El cubo se completa con 4 figuras que llamamos triedros trirrectangulos, que se unen
formando una piramide de igual arista (Figura 5).

b)

Figura 5. Descomposicion de un cubo en un tetraedro y cuatro triedros trirrectangulos (a) que se
unen para formar una piramide (b).

Uniendo dos de estos triedros trirrectangulos obtenemos una piramide de igual base y altura que
un tetraedro, lo que confirma que P=2T, pero para aceptarlo como demostrado, tenemos que
recurrir a la férmula, basada en el Principio de Cavalieri.

Describimos a los estudiantes un proceso (sin esperar que ellos lo encuentren), en el que vamos
truncando el triedro trirrectangulo por un plano paralelo a una de las bases formadas por
triangulos rectangulos, en la mitad de la altura, y girando el triedro trirrectangulo superior sobre el
tronco de triedro, con lo que aparece un cubo con dos triedros trirrectangulos de lado mitad, a los
lados. Reiterando el proceso con los nuevos triedros, vemos que aparece un fractal, formado por
una serie de cubos (Flores y Ramirez, en prensa), que llegan a rellenar un tercio de medio, lo que
se demuestra mediante un recubrimiento del que calculamos la suma de volumenes a partir de la
suma de las areas que proyectan en una de las caras del cubo, y empleando una demostracién
conocida (Nelsen, 1999).

Esta ubicacion de T y P dentro del cubo reafirma la relacion entre rellenos del espacio,
especialmente relaciona el clasico relleno en cubos con el relleno en P y T. Y esta cualidad es
interesante para poder relacionar la medida del tetraedro y de la piramide en metros cubicos.

CONCLUSIONES

En esta exposicion hemos mostrado como el reposo curricular ayuda (mas que da respuesta) a
emplear elementos de investigacion en didactica y en matematicas, para generar sesiones de
atencion a los estudiantes con alta capacidad matematica.

Hemos mostrado que, como consecuencia del reposo curricular, el profesor ha profundizado en el
significado del concepto de volumen, por medio de un analisis didactico del mismo. Dentro de los
analisis parciales llegamos a aportar elementos novedosos y evocadores que se han empleado
para proponer actividades que muestran que las férmulas y calculos formales de las matematicas
se pueden relacionar con razonamientos visuales y practicos, lo que da ocasion de tratar
explicitamente con los estudiantes elementos de razonamiento que se emplean en matematicas,
llevandolos a realizar un reposo sobre conceptos curriculares tratados anteriormente. Esperamos
que estos aportes sean utiles para dar mas apoyo al tratamiento enriquecedor del curriculo que
requieren estos estudiantes, sin suponer un avance hacia nuevos resultados.
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LA ADICCION A LAS MATEMATICAS NO PERJUDICA LA
SALUD

Addiction to mathematics is not harmful

Gilderdale, C.
NRICH, Faculty of Mathematics, University of Cambridge (Gran Bretafia)

Resumen

Explorar, plantearse preguntas, conjeturar, establecer conexiones, justificar, generalizar, ... son
actividades que forman parte del corazén de los descubrimientos matematicos y que los
matematicos practican continuamente. Los buenos profesores de matematicas intentan que
estudiar matematicas sea una experiencia enriquecedora para sus alumnos. Mostraré como
ayudar a los estudiantes a introducirse en el mundo de la exploraciébn matematica y a que
avancen por el camino de trabajar y pensar como un matemético. Este tipo de clases resulta
especialmente atractivo para los estudiantes con alta capacidad matematica, que siempre estan
deseando enfrentarse a un nuevo reto matematico.

Palabras clave: NRICH, resolucién de problemas, motivacion, alta capacidad matematica

Abstract

Exploring, asking questions, guessing, making connections, justifying, generalizing, ... are activities
that are at the heart of mathematical discoveries and that mathematicians continually practice.
Good mathematics teachers try to make studying mathematics an enriching experience for their
pupils. | will show how to help students enter the world of mathematical exploration and move
down the path of working and thinking like a mathematician. This type of class is especially
attractive for mathematically gifted students, who are always eager to face a new mathematical
challenge.

Keywords: NRICH, problem solving, motivation, mathematical giftedness

Usamos NRICH para publicar problemas, recursos para enriquecer la dieta de matematicas y
quiero hablar un poco de nuestros pensamientos, asi que, para los gue no han visto la pagina de
NRICH les voy a mostrar la pagina de inicio (Figura 1). Pueden ver aqui que tenemos recursos
para profesores o maestros de primaria, profesores de secundaria y también post-16, para
estudiantes que quizas van a estudiar matematicas después en la universidad o ingenieria, por
ejemplo, y para sus profesores. Pero también tenemos paginas para los estudiantes, publicamos
problemas e invitamos a los estudiantes a que nos manden sus soluciones a los problemas y
también publicamos sus soluciones. Todos los problemas tienen su identificacién, todas las
paginas empiezan por nrich.maths.org y después, si yo pongo / y el nimero 900, sé que ese
namero me lleva a un problema que se llama “Attractive Tablecloths” (Manteles Atractivos), y hay
problemas de manteles del lunes, del martes, del miércoles, del jueves y del viernes. Sé que, por
ejemplo, el numero 1053 nos lleva a un problema que se llama “What’s it Worth?”. Les explico
esto porgue todo de lo que voy a hablar, y las diapositivas que voy a compatrtir, las he puesto en
una pagina que he publicado, pero es dificil acordarse de los nimeros, asi que en vez de un

Gilderdale, C. (2021). La adiccion a las mateméticas no perjudica la salud. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M.
Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian
(eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp.
17-26). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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namero he llamado a esta pagina jornadas2020 (nrich.maths.org/jornadas2020); la pagina es libre
para todos, no se necesita contrasefia ni palabra de paso. Todas las diapositivas que voy a
mostrar estan ahi y también hay enlaces a otro recurso del que no voy a tener tiempo de hablar,
pero los que estén interesados van a poder verlos. Desafortunadamente es todo en inglés, pero
todas las diapositivas (en espafiol) van a estar compartidas en esa pagina.

Primary Secondary Early Primary Secondary Topi
Students Students Years Teachers Teachers

Events Donate

Primary and EY Teachers | Secondary Teachers

* ow s\~
5,

MIND
i THE STER

Free curriculum-linked resources to Free curriculum-linked resources to Free curriculum-linked resources to
develop mathematical reasoning, and develop mathematical reasoning, and develop mathematical reasoning, and
problem-solving skills problem-solving skills problem-solving skills

Find more rich tasks, with teacher You can find more rich tasks, with More resources can be found on the
support, at the Primary accompanying teacher support, at STEP Support Programme and
and EY teacher homepages the Secondary Teacher Homepage Underground Mathematics websites

(S ——
Figura 1. Pagina web de NRICH.

Quiero empezar mostrandoles este modelo que Jeremy Kilpatrick y sus colegas publicaron hace
20 afios porque esto informa bastante de lo que hacemos en NRICH (Figura 2). Esto es una
imagen de una soga y lo que estaba diciendo Jeremy es que hay cinco ingredientes que se ven
cuando se ve gente que funciona matematicamente; la preocupacion es que quizas hay
demasiado interés, o demasiado enfoque, en dos cabos de la cuerda, pero lo importante es que
estan los cinco trabajando juntos, se soportan entre si. Nosotros hemos convertido esto en un
modelo para estudiantes (Figura 3) y esto es lo que les quiero compartir.

Conceptual
Understanding
Stategic | productive
Competence Disposition
3::’;;':‘0 N ' o Cinco ingredientes
N necesarios para
b funcionar como
\ / matematicos
W
1
AL Kilpatrick, J. et al (2001)
RV5RY Adding it up: Helping
\(\‘\\ children learn mathematics
SHNNS

http://nrich.maths.org

Figura 2. Modelo de la soga de Kilpatrick et al. (2001).
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Para funcionar matematicamente

Entienden conceptos
- Ejecutan conceptos '”/,x £
* Resuelven problemas

« Razonan

Actitud positiva

Figura 3. Modelo de la soga de NRICH.

o3 El primer ingrediente son los conceptos que estan interrelacionados - hay conexiones.
Queremos que los estudiantes entiendan los conceptos que van a utilizar.

3 Y es necesario tener una caja de herramientas para poder ejecutar algoritmos. Lo que nos
preocupaba en NRICH es que en la mayor parte del tiempo, en las escuelas los estudiantes se
estaban centrando solamente en estas dos categorias y nosotros pensabamos que habia otras
tres que eran importantes y eso es lo que quiero compartir.

©3 En rojo esta la habilidad de resolver problemas. Para funcionar matematicamente es importante
gue nuestros estudiantes puedan ver problemas que nunca han visto antes, que no han sido
demostrados por sus profesores y maestros, pero sepan qué hacer o tengan la confianza para
probar, para experimentar por ejemplo.

o3 El siguiente icono corresponde a que es importante que los estudiantes puedan razonar,
puedan explicar, puedan justificar lo que hacen, comprobar. Esto es muy importante en
matematicas.

3 Y finalmente el otro icono representa que los estudiantes tengan una actitud positiva.
Queremos que nuestros estudiantes se sientan positivos en dos sentidos distintos:

0 respecto a la materia, queremos gque sean positivos hacia las mateméticas,

0 pero también positivos respecto a su propia capacidad como estudiantes de
matematicas. Carol Dweck ha escrito un libro que se titula Mindset (Mentalidad) (Dweck,
2006) y ella habla de mentalidad de crecimiento, mentalidad en la que los estudiantes
saben que pueden crecer. Y que esos estudiantes funcionan de distinta manera a los
estudiantes que piensan que todo viene heredado.

Tenemos estas cinco categorias y lo que queremos hacer en NRICH cuando estamos publicando
problemas es darles a nuestros estudiantes oportunidades para gque usen los conceptos que
tienen, que tengan que escoger qué algoritmos, qué herramientas van a tener que usar, el
contexto es problemas que les damos y tratamos de dar problemas que no sean igual a los
problemas que han visto en las aulas, donde quiza ha sido todo demostrado. Queremos darles
oportunidades para pensar y quizas que no sea inmediatamente obvio lo que tienen que hacer.
Van a tener que razonar y justificar y esperemos que al final de esa experiencia tengan una
actitud positiva.

Nosotros tenemos que pensar qué experiencias, qué es lo que tenemos que ofrecer a los
estudiantes si queremos que terminen en el colegio, que terminen en nuestras aulas con estas
cinco maneras de funcionar y muchos de nuestros problemas siguen este trayecto matematico
(Figura 4):
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Explorar
— |dentificar patrones

— Conjeturar
— Generalizar
— Explicar
— Justificar
— Comprobar

http://nrich.maths.org

Figura 4.Trayecto matematico.

Les damos oportunidades para explorar, esperamos que identifiguen patrones, queremos que
conjeturen, queremos que descubran, que generalicen, y también que puedan explicar, justificar y
a veces comprobar.

Asi gque empezamos con problemas, empezamos con la posibilidad de que los estudiantes
puedan trabajar de una manera muy matematica.

Lo que quiero hacer ahora es trabajar con ustedes de esta manera con un problema para darles
una idea de este proceso: Consideremos nimeros que se pueden expresar como la suma de dos
0 Mas nimeros consecutivos.

Estoy pensando en nameros positivos. Asi por ejemplo, el numero 7 = 3+4 se puede expresar
como la suma de dos nimeros consecutivos. Ahora les voy a dar el 15. Pero antes de mostrarles
el 15 quiza quieran pensar ¢es posible expresar 15 como la suma de dos numeros consecutivos?
¢ Es posible expresar 15 como la suma de mas de dos numeros consecutivos?

Algunos participantes han encontrado que 15 es un nimero muy especial. Se puede escribir como
la suma de dos, de tres y de cinco niUmeros consecutivos:

15=7+8
15=4+5+6
15=1+2+3+4+5

Finalmente les voy a dar 22. El nUmero 22 es especial porque se puede escribir como la suma de
cuatro numeros consecutivos. Lo que les quiero pedir es si pueden elegir unos nimeros y ver
cuantas formas pueden encontrar para expresar su nimero como suma de nimeros consecutivos.

Esto es como el principio de este trayecto matematico (Figura 4), donde inicialmente les estoy
invitando a explorar matematicamente.

H escribio que 33 se puede expresar como la suma de dos nimeros consecutivos. Creo que 33 se
puede expresar también como la suma de tres nimeros y como la suma de seis nimeros
consecutivos. ¢Asi que, H, puedes buscar esas sumas?

D ha escrito que 18 es la suma de tres nUmeros consecutivos. Creo que también es la suma de
cuatro nameros.

J ha escrito que 30 es la suma de tres numeros. Creo que también es la suma de cuatro nimeros
y también de cinco numeros. ¢Alguien ha encontrado 33 como la suma de tres nUmeros?

M esta comenzando a usar algebra. ¢, Qué significado tiene n, n+1, n+2, como 3n+3?
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Bastantes han escrito 33 como la suma de tres numeros. Mi desafio es como escribir 33 como la
suma de 6 nameros. Si estuviéramos trabajando con estudiantes, quizas algunos, después de
explorar, podrian escribir sus numeros sistematicamente, y quizas en una tabla:

Oportunidad para trabajar sisteméaticamente

2 3 4
1=
2=
3= 1+2
4=
5= 2+3
6= 1+2+3
7= 3+4
8 =
9= 4+5 2+3+4
10 1+2+3+4

Lo que me interesa es si alguien ha visto patrones. Esto es una oportunidad para identificar
patrones. Por ejemplo, algunos se dan cuenta de que los nimeros impares se pueden escribir
como la suma de dos numeros consecutivos. Por ejemplo, 7 = 3+4, 15 = 7+8. Este era uno de los
patrones. Algunos quizas se dieron cuenta de que los multiplos de tres se pueden escribir como la
suma de tres nimeros consecutivos. Por ejemplo, 15 = 4+5+6, 9 = 2+3+4, 60 = 19+20+21. Y
quizds, aunque esto no es tan obvio, que algunos numeros pares se pueden escribir como la
suma de cuatro numeros consecutivos. 22 era un ejemplo que teniamos y cuando vi que alguien
habia escrito 18 sabia que era 18 = 3+4+5+6.

Oportunidad para identificar patrones

. Los nimeros impares se pueden escribir como la suma de dos nUmeros consecutivos.
. Los multiplos de 3 se pueden escribir como la suma de tres nidmeros consecutivos.
. Algunos numeros pares se pueden escribir como la suma de cuatro nUmeros consecutivos.

Una vez que hemos hecho una lista de los patrones que hemos visto quizd es una oportunidad
para conjeturar y generalizar. Quizads una oportunidad despierta algunas preguntas. (Pide a los
participantes que escriban en el chat qué preguntas han aparecido para ustedes después de
haber trabajado en algunos ejemplos y haber visto lo que ha presentado el resto del grupo). Este
es un ejemplo de cuando la matematica es adictiva. iMi adiccion a la matematica hace que siga
con el problema y me olvide de hablar de NRICH!

P ha escrito qué nameros NO se pueden escribir como suma de nameros consecutivos. S ha
escrito: “primos?” Esto es una forma de conjeturar. Queremos esta cultura en las clases, donde no
solamente hablan los estudiantes cuando estan seguros de algo, hablan también cuando tienen
preguntas, les interesa algo, tienen curiosidad. Tengo una respuesta para los primos: 7 = 3+4,
pero quizas solo se puede escribir de una manera. Veremos...
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M ha escrito qué tipos de numeros se pueden escribir como suma de 2, 3, 4 numeros
consecutivos. ¢Es posible, por ejemplo, escribir un nimero como la suma de dos numeros
consecutivos y también como la suma de cuatro nimeros consecutivos? Me interesaria ver un
ejemplo. No estoy seguro...

J pregunta: “;coémo saber de cuantas formas distintas se puede escribir un nimero concreto
dado?” Quizas algunos de ustedes vieron que yo enseguida supe que 18 se puede escribir de
cuatro maneras, 60 sé que se puede escribir como suma de tres niameros, 60 también se puede
escribir como suma de cinco ndmeros. Yo no he memorizado todo esto, pero sé que hay algo
especial en el nimero 60 y por eso sé que se puede hacer.

J escribe: “Todos los primos excepto el 2 se pueden escribir como suma de consecutivos”. O ha
respondido: “No. No es posible. Cuando sumamos dos numeros consecutivos el resultado es
siempre impar. 5+6 = 11. Pero cuando sumamos cuatro numeros consecutivos la suma va a ser
par”. Creo que ha escrito esto como respuesta a mi pregunta de si un niumero se puede escribir
como suma de dos numeros consecutivos y como suma de cuatro nimeros consecutivos. Y
parece que es imposible porque la suma de dos consecutivos da impar y la de cuatro da par. ¢Es
posible tener sumas de cuatro consecutivos y de ocho consecutivos? Porque ambos van a ser
pares. Pero no sé si es posible encontrar un nimero que se puede...

Aqui tenemos ejemplos de conjeturas, oportunidad de generalizar, y esto quiza son preguntas que
han aparecido.

Oportunidad para conjeturar y generalizar

. Me pregunto si todos los niumeros pares que no son multiplos de 4 se pueden escribir como
la suma de cuatro nimeros consecutivos.

. Me pregunto si todos los numeros de x, cuando x es impar, se pueden escribir como la suma
de X nUmeros consecutivos.

Pero lo importante para funcionar matematicamente no es solamente responder, poder contestar,
poder resolver problemas. También es importante ser curioso, tener preguntas, porque con las
preguntas y la curiosidad uno empieza en este trayecto matematico. No es necesario tener
siempre otras personas -maestros, profesores- dandonos las preguntas, es muy bueno tener
preguntas nuestras. En los videos de las dos estudiantes, una de Costa Rica y otra de Chile, que
se mostraron en la presentacién de las Jornadas, parecia que a ellas les encantaba trabajar
matematicamente. Asi que tenemos que acostumbrar a los estudiantes a que tengan sus
preguntas, que no solamente trabajen en las preguntas de los libros o de los profesores.

También hay ahora oportunidad para ofrecer explicaciones. Yo he explicado algunas de las cosas,
pero también alguien dijo que dos nimeros consecutivos iban a dar una respuesta impar y cuatro
nameros consecutivos iban a dar una respuesta par. No pedi explicacién. Quiza si estuviera en un
aula con profesores pediria que me explicaran eso. Y quiza algunos se dieron cuenta de que tres
nameros consecutivos son siempre multiplos de 3 y quizas usen algebra: x, x+1, x+2.

Si quitamos 1 al nimero mas grande y se lo damos al mas pequefio entonces acabamos con x+1,
x+1, x+1. Es como tener 4+5+6 = 15. Si quito 1 al 6 y se lo doy al 4, termino con 5+5+5 = 3x5, es
decir 3 multiplicado por el nimero de en medio. Asi, cuando cogi el nimero 60, por ejemplo, yo
sabia que era el nimero 20+20+20 y es lo mismo que 19+20+21. Estoy usando el mismo
razonamiento, pero aqui lo estoy representando algebraicamente. Y queremos que nuestros
estudiantes hagan lo mismo:

X+ (X+1) + (x+2) = (x+1) + (x+1) + (x+1) = 3(x+1)
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Y quizd se den cuenta de que podemos hacer lo mismo cuando tenemos cinco ndmeros
consecutivos o siete niimeros consecutivos 0 nueve nlmeros consecutivos.

Oportunidad para ofrecer explicaciones
La suma de tres niUmeros consecutivos es siempre multiplo de 3:
X+ (X+1) + (x+2) = (x+1) + (x+1) + (x+1) = 3(x+1)

Puedo hacer lo mismo con cualquier nimero impar porque puedo emparejar nimeros a ambos
lados del nimero del medio.

Ahora les pido que escriban como explicarian, cdmo comprobarian que algo que han visto (en
esta sesion) es correcto.

J ha escrito que es imposible que un nUmero pueda expresarse como cuatro consecutivos y como
ocho. Mi desafio es: ¢Me puedes convencer? En Inglaterra, nuestro colega John Mason dice:
“convince yourself, convince your friend, convince the enemy”, Hay que convencerse, después
hay que convencer a los amigos y después hay que convencer a los enemigos. Lo que quiere
decir es que cuando estds en un aula, se puede convencer a un compafiero que esta al lado
nuestro, pero después hay que convencer a toda la clase.

O ha escrito: “la suma de cuatro numeros consecutivos no es multiplo de cuatro pero la suma de
ocho consecutivos si es multiplo de cuatro”. Yo quiero saber ;Coémo sabes eso?, ;como estas
seguro? ¢cual va a ser la verdad cuando tenemos niimeros muy, muy grandes? L ha escrito que
la suma de dos numeros consecutivos se puede escribir como 2n+1 y eso se puede usar para
justificar que va a ser un niamero impatr.

Alguien ha escrito ocho niumeros consecutivos 8n+28, que es lo mismo que 8n+24+4. Eso es lo
mismo que 8n+8+8+8+4, que es multiplo de 8 mas 4, y me convence de que el resultado va a ser
par, pero no va a ser multiplo de 8, pero si va a ser multiplo de 4.

El algebra nos abre una ventana al patrén, nos ayuda a entender lo que estd pasando. C escribe
“cuatro consecutivos suman 4n+2” y ha empezado con n-1. Si hubiese empezado con n nos
habria dado 4n+6, que es lo mismo a 4n+4 + 2.

Creo que generalmente los estudiantes no se dan cuenta de que el algebra les da “insight”,
percepcion, pueden entender algo mejor porque el algebra condensa lo que es significante. Lo
que es interesante en lo que estamos haciendo es que el problema con el que empezamos ha
originado toda esta conversacion matematica y eso es de lo que quiero hablar ahora.

Les propongo una tarea para llevarse a casa, “homework” en Gran Bretafa:

Oportunidad para comprobar ...
... que las potencias de 2
1,2,4,8,16, 32,64, ...

No se pueden escribir como la suma de dos 0 mas nimeros consecutivos.

Algunos se habran dado cuenta de que las potencias de 2 no se pueden escribir como suma de
dos 0 mas nimeros consecutivos. Mi desafio es que comprueben que eso es cierto.

Tenemos que pensar qué es lo que ofrecemos a nuestros estudiantes. Y esto es lo que nosotros
pensamos cuando estamos trabajando en NRICH. Cuando decidimos publicar un problema, ¢ qué
hacemos?
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¢, Qué ofrecemos a nuestros estudiantes?
Actividades que se adaptan a las capacidades de los estudiantes: inicio bajo, alcance alto.
Oportunidades para expresar lo que piensan y refinar su comprension.
Una cultura donde es aceptable cometer errores.
Usar con mesura preguntas que guian a la resoluciéon de problemas.
“HOTS not MOTS”: aumentar el grado de dificultad en vez de ofrecer mas de lo mismo.
Oportunidades para discutir matematicas.
Profesores que modelan el comportamiento matematico.

Profesores que celebran los comportamientos matematicos que desean promover:
razonamiento en lugar de respuestas.

o3

o3

o3
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Actividades que se adaptan a las capacidades de los estudiantes. Tenemos problemas que son
faciles para que todos los estudiantes los puedan entender y que todos los estudiantes puedan
empezar. Pero también tenemos desafios que son dificiles. Para el ejemplo que estamos
considerando, los estudiantes pueden encontrar nimeros que se pueden escribir como suma
de dos o de tres o de cuatro niUmeros consecutivos, pero convencerse de que no se puede
hacer con las potencias de dos es mucho mas dificil y hemos usado algebra, que esta en el
medio, ahi. En Inglaterra y en NRICH veran que escribimos “Low Threshold High Ceiling”
LTHC, que significa que es facil entrar a un edificio cuando no hay una escalera, no hay que
subirse para entrar al problema.

Oportunidades para expresar lo que piensan y refinar su comprension. Y por eso queria que
tuvieran la oportunidad de usar el chat. John Holt escribié un libro que se llama “How children
fail” (Como fallan los estudiantes), y él decia que es muy importante que los profesores tengan
la experiencia de trabajar como estudiantes de vez en cuando para que recuerden cémo es esa
experiencia; yo queria que ustedes tuvieran también la experiencia de explorar, identificar
patrones, conjeturar, generalizar.

Y lo bueno es tener una cultura donde es posible hablar cuando uno no esta seguro. Cuando
yo era estudiante los Unicos que hablaban eran los que estaban muy seguros de que tenian la
respuesta. Es mucho mas interesante trabajar en una clase donde los que no estan
completamente seguros son los que hablan y quizas el resto de la clase se da cuenta de que
eso0 no es tan simple y que hay que encontrar maneras para que todos entiendan. Volviendo a
John Mason, yo he estado en una clase con él y él ha pedido que los estudiantes que estan
seguros no hablen, y que hablen los que no estan seguros. También prestaba atencién a lo que
decia cuando estadbamos trabajando con mis estudiantes. Una vez, cuando estabamos
trabajando todo el dia, empez6 la tarde diciendo que algunos estudiantes habian trabajado
mucho por la mafiana, hablando mucho, y queria que se pasaran la tarde trabajando en
escuchar, y durante la mafiana habian estudiantes que habian escuchado mucho, y él queria
gue ellos trabajaran por la tarde en hablar. Y la tarde era completamente distinta a la mafana.
Los que generalmente hablaban estaban escuchando, y los que generalmente escuchaban
estaban hablando, y tenian mucho interesante por decir, pero no tenian quiza la confianza.
Necesitamos esa cultura en la clase donde todos pueden hablar.

El problema es que nuestros estudiantes realmente no nos ven trabajando en problemas que
sSOn nuevos para nosotros. Si nos viesen trabajando en esos problemas se darian cuenta de
gue muchas veces tachamos todo y tiramos el papel a la basura y empezamos desde el
principio. Pero generalmente cuando nos ven trabajando en la pizarra no nos ven haciendo
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fallos, y piensan que para trabajar matematicamente tienen que trabajar como nosotros. Es
dificil a veces tener una cultura donde es aceptable cometer errores.

o3 Usar con mesura preguntas que guian a la resolucién de problemas. Queremos que nuestros
estudiantes salgan de nuestra clase con una actitud positiva, que piensen que han podido
resolver la mayoria de los problemas. Han tenido un poco de nuestra ayuda, pero quiero que
piensen que han podido hacer bastante ellos, que no nos necesitaban todo el tiempo, que
pueden trabajar matematicamente con un poco de nuestra ayuda.

3 “HOTS not MOTS”. Lo pongo aca por si acaso van a la pagina web de NRICH y lo ven. “HOTS”
significa “Higher Order Thinking Skills”, estrategias de pensamiento de alto nivel. “not MOTS”
significa “not More Of The Same”, no mas de lo mismo. A veces, cuando yo era estudiante y
trabajaba bastante rapido y le preguntaba al profesor “; Qué hago ahora?”, me daba mas de lo
mismo. Eso no es lo que necesitaba, necesitaba algo de un grado de dificultad mas alto.
Necesitaba que me desafiase con algo mas interesante.

38 Oportunidades para discutir matematicas, como hemos hecho en el chat, y eso lo podemos
hacer. Uno de mis estudiantes, que ahora es un profesor en una escuela, tiene en su clase, en
vez de un péster donde se muestren los resultados del trabajo de sus estudiantes, pide que sus
estudiantes escriban sus conjeturas. Es un “conjecturing board”. Los estudiantes van a ver lo
gue otros estudiantes han conjeturado, y a veces otros estudiantes dicen “Tengo un ejemplo
que comprueba que esto no es verdad” o “Puedo comprobar que esto es verdad”. Ofrece una
oportunidad para discutir. Las mateméaticas son una materia viva, donde podemos discutir y no
tenemos solamente que trabajar con estos problemas que han sido demostrados en los libros.

o3 Profesores que modelan el comportamiento matematico, porgue somos curiosos y estamos
interesados.

o3 Y también profesores que celebran los comportamientos matematicos que desean promover,
no solo la respuesta correcta sino también estudiantes que son curiosos y que, cuando tienen
un desafio que es dificil, no se rinden facilmente. Queremos que los profesores se den cuenta
de que hay estudiantes ahi que se comportan de esta manera muy matematica. Si son
curiosos, si razonan, si usan algebra de maneras que no se ha pedido, por ejemplo.

Si quieren saber méas de este modelo que hemos usado, se trata del modelo de la soga de Jeremy
Kilpatrick (Figura 2), y lo hemos cambiado a este modelo para estudiantes (Figura 3). En la pagina
https://nrich.maths.org/14718 hay un articulo donde explicamos coOmo se puede usar esto con
estudiantes. Quizas si los estudiantes han estudiado un tema, al final de trabajar en algo durante
una o dos semanas, el profesor o los estudiantes pueden escribir o colorear: “Ah, entiendo esto
muy bien, voy a colorear 5 cuadrados”, y “Los algoritmos de esto los entiendo también muy bien,
pero no estoy seguro de si puedo resolver problemas, voy a colorear solo 2 o 3”, y también “Mi
razonamiento de esto tiene que mejorar, pero todavia tengo una actitud positiva, asi que voy a
colorear bastante”. En la pagina https://nrich.maths.org/jornadas2020 hay también recursos en
inglés que tienen enlaces a muchos problemas que estan en el plan de estudios de primaria y de
secundaria (Figura 5).

Nuestros problemas favoritos los hemos puesto en “Plan de estudios” y también tenemos ideas
para enriquecer el plan de estudios para profesores. Si quieren saber un poco mas de qué hemos
leido, y que informa lo que hacemos, tenemos las paginas “Qué pensamos” y “Por qué lo
pensamos”. Y también tenemos paginas para estudiantes de primaria y secundaria que quieren
pensar matematicamente (“Pensando matematicamente”). Asi que, si yo fuese un profesor de
estos estudiantes, estas son las paginas a las que iriamos.
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Figura 5. Pagina de recursos en la web de NRICH.

Quiero terminar diciéndoles que he estado trabajando con profesores en Noruega los Ultimos dos
o tres afios y en Noruega han traducido nuestros problemas favoritos y estdn usandolos en
escuelas en Noruega. Este es el enlace que han producido https://www.mattelist.no/. Estoy un
poco celoso porque a veces el “Mattelist” parece mas lindo que NRICH, mas limpio y tiene
imagenes muy lindas. Nosotros hemos escogido nuestros problemas favoritos y los han traducido
al noruego. Entonces una invitaciébn aqui, a todos los que estan participando hoy y mafana.
Quizas algun dia podriamos trabajar juntos y tener una version de NRICH, o de nuestros
problemas favoritos, en espafiol. Asi que, si alguien tiene tiempo y sabe cémo podemos financiar
esto, me encantaria poder ofrecer problemas de NRICH no solamente a los profesores y
estudiantes que hablen inglés, sino también a los profesores y estudiantes de Espafia y
Latinoamérica.

He disfrutado trabajar con ustedes en esta conferencia. Hay alguien, que se llama Maria, que esta
participando y que me ayudd con mi espafiol, asi que voy a usar esta oportunidad para agradecer
a Maria. Fuimos caminando el martes y le dije lo que queria decir en inglés, y ella me ayudé a
traducir mucho. Espero que hayan podido entender lo que decia, y les quiero desear un
buenisimo resto del dia hoy y mafana, que disfruten de todas las jornadas.

“Over to you”, como se dice en inglés.
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Resumen

Presentamos un estudio comparativo de las estrategias empleadas por estudiantes medios y
superdotados de los ultimos cursos de Educacion Primaria al resolver problemas de patrones
geométricos. El analisis nos ha permitido descubrir las diferencias existentes entre ambos grupos
e identificar algunas caracteristicas diferenciadoras de la alta capacidad matematica, como la
rapidez de aprendizaje y la habilidad para invertir procesos mentales.

Palabras clave: pre-algebra, patrones geomeétricos, alta capacidad matematica, educacion
primaria

Abstract

We present a comparative study about strategies used by average and gifted students from lasts
grades of Primary School while solving geometric pattern problems. Our analysis has shown
existing differences between both groups of students and has led us to identify discriminating
characteristics of mathematically gifted students, such as quickness of learning and ability to
reverse mental processes.

Keywords: pre-algebra, geometric pattern problems, mathematical giftedness, primary school

INTRODUCCION

Una de las principales novedades en el curriculo de los ultimos cursos de educacion primaria o los
primeros de educacion secundaria, dependiendo de los paises, es la aparicion del lenguaje
algebraico, necesario para poder avanzar en el aprendizaje de las diferentes areas matematicas.
En cualquier caso, tradicionalmente, el uso del lenguaje algebraico aparece de manera brusca y
muchos estudiantes tienen dificultades para comprenderlo y utilizarlo correctamente, a causa de
los obstaculos epistemoldgicos presentes en ese primer contacto con el lenguaje simbdlico. Es
por ello que, desde hace bastante tiempo, la investigacion en educacion matematica se ha
ocupado de analizar el periodo de transicidon del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico, periodo que suele denominarse pre-algebra. Entre los aspectos clave de esta
transicion destacan el cambio de significado de los simbolos usados en las operaciones
aritméticas (=, +, -, etc.) y la necesidad de desarrollar razonamiento abstracto para realizar
actividades como la generalizacion de procesos matematicos y la identificacién de relaciones
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funcionales. Las investigaciones realizadas en este contexto muestran que resolver problemas de
pre-algebra es beneficioso para los estudiantes cuando inician el estudio del algebra.

Un contexto muy usado en la ensefianza de pre-algebra es la resolucién de problemas de
patrones geométricos (ppg). La manera tipica de formular estos problemas consiste en presentar
un contexto realista, que sea significativo para los estudiantes, en el cual se realiza una actividad
relacionada con una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales; generalmente son
progresiones aritméticas, pero también pueden ser progresiones geométricas u otros tipos de
sucesiones (Friel y Markworth, 2009). El enunciado del problema muestra representaciones
graficas de los primeros términos de una sucesion y plantea diversos tipos de preguntas relativas
a los términos de la sucesion; las mas habituales en la literatura son (Arbona, 2016): preguntas
directas, en las que se pide calcular el valor del término que esta en una posicidon concreta
indicada (la posicion puede ser inmediata, proxima o lejana); preguntas de generalizacion, en las
que se pide expresar una forma de calcular el valor de cualquier término, es decir una
aproximacién a la expresion algebraica del término general; preguntas inversas, en las que se
pide calcular la posicion del término que tiene un valor concreto indicado. En nuestra
investigacion, ademas de estos problemas, hemos preparado otros ppg dirigidos a estudiantes
mas avanzados, que ya han superado la fase inicial, centrada en aprender a generalizar los
patrones, y estan en condiciones de empezar a escribir y manipular expresiones algebraicas.

En educacion matematica, se caracteriza a los estudiantes con alta capacidad matematica (acm)
en base a diversos rasgos de su forma de hacer matematicas, que tienen principalmente que ver
con su capacidad de resolver problemas, superior a la media de los estudiantes de su edad o
curso (Krutetskii, 1976). Por ello, la resolucion de problemas es el mejor contexto para que los
profesores puedan identificar a sus alumnos con acm y es importante tener criterios para
identificar las formas de resolver problemas de diversos tipos y contenidos matematicos
(aritmética, geometria, algebra, etc.) que son propias de los estudiantes con acm. En pre-algebra,
varias investigaciones han mostrado que los nifios de Primaria con acm son capaces de progresar
rapidamente para lograr el nivel de razonamiento abstracto necesario para resolver problemas
algebraicos (Fritzlar, Karpinski-Siebold, 2012; Gutiérrez, Benedicto, Jaime, Arbona, 2018).

El uso de las TICs para la ensefianza a estudiantes con acm resulta igual de beneficioso que con
cualquier otro estudiante. Las TICs pueden facilitar el trabajo individual de los estudiantes, lo cual
es muy util para dar autonomia a los estudiantes con acm y que puedan avanzar a su ritmo y
resolver actividades o problemas en mas cantidad o diversidad que sus companeros. Existen
distintas aplicaciones informaticas creadas para la ensefianza inicial del algebra, en especial para
ayudar a los estudiantes a entender el significado de las ecuaciones y a aprender las
manipulaciones de simplificacion, cambio de término, etc. durante la resolucién. Los tipos de
aplicaciones mas frecuentes son las que modelizan las ecuaciones mediante balanzas (p. €j., las
balanzas algebraicas de la NLVM), mediante regiones rectangulares (p. ej., Algebra Tiles) y
mediante regiones de la pantalla (p. ej., Dragon Box). Sin embargo, son muy escasas las
aplicaciones utilizables en pre-algebra para representar los ppg (por ejemplo, eXpresser), ninguna
de las cuales resultaba util en el contexto de nuestros experimentos. Por ello, decidimos crear una
aplicacion especifica.

En este contexto, estamos realizando una investigacién cuyos objetivos globales son disefar y
experimentar una secuencia de actividades de pre-algebra, orientadas a la resolucion de varios
estilos de ppg basados en progresiones aritméticas, para estudiantes de 4° a 6° cursos de
educacién primaria, asi como analizar la actividad de los estudiantes y su avance en la
comprension de los contenidos algebraicos iniciales. El objetivo especifico de investigaciéon en el
que se centra este articulo es observar cédmo razonan y resuelven los ppg estudiantes con acm,
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con el fin de encontrar en este contexto caracteristicas diferenciadoras entre estudiantes con acm
y estudiantes medios de igual edad o curso.

MARCO TEORICO

Para alcanzar el objetivo de investigacion formulado, el marco tedrico estd formado por dos
componentes, uno centrado en la resolucién de ppg y el otro centrado en las caracteristicas
diferenciadoras de los estudiantes con acm.

El clasico estudio de Kiichemann (1978) muestra que una de las primeras dificultades que deben
superar los estudiantes de algebra es dotar de significado a las letras en las expresiones
algebraicas en general y las ecuaciones y funciones en particular. Las preguntas que planteamos
durante la resolucién de los sucesivos ppg tienen como finalidad guiar a los estudiantes para que
realicen procesos de generalizacién, desde valores numéricos especificos hasta el término
general de la progresion, aprendan a expresar algebraicamente dichas generalizaciones v,
finalmente, descubran la resolucion de ecuaciones como la forma adecuada de encontrar la
respuesta a algunas de esas preguntas.

Tomando como referencia varios estudios previos, hemos formulado un referente teérico para
analizar las respuestas de los estudiantes, integrado por los componentes teéricos propuestos por
estos autores o variantes de ellos y otros componentes definidos por nosotros para diferenciar
determinados tipos de respuestas, que nos estan permitiendo hacer un analisis completo y
detallado de las respuestas de los estudiantes. Por la limitacién de extensién de este texto, aqui
solo mencionamos los componentes tedricos utilizados en el analisis de los datos presentados.

El primer paso de la resolucion de un ppg es interpretar la informacion grafica proporcionada en el
enunciado para calcular los valores de términos especificos de la sucesion y el término general,
en respuesta a las preguntas planteadas. Basandonos en Rivera y Becker (2005), definimos dos
tipos de interpretaciones:

= Las visuales son aquéllas en las que los estudiantes descomponen en partes las figuras
del enunciado, observan el cambio de tamafo de las partes al avanzar en la sucesién y
usan esas relaciones para realizar los calculos.

= Las numéricas son aquéllas en las que los estudiantes, prestando poca o nula atencién a
la informacién grafica, cuentan la cantidad total de piezas que componen cada figura del
enunciado y usan esas cantidades para realizar los calculos.

Los estudiantes utilizan diversas estrategias para calcular los valores de términos especificos
pedidos, las cuales se diferencian por las formas de relacionar la informacién disponible con el
término cuyo valor se pide. A partir de Garcia-Reche, Callejo y Fernandez (2015), definimos varios
tipos y sub-tipos de estrategias de calculo de valores de términos, entre los cuales estan:

= Funcional: consiste en establecer una relacion entre la posicion de cualquier término y su
valor, de manera que, solo conociendo la posicién del término, es posible calcular su valor.

= Un sub-tipo de estrategia funcional es la descomposicién, que consiste en dividir la
representacién grafica de un término en partes, con el fin de encontrar una relacién entre
la posicion del término y la cantidad de piezas que tiene cada parte.

= Ensayo-error: consiste en probar diferentes valores numéricos para el término demandado
hasta encontrar el valor correspondiente a la posicion indicada.

El objetivo de pedir a los estudiantes que calculen valores de términos particulares es
proporcionarles una base experimental para que puedan identificar regularidades y generalizarlas
en forma de descripcion de un procedimiento de calculo del valor de cualquier término. Cuando
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esta descripcion esta bien formulada, coincide con una expresion del valor del término general de
la progresién basada unicamente en la posicion del término. Nos basamos en Radford (2006) para
definir diversos tipos de generalizacion, entre ellos los siguientes:

= Algebraica factual: cuando se expresa aludiendo a términos especificos y mediante
operaciones con numeros concretos, pero permite calcular el valor de cualquier término.

= Algebraica contextual: cuando consiste en una relacion general abstracta, valida para
calcular el valor de cualquier término, expresada en forma verbal y contextualizada.

= Algebraica simbdlica: cuando consiste en una relacién general abstracta, valida para
calcular el valor de cualquier término, expresada en forma algebraica.

Para inducir a los estudiantes a dar el paso de producir expresiones verbales a expresiones
algebraicas, a plantear y resolver ecuaciones basadas en esas expresiones, nuestros ppg
incluyen preguntas de relacién inversa. Los estudiantes utilizan diversos tipos de estrategias para
resolver estas preguntas (Arbona, 2016), algunos de los cuales son:

= Inversion, que consiste en realizar los calculos aritméticos inversos a los hechos en las
preguntas directas (en cuanto a los tipos de operaciones y al orden de realizacion).

= Ensayo-error, que consiste en probar diferentes valores numéricos para el valor
demandado hasta encontrar el término correspondiente a la cantidad indicada.

En las literaturas didactica y psicologica, existe una diversidad de términos, y una variedad de
significados de estos, para referirse a las personas que destacan por encima de la media. En el
contexto de nuestro estudio, los términos mas usados son talento, superdotacion y alta capacidad.
Hay bastante consenso en considerar que una persona es superdotada cuando destaca por
encima de la media en una amplia variedad de actividades intelectuales (Torrego, 2011). En este
texto, tomando como referente la teoria de las inteligencias multiples de Gardner, consideramos
que una persona tiene alta capacidad matematica cuando destaca por encima de la media en el
desarrollo de razonamiento matematico y en la realizacion de actividades tipicamente
matematicas como definir, demostrar o resolver problemas (independientemente de que pueda o
no destacar también en otras areas). En la literatura didactica, suele usarse el término “talento
matematico” como equivalente a acm.

La literatura de investigacion en educacion matematica ha prestado atencion a la necesidad de
definir caracteristicas discriminadoras de las formas de resolver problemas de los estudiantes con
acm respecto de los estudiantes ordinarios. Freiman, Greenes y Krutetskii, entre otros, han
identificado diversas caracteristicas que presentan los estudiantes de altas capacidades
matematicas, agrupadas en Jaime y Gutiérrez (2014). Las mas relevantes en el contexto de
nuestra investigacion son la identificacion de patrones y relaciones entre diferentes
elementos, la generalizacion y la inversion de procesos de razonamiento matematico. Por otra
parte, la mejor forma de identificar la acm es mediante la realizacién de actividades que
requieran usar razonamiento matematico, siendo la resolucion de problemas matematicos la
mas genuina.

METODOLOGIA

Para dar respuesta al objetivo de esta investigacion, empleamos una metodologia cualitativa
enfocada a analizar las resoluciones de un ppg que forma parte de una amplia intervencién
educativa con estudiantes de 4°, 5° y 6° de Educacién Primaria. Para dicha intervencion hemos
realizado diversas experimentaciones utilizando la metodologia de investigacion de disefio (Cobb,
Jackson, y Dunlap, 2015).
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En el presente trabajo nos centramos, por una parte, en las respuestas de un grupo de 8
estudiantes superdotados de 5° (1) y 6° (7) de Primaria que asistian a un taller extraescolar de
matematicas y, por otra, en las respuestas de 16 estudiantes de un grupo de clase ordinario de 6°
de Primaria. Los 8 estudiantes superdotados no habian recibido instruccion previa en resolucién
de ppg ni en algebra. En cambio, los estudiantes del grupo ordinario formaban parte de un estudio
longitudinal de resolucion de ppg de tres anos, que empezd cuando este grupo estaba en 4° de
Primaria, para el cual habiamos disefiado una secuencia de actividades con una duracién de 3
sesiones por ano. En cada sesion de la unidad de ensefanza, de 45 minutos, los estudiantes
resolvian de forma individual varios problemas y después la profesora (la primera autora)
proporcionaba algunas directrices y resolvia los problemas en la pizarra, animando a los
estudiantes a compartir sus repuestas. En el conjunto de las sesiones de los tres anos, habian
aprendido a realizar generalizaciones expresandolas 1) verbalmente, 2) algebraicamente, primero
combinando los numeros y operaciones con palabras y después combinandolos con letras y 3)
algebraicamente siendo, ademas, capaces de simplificar las expresiones iniciales.

Los datos que presentamos corresponden a un problema que resolvieron durante la tercera
sesién del tercer afo del estudio longitudinal. El objetivo de dicha sesion era iniciarles en el
planteamiento y la resolucidon de ecuaciones. Dicho problema (Figura 1) esta basado en una
progresion aritmética cuyo término general es a, = 3n + 2 y presenta una variacion respecto a la
estructura usual de los ppg, pues esta dirigido a estudiantes que han superado la fase inicial de
aprender a generalizar patrones y que se encuentran en la fase de afianzar la escritura de
expresiones algebraicas y aprender a manipularlas. Por ello, el problema incluye preguntas
pidiendo explicitamente escribir (b), simplificar (c) y utilizar (d) una expresion algebraica para
calcular el valor del término general de la sucesion.

Nuestro primo Nacho quiere organizar una comida familiar. El problema es que somos muchos
primos y no sabe si acudiran todos. Ademas, hay primos de todas las edades y, por tanto, algunos
acudiran con su pareja e hijos. Quiere distribuir las mesas del siguiente modo:

O Ckl™O Ol

1 mesa 2 mesas 3 mesas

a) ¢Cuantos invitados cabran en 53 mesas? ;Cémo lo sabes?

b) Escribe la formula que utilizarias para calcular los invitados que cabran dependiendo del
numero de mesas.

c) ¢Crees que podriamos escribir la féormula del apartado b) de un modo mas simple? Escribela.

d) Utiliza la formula que has escrito en el apartado c) para averiguar cuantos invitados cabran en
12 mesas.

e) Sihay 83 invitados, ¢ cuantas mesas necesitara? ; Como lo sabes?

Figura 1. Enunciado del ppg planteado.

El ppg empieza con una pregunta directa en la que se pide calcular el valor de un término lejano,
sin preguntar primero por términos inmediatos o proximos. A continuacion, omitiendo la fase
previa usual de pedir verbalizar una generalizacion, el problema pide explicitamente una férmula
para calcular el valor de cualquier término. En los siguientes apartados, pide simplificar la férmula
y utilizarla para averiguar el valor de un término de una posicién préxima. El problema termina con
una pregunta inversa (e).

Todos los estudiantes de esta muestra resolvieron el ppg con GeoPattern, una aplicacién para
tabletas Android disefiada expresamente para la investigacion de la que forma parte este trabajo.

33




Arbona, E., Gutiérrez, A. y Beltran-Meneu, M.J.

GeoPattern (Figura 2) permite la presentacion, resolucién de problemas de patrones geométricos
y su autocorreccion, pues la aplicacion informa a los estudiantes de si su respuesta es correcta o
errénea. Ademas, guarda la traza digital que el estudiante deja durante su actuacion y permite
obtener informacion sobre las diferentes estrategias seguidas por los estudiantes, las operaciones
que han realizado con la calculadora integrada en la aplicacién, el nimero de intentos realizados o
las preguntas contestadas correctamente. En Arbona y otros (2018) se puede ver una descripcion
mas detallada de GeoPattern y su uso.

1 mesa 2 mesas 3 mesas
a) ¢Cuantos invitados cabran en 53 mesas? ;Cémo lo sabes?
Resultado: 161 Comprobar ‘r‘m
He las mesas por tres y luego sumo dos de h
LI o
(2 ] [ ]
EN N B .
=3

Figura 2. Pantalla de GeoPattern.

Los datos recogidos durante las experimentaciones fueron las respuestas de los estudiantes a los
distintos apartados del ppg —registrados por la aplicacion y exportados en forma de datos Excel-y
las grabaciones de audio y video (captura de pantalla) generadas por las tabletas.

ANALISIS DE DATOS

La Tabla 1 muestra la clasificacion de las respuestas al ppg de la Figura 1 proporcionadas por los
8 estudiantes superdotados y los 16 estudiantes del estudio longitudinal. La cantidad total de
respuestas obtenidas varia en cada apartado, pues hubo estudiantes que dejaron apartados sin
responder, por falta de tiempo o por el incremento de la dificultad.

Para el analisis de las respuestas, nos hemos basado en sus tipos de: estrategias de
interpretacion grafica: numérica (N), visual (V); estrategias de calculo de valores de términos
(preguntas directas a-d): funcional (F), su subtipo descomposicion (FD), ensayo-error (E-E);
generalizacion realizada: factual (GF), contextual (GC), simbdlica (GS); y estrategias de calculo de
posiciones de términos (pregunta inversa €): inversion (l), ensayo-error (E-E). Ademas, indicamos
si las respuestas son correctas (Ct), si las estrategias son erréoneas (EE) y si cometen errores
algebraicos (EAg). Hemos contabilizado también las respuestas no categorizables (NC).

Tras analizar los datos, podemos observar que, en las cuestiones de relacién directa (a-d), ambos
grupos de estudiantes utilizaron los mismos tipos de estrategias, pero existe una mayor diversidad
en el grupo ordinario. Por ejemplo, en los apartados b, ¢ y d, todos los estudiantes superdotados
emplearon la generalizacion mas apropiada para el tipo de cuestién (simbdlica en b y ¢ y factual
en d), sin embargo, los estudiantes ordinarios presentaron distintos niveles de generalizacién
mostrando incluso, en algunos casos, generalizaciones inferiores a la esperada. Asi pues, los
estudiantes con acm, en general, eligieron estrategias mas eficientes para dar respuestas
correctas a las preguntas planteadas.
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Tabla 1. Clasificacion de las respuestas proporcionadas por los participantes en el estudio.

Preguntas a) b) c) d) e)

Sup Long Sup Long Sup Long Sup Long Sup Long
16 5 15 5 13 5 13 5 14
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Centrandonos en la cuestion de relacion inversa (e), podemos observar también como existe una
mayor diversidad en el grupo de estudiantes ordinarios, siendo sus estrategias menos eficientes
que aquellas utilizadas por los superdotados. Tan solo 7 estudiantes de 14 consiguieron resolver
correctamente esta cuestion frente a la totalidad (5 de 5) de estudiantes superdotados.

Otra caracteristica diferenciadora de los estudiantes superdotados en la resolucion de ppg es el
numero de intentos a la hora de resolver los apartados con cuestiones numeéricas, pues
GeoPattern permite la autocorreccion del resultado numérico obtenido en las preguntas a, d y e
del problema. Los estudiantes ordinarios realizaron entre 1 y 9 intentos (media de 2’9 intentos)
durante la resolucion del apartado a y entre 1 y 11 intentos (media de 2’4 intentos) en el apartado
e. En cambio, los estudiantes superdotados realizaron entre 1 y 6 intentos (media de 2’5 intentos)
durante la resolucién del apartado a y entre 1 y 2 intentos (media de 1’2 intentos) en el apartado e.
No hemos tenido en cuenta el numero de intentos del apartado d debido a que se pedia a los
estudiantes que aplicaran la férmula que habian desarrollado previamente.

CONCLUSIONES

En este texto hemos presentado un estudio comparativo de las estrategias empleadas por
estudiantes superdotados y estudiantes ordinarios en el ultimo curso de Educacién Primaria, con
el fin de encontrar caracteristicas diferenciadoras entre ambos tipos de estudiantes en el contexto
de los problemas de patrones geométricos que puedan usarse para identificar a estudiantes con
acm.

El analisis de las respuestas muestra que los estudiantes con acm proporcionan respuestas mas
eficaces y eficientes que los estudiantes ordinarios, y necesitan menos intentos para llegar a la
respuesta correcta. Esto hecho ocurre pese a la diferencia existente en la formacién recibida,
pues los estudiantes ordinarios realizaron 3 sesiones de ppg en cada uno de los tres ultimos
cursos escolares mientras que los estudiantes superdotados tuvieron una unica sesion.
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El analisis que hemos realizado muestra que los estudiantes superdotados han puesto en practica
algunas de las habilidades caracteristicas de la acm senaladas por la literatura, concretamente las
de generalizar, desarrollar estrategias eficientes y, sobre todo, invertir los procesos mentales y
rapidez de aprendizaje.
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Resumen

Presentamos una propuesta atencion a estudiantes de alta capacidad matematica en un entorno
extracurricular basada en la resolucion de tareas matematicas, las cuales presentan alguna o las
dos caracteristicas siguientes: se plantean casos cada vez mas complejos y admiten distintos
enfoques para su resolucién. En relaciéon con este ultimo aspecto, incluimos, cuando es posible,
Opticas originales y diferenciadas de lo que los estudiantes han experimentado en sus clases,
proporcionando de esa manera conocimiento, estrategias y enfoques que enriquecen los
problemas y la formacion de los estudiantes. En este trabajo mostramos dos tareas (0 secuencias
de tareas), uno para primaria y otro para secundaria, que cumplen los requisitos sefialados
anteriormente.

Palabras clave: alta capacidad matematica, problemas ricos, educacion primaria, educacion
secundaria

Abstract

We present a proposal for mathematically gifted students in an extracurricular environment based
in problem solving, which presents both or one of the next properties: the problems increase in
difficulty and can be answered in more than one way. Regarding the last characteristic, we
present, when possible, original ways, different from those proposed in a regular class. In this
paper we show two different activities, one for primary and middle school and the other for high
school, that have the properties exposed above.

Keywords: mathematical giftedness, rich problems, primary school, middle school, high school

INTRODUCCION Y JUSTIFICACION DEL TRABAJO

La presente comunicacion se enmarca en la atencion a estudiantes de alta capacidad en un
entorno extracurricular de resolucién de problemas y es fruto de la propia experiencia con
participantes identificados con sobredotacion.

Cuando se habla de estudiantes con talento matematico, se puede caer en el error de
considerarlos como un grupo homogéneo, con potencial de aprendizaje analogo y procesos
semejantes de resolucion de problemas matematicos. Sin embargo, la literatura y la propia
experiencia han confirmado ampliamente que esto no es asi. En relacion con el nivel de dominio
matematico, hay diferencias notables en sujetos de una misma edad o curso. Respecto al
procesamiento y resolucién de los problemas, hay diversos estilos de actuacion.

El Modelo Diferenciado de Dotacion y Talento de Gagné (2015) se muestra util para explicar el

Ariza-Ruiz, D. y Gutiérrez-Jaime, P. (2020). Enriqueciendo actividades para talentos matematicos. En A. Gutiérrez, M. J.
Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A.
Magrenan y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta
Capacidad Matematica (pp. 37-44). Logrofo: Universidad de La Rioja.
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primero de los aspectos anteriores: Existe un potencial, los “dones” (gifts), que se convertira en
talento si se dan las condiciones adecuadas (si lo que Gagné denomina “catalizadores” interviene
positivamente). Los catalizadores son de dos tipos: intrapersonales (entre los que se encuentran
factores fisicos y psicolégicos) y ambientales (entorno, incluidas las personas). La motivacion y la
voluntad, desde el plano interpersonal, y la intervencién educativa adecuada, desde el plano
ambiental, son clave para lograr el desarrollo del talento.

Por lo tanto, incluso suponiendo que el potencial genético de varios sujetos fuera el mismo, su
desempeno en matematicas puede diferir considerablemente. Si tenemos en cuenta que el
potencial inicial de dos estudiantes puede ser diferente, esta claro que sus resultados de éxito, en
cuanto al logro del talento matematico, probablemente seran dispares y la instruccion educativa
juega un papel fundamental (Figura 1).

Nivel Nivel
Dones Talento

(gifts)

Figura 1. Influencia de la ensefianza sobre la posible evolucion del potencial de un sujeto (propia).

Respecto a las distintas formas de procesar la informacion, ya Krutetskii (1976) observé la
existencia de pensadores geométricos, pensadores analiticos y pensadores armoénicos, lo cual no
significa una mayor o menor dotacion para las matematicas, sino una forma distinta de
procesarlas. Los primeros hacen mas hincapié en aspectos visuales y se sirven de figuras y
diagramas en sus razonamientos; los analiticos utilizan mas las relaciones légicas per sé; en los
armonicos se produce una combinacion equilibrada de ambas tendencias.

Lo expuesto anteriormente nos lleva a un panorama que justifica la presencia de estudiantes con
diversos niveles de dominio de matematicas y diferentes estilos de pensamiento en un mismo
taller extraescolar para estudiantes de una edad concreta y que, ademas, pueden procesar la
informacién matematica de manera distinta, incluso siendo todos de alta capacidad matematica
También pone de manifiesto la importancia de una propuesta matematica que posibilite el
incremento del nivel de dominio matematico y que resulte motivadora.

Para la atencién a estudiantes de talento matematico, Diezmann (2005), entre otro tipo de tareas,
propone tareas cuya complejidad se pueda aumentar (problematising tasks). Esto se encuentra en
la linea de los problemas ricos (rich tasks) desarrollados en Nrich (Piggot 2011). Por otra parte,
Ellerton (1986) utiliza el planteamiento de problemas (problem posing) por estudiantes de talento
matematico y la resolucion de dichos problemas, resultando estructuras mas complejas que
cuando esas tareas las realizan estudiantes que no son de talento matematico. Por su parte,
Manuel y Freimann (2017) comprueban que este tipo de tareas, el planteamiento de problemas,
les resulta atractivo a estudiantes de talento matematico.

OBJETIVO DEL TRABAJO

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, realizamos una propuesta de atencién
extraescolar a estudiantes de talento matematico a través de resolucion de problemas.
Pretendemos que los problemas supongan un reto para los participantes en las sesiones y que,
aprendan y perciban que han aprendido. Esta ultima caracteristica no aparece en la literatura
sobre talento matematico, pero, sin embargo, es una constante en los talleres que a lo largo de un
afno hemos realizado con estudiantes de talento matematico.
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Nos marcamos como objetivos:
1. Variar la complejidad del problema mediante:

a. Disefo de ejercicios o problemas que, en si mismos, permitan graduar la dificultad,
haciendo posible la formulacion de variantes de distinta complejidad.

b. Problem posing: planteamiento por los estudiantes de variantes de los ejercicios 0
problemas que han resuelto anteriormente.

2. Posibilitar el uso de diversas estrategias de resolucion.

Ademas, en la medida de lo posible, potenciamos y/o utilizamos recursos visuales (dibujos,
esquemas o diagramas) que permitan el desarrollo del potencial de los pensadores geométricos y
no solo de los analiticos.

Este ultimo objetivo incluye, en algunos problemas, la visién desde una perspectiva diferente a las
que posiblemente se emplearian en el contexto escolar, proporcionando un enriquecimiento que
puede llevar al planteamiento de problemas diferentes y originales.

EJEMPLOS DE PROBLEMAS Y ADECUACION

A continuacién mostramos dos ejemplos para mostrar como disefiamos las tareas para que varien
en complejidad y/o permitan enfoques matematicos variados e interesantes en su resolucion. El
primer ejemplo es para primaria 'y 1° ESO (6-12 afos) y el segundo para Secundaria (12-17anos).

Ejemplo 1. Problema con variaciéon en su complejidad

Se trata de una bateria de sub-problemas en torno al concepto de operador como transformacion
numérica que actia sobre un numero, lo cual permite tener en cuenta diversas variables que
modifican su complejidad. Para niflos pequefos, se puede asociar con la transformacion realizada
por una maquina o robot sobre un numero (la “entrada”), que produce un resultado (la “salida”).
ENTRADA ----> TRANSFORMACION ----> SALIDA

Empleamos como variables a modificar las que mostramos a continuacion, las cuales se pueden
combinar dando lugar a diversos tipos de problemas:

al. Tipo de numeros: Naturales, Enteros, Racionales-expresion decimal, Racionales-
expresion fraccionaria.

a2. Tipo de operacién.
b. Posicion de la Incégnita: Salida, Entrada, Transformacion.

c. Complejidad de la maquina: Una unica transformacién, Dos o tres transformaciones
encadenadas, proporcionando o sin dar informaciéon de alguna de las transformaciones
que intervienen.

d. Resolucion de problemas/Planteamiento de problemas (Problem solving/Problem
posing). Utilizamos también la variante de que sean los estudiantes quienes planteen los
ejercicios.

Por otra parte, tenemos en cuenta la utilizacién de diagramas que representan visualmente las
entradas, transformaciones y resultados, con el fin de que los estudiantes visualizadores que
requieren este tipo de recursos aprendan y puedan utilizarlas en sus resoluciones.

A continuacién mostramos varios ejemplos de diversos tipos de sub-problemas; en cada uno de
ellos indicamos al principio, entre paréntesis, las variables que se utilizan, de las sefaladas
anteriormente, para este problema.
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Se puede contextualizar, por ejemplo, como mostramos en el parrafo siguiente.

El papa de Lucas ha construido una maquina de numeros. Metes un numero y te sale otro. Al
acabar el cole, van amigos de Lucas para descifrar la transformacion que realiza la maquina.
Cada dia la modifica el papa de Lucas.

(Maquina simple. Niumeros naturales. Incégnita la salida) El LUNES Rosa metié un 1 y la
maquina devolvio el 7, Miguel metié un 8 y la maquina devolvié el 14, Laura metié un 0 y la
maquina devolvié el 6. La maquina ... ;qué hacia? SOLUCION: Sumar 6 (Figura 2).

©
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Figura 2. Maquina de transformacién actuando sobre varios numeros (propia).
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(Cambio tipo nimeros. Decimales en este ejemplo) El MARTES los tres niumeros que metieron y
lo que sali6 fueron estos: 7’5 ---->102; 91 --->11'8; 10’3 ---->13. SOLUCION: Sumar 2'7.

(Cambio de operacién. Division en este ejemplo) EIl MIERCOLES sucedid lo siguiente:
8---->2; 10--->25; 34-->85 SOLUCION: Dividir entre 4.

(Incégnita la entrada) EI MARTES, después de que los nifos obtuvieran la transformacion
(recordemos que era +2'7), el papa de Lucas tocd un botén. Entonces la maquina saco el 15’5 y
dijo, con voz metalica: ;Qué numero entr6? SOLUCION: Como la transformacién es +2'7, ahora
hay que utilizar la operacién contraria, -2'7; 15’5 -2'7 = 12’8, que es la solucion (Figura 3).

G271}
0JO,

Por lo tanto,
; ? e 15'5

“ \‘\'@ Entra 15'5-2'7 = 12'8
— _/L‘

Figura 3. Maquina de transformacién. Incognita la entrada (propia).

(Dos Transformaciones encadenadas. Incégnita una transformacién) El JUEVES el papa de
Lucas construyé una maquina de dos partes, de manera que hay dos transformaciones
encadenadas (Figura 4). La segunda es +7 y hay que adivinar la primera. También hay que decir
la transformacion total de la maquina. Al probar sale esto: 10 ---->15; 19 ---->24; 16 ---> 21.

e KN

Figura 4. Maquina de dos transformaciones encadenadas y diagrama (propia).

SOLUCION: Como la segunda es +7, al nimero final hay que restarle 7 para saber lo que sale de
la primera parte de la maquina. Asi, para la primera parte tenemos

10 —>8; 19-->17; 16> 14.

Por lo tanto, la transformacion de la primera parte es -2. La transformacién total es -2+7 = +5.
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(Tres transformaciones encadenadas. Incégnita UNA transformaciéon) El VIERNES la
maquina se hace mas compleja, con tres partes (Figura 5).

A PEA

Figura 5. Maquina de dos transformaciones encadenadas y diagrama (propia).

En la primera se multiplica por 3 y en la ultima se suma 5, pero hay que averiguar cual es la de la
parte central. Estos son numeros que entran en la maquina y los que salen al final:

6 --->16; 20--->58; 10--->28.

SOLUCION: 6 pasa en la primera maquina a 6x3 = 18. Como al final se suma 5, en la segunda
parte de la maquina 18 se transforma en 16-5 = 11. En la segunda parte de la maquina 18 ---->
11. Analogamente se ve que en la segunda parte de la maquina 60 ---->53 y 30 ---->23. Por lo
tanto, la segunda parte resta 7 y la maquina hace (x3), (-7), (+5). En total, x3-2.

(Composicion de dos transformaciones. Incégnita las DOS transformaciones) El SABADO,
en la maquina de dos transformaciones distintas tenemos lo siguiente:

6-->8 20-->36; 10-->16; 17->30; 5-->6.

¢, Cuales pueden ser las transformaciones sabiendo que las operaciones son, por este orden,
producto y resta? SOLUCION: x2 y -4

(Problem posing) EI DOMINGO los nifios se lo pasan programando la maquina para hacer
transformaciones. Propon tu una maquina sencilla, de una sola transformacion y da ejemplos para
que tus companeros o tus amigos averigien la operacion. Propon una maquina de dos
transformaciones. Indica la primera. Da ejemplos para que tus compafieros o tus amigos
averiguen la otra operacién. Inventa alguna maquina con dos o tres transformaciones, plantea una
pregunta y proporciona informacion suficientes para que tus amigos la puedan resolver.

(Transformacién algebraica. Incégnita el resultado) Alejandra diseia MAQUINAS
ALGEBRAICAS. Realizan dos transformaciones encadenadas que puedes ver o averiguar. Esta
€s una maquina, que primero multiplica por 3 y luego resta 1: n ----> 3xn ----> (3xn)-1. Si metes
un numero, debes saber qué sale. Por ejemplo, ¢ Qué saldria al introducir 7, -2, 6’87

SOLUCION: 7 ——-> (3x7)-1=20; -2 > (3x(-2) )-1=-7; 68 -—> (3x6'8) - 1 = 19’4,

(Transformacién algebraica. Incognita transformacién) En esa maquina también puedes elegir
averiguar la transformacion. En este caso primero es una suma y después un producto.

Sitienes que 0 --->20; 1-->24; 2-->28; 10-—>60. SOLUCION: (n+5)x4

Ejemplo 2. Figuras de n-cuadrados y Grafos inconexos
Niveles: Educacion Secundaria y Bachillerato.

El problema 2 cumple los dos objetivos que nos planteamos en los problemas de enriquecimiento
y que comentamos anteriormente. Permite modificacion del nivel de dificultad y, ademas, utilizar
varios enfoques o perspectivas matematicas diferentes, alguna de ellas totalmente original, que
confiere gran riqueza a este problema. Por motivos de espacio no se pueden plantear ni
desarrollar aqui todas las posibilidades de este problema ni de sus posibles extensiones o
enfoques, por lo que destacamos una de ellas, totalmente original, basada en la realizacion de
grafos.

El contenido matematico origen del problema 2 es la relacion area-perimetro en figuras planas.
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Conocidas son las propuestas clasicas de buscar y comprobar las relaciones y no relaciones entre
estas caracteristicas, asi como las figuras con mayor y menor area. En nuestra propuesta
buscamos una 6ptica diferente, cuyo resultado es una clasificacion no convencional sobre figuras
con la misma area, en la que intervienen representaciones en forma de grafos, la consideracién
de equivalencia de grafos, figuras asociadas a un grafo, perimetros posibles de las figuras, y mas
propiedades que se pueden plantear.

El planteamiento inicial del problema es el siguiente: Nos vamos a convertir en detectives
matematicos. Tenemos que identificar figuras planas formadas por una cantidad determinada de
cuadrados (celdas basicas de una cuadricula) y dibujados en un papel cuadriculado. Dos
cuadrados pueden unirse compartiendo un mismo tnico lado completo o por un vértice, figura 6.

NO ES VALIDA NO ES VALIDA

Figura 6. Tipos de figuras validas y no validas de 6, 6, 5 y 5 cuadrados, respectivamente (propia).

Después de ensenar a los alumnos las seis diferentes figuras de 2-cuadrados, podemos plantear
como primera pregunta ¢,cuantas figuras formadas por tres cuadrados hay?

Notar que cualquier figura de 3-cuadrados puede estar contenida en una cuadricula 3x3. Por esa
razon, si queremos listar todas las posibilidades de figuras formadas por 3-cuadrados en dicha
cuadricula, nos sale que existen 84. Pero entre estas figuras, hay muchas que hemos mencionado
anteriormente que no son validas (aquellas que tienen al menos dos trozos que no se tocan, ya
sea por contacto de lado o de vértice). Ademas, al resolver esta pregunta se nos plantea una
cuestién que debemos abordar: las figuras isométricas ¢se consideran iguales o son diferentes?
Si adoptamos el convenio que son diferentes, en total tendremos 20 figuras de 3-cuadrados tal
como se observa en la figura 6. Teniendo esa lista, saber cual es el perimetro de cada figura de 3-
cuadrados sera un mero ejercicio de conteo. Sin embargo, ya en este punto se pueden observar
tres propiedades que se extrapolaran a cualquier figura de n-cuadrados. 1) Figuras de igual area
pueden tener diferentes perimetros. 2) El perimetro siempre es un numero par. Para figuras de 3-
cuadrados, el perimetro es 12, 10 u 8. 3) Existen figuras isoperimétricas que no son iguales
(considera, por ejemplo, las dos primeras de arriba a la izquierda). Por lo tanto, no se puede dar
una clasificacion a partir del valor de su perimetro. No obstante, se pueden apreciar diferentes
clases de figuras de 3-cuadrados segun su perimetro.

TR T R e
| B Foan ] R R

Figura 7. Las 20 formas diferentes de disponer tres cuadrados, segun nuestro criterio (propia).

Después de haber terminado con el estudio de las figuras de 3-cuadrados, podemos analizar el
caso de las de 4-cuadrados. En este caso, existen 1820 posibles formas de colocar cuatro
cuadrados en una cuadricula 4x4. Y aunque se reduzcan las posibilidades a 110 figuras de 4-
cuadrados validas' (segun nuestro requisito de contacto entre piezas), ya en este punto se ve

1 El listado completo se puede consultar en https://www.uv.es/aruizda/jacm2020/4cuadrados.png
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inviable poder obtener una clasificacion de las diferentes formas de las figuras y los diferentes
valores de perimetro que pueden dar. Por esta razén, tenemos la necesidad de buscar otra
estrategia para contestar a la pregunta planteada.

Tal y como se muestra en la figura 8, cada figura de n-cuadrados podemos identificarla a través
de su grafo (no necesariamente conexo) asociado, el cual esta definido por sus nodos, que seran
los centros de los cuadrados y sus arcos vienen dados por la relaciéon “uniremos dos nodos por un
arco si y solo si los cuadrados correspondientes tienen un lado en contacto comun”.

SRR GP 5 SLEAE Fo

Figura 8. Disposicion de cuatro cuadrados y sus correspondientes “esqueletos” (propia).

De esta forma vamos a obtener 110 grafos? (algunos de ellos inconexos, como las figuras quinta,
sexta, octava y novena). Pero, de nuevo, de esos 110 grafos, hay muchos repetidos. Para evitar la
complejidad de la terminologia matematica, al grafo asociado a una figura de n-cuadrados le
llamaremos esqueleto de la figura. Observando los ejemplos de la figura 8, podemos plantearnos
las preguntas ¢qué figuras de 4-cuadrados tienen diferente esqueleto? 4 Se puede clasificar ahora
las figuras de 4-cuadrados? Por ejemplo, en la figura 8, el grafo 1, el 2 y el 4 son iguales. Pero, el
grafo 3 no es igual® a ninguno de los grafos 1, 2 y 4. Por otro lado, cabe enfatizar, que los grafos
5, 8 y 9 son iguales entre ellos, aunque las figuras no tengan la misma forma geométrica.

De esta manera hemos traducido el problema de encontrar todas las clases de figuras de 4-
cuadrados a dar todas las formas distintas de conectar como mucho cuatro puntos en el plano, es
decir, solo tenemos que responder cuantos grafos (conexos o inconexos) de cuatro nodos hay.
Esta pregunta es respondida por la Teoria de Grafos, y nos dice que solo existen 11 grafos de

cuatro nodos (Figura 9).

Figura 9. Los 11 grafos distintos de cuatro nodos (propia).

Al intentar encajar los cuatro cuadrados en cada uno de los grafos dados en la figura 9, notaremos
que cualquier grafo con un ciclo de longitud 3 no puede ser el esqueleto de una figura de 4-
cuadrados. Este hecho nos ayudara a reducir la lista de los grafos de n nodos que sean realmente
el esqueleto de una figura de n-cuadrados. La listas reducidas con los grafos de 3,4, 5,6y 7
nodos sin 3-ciclos pueden ser consultadas en www.uv.es/aruizda/jacm2020/conectarpuntos3.

En www.uv.es/aruizda/jacm2020/conectarpuntos se puede encontrar la lista de los 34 grafos

2 El listado completo se puede consultar en www.uv.es/aruizda/jacm2020/grafos4v110.jpg

3 En Teoria de Grafos, se dice que el grafo 1 y el grafo 2 de nuestra imagen son isomorfos mientras que el grafo 1y el
grafo 3 no son isomorfos, pues el grafo 3 tiene un nodo con tres aristas mientras que el grafo 1 no.

43



Ariza-Ruiz, D. y Gutiérrez-Jaime, P.

distintos que hay con 5 nodos. Con esa lista plantearemos la pregunta de cudles de esos grafos
son realmente el esqueleto de una figura de 5-cuadrados.

Finalmente, para las figuras de 3 o 4-cuadrados, se puede encontrar las figuras que tienen mayor
perimetro y las de menor perimetro. Se propondra al alumno hacerlo con las figuras de 5-
cuadrados. Para ello, hemos reducido la lista*, anteriormente mencionada, quitando algunos
grafos que no son esqueletos de una figura de 5-cuadrados ya que dicho grafo tenia un ciclo de
longitud 3.

Extensiones: Hay diversas posibles extensiones del ejercicio, como la consideraciéon de figuras
de mas area (mas cuadrados), el tipo de figuras (qué uniones se permite entre los cuadrados que
conforman las figuras), qué grafos se consideran equivalentes, utilizacién de otro tipo de tramas,
figura 10. Mencionar que, si la trama es isométrica’hexagonal, las figuras a considerar estan
formadas por triangulos/hexagonos dando lugar a esqueletos formados por grafos con 3-ciclos.

Figura 10. Las dos tramas que se pueden usar como variacién de la plantilla cuadrangular
(propia).

CONCLUSIONES

Los ejemplos que hemos planteado corresponden a problemas matematicos que permiten
aumentar su complejidad para que supongan un reto a los estudiantes que requieran mayor
complejidad en las tareas que se les proponen. Asimismo, hemos mostrado la posibilidad de
abordar algunos problemas desde una éptica diferente a la usual, lo cual incrementa conocimiento
y relaciones matematicas en los estudiantes.

REFERENCIAS

Ariza, D. (2020). www.uv.es/aruizdal/jacm2020

Diezmann, C. M. (2005). Challenging mathematically gifted primary students. Australasian Journal
of Gifted Education, 14(1), 50-57.

Ellerton, N. (1986). Children’s made-up mathematics problems -A new perspective on talented
mathematicians. Educational Studies in Mathematics, 17(3), 261-271.

Gagné, F. (2015) De los genes al talento: la perspectiva DMGT/CMTD. Revista de Educacion,
368(2),12-39.

Krutetskii, V. A. (1976). The psychology of mathematical abilities in schoolchildren. Chicago, IL:
The University of Chicago Press.

Manuel, D. y Freiman, V. (2017). Differentiating instruction using a virtual environment: a study of
mathematical problem posing among gifted and talented learners. The Challenge of Providing
Gifted Education, 4(1), 78-97.

Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte (2013). Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, de
mejora de la calidad de la educacion (LOMCE). Boletin Oficial del Estado, 295, 97858-97921.

Piggot, J. (2011). Rich tasks and contexts. https://nrich.maths.org/5662.

4 Se puede consultar en www.uv.es/aruizda/jacm2020/conectarpuntos3

44



CARACTERISTICAS DE TALENTO MATEMATICO EN LAS
RESPUESTAS DE UN NINO DE 9 ANOS A UNA CUESTION DE
GEOMETRIA

Characteristics of mathematical talent in the answer of a 9-year-old boy
to a question of geometry

Bernabeu, M., Buforn, A.

Universidad de Alicante (Espafia)

Resumen

El foco de esta investigacion es identificar caracteristicas de las altas capacidades en
matematicas en un estudiante de 3° de Educacion Primaria (9 afios) al establecer relaciones entre
poligonos cuando resuelve tareas geomeétricas. El estudiante participd en un experimento de
ensefianza disefiado para fomentar la comprension del concepto de poligono y las relaciones
entre poligonos. El instrumento de recogida de datos fueron tareas sobre identificar el atributo
comun de un conjunto de poligonos. El analisis consistié en identificar caracteristicas de las altas
capacidades matematicas descritas por Greenes (1981) en las respuestas del estudiante. Los
resultados ejemplifican tres de estas caracteristicas: originalidad de la interpretacién, capacidad
de transferir ideas y capacidad de generalizar, mostrando la necesidad de usar este tipo de tareas
para fomentar el desarrollo del razonamiento geométrico de los estudiantes con altas
capacidades.

Palabras clave: alta capacidad matematica, educacion primaria, geometria, talento matematico

Abstract

The focus of this research is to identify characteristics of high mathematical abilities in a 3rd grade
student (9 years old) by establishing relationships between polygons when solving geometrical
tasks. The student participated in a teaching experiment designed to promote understanding of the
concept of polygon and relationships between polygons. The data collection instrument was tasks
about identifying the common attribute of a set of polygons. The analysis consisted of identifying
characteristics of the high mathematical abilities described by Greenes (1981) in the student's
answers. The results exemplify three of these characteristics: originality of interpretation, ability to
transfer ideas, and ability to generalize, showing the need to use these types of tasks to encourage
the development of geometric reasoning by students with high abilities.

Keywords: high mathematical abilities, primary school, geometry, mathematical talent

INTRODUCCION

Los estudios sobre alta capacidad han manifestado de manera reiterada la necesidad de atender
de forma especializada las necesidades educativas especiales de los estudiantes que presentan
estas caracteristicas (Diezman y Watters, 2002; Escriva, Beltran-Meneu, Gutiérrez y Jaime, 2016;
Krutestskii, 1976; Ramirez, Flores y Castro, 2010). Ademas, esta necesidad también se ve

Bernabeu, M. y Buforn, A. (2020). Caracteristicas de talento matematico en las respuestas de un nifio de 9 afios a una
cuestion de geometria. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C.
Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 45-52). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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reflejada en la LOMCE, en la que se especifica que se aseguraran “los recursos necesarios para
que los alumnos y alumnas que requieran una atencién educativa diferente a la ordinar, [...] por
sus altas capacidades intelectuales, [...], puedan alcanzar el maximo desarrollo posible de sus
capacidades personales”.

Actualmente, se considera que la alta capacidad no es un rasgo inmutable y constante en todas
las areas. Segun Gardner (1993) y su modelo de las inteligencias mdultiples, es posible que haya
estudiantes que desarrollen alguna de estas inteligencias, pero no todas. Asi, centrandonos en las
altas capacidades en matematicas, podriamos encontrar estudiantes bien dotados para las
matematicas y que no lo estén tanto en otras areas, o viceversa. Hay diversos términos para
designar a los estudiantes que destacan por encima de la media vy, si bien no es universal, en la
actualidad se suele utilizar alumno con talento si destaca en un area determinada (talento en
musica, matematicas,...) y superdotado si destaca en todos los ambitos mostrando un coeficiente
intelectual superior a la media (Aretxaga, 2013).

Tradicionalmente, para identificar a los estudiantes con alta capacidad matematica, se han
utilizado test psicologicos de inteligencia. Sin embargo, cuando se trata de alta capacidad
matematica, son varios los estudios que han mostrado que cuestionarios basados en resolucion
de problemas matematicos son mas eficaces que los test psicoldgicos (Butto, Andrade y Lanz,
2016; Castro, Benavides y Segovia, 2006; Diaz, Sanchez, Pomar y Fernandez, 2008; Niederer,
Irwin, Irwin y Reilly, 2003). Asi, Diaz y sus colaboradores (2008) utilizaron pruebas psicoldgicas y
resolucion de problemas matematicos, comprobando que algunos estudiantes con talento
matematico no habian sido identificados como tales en los test psicolégicos estandarizados. Por
otro lado, Castro y colaboradores (2006) mostraron que el cuestionario de resolucion de
problemas de estructura multiplicativa (PME) que habian disefiado, produjo mas diferencias entre
el grupo de talento matematico y el grupo estandar que los resultados del test de Raven, y por
tanto este instrumento tiene mayor poder de discriminacion de nifios con talento matematico. Este
mismo instrumento fue usado por Butto y colaboradores (2016), revelando la potencialidad del
mismo al comprobar la variedad de estrategias que usaron los estudiantes al resolver los
problemas.

Sin embargo, para identificar correctamente el talento matematico hay que incluir problemas
pertenecientes a diferentes dominios matematicos. Asi, el test PME (Castro et al., 2006), se ha
mostrado util para la identificacion del talento matematico en varios trabajos, pero no resulté
adecuado en el estudio de Escriva y colaboradores (2016), centrado en tareas matematicas de
visualizacion. En este estudio se utilizaron tareas especificas de visualizacién, un test psicoldgico
estandarizado y una variacién del test PME de Castro y colaboradores (2006).

Respecto a las caracteristicas para identificar o verificar si un sujeto posee o no ciertas
habilidades matematicas, diferentes autores han elaborado listados de descripciones de talento
matematico (Diaz et al., 2008; Greenes, 1981; Jaime y Gutiérrez, 2014; Leikin, 2018). En este
estudio nos centraremos en los atributos que caracterizan a un estudiante con talento matematico
desarrollados por Greenes (1981), las cuales se han empleado en estudios anteriores (Pasarin,
Feijoo, Diaz y Rodriguez, 2004; Diaz et al., 2008). Estos son: formacion espontanea de
problemas, flexibilidad en el manejo de datos, capacidad de organizacion de datos, agilidad
mental de fluidez de ideas, originalidad de interpretacién, capacidad para transferir ideas, y
capacidad de generalizar.

El objetivo de este estudio es identificar rasgos caracteristicos de las altas capacidades en
matematicas en un estudiante de 3° de Educacién Primaria (9 afos) al establecer relaciones entre
poligonos cuando resuelve tareas geométricas.
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METODO

Participantes y contexto

En el estudio completo participaron 59 estudiantes de dos clases de tercero de educacioén primaria
(8-9 anos) de un colegio publico de la provincia de Alicante (Espafia). Se realizé un experimento
de ensefanza basado en el desarrollo de la comprension del concepto de poligono (figura plana
cerrada con lados rectos y no cruzados) y las relaciones entre poligonos (poligonos céncavos-
convexos; segun el numero de lados; simétricos; clases de triangulos y de cuadrilateros). De entre
estos 59 estudiantes se seleccionaron 9 a partir de las respuestas a un cuestionario previo a la
instruccién: 3 con rendimiento bajo; 3 con rendimiento medio; y 3 con rendimiento alto. Nuestro
sujeto como referencia en esta investigacion es uno de los 9 estudiantes entrevistados (G2E18 =
estudiante 18 del grupo 2), el cual estaba diagnosticado con Altas Capacidades (AC). No
obstante, también haremos referencia a alguno de los otros 8 estudiantes entrevistados para
comparar las respuestas proporcionadas del estudiante con AC y el resto durante el experimento
de ensefanza.

Instrumento: Experimento de Ensefianza

El experimento de ensenanza estaba formado por una secuencia de ensefianza de 10 sesiones,
un cuestionario antes y después de la secuencia de ensefianza y tres entrevistas (antes, durante y
después de la secuencia de ensefianza) (Figura 1).

Cuestionario inicial Instruccion Cuestionario final
Entrevista Entrevista Entrevista

Figura 1. Secuenciacion del experimento de ensefianza.

El experimento de ensefianza, centrado en el concepto de poligono y en las relaciones entre
poligonos, se basaba en realizar tareas relativas a tres focos:

= Reconocer atributos relevantes de la definicion de poligono.
= Reconocer y dibujar poligonos con determinados atributos.
= |dentificar el atributo comun en un conjunto de poligonos.

Estos tres focos indican la progresion que consideramos que se deberia seguir para la
constitucion del concepto de poligono y las clases de poligonos. En este estudio nos vamos a
basar en las tareas relativas a identificar el atributo comun en un conjunto de poligonos que son
las que implican un razonamiento mas sofisticado y donde vamos a poder identificar
caracteristicas sobre las Altas Capacidades. En estas tareas empleamos la metafora de la
Maquina de Dibujar (Battista, 2012) donde la Maquina puede hacer poligonos con determinados
atributos (ejemplos de una clase) y no puede hacer poligonos que no cumplan esos atributos (no-
ejemplos de una clase). Los estudiantes deben reconocer qué atributos presenta un poligono de
un conjunto, relacionar estos con el resto de los atributos de las figuras del mismo conjunto para
identificar el atributo comun que los diferencia de los poligonos del otro conjunto. La Figura 2
muestra un conjunto de poligonos con al menos dos ejes de simetria (la maquina puede hacer) y
otro con poligonos con uno o ningun eje de simetria (la maquina no puede hacer), por lo que los
estudiantes deben ir mas alla de la simetria y fijarse que en el conjunto de poligonos que no
puede hacer hay dos poligonos con un eje de simetria (10 y 14).
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TAREA 4

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos
los poligonos que puede hacer tienen algo en comun.

D AvEs
&N ARG

a) Dibuja otro poligono diferente que la Maquina de Dibujar si pueda hacer y
di por qué, y otro poligono diferente que no pueda hacer y di por qué.

PUEDE HACER NO PUEDE HACER
Dibuja: Dibuja:

Explica: Explica:

Figura 2. Tarea de la Entrevista Intermedia: Identificar el atributo que define la clase (tener dos
ejes de simetria), representar ejemplos y no ejemplos de la clase.

Para contextualizar como se desarrollé el experimento de ensefanza se va a sintetizar la
descripcion de los componentes de este: cuestionario, sesiones y entrevistas. El cuestionario, el
cual fue el mismo antes y después de la instruccion, contenia tareas para comprobar qué nivel de
comprension mostraban los estudiantes en relacion con los poligonos. Las sesiones del
experimento de ensefianza estaban disefiadas para que los estudiantes construyeran el concepto
de poligono y las clases de poligonos de manera progresiva a través de tareas relativas a los tres
focos citados anteriormente. Las entrevistas, que es donde vamos a poner nuestro foco de
atencion en esta investigacion, se disefiaron para poder seguir la progresion de la comprensién de
los estudiantes conforme iban adquiriendo nuevos conceptos y destrezas para usarlos (reconocer,
representar e identificar). Estas se realizaron antes, a mitad y al finalizar la instruccion con los
mismos 9 estudiantes. Durante todo el experimento de ensefanza introdujimos definiciones
inclusivas de las clases de poligonos para que los estudiantes pudieran realizar un razonamiento
mas alla del simple reconocimiento de los atributos, y que pudieran establecer relaciones
jerarquicas entre las clases de poligonos. Por ejemplo, definimos triangulo isésceles como
triangulo con dos lados iguales por lo que el equilatero es un tipo de triangulo isésceles porque al
menos tiene dos lados iguales.

Anidlisis

El analisis tiene como objetivo identificar que hace que las respuestas del estudiante con AC sean
superiores al resto de las respuestas de sus compafieros en relacion con las caracteristicas de
talento matematico desarrolladas por Greenes (1981). Para ello, vamos a analizar todos los
razonamientos expuestos por el estudiante con AC durante las entrevistas del experimento de

ensefanza y para evidenciar estas caracteristicas las compararemos con respuestas de otros
estudiantes.

RESULTADOS

Durante todo el experimento de ensefanza el estudiante G2E18 mostré razonamientos mas
rapidos y originales que el resto de sus companeros en la resolucién de tareas mostrando varias
de las caracteristicas descritas por Greenes (1981). A continuacion, ejemplificamos tres
evidencias de estas caracteristicas comparando las respuestas de este estudiante con la de sus
compaferos.
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Originalidad de interpretacion

Esta caracteristica se basa en que los estudiantes con AC presentan razonamientos poco
comunes, visualizando las figuras geométricas desde diferentes enfoques. Esto se pudo
evidenciar ante la tarea de identificar el atributo comun de un conjunto de cuadrilateros con lados
congruentes (rombos y cuadrados) en la entrevista final (Figura 3). Mientras que sus comparieros
identificaron el ser cuadrilatero con lados congruentes como el atributo que define el conjunto de
poligonos, el estudiante G1E18 fue mas alla de este razonamiento vy justificé que en un conjunto
las “diagonales marcan ejes de simetria y hacen unas rectas perpendiculares” (puede hacer) y
que, en el otro, “aunque marquen unas rectas perpendiculares no marcan ejes de simetria” (no
puede hacer). Mientras que sus compafieros se fijaron en partes presentes en las figuras, el
estudiante G1E18 visualizd estas figuras desde otra perspectiva como son las diagonales y los
ejes de simetria, interpretando elementos de los poligonos que no son visibles a simple vista.

TAREA 4

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer
tienen algo en comun.

Respuesta de G2E7 en el cuestionario Respuesta de G1E18 en el cuestionario

PUEDE HACER NO PUEDE HACER PUEDE HACER NO PUEDE HACER

N\

- P

e Rombos 1y cvadrers| i QO C‘vod'iblevxr;

Transcripcion entrevista:
G2ET7: Estos son rombos y cuadrados... [puede | G1E18: Porque aqui las diagonales marcan

hacer] y estos son otros cuadrilateros [no ejes de simetria y forman rectas
puede hacer]. [...] Porque para ser un perpendiculares [puede hacer], y aqui
rombo tiene que tener los cuatro lados no [no puede hacer].

iguales.

Figura 3. Respuestas de los estudiantes G2E7 y G1E18 ante la tarea de identificar el atributo que
define la clase (cuadrilatero con cuatro lados congruentes/cuadrilatero con diagonales
perpendiculares coincidentes con sus ejes de simetria).

Capacidad de transferir ideas

Esta capacidad esta vinculada aplicar informacién aprendida en un contexto a un problema en
otro contexto diferente. En la segunda sesién de la secuencia de ensefanza se introdujo el
concepto de diagonales y en la tercera los ejes de simetria donde se preguntd a los estudiantes si
las diagonales podian coincidir con los ejes de simetria. En la ultima sesion, los estudiantes
estuvieron aprendiendo las propiedades de los paralelogramos, donde una de ellas es que los
cuadrados y los rombos tienen diagonales perpendiculares. El estudiante G1E18 traslado los
conceptos de las primeras sesiones (diagonales y ejes de simetria) y los combiné con los de la
ultima (propiedades de los paralelogramos) para justificar, en la entrevista final, que los cuadrados
y los rombos tienen diagonales perpendiculares y que estas coinciden con sus ejes de simetria
(Figura 4). Ademas, supo razonar que la cometa no es un ejemplo de rombo o cuadrado ya que,
aunque tenga diagonales perpendiculares, una de ellas no marca un eje de simetria. Por lo tanto,
el estudiante evidencia que ha combinado y aplicado los conceptos adquiridos durante las
sesiones de ensefianza para resolver un problema diferente a los realizados anteriormente.
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TAREA 4

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los
poligonos que puede hacer tienen algo en comun.

PUEDE HACER NO PUEDE HACER
<__—~
b) La Maquina de dibujar, ;puede hacer este poligono 15? ;Por qué?

e e no

3

Investigadora: Ahora te pregunta si esta figura [3] puede hacerla la maquina.

G1E18: No [...] Porque una recta no marca un eje de simetria.
Investigadora: ;Una recta?
G1E18: O sea esto [marca la diagonal corta con una flechal.

Figura 4. Respuestas de G1E18 ante la tarea de identificar el atributo que define la clase
(cuadrilatero con cuatro lados congruentes/cuadrilatero con diagonales perpendiculares
coincidentes con sus ejes de simetria).

Capacidad de generalizar

Esta capacidad se evidencia cuando los estudiantes son capaces de examinar las figuras
geométricas a fondo, observan las relaciones y pueden generalizar estas relaciones. Una tarea
que implicaba un analisis exhaustivo de las figuras geométricas fue en la tarea de identificar el
atributo comun de un conjunto de poligonos con al menos dos ejes de simetria de la entrevista
intermedia (Figura 5).

TAREA 4

Tenemos una Maquina de Dibujar que puede hacer estos poligonos. Todos los poligonos que puede hacer
tienen algo en comun.

PUEDE HACER | NO PUEDE HACER
T OWN DAY
Respuesta de G2E27 en el cuestionario

PUEDE HACER
-

: wndhnien
ME@" q I3 J 0 1 [4%%a" % 2me
MM Lo m\(&ﬂ‘( {rg VPN ,w\p,%(\};:m. b) La Maquina de dibujar, ¢ puede hacer el poligono

') ) "
e ) g 15? ¢ Por qué?

Respuesta de G1E18 en el cuestionario

NO PUEDE HACER E 4' ._‘\
~/M
Bl Expllca:
Bme bedon Lo figuuay |Porcs we Gone 2 g desner
om.
Conon ol muvon ? ejer de

Q 3“’,7""“‘?“—*‘ Lk/l»( n;t ANy
2 gen Aoyt

Transcripcién entrevista:

G2E27: Que todas estas figuras son simétricas
[puede hacer] y estas no [no puede
hacer].

G1E18: Que todas las figuras tienen al menos
dos ejes de simetria [puede hacer] [...]
Porque no tienen dos ejes de simetria
[no puede hacer].

Investigadora: La méaquina de dibujar, ;puede
hacer ese poligono? [hexagono regular]

G1E18: Si que puede, porque tiene al menos
dos ejes de simetria.

Figura 5. Respuestas de los estudiantes G2E27 y G1E18 ante la tarea de identificar el atributo
que define la clase (poligonos con al menos dos ejes de simetria).
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En esta tarea se presentaba un conjunto de poligonos con al menos dos ejes de simetria (la
maquina puede hacer) y otro conjunto con poligonos con uno o ningun eje de simetria (la maquina
no puede hacer). La mayoria de los estudiantes que resolvieron esta tarea lo realizaron
incorrectamente ya que determinaron que el atributo que definia la clase era ser simétrico o tener
dos lados paralelos. Estos estudiantes no analizaron en profundidad las figuras del conjunto que
la maquina no podia hacer, pues en este conjunto habia figuras simétricas (10 y 14) o con lados
paralelos (14). Sin embargo, G1E18 fue el unico que analizé todas las figuras de los conjuntos y
pudo comparar las semejanzas y diferencias entre los poligonos de los conjuntos para justificar
que en un conjunto todas las figuras tienen dos ejes de simetria (puede hacer) y el en el otro
conjunto no tienen dos ejes de simetria (puede hacer). Ademas, pudo justificar que el hexagono
regular es un ejemplo de la clase identificada ya que tiene al menos dos ejes de simetria.

CONCLUSIONES

El foco de esta investigacion es identificar rasgos caracteristicos de las altas capacidades en
matematicas en un estudiante de 3° de Educacién Primaria (9 afos) al establecer relaciones entre
poligonos cuando resuelve tareas geométricas. El analisis de las respuestas aportadas por el
estudiante con altas capacidades durante las entrevistas del experimento de ensefianza nos ha
permitido identificar tres caracteristicas de los estudiantes con altas capacidades desarrolladas
por Greenes (1981). La primera de ellas es la relativa a la originalidad de interpretacion pues el
estudiante mostraba razonamientos inusuales para un estudiante de su edad fijandose en partes
de las figuras que conllevan un nivel cognitivo superior al demandado en el curriculum de tercero
de primaria (coincidencia de las diagonales con los ejes de simetria). La segunda hace referencia
a la capacidad de transferencia de ideas donde se pudo comprobar como el estudiante, conforme
iba adquiriendo nuevos conceptos relativos al concepto de poligono y a las clases de poligonos,
era capaz de combinar estos para poder resolver las diversas tareas geométricas, volviendo a
mostrar la originalidad de interpretacion. La tercera muestra la capacidad de generalizar donde
pudimos comprobar que el estudiante no realiza un analisis simple de las figuras geométricas,
sino que profundiza en todos los atributos que presenta o se pueden inferir de una figura
geométrica, estableciendo relaciones entre estos para resolver una tarea geomeétrica,
evidenciando a la vez, la originalidad y la capacidad de transferencia de ideas. Pasarin (2004),
establece como criterio para considerar un estudiante con talento matematico si presenta al
menos dos caracteristicas de las propuestas por Greenes. Por tanto, podemos concluir que
nuestro sujeto es un estudiante con talento matematico ya que cumple al menos tres de las siete
caracteristicas de Greenes. Ademas de las caracteristicas aportadas por Greenes, hemos podido
observar otras de las caracteristicas resefiadas por investigadores citados al inicio de este texto,
como la rapidez de sus repuestas. Globalmente se podria pensar que conoce mayor cantidad de
elementos geométricos y relaciones matematicas que sus comparieros, y los sabe utilizar, junto a
una alta capacidad para incorporar los resultados de su experiencia en la red de conocimientos y
contenidos que ya posee, lo cual es la sintesis que hacen Jaime y Gutiérrez (2014) de los
estudiantes de altas capacidades matematicas.

Las tareas que realizamos durante el experimento de ensefianza sobre identificar el atributo
comun de un conjunto de poligonos sirvieron para poder obtener evidencias de un razonamiento
mas abstracto sobre los atributos de los poligonos y asi, poder identificar rasgos caracteristicos de
las altas capacidades (Butto, Andrade y Lanz, 2016; Castro, Benavides y Segovia, 2006; Diaz et
al., 2008). Este tipo de tareas favorecen el desarrollo de los alumnos con altas capacidades ya
que exigen un nivel cognitivo superior al tratado en clase. Por tanto, seria necesario instruir a los
futuros maestros sobre las necesidades que presentan este tipo de alumnado para disenar tareas
que favorezcan el desarrollo del pensamiento geométrico en los estudiantes con altas

51



Bernabeu, M. y Buforn, A.

capacidades. Es decir, no llevar a cabo tareas donde solo se reconozca o represente poligonos
con condiciones, sino que se fomente la relacion entre poligonos.
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EL CONTEXTO DE OLIMPIADAS DE MATEMATICAS COMO
RECURSO FORMATIVO DOCENTE PARA ATENDER
ESTUDIANTES CON ALTAS CAPACIDADES

The context of math olympics as a teaching training resource to attend
gifted students

Carrillo, C., Lopez-Flores, J.1., Mier, R.

Universidad Autbnoma de Zacatecas (México)

Resumen

En México, como en muchos otros paises, la formacioén inicial de docentes suele enfocarse en la
preparacion para la atencion de estudiantes considerados dentro del promedio y, en algunos
casos, hacia aquellos que estan considerados por debajo de la media pero dificiimente en
estudiantes con altas capacidades (EAC). Este panorama dificulta contar con una vision de la
problematica y las necesidades educativas especificas de esta poblacion. Como parte de un
proyecto de desarrollo profesional docente, contemplando el contexto de la Olimpiada de
Matematicas, se realizé una observacion situada en dos escenarios: un curso para entrenadores y
el entrenamiento de olimpicos, con el fin de observar estrategias que permitan la atencion de las
necesidades de EAC. Se reportan aquellas caracteristicas de problemas olimpicos, asi como
aspectos de los entrenamientos que consideramos pueden ser implementados en el aula regular.

Palabras clave: alta capacidad matematica, resolucion de problemas, olimpiada

Abstract

In Mexico, as in many other countries, initial teacher training tends to focus on preparing for the
attention of students considered within the average and, in some cases, towards those who are
considered below average but hardly in students with high skills (EAC). This panorama makes it
difficult to have a vision of the problem and the specific educational needs of this population. As
part of a teacher professional development project, contemplating the context of the Olympiad in
Mathematics, an observation was carried out in two settings: a course for coaches and the training
of Olympians, in order to observe strategies that allow the attention of the EAC needs. Those
characteristics of Olympic problems are reported, as well as aspects of the training that we
consider can be implemented in the regular classroom.

Keywords: giftedness in mathematics, problem solving, olympiad

INTRODUCCION

En la actualidad, bajo el paradigma de la Educacion para todos que permea diversos sistemas
educativos, poco a poco se ha tenido que tomar consciencia de la diversidad de alumnos que
recibimos en nuestras aulas, con diferentes caracteristicas de aprendizaje. Sin embargo, en
México, como en muchos otros paises, los profesores de escuelas regulares no cuentan con la
preparacion necesaria para la atencién de estudiantes con necesidades educativas especiales.

Carrillo, C., Lopez-Flores, J. I. y Mier, R. (2020). El contexto de Olimpiadas de Matematicas como recurso formativo
docente para atender estudiantes con altas capacidades. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R.
Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.),
Actas de las Jornadas Virtuales de Alta Capacidad Matematica (pp. 53-60). Logrofo: Universidad de La Rioja.
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Esto debido, principalmente, a que su formacién inicial suele tener un enfoque hacia una
poblacion estudiantil considerada homogénea, en la que la distincién principal esta dada por la
edad; lo cual dificulta una visibn mas amplia de la educacion inclusiva y de las necesidades
educativas especificas de estudiantes que quedan fuera del promedio.

Siguiendo con el contexto mexicano, si bien en la formacién de docentes, los planes de estudio
incluyen temas relacionados con la inclusion y la atencion a la diversidad, un analisis mas
profundo de su abordaje permite ver que estos términos suelen desarrollarse en torno a aquellos
casos en los que los estudiantes por algun motivo se encuentran por debajo de la media de
aprendizaje, dejando fuera de observacion a los que se encuentran en el extremo opuesto: los que
tienen capacidades sobresalientes (Jiménez, 2016). En este punto el lector quizas podria
preguntarse de manera genuina sobre la necesidad de requerir esta preparacion en un docente.

Pensemos en la asignatura que despierta mayor cantidad de emociones en los estudiantes: las
matematicas. Tener estudiantes con altas capacidades en matematicas (EACM) podria parecer el
suefo de cualquier profesor que ensefie esta asignatura; sin embargo, si hemos tenido al menos
un caso en el aula sabemos que el suefo puede transformarse en pesadilla si no contamos con el
conocimiento especializado para atenderlo. Si bien es cierto que los EACM no presentan
problemas de aprendizaje que se pueden observar en sus companeros, si presentan otro tipo de
necesidades especiales que también merecen atencién (Jaime y Gutiérrez, 2017). En los ultimos
afios ha habido un incremento del reconocimiento por profesionales de la educacion de diversos
paises del apremio de poner en practica estrategias de aula que ayuden a estos estudiantes a
explotar su potencial, asi como evitar que incurran en problemas de conducta, desinterés o incluso
la pérdida de este potencial por falta de una atencién debida, como advierten varias
investigaciones (Valadez y Valencia, 2011; Martinez y Guirado, 2013; Acosta y Alsina, 2017).

En particular, en México ha habido algunos proyectos en los cuales se ha abordado este tema,
algunos desde centros de investigacion, otros desde la iniciativa personal académica de
investigadores o profesores, vinculados generalmente a universidades. Ejemplo de ello podemos
mencionar el Programa “Construccion social de la ciencia entre las nifias y los nifios del Programa
Ninos Talento” (Farfan et al., 2013), desarrollado en la Ciudad de México, cuya coordinacién
académica estuvo bajo la direccion de investigadores especialistas en Matematica Educativa del
Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados (CINVESTAYV). Por otra parte, Carrillo y Jiménez
(2015) reportan los resultados de una observacion situada en centros de atencion de estudiantes
con Talento Matematico, con el fin de rescatar aspectos que permitan ser incorporados en la
practica de los docentes de aula regular. Asimismo, Butto, Andrade y Lanz (2016) realizan un
trabajo experimental, en el que proponen un programa de intervencion pedagdégica para la
atencion de nifios con alta capacidad matematica en nivel primaria. Finalmente, aunque desde un
enfoque en la didactica general y no propiamente de la matematica, otro investigador digno de
mencionar en el contexto mexicano es Pedro Sanchez, quien ha hecho aportes desde el ambito
de la educacién especial y, en los ultimos anos, en colaboracion con otros autores presenta un
enfoque especifico hacia la Inteligencia y el Desarrollo de Talento (Sanchez, Martin y Medrano,
2005; Sanchez y Medrano, 2010; Camelo-Lavadores, Sanchez-Escobedo y Pinto-Sosa, 2017).

Por otra parte, a pesar de que en los ultimos afnos se ha evidenciado mayor concientizacion de la
importancia de brindar una atencion efectiva a los alumnos con aptitudes sobresalientes para las
matematicas, no abundan las propuestas con acciones concretas y practicas para invertir en estos
alumnos desde el medio aulico y escolar en general. En concordancia con el enfoque didactico
para la ensefianza de las matematicas segun las normativas vigentes de la Secretaria de
Educacion Publica (SEP) de México para la Educaciéon Secundaria, diversos autores (Castro,
2008; Diaz, Sanchez, Pomar y Fernandez, 2008; Benavides y Maz-Machado, 2012) sostienen que
una de las corrientes de investigacion mas prolificas es la centrada en la resolucion de problemas,
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y en general se converge hacia su idoneidad tanto para la deteccion de las altas capacidades
como para su desarrollo. Es de mencionar que la SEP también advierte la importancia de atender
a los alumnos sobresalientes, definiendo el enriquecimiento curricular (desde el aula, la escuela o
fuera de la escuela) y la aceleracion como los modelos de atencién educativa a implementar.

Es en este contexto, en el que se reconoce tanto la necesidad de atender a la poblacién de EACM
como la falta de formacién inicial de los docentes, que se plantea un proyecto de desarrollo
profesional de un docente con 14 anos de experiencia como profesor de matematicas en el nivel
secundario del sistema educativo cubano, estudiante de una Maestria en Matematica Educativa
en México en el momento del desarrollo de esta investigacion. Contemplando el contexto de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas como un espacio de actividad que potencia las altas
capacidades naturales en matematicas, el profesor en capacitacion realiz6 una observacion
situada en dos escenarios, con el fin de observar estrategias que le permitan la atencion de las
necesidades de EACM.

REFERENTES TEORICOS

Dadas las caracteristicas de esta poblacion, es importante reflexionar sobre el reto que los
problemas le pueden representar. Respecto a la idoneidad de los problemas, Leikin (2004)
considera que entre las condiciones que deben cumplir es que deben ser motivadores, que no se
resuelvan facilmente con procedimientos disponibles, que requieran que el estudiante realice un
intento y tener varios enfoques para obtener la solucién. Curra (2015) plantea que los problemas
propuestos en las Olimpiadas de Matematica no requieren del conocimiento de muchos
contenidos, pero si constituyen un desafio para los estudiantes que los intentan resolver. Asegura
que los referidos problemas se escogen de manera que, en la busqueda de sus soluciones, los
alumnos adquieran habilidades y destrezas de gran utilidad, proceso que les permita, a la vez,
redescubrir conceptos basicos.

Los fundamentos tedricos base para este proyecto y el analisis de resultados fue el Modelo
Diferenciador de Dotacién y Talento (MDDT) de Francoys Gagné. Mas alla de la forma en que se
nombra a esta poblacién, y de la que podriamos sostener una discusion en torno a las similitudes
y diferencias conceptuales, lo consideramos representativo de la explicacidon sociocultural del
talento asumida por la SEP. En este modelo se definen cinco componentes con categorias, cuyas
interacciones contribuyen al desarrollo de las capacidades. Ademas, marca diferencia entre la
conceptualizacion de superdotacion y el talento, aludiendo con el primero a las aptitudes naturales
del individuo que mediante los procesos de desarrollo, tales como el aprendizaje y la practica, se
convierten en talentos expresados en distintos campos particulares de la actividad humana,
incluyendo el matematico.

Asimismo, reconoce la figura del profesor como persona significativa dentro de los catalizadores
ambientales influyentes en los de tipo intrapersonales y en los procesos de desarrollo, cuyo centro
son las actividades de aprendizaje y practica por las que atraviesa el talento en desarrollo y donde
se ponen bajo foco como categorias esenciales para el logro: el contenido especifico hacia el que
éstas se encaminan y el contexto de aprendizaje o formato en el que tienen lugar, lo que en este
proyecto se expresa en la direccion que se le dio al estudio para el pretendido desarrollo
profesional, es decir, a través de los problemas y entrenamientos de olimpiadas de matematicas
respectivamente.

Asimismo, tomamos el enfoque tedrico de Resolucién de Problemas para definir posturas en
cuanto al significado de Altas Capacidades desde el punto de vista del desempefio practico del
alumno. En este sentido, asumimos como referencias principales las experiencias de lideres en el
campo, como George Pdlya y Alan Schoenfeld, incorporando ademas su visién del proceso de
ensefianza.
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ASPECTOS METODOLOGICOS

Para el desarrollo de esta practica profesional el profesor en capacitacién llevé a cabo una
investigacion de campo de tipo descriptivo, utilizando como método principal la observacion in situ
en dos escenarios:

= La Segunda Edicion del Curso para Entrenadores de Olimpiadas Matematicas auspiciado
por el Centro de Alto Rendimiento en Matematicas (CARMA), con sede en San Luis Potosi.
Modalidad en linea. Periodo: octubre 2019-enero 2020.

= Los entrenamientos del preselectivo zacatecano de primaria y secundaria para su
participacion en olimpiadas matematicas de 2020. Presencial. Periodo: enero-abril 2020.

Ambos escenarios fueron seleccionados por su amplia experiencia y resultados destacados en el
campo de las olimpiadas mexicanas de matematicas. El instructor del curso, director de CARMA,
ha fungido como entrenador de la seleccion nacional de primaria para olimpiadas internacionales.
Asimismo, los entrenadores han conseguido mantener a Zacatecas entre los primeros lugares a
nivel nacional en los ultimos afos.

Para concentrar los resultados de la observacién realizada en el curso de entrenadores se
llenaron tablas disefiadas para tal fin, en las que se recogieron recursos, estrategias, habilidades y
sugerencias que pueden ser puestos en juego en el proceso de entrenamiento de dichos temas.
Por otra parte, en los entrenamientos de los olimpicos se usd un instrumento que recopild
informacién relativa a dos aspectos: la planeacion del entrenador y la interaccién de los
participantes con el contenido.

RESULTADOS

En esta seccion se reportan aquellas caracteristicas de problemas olimpicos, asi como aspectos
de los entrenamientos que el profesor en capacitacion analizé.

Analisis del curso para entrenadores

Por cuestiones de espacio, se presenta el analisis de un tema de los primeros dos médulos para
ejemplificar el trabajo. Esta informacién se presenta en las Tablas 1y 2.

Tabla 1. Analisis del tema de areas.

Médulo: Geometria Tema: Areas
Objetivo(s): Calcular areas a partir de razones conocidas y otras estrategias creativas
Unidades

g Recursos Estrategias Habilidades Sugerencias
de analisis
Manipulacién Dividir las figuras
_ geométrica. complejas.
Intuicion. > - "
Busqueda del Mirar la figura como
complemento. Calcular la parte de un todo.
Relacion del area de longitud de
Problemas .
. triangulos con un . segmentos,
de areas - . Buscar relaciones
vértice en comun. i calcular
. con la razon entre Calcular razones
Teoremas del angulo areas. ,
segmentos entre areas.

comun, de semejanza,
Pitagoras y de las
alfombras.

conocidos.
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En la participacién en el curso para entrenadores, el profesor construyé conocimiento profesional
en dos sentidos: por una parte, se ejercitd en la resolucion de problemas tipo y avanzados de los
diferentes temas que de manera clasica se presentan en los certamenes de la Olimpiada de
Matematicas. Estos estan agrupados en cinco médulos: Légica y Aritmética, Geometria, Teoria de
Numeros, Combinatoria y miscelanea de problemas.

Tabla 2. Analisis del tema de Ldgica.

Modulo: Légica y aritmética Tema: Logica
Objetivo(s): Promover el razonamiento l6gico-deductivo a partir de las implicaciones légicas en
juegos, acertijos y problemas que despierten el interés del estudiante

Unidades de analisis Recursos Estrategias Habilidades Tipos
Juegos Observar. Deducciones Comunicar En general se
Cumplir l6gicas. informacién puede partir de la
reglas. (verbalizar), identificacion de
Acertijos Algoritmos Intuicion, Construir tablas seguir lo que se esta
ingenio, y/o diagramas instrucciones,  pidiendo y
paciencia, para registrarlos autoevaluarse. seguidamente
orden. movimientos que analizar los casos
se van haciendo que son posibles
y los nuevos para determinar
resultados que se cuales de ellos o
van obteniendo. contradicen las
Verdaderoy Observar, Considerarla reglas o no nos
falso paciencia  referencialidad, permiten avanzar
orden. buscar la y quedarnos con
contradiccion, la que silo
Identificacion de permite.

contrarios, Utilizar

tablas de valores

de verdad,

analizar casos.
Conocimien- Interpretar Cuestionarse,
to perfecto el"no sé" hacer listas.

Cada sesion fue analizada y codificada como se presenta en las tablas anteriores, constituyendo
de este modo un conjunto de herramientas para el profesor.

Observacion de los entrenamientos de olimpicos

Los entrenamientos proporcionaron informacion importante para el profesor, en el sentido de que
la experiencia de observacion in situ le permiti6 conocer los pormenores del trabajo que
representa entrenar a estudiantes con altas capacidades en matematicas.

El profesor reportd sus observaciones de manera escrita al finalizar el proyecto; los aspectos mas
relevantes de su reporte se sintetizan a continuacion.
Sobre el entrenador y la planeacion de las sesiones

La planeacién fue poco detallada y en ocasiones inexistente, ya que fundamentalmente trabaja
desde los propios textos seleccionados, percibiéndose en mas de una oportunidad, que la
eleccion de los problemas propuestos fue realizada “en el momento”. Las fuentes preferentes
fueron la Serie de Cuadernos de Olimpiadas, que se presentan en la seccion “Preparate” de la
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pagina web de la OMM, en los apartados de “Nivel Estatal’, “Nivel Nacional’ y “Bibliografia
Avanzada”, segun el tema a abordar, con la excepcion de los contenidos relativos a la geometria,
para los que el entrenador manifiesta su preferencia por lo expuesto en Jerénimo (2010). Con
independencia de la planeacién concebida, la cantidad de problemas a resolver en cada sesién
siempre fue subordinada al ritmo de trabajo de los estudiantes.

Las acciones que tipicamente condujeron los entrenadores dentro de cada momento de los
entrenamientos y cuyas cualidades estuvieron estrechamente ligadas a la forma en que se
conciben en los textos tomados como referencia, el epicentro lo constituye la propuesta y
resolucion de problemas.

Los aprendizajes esperados, vistos como las habilidades o capacidades que en funcion de las
tipologias de problemas propias a la tematica se deben promover para tener un buen desempeno
en la Olimpiada, por lo general, no fueron declarados.

Sin incluir el empleo de materiales didacticos o el trabajo colaborativo; acciones estas que pueden
tener, bien la finalidad desde su concepcidn, o bien la repercusién en la practica, de elevar el
grado de motivacion de los estudiantes; se identificaron estrategias motivacionales en el 40% de
las sesiones de entrenamientos observadas.

En el 80% de las sesiones observadas los entrenadores implementaron en su practica alguna
estrategia para evocar los conocimientos previos necesarios para resolver los problemas
propuestos.

La regularidad (70%) estuvo marcada por el desarrollo de sesiones cuyo método principal fue el
trabajo en equipos.

Sobre la interaccion de los estudiantes con los contenidos

La planeacién fue poco detallada y en ocasiones inexistente, ya que fundamentalmente trabaja
desde los propios textos seleccionados, percibiéndose en mas de una oportunidad, que la
eleccion de los problemas propuestos fue realizada “en el momento”.

En el 80% de las observaciones, para la mayor parte de los problemas presentados, se hizo algun
tipo de aclaracién con mayor o menor nivel de profundidad, y sélo en dos sesiones; una cuya
dinamica estuvo marcada por la escritura en el pizarron de los problemas por pares mientas los
estudiantes resolvian los anteriormente propuestos

En este punto se percibié un apego casi total (90%) a la metodologia clasica de la resolucion de
problemas donde se plantea que el estudiante “redescubre” el conocimiento bajo la guia del
profesor. Se debe destacar que la guia del entrenador fundamentalmente tuvo lugar al momento
de la concepcion del plan para atacar el problema, teniendo su principal manifestacion en las
preguntas reflexivas que de forma sistematica formulaba cuando los estudiantes, después de
batallar un tiempo razonable, no lograron avanzar, o para invitarlos a evaluar el procedimiento que
estos proponen.

Los estudiantes tuvieron en todo momento la libertad de cometer errores, como recomienda Pélya
para crear un buen clima en el salén. En el tratamiento al error por parte del entrenador se realizé
de diferentes formas, inclusive ante su deteccion en los problemas de una misma sesion, por lo
que la cuantificacion que se presenta también tiende a la generalidad.

El material didactico es practicamente ausente.

El entrenador gestioné evidencias de aprendizaje en el 100% de las sesiones observadas. El
mecanismo mas habitual fue el de pasar por los puestos de trabajo y constatar avances en el
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camino a la solucién o una version completa de la misma, escuchando la explicacion de alumnos y
pasandole la vista a sus anotaciones en los cuadernos.

Un punto importante son las estrategias heuristicas promovidas en las sesiones, tanto la seleccion
de problemas como la interaccién promovida estuvo centrada en ellas, en la Tabla 3 se presentan
divididas por areas.

Tabla 3. Estrategias heuristicas gestionadas por el entrenador.

Geometria Teoria de numeros Combinatoria
o Escoger la notacion Hacer una coloracién de ajedrez.
Hacer dibujos. ; . L
efectiva o especifica. Hacer uso del principio de
Prolongar segmentos. ) . . !
. Uso de los productos Casillas, paridad o invarianza.
Trazar perpendiculares o
notables. Dividir en casos.
O paralelas. o . . .
. . Factorizacion de trinomios  Considerar casos extremos y
Trazar circunferencias. o
cuadrados perfectos. argumentar por contradiccion.
Trazar tangentes y ., L
Transformacion de Hacer una coloracion de acuerdo
cuerdas comunes. .
; potencias. con el peor de los casos o
Trazar lineas y puntos . . . .
Perseguir la paridad y intentar de llegar a lo contrario.
notables. . .
residuos. Utilizar separadores
Argumentar por . . .
L Dividir en casos. (combinaciones con repeticién).
contradiccion. :
Generalizar.

En todo momento los entrenadores evidenciaron que el éxito en el proceso de resolucién no
depende la aplicacion aislada de una de ellas sino de su combinacion e integracion consecuente y
juiciosa, con base en la intuicion que desarrolla la practica.

Se apuesta por la construccion de suficientes analogias para tener un buen desempefo sobre la
base de experiencias propias del alumno resolviendo problemas y de su observacion del cémo
otros lo hacen, incluyendo a los compafieros y entrenadores.

CONCLUSIONES

Como resultado de este desarrollo de practica profesional podemos destacar que el profesor tuvo
un crecimiento en torno al desarrollo de su conocimiento profesional respecto a 3 aspectos
principales:

= Conocimiento de un contenido matematico propio de la olimpiada.

= Entorno a la resolucion de problemas como un marco que le permite gestionar el quehacer
de él como profesor y del estudiante como resolutor de problemas en formacion.

= Hace una reflexién sobre el modo en que su practica puede verse beneficiada a partir de la
observacién de estrategias y métodos de trabajo del contexto olimpico.

Consideramos que esta inmersion en el contexto de la olimpiada y la vision que obtuvo, mas
integradora acerca de los problemas de olimpiada de matematicas de la ensefianza secundaria y
en lo relativo a los procesos de ensefianza-aprendizaje en los entrenamientos de estudiantes
olimpicos, puedan permitirle mejorar su formacion inicial de manera que pueda atender a los
futuros EACM que en su trayectoria docente se presenten.
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UNA CUPULA GEODESICA CONVERTIDA EN PLANETARIO:
UNA EXPERIENCIA EXTRACURRICULAR PARA ALUMNADO
DE ALTA CAPACIDAD EN EDUCACION SECUNDARIA

A geodesic dome becomes a planetarium: an extracurricular experience
for high-capacity students in Secondary.

Conejo Pérez, I., Valero Gutiérrez, C.

BRAINS International School (Espafia)

Resumen

Se presenta una experiencia extracurricular de nuestro centro escolar de Secundaria, que incluye
el contenido de las sesiones, detallando paso a paso las sesiones de mateméticas y el proceso de
construccion de la cupula geodésica. Esa cupula geodésica se uso finalmente como planetario. El
programa Aula Abierta nace para cubrir la atencién a la diversidad del alumnado con altas
capacidades en nuestro centro de Secundaria. Comenz6 durante el curso 2017/18 y seguimos
desarrollandolo hasta hoy.

Palabras clave: alta capacidad, extracurricular, Educacién Secundaria

Abstract

Our Secondary school presents an extracurricular experience for gifted students. This includes the
content of the sessions, outlining step by step the mathematics session, and the construction
process of the geodesic dome. That geodesic dome was finally used as a planetary. The Open
Classroom program was created to address student differentiation of gifted students in our
Secondary school. It started during the 2017/18 academic year and we continue to develop it
today.

Keywords: Differentiation, Extracurricular, Secondary Education

INTRODUCCION

Aula Abierta da nombre al proyecto que, de manera extracurricular, desarrollamos en nuestro
centro escolar en Ed. Secundaria, dentro del horario escolar. El alumnado que asiste a Aula
Abierta es seleccionado en base a los test realizados por el departamento de Orientacién del
centro.

A continuacion se presentan las generalidades de Aula Abierta, como la justificacion o la
organizacién. Mas adelante, se indican las sesiones de un curso completo de Aula Abierta, en el
gue el alumnado realizé una cupula geodésica de madera para convertirla en un planetario en el
que poder explicar las constelaciones mas importantes al alumnado de cursos inferiores. Se
detalla la sesién de Matematicas, en la que se explican las diferentes tipos de cupulas y c6mo
hicimos una maqueta de la cupula elegida. También se enumeran las dificultades encontradas.

Conejo Pérez, I. y Valero Gutiérrez, C. (2020). Una cupula geodésica convertida en planetario: una experiencia
extracurricular para alumnado de alta capacidad en Educacion Secundaria. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M.
Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian
(eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp.
61-68). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Justificacion

El proyecto Aula Abierta nace para cubrir una necesidad cada vez mayor, al detectar en nuestro
centro escolar un elevado numero de estudiantes con altas capacidades (CI superior a 120) y
superdotacion (Cl superior a 130). Antes de comenzar el curso 2017/18, se recogian datos de un
21% de los alumnos de 1° ESO y un 30% ente los de 2° ESO que cumplian estas caracteristicas.
Del total se seleccionan 11 alumnos teniendo en cuenta, ademas del Cl, su estilo de aprendizaje,
creatividad, persistencia en las tareas, asi como motivacion e intereses de cada uno (Tabla 1).

Tabla 1. Alumnos seleccionados para el programa Aula Abierta en el curso 2017/18.

1° ESO 2°ESO TOTAL
NINAS 1 2 3
NINOS 5 3 8
TOTAL 6 5 11

Estos estudiantes estan reconocidos en la LOMCE! como alumnado que forma parte de la
atencion a la diversidad: “corresponde a las Administraciones educativas adoptar las medidas
necesarias para identificar al alumnado con Altas Capacidades intelectuales y valorar de forma
temprana sus necesidades”. La Ley sefiala dos formas de actuacién concretas con este
alumnado: el enriqguecimiento y la flexibilizacién curricular.

Objetivos del programa Aula Abierta

El objetivo general es mejorar la atencidbn de las necesidades del alumnado con altas
capacidades. Antes de la existencia de este programa en nuestro centro, se disefiaban
actividades de enriquecimiento dentro del aula por materias (Reyzabal, 2007).

Algunos de los objetivos especificos son los siguientes:
= Aumentar la motivacién del alumnado, evitando asi posibles problemas de conducta.
= Prevenir el fracaso escolar que en ocasiones aparece en alumnos con altas capacidades.
= Desarrollar habilidades sociales a través del trabajo en equipo.
= Facilitar la integracion social al conocer a compafieros con intereses comunes.
= Mejorar su autoestima, a veces dafada por el rechazo de los demas o una alta exigencia
personal. (Sanz Chacén, 2014)
ORGANIZACION GENERAL

Se desarrolla por primera vez este programa de Aula Abierta durante el curso 2017/18. Desde
entonces, seguimos desarrollandolo bajo las mismas premisas:

= Horario: dentro del horario escolar, una sesién doble cada quince dias, en horario y dia de
la semana variable, para evitar que el alumnado se ausente siempre de la misma materia.

= Contenido: extracurricular, interdisciplinar y que sea de interés para el alumnado.

= Seleccion del alumnado: Se encarga el departamento de Orientacion del centro, teniendo
en cuenta las observaciones de aula del profesorado. Se entrevista a las familias y al
alumnado de Aula Abierta.

! La LOMCE (Ley Organica para la Mejora de la Calidad Educativa) es el marco legal aplicable en
el &mbito educativo en nuestro pais.
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= Producto final colectivo que sirva a la vez para exponer su trabajo y sea para los demas.

SESIONES DEL PROYECTO “UN VIAJE AL ESPACIO”

En la Tabla 2 se resume la temporalizacion de las sesiones de Aula Abierta durante el curso

2017/18.
Tabla 2. Temporalizacion de sesiones del proyecto del curso 2017/18.
SESIONES DEL PROYECTO DE AULA ABIERTA “UN VIAJE AL ESPACIO”
Sesion Descripcion Profesorado Objetivo Producto
¢Cémo Sesion sobre Biologia y Nociones basicas Disefiar un
llegariamos a  Astronomia Geologia de Astronomia. viaje
Marte?
21/02/2018
A quién Sesién sobre Departamento  Trabajar habilida- Disefiar por
llevarias a técnicas de de Orientacion des sociales. grupos una
Marte? investigacion Conocer las encuesta, un
09/03/2018 social. principales experimento y
21/03/2018 herramientas de entrevistas
investigacion para ver qué
social atributos son
los mas
valorados.
Debate Sesion de Inglés Habilidades de Preparacion
Copérnicovs  investigacion oratoria en inglés. del debate.
Galileo sobre los
26/04/2018 sistemas de
03/05/2018 Copérnico y
Galileo.
Debate en
inglés.
Los relatos de  Sesion sobre Lenguay Descubrir los Elaboracion
las estrellas. mitologia Literatura, principales mitos  de carteles
16/05/2018 Cultura relacionados con  sobre los
Cléasica. las constelacio- diferentes
nes. mitos.
Una capula Sesion sobre Matematicas Geometriade las Maqueta de la
geodésica cupulas cupulas cupula
31/05/2018 geodésicas geodésicas. geodésica
Construccion  Sesiones para Tecnologia Habilidades de Cupula
de la cupula construir la construccion. geodésica que
geodésicay cupulay Habilidades de muestra las
exhibicion. taparla con exposicion a los constelacio-
18/06/2018 al  una tela opaca compaiieros. nes.
22/06/2018 para poder

proyectar en
ella.
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CONTENIDOS DETALLADOS

A continuacion, se concretan las sesiones de Matematicas y la de construccion de la cupula
geodésica.

Descripcién de la sesion de Matematicas

El contenido de esta sesion, preparada por la profesora de la asignatura de Matematicas, es
extracurricular, con apoyo en contenidos curriculares de nivel superior de la asignatura de
Matematicas. Se trata de conocer las clupulas geodésicas como poliedros. Los poliedros son
contenido de la asignatura de Matematicas, en el blogue de Geometria de 3° ESO. Como los
alumnos participantes eran de los niveles de 1°y 2° ESO, no suponian para ellos conocimientos
previos, sino nuevos. Ademas, las cupulas geodésicas no forman parte del contenido curricular de
la asignatura.

Se introduce el tema a través de la figura de Richard Buckminster Fuller (1895-1893), un
arquitecto estadounidense que se especializé en este tipo de construcciones (llegando incluso a
tener la patente) y que es conocido por haber disefiado el edificio de Estados Unidos para la Expo
de 1967. Aquel edificio sufrid6 dafios terribles debido a un incendio en 1976, pero la estructura
principal, la de los tridngulos que forman la cUpula geodésica, soportaron aquel terrible incidente.
Rehabilitaron el edificio, dejando la estructura original, y se convirtié en el Enviroment Museum en
1995 (Buckminster Fuller Institute, 2020).

Se ven usos de las cupulas geodésicas en diferentes estructuras arquitectonicas, siendo de
especial interés para la arquitectura sostenible y los invernaderos.

Se introducen los poliedros, llegando hasta los poliedros platdnicos y finalmente se define cupula
geodésica y se nombran algunas caracteristicas de las cupulas:

= Las cUpulas son poliedros cuyas caras son triangulos, formando hexagonos u otros
poligonos.

= Las cupulas pueden generarse a partir de icosaedros o dodecaedros.
= Los vértices de la capula pertenecen a una misma esfera, que la contiene.

= La frecuencia de la cupula es el numero de veces que las aristas del icosaedro o
dodecaedro son subdivididas, dando lugar a triangulos mas pequefios (Figura 1).

frecuencia I Frecuencia I1 Frecuencia II1 Frecuencia IV Frecuencia V

saaGaed
A A W WY

cuencia VIII Frecuencia IX Frecuencia X

Abaaa

Figura 1. Frecuencia de las cupulas geodésicas. Fuente:
https://images.app.goo.g/WEAGuhCem5ssgbhQw9
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Una cupula geodésica convertida en planetario

Tras ver los diferentes tipos de clpula, se les plantea realizar una maqueta de la clpula que
construirdn en sesiones posteriores con el profesor de Tecnologia. Para esa cupula se utilizaron
aristas de madera que compramos para afiadir a un kit adquirido por internet.

Para la realizacion de la maqueta, seguimos las instrucciones que encontramos en la web
“educaconbigbang” (Educa con Bing Bang, 2017). Para la construccién de esa maqueta de
cupula, se utilizaron:

= Nodos: limpiapipas (Figura 2).
= Aristas: pajitas, también llamadas popotes (Figura 3).

= Herramientas: Tijeras, regla de medir, rotulador fino para marcar las medidas.

Figura 2. Limpiapipas. Fuente: https://conideade.com/manualidades-varias/1592-pack-de-10-
limpia-pipas-de-6-mm-.htm|

Figura 3. Pajitas (también llamadas popotes). Fuente: https://www.puntogpack.com/pajitas/12471-
pajita-recta-extra-gruesa-de-23cm-y-0-08-cm-de-boca.html

Descripcién del proceso de construccién

A continuacién se concretan los detalles acerca de los materiales utilizados y del proceso de
construccion de la cupula que realizaron los alumnos.

Materiales utilizados en la construccion:

= Listones de madera de perfil redondo. Pueden usarse listones entre 16mm y 32mm de
diametro debido a las caracteristicas de los nodos y los tornillos que deben insertarse. En
nuestro caso, se usaron listones de 20mm de diametro.

= Kit de construccibn para los nodos. El kit puede encontrarse y comprarse aqui:
https://buildwithhubs.co.uk/thekit.html (Figuras 4 y 5). En este kit se incluyen los tornillos
necesarios para el ensamblaje
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Figura 4. Kit utilizado para las uniones de las aristas. Fuente: web
https://buildwithhubs.co.uk/thekit.html
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Figura 5. Contenido del kit utilizado para las uniones de las aristas. Fuente:
https://shop.buildwithhubs.co.uk/

Proceso de construccion:

1. Realizar una maqueta de la cupula geodésica que se desea construir. En nuestro caso,
seguimos las instrucciones encontradas en el blog “educa con Big Bang’.
https://educaconbigbang.com/2017/01/construye-una-cupula-geodesica-pajitas-popotes/

2. Calcular las medidas de los dos tipos de aristas: hubs = geodesic domes made simple :
dome calculator (buildwithhubs.co.uk)

3. Cortar los listones en las medidas calculadas previamente: 35 unidades de las aristas
largas (63.5 cm) y 30 unidades de las aristas cortas (56.5cm).

4. Lijar todos los listones.

5. Atornillar los listones a los nddulos siguiendo la maqueta construida o las instrucciones del
kit (Figura 6).

Complicaciones y soluciones

A lo largo de la preparacion de esta actividad surgieron varias dudas y problemas que fuimos
resolviendo y por ellos se exponen aqui, para allanar el camino a aquellos que quieran realizar
una actividad similar.

1. En primer lugar, nos dimos cuenta de que la mayor complicacién radicaba en el tamafio de
la cupula, puesto que queriamos que cupiera dentro de un aula. Obviamente, el diametro
de la base de la cupula esta relacionado con la longitud de las aristas, que se puede
calcular. La web en la que compramos el kit para los nédulos tiene una calculadora online
en la que, al introducir el ancho o alto deseado, se calculan automaticamente el resto de
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longitudes, como el alto o el ancho y también las longitudes de los dos tipos de aristas
(https://buildwithhubs.co.uk/domecalc.html). De esta manera, pudimos recalcular
rapidamente la longitud a la que teniamos que cortar los listones para que se convirtieran
en nuestras aristas, ya que al principio simplemente hicimos un calculo a escala de la
maqueta que habiamos realizado previamente. Como profesora de Mateméaticas, me
parecié que habria sido muy interesante haber construido una tabla con medidas de
aristas, las medidas del didmetro y la altura de la cupula, pero, lamentablemente, no
tuvimos tiempo.

2. Sufrimos falta de tiempo y hubo que buscar alternativas. Se acercaba el final de curso, los
alumnos participantes necesitaban preparar sus examenes de evaluacion y no queriamos
ampliar la cantidad de sesiones que habiamos planeado a principio de curso. Esto nos hizo
cambiar de material para las uniones o nddulos. A pesar de haber planeado dos sesiones
de 50 minutos para la construcciéon de la cupula, nos dimos cuenta de que ese tiempo era
el necesario para el proceso de cortar los listones en las medidas calculadas previamente
y lijarlos. NecesitAbamos, ademas, el tiempo para atornillar las aristas a los nddulos y
luego montar la cupula.

3. Habiamos pensado en diferentes tipos de uniones para los nodulos, pero finalmente
recurrimos a comprar el kit para evitar posibles problemas. El montaje de la cUpula con ese
kit nos llevé mas de una hora, con los listones ya cortados y preparados.

4. Nuestra mayor duda con el kit era que los nédulos parecian ser todos iguales, lo que quizé
podria dificultar que, en algunos casos, las uniones fueran de cinco aristas y, en otros, los
nodulos unian seis aristas. Finalmente, el uso del kit no implicé estas dificultades.

5. Las mayores complicaciones que recuerdan los alumnos, tres afios después de realizar la
cupula de la que hablamos, fueron que fue necesario comprar un desatornillador eléctrico
porque atornillar los tornillos del kit a los listones requeria mucha fuerza manual y que la
tela que cubria la capula no tenia la opacidad suficiente, por lo que hubo que comprar mas
tela, para poner una segunda capa. Ademas, recomendarian que se colocase la tela desde
dentro, no desde fuera, porque si no, las aristas obstaculizan la buena disposicion de las
estrellas en la superficie.

CONCLUSION

La valoracién de este primer proyecto de Aula Abierta es positiva, ya que cumplimos los objetivos
principales de Aula Abierta y del proyecto. Ademas, conseguimos la motivacion y el entusiasmo
de los alumnos en cada una de las sesiones.

Desde el punto de vista de recogida de evidencias, se ha entrevistado al alumnado participante
acerca de aquella experiencia. A pesar de que sigue presente en su memoria el problema de la
tela y tener que esperar a tener desatornilladores eléctricos, todos sonrien cuando recuerdan la
experiencia, lo que nos da la seguridad de que fue un gran proyecto. Por eso, hemos decidido
realizarlo de nuevo este curso académico, con las mejoras aprendidas de aquella primera vez.

Después de tres afios, hemos descubierto en una de esas entrevistas que una de las alumnas ha
dicho que aquella experiencia le abrié el horizonte y desperté su interés por la arquitectura y
espera hacer de esta pasion su profesion. En ocasiones, los docentes no somos conscientes de lo
determinantes que pueden ser las actividades que disefiamos para el alumnado.
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Figura 6. Cupula terminada con los alumnos, exhaustos tras la Ultima sesion de construccion.

REFERENCIAS

Buckminster Fuller Institute (1 de Noviembre de 2020). Obtenido de Buckminster Fuller Institute:
https://www.bfi.org/about-fuller/biography

Educa con Bing Bang. (21 de Febrero de 2017). Obtenido de Educa con Bing Bang:
https://educaconbigbang.com/2017/01/construye-una-cupula-geodesica-pajitas-popotes/

Reyzabal, M. (2007). Respuestas educativas al alumnado con altas capacidades intelectuales.
Madrid: Consejeria de Educacion.

Sanz Chacon, C. (2014). La maldicion de la inteligencia. Madrid: Editorial Plataforma Actual.

68


https://www.bfi.org/about-fuller/biography
https://educaconbigbang.com/2017/01/construye-una-cupula-geodesica-pajitas-popotes/

PROGRAMA JOMAT ULS, JORNADAS MATEMATICAS
PREUNIVERSITARIAS Y VOCACIONALES DE LA
UNIVERSIDAD DE LA SERENA
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Resumen

Esta comunicacion tiene como objetivo dar a conocer el trabajo que se realiza desde el afio 2012,
como respuesta al desafio que se plantearon un grupo de estudiantes de pedagogia comprometidos
con la educacion matematica, a través de la realizacion de jornadas matematicas destinadas a
distintos niveles educativos, ya sea de educacion basica y media. De esta manera, el Programa
JOMAT ULS, se ha convertido en un referente de competiciones matematicas en el norte de Chile,
potenciando la identidad docente de futuros profesores de matematica y trabajando con estudiantes
con interés y alta capacidad en matematica.

Palabras clave: jornadas, matematicas, vocacion, olimpiadas

Abstract

This communication aims to publicize the work that has been carried out since 2012, in response to
the challenge posed by a group of pedagogy students committed to mathematics education, through
the realization of mathematical conferences aimed at different educational levels, either primary and
secondary education. In this way, the JOMAT ULS Program has become a benchmark for
mathematical competitions in northern Chile, enhancing the teaching identity of future mathematics
teachers and working with students with interest and high ability in mathematics.

Keywords: educational days, mathematics, vocation, olympics

PROGRAMA JOMAT ULS

El Programa JOMAT ULS, Jornadas Matematicas Preuniversitarias y Vocacionales de la
Universidad de La Serena, Chile, nace el afo 2012 bajo el Programa de Emprendimiento e
Innovacion Social “Chilecree”, instancia impulsada por las empresas Entel, Ericsson y la Fundacion
Desafio de Humanidad y surgié por la inquietud que se planted un grupo de alumnos de pedagogia,
sobre la falta de equidad que existe en estudiantes con alta vulnerabilidad social para el ingreso a
la Educacion Superior. Si bien desde su fundacion, el Programa JOMAT ULS ha estado enfocado
en ayudar a disminuir la brecha que existe entre estudiantes de cuarto aino medio (17 afos) de
establecimientos vulnerables y particulares en la prueba de seleccion universitaria de matematica,
han salido a la luz otros objetivos que hacen referencia al quehacer docente de los futuros
profesores de matematica de la Universidad de La Serena y al poder potenciar a los estudiantes
con interés y talento en matematicas.

Contreras, D. (2020). Programa JOMAT ULS, jornadas matematicas preuniversitarias y vocacionales de la Universidad
de La Serena. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L.
Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion
y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 69-74). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Identidad docente

Si bien en los ultimos afios las politicas publicas sobre el acceso y atraccién de estudiantes de
ensefanza media a las carreras del area pedagdgica han mejorado con la implementacion de
diversos beneficios estudiantiles, tales como: la Beca Vocacion de Profesor, gratuidad y otras
oportunidades estudiantiles; se ha podido evidenciar que existen diversos factores que impactan en
la permanencia de éstos estudiantes en las carreras de formacion inicial docente. Entre los factores
de desercion mas comunes encontramos: bajos rendimientos académicos, poca adaptabilidad a la
vida universitaria, una percepcion desfavorable de la pedagogia, entre otros con menor impacto.
Considerando lo anteriormente mencionado, uno de los objetivos del Programa JOMAT ULS es
fortalecer la vocacion e identidad docente de los estudiantes de pedagogia a través del trabajo
colaborativo y el fomento de habilidades tanto en el area académica y social, lo cual ha permitido
que los estudiantes universitarios participantes, en los diferentes roles que ofrece el Programa,
presenten una mayor identificaciéon con la carrera docente.

Si bien los programas formativos de las distintas carreras de pedagogia de nuestra instituciéon
presentan a lo largo de sus afios distintas practicas pedagdégicas en un contexto profesional, el
Programa JOMAT ULS les ha permitido a esos futuros profesores la construccién de un saber a
partir de la experiencia, mediada por una reflexién en y sobre la accion (Schén, 2010), fortaleciendo
la identidad profesional docente, potenciando su capacidad creativa, innovadora, transformadora y
critica para generar soluciones pertinentes en diversos contextos.

-

Figura 1. Equipo Organizador Campamento JOMAT 2015.

Es importante destacar que durante sus 9 afos de vida, el Programa JOMAT ULS ha sido
organizado y ejecutado exclusivamente por estudiantes de pregrado, contando con la participacién
en los equipos de: organizadores, tutores, monitores y de produccion; con estudiantes universitarios
de diversas areas del saber, destacando principalmente la participacion de las carreras de
Pedagogia en Matematicas y Computacion, Pedagogia en Matematicas y Fisica, Pedagogia en
Biologia y Ciencias Naturales, entre otras (Figura 1).

Altas capacidades

Desde hace algunos afios los establecimientos educacionales en Chile deben asegurar el derecho
a la educacion de las y los estudiantes de toda la comunidad educativa, trabajando sobre ello en
dos puntos: la eliminacién de la discriminacion y el abordaje de la diversidad (Gobierno de Chile,
2015). En este sentido, se busca que cada establecimiento promueva la inclusion de sus estudiantes
utilizando diversas practicas educativas, que permitan reconocer la diversidad de éstos, realizando
un trabajo mas pertinente a cada realidad, identidad, necesidad y motivaciones que puedan
presentar estos estudiantes.
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Si bien los programas y estrategias que se han implementado en el sistema educativo chileno han
sido exitosos para la atencion de estudiantes en el ambito de dificultades de aprendizaje y
discapacidad, no se han visto a nivel gubernamental programas que permitan atender a los
estudiantes con altas capacidades.

Para Greenes (1981) es importante que se pueda ser capaces de identificar, caracterizar y ver que
necesidades tienen los estudiantes con altas capacidades matematicas, con el fin de brindarles una
formacion diferenciada acorde a sus caracteristicas particulares, teniendo cuidado en la correcta
diferenciacion de los buenos alumnos en matematica y los superdotados.

De esta manera, el Programa JOMAT ULS en sus ultimos afos, se ha enfocado en promover la
participacion en sus distintas actividades, de estudiantes con interés en las matematicas,
potenciando principalmente el trabajo colaborativo a través de la resolucién de diferentes tipos de
tareas matematicas en las Olimpiadas Matematicas JOMAT ULS, ayudando al trabajo pedagdgico
que realizan los profesores de matematica en sus diversas comunidades educativas, promoviendo
la participacion de sus estudiantes en esta competicion matematica.

Campamentos y Jornadas JOMAT ULS

Los formatos de participacion en el Programa JOMAT ULS varian dependiendo del nivel educativo
en el cual se participe, yendo desde el formato tipo Jornada de 1 dia, destinada a estudiantes de
octavo afo basico (13 afos; Figura 2), a los Campamentos para estudiantes de cuarto afio medio
(17 afos) que tienen una duracion de entre 4 o 5 dias de actividades formativas divididas en
diversas areas de trabajo.

Figura 2. Fotografia Oficial Jornada JOMAT ULS 2019 para Octavos Basicos (ultima actividad
realizada en modalidad presencial).

Es importante destacar que, en el formato de Campamento, el trabajo previo que lleva los distintos
equipos organizadores de estudiantes en la preparacion de tutorias, talleres y otro tipo de
asignaciones, se presentan como tareas que llevan meses de organizacion previa a la celebracién
de la actividad presencial. Dentro de los dias del Campamento JOMAT ULS, donde se reunen las
delegaciones participantes, junto al equipo de estudiantes universitarios, en dependencias de un
establecimiento educacional para vivir el campamento (durante 4 o 5 dias), tradicionalmente se
realizan actividades en las siguientes areas:

1. Area Académica: realizacion de tutorias (8 bloques de 90 minutos) en los ejes tematicos de
la prueba de admision universitaria de matematica y la realizacion de las Olimpiadas de
Matematicas.

2. Area Vocacional: realizacion de charlas con la implementacion de diversos test de intereses
vocacionales, talleres de ciencias preparados por estudiantes de distintas carreras de la
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Facultad de Ciencias, charla vocacional con oferta académica de la Universidad de La
Serena, etc.

3. Area Recreativa: actividades recreativas, actividades deportivas, visitas a lugares historicos
de la ciudad, entre otras.

Olimpiadas de Matematicas JOMAT ULS

Uno de los objetivos del Programa JOMAT ULS es promover la participacion de los estudiantes con
interés en la matematica en las Olimpiadas de Matematicas JOMAT ULS, que, a diferencia de la
mayoria de las competiciones matematicas, buscan potenciar el trabajo en equipo a través de la
resolucion de diferentes tipos de tareas matematicas, con un sistema de competencia dinamico,
que lo hace atractivo para el publico presente que puede ir viendo a medida que van transcurriendo
las preguntas, los resultados obtenidos por sus equipos participantes.

Figura 3. Etapa Grupal Olimpiadas de Matematicas Jornada JOMAT ULS 2019 para Octavos
Bésicos.

El formato de competicién de las Olimpiadas de Matematicas JOMAT ULS se ha mantenido con
pocas variaciones desde su origen el ano 2012, presentando las siguientes caracteristicas tanto
para la forma de la competencia, como para el equipo participante:

1. Equipo Participante: cada establecimiento debe ser representado por un equipo de 6
estudiantes liderados por un Capitan (en algunas ocasiones han sido equipos de 5
estudiantes).

2. Etapa Grupal: los establecimientos participantes se dividen en grupos mediante un sorteo
previo a la competencia. En cada grupo se realizan 6 Preguntas Abiertas y 6 Preguntas con
Alternativas. Clasifican a la Gran Final 2 equipos, los mejores puntajes de cada grupo. En
caso de empate en un lugar de clasificacion, se realiza un “Duelo” entre los capitanes de
cada equipo hasta obtener un ganador (Figura 2).

3. Repechaje: los establecimientos que no logren clasificar de manera directa a la Gran Final,
se enfrentan en un Repechaje con la misma cantidad de preguntas y condiciones de la Etapa
Grupal.
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4. Gran Final: participan los equipos clasificados de la Etapa Grupal y del Repechaje, donde
se realizaran 3 rondas de preguntas: Ronda 1: Puntaje Secreto (actividad variadas
dependiendo del afio), Ronda 2: Preguntas Abiertas (12 preguntas) y Ronda 3: Preguntas
con Alternativas (12 preguntas). Gana la competencia el equipo que acumule mas puntaje
en las 3 Rondas. En caso de empate en el Puntaje Final, se realiza un “Duelo” entre los
capitanes hasta obtener un ganador.

5. Formato y tipos de preguntas: en todas las etapas de la competencia, las Preguntas Abiertas
y con Alternativas deberan ser respondidas en 1 minuto y los contenidos que se evaluan
corresponden a los Objetivos de Aprendizaje correspondientes para el nivel, propuestos por
el Ministerio de Educacion.

Modalidad remota

Si bien este afo, debido a la pandemia del COVID-19, se han visto afectadas la realizacion de
actividades en modalidad presencial, se ha generado una nueva oportunidad de realizar actividades
en modalidad remota. Es asi como el Programa JOMAT ULS ya ha realizado dos actividades en
esta modalidad (Figura 4), pudiendo reunir a estudiantes de distintos lugares del pais, mediante las
versiones a distancia de la Jornada para Octavos Basicos realizada durante el mes de septiembre,
y la realizacion de la Jornada para Segundos Medios realizada durante el mes de octubre.
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Figura 4. Gran Final Jornada JOMAT ULS 2020 para Segundos Medios en modalidad remota.

Es importante mencionar que la realizacion de la competencia en modalidad remota, ha permito
seguir manteniendo el formato de competicion, y al ser transmitida por YouTube, ademas ha
continuado la dinamica de participacion de las comunidades educativas mediante el seguimiento y
la realizacion de comentarios de apoyo a sus equipos participantes durante toda la transmision.
Continuando con la modalidad remota, la proxima Jornada sera la celebracion de la competencia
para estudiantes Quinto y Sexto Basico, las cuales serviran en su modalidad individual como
clasificatoria a la 1° Edicion de la Olimpiada Internacional de Matematica para Educacion Primaria.

Finalmente, es importante destacar que a través de los 9 afios de vida del Programa JOMAT ULS,
se ha podido beneficiar a mas de 1000 jovenes de distintos niveles educativos de establecimientos
de las regiones de Atacama, Coquimbo y Valparaiso, con un promedio de asistencia de 100
estudiantes por actividades, donde entre un 15% y 25% de los participantes del nivel
preuniversitario, ingresa a alguna de las carreras de pregrado que ofrece la Universidad de La
Serena, demostrando de esta manera el gran impacto que tiene esta actividad tanto en el ambito
interno (con los estudiantes de pedagogia), como en la vinculacion con el medio regional y nacional.
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ESTRUCTURAS EN FUNCIONES CON VARIABLES
CONTINUAS EN ESTUDIANTES DE EDUCACION PRIMARIA EN
UN PROGRAMA DE ENRIQUECIMIENTO CURRICULAR

Structures in functions of continuous variables by Primary students in a
curriculum enrichment program

Damian, A., Canadas, M.C., Ramirez, R.

Universidad de Granada (Espana)

Resumen

Este trabajo se enmarca en el ambito del pensamiento algebraico en las primeras edades.
Nuestra investigacion es parte de otra mas amplia cuyo objetivo es describir el pensamiento
funcional de seis estudiantes de 6° de primaria que pertenecen a un programa de enriquecimiento
curricular, cuatro de ellos de alta capacidad matematica. En el presente documento, nos
centramos en la descripcion de las estructuras evidenciadas por los estudiantes en una tarea de
generalizacion en un contexto geométrico que involucra una funcién cuadrética de variable
continua. Implementamos dicha tarea durante dos sesiones: en la primera de ellas, los alumnos
trabajan de forma individual y colectiva, siendo la segunda una entrevista individual. Los
estudiantes establecen varias estructuras y evidenciamos que tienen capacidad para representar
de forma verbal y simbdlica.

Palabras clave: pensamiento funcional, enriquecimiento curricular, estructura, representacion,
variable continua

Abstract

This work is part of the field of algebraic thinking in the early ages. Our research is part of a
broader one whose objective is to describe the functional thinking of six 6th grade students who
belong to a curricular enrichment program, four of them with mathematical talent. In this document,
we focus on the description of the structures evidenced by the students in a generalization task in
a geometric context that involves a quadratic function of a continuous variable. We implement this
task during two sessions: in the first one, the students work individually and collectively, the
second being an individual interview. The students establish various structures, and we show that
they have the ability to represent verbally and symbolically.

Keywords: functional thinking, enrichment program, structure, representation, continuous variable

INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

Desde la década de los 90 se han llevado a cabo multiples investigaciones en torno al desarrollo
del pensamiento algebraico en educacion primaria. Con las primeras investigaciones surge la
conocida propuesta curricular conocida como early algebra, que busca promover modos de
pensamiento algebraico, generar un mayor grado de generalizacion en el pensamiento de
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alumnos de educacion primaria y aumentar su capacidad para expresar la generalizacién (e.g.,
Brizuela y Blanton, 2014; Molina, 2005).

Uno de los focos de investigacion en el contexto de la propuesta early algebra es el pensamiento
funcional. Se entiende por pensamiento funcional “la componente del pensamiento algebraico
basada en la construccion, descripcién, representacién y razonamiento con y sobre las funciones
y los elementos que las constituyen” (Canadas y Molina, 2016, p. 3). En la ultima década se han
publicado diferentes estudios en este contexto con estudiantes en Espafa, en el marco de dos
proyectos investigacion 1+D centrados en el pensamiento algebraico de estudiantes de educacién
primaria (e.g., Pinto y Cafiadas, 2019; Torres, Cafiadas y Moreno, 2019). Estos autores indagan
en las relaciones funcionales y las estructuras de las mismas establecidas por los estudiantes,
entre otros aspectos.

Hasta ahora, tanto en el ambito nacional como en el internacional, las investigaciones se han
centrado en el trabajo con funciones lineales de variable discreta, por lo que consideramos
relevante el estudio con funciones no lineales. Es por ello que introducimos funciones cuadraticas,
por ser las mas simples dentro de las no lineales. Consideramos interesante explorar también las
variables continuas, pues describen muchos de los fendbmenos que podrian contextualizar otros
problemas con funciones.

Como primera aproximacion a este tipo de funciones con estudiantes de primaria, en este estudio
trabajamos con alumnos de 6° de educacion primaria que pertenecen a un programa de
enriquecimiento curricular mediante el uso de una tarea que implica una funcién cuadratica de
variable continua. En este tipo de programas se anaden “nuevos contenidos o temas que no estan
cubiertos por el curriculo oficial o trabajo en un nivel de mayor profundidad de determinados
contenidos de éste” (Benavides, Maz, Castro y Blanco, 2004, p. 54). La eleccion de dicho
colectivo es minimizar las potenciales dificultades que podrian derivarse de la falta de
conocimientos matematicos previos o de una actitud negativa hacia las tareas matematicas
propuestas.

El presente estudio se justifica con base en dos dimensiones: curricular e investigadora. Desde el
punto de vista curricular, el Ministerio de Educacion y Ciencia (2014) establece el curriculo basico
de educacién primaria. En matematicas, encontramos la referencia al pensamiento funcional
cuando se expone que el estudiante debe conseguir “describir y analizar situaciones de cambio,
encontrar patrones, regularidades y leyes matematicas en contextos numéricos, geométricos y
funcionales, valorando su utilidad para hacer predicciones” (MECD, 2014, p. 19.387). En cuanto a
la potenciacién usada en la estructura de la tarea, la potencia es parte del bloque 2 y el area y el
area del cuadrado aparecen en los bloques 3 y 4.

Desde el ambito investigador, encontramos evidencias de la importancia de promover el
pensamiento funcional en los primeros niveles educativos en estudios como Cafadas y Fuentes
(2015) o Torres et al. (2019), entre otros. Dichos estudios cuentan con elementos comunes: tipo
de variables (discreta) y tipo de funciones (lineales). Por tanto, destacamos la necesidad de
indagar en el pensamiento funcional con tareas que impliquen variables continuas y funciones no
lineales.

MARCO TEORICO Y ANTECEDENTES

El foco matematico del pensamiento funcionales la funcién (Canadas, Brizuela y Blanton, 2016).
Se denomina pensamiento funcional al proceso de construir, describir y razonar con y sobre
funciones, entendiendo como funcién la relacion de dependencia entre cantidades covariantes.
“‘Es una componente del pensamiento algebraico basada en la construccion, descripcion,
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representaciéon y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las constituyen”
(Canadas y Molina, 2016, p. 3).

Nos centramos en funciones de variable continua. Se llama variable continua a aquella cuyos
posibles valores son todos los valores pertenecientes a un intervalo y, por tanto, infinitos valores
(Asencio, Romero y de Vicente, 2003).

De entre las diferentes concepciones de la estructura en el pensamiento algebraico (Molina y
Canadas, 2018), en el contexto funcional consideramos la nocion de estructura como los nimeros
y las variables numéricas (expresadas mediante el uso de diferentes representaciones),
operaciones y sus propiedades presentes cuando los estudiantes identifican una regularidad
(Pinto y Canadas, 2018).

Diferentes autores abordan las estructuras que los estudiantes de educacion primaria utilizan en la
resolucidon de tareas de generalizacion de involucran funciones lineales. Torres et al. (2019)
indagan en el pensamiento funcional de tres estudiantes de 2° de educacion primaria (7-8 afos),
mediante el uso de tareas que implican tres funciones lineales: (a) f(x) = x + 3 (aditiva), (b) (x) =
2x (multiplicativa) y (c) f(x) = 1+ 2x (aditiva y multiplicativa). Los autores destacan la escasa
variedad de estructuras diferentes por parte de los alumnos para una misma regularidad, en
ocasiones porque identifican y usan la misma para todas las situaciones planteadas (correcta).
También se evidencia la dificultad en el establecimiento de estructuras que implican una
combinacion de operaciones.

Pinto y Cafiadas (2018) realizan un estudio a 24 estudiantes de 5° de educacién primaria (10-11
afnos) que implicaba la funcién lineal f(x) = 2x + 6. Entre los resultados, destacan que los
alumnos fueron capaces de establecer la generalizacion y que 10 estudiantes establecieron
diferentes estructuras, expresadas de varias formas (hecho que permite interpretar y entender el
proceso seguido por los estudiantes para generalizar, segun los autores). Los autores
conjeturaron que algunos estudiantes generalizaron pero no lo expresaron hasta que se les
requirio. Pinto y Cafadas (2019) plantean la tarea anterior a alumnos de 3° de educacion primaria
(8-9 anos) y 5° de educacién primaria, observando una mayor variedad de estructuras en 3° que
en 5° Mas estudiantes en 5° (19 de 24) que en 3° (11 de 24) establecieron la estructura. De
hecho, los estudiantes de 3° hicieron uso de casos particulares en sus producciones, en
ocasiones porque no necesitaban la regularidad para responder a las preguntas.

OBJETIVOS

El presente trabajo forma parte de una investigacion mas general cuyo objetivo general es
describir el pensamiento funcional manifestado por un grupo de estudiantes de un programa de
enriquecimiento curricular de 6° de educacion primaria. Los sujetos E1, E3, E4 y E6 estaban
nominados como alta capacidad matematica. El objetivo de este trabajo es describir las
estructuras establecidas por dichos estudiantes.

METODOLOGIA

Este estudio posee un enfoque cualitativo. Su naturaleza es, en consecuencia, descriptiva. Con
base en la escasez de literatura de investigacién en materia de estructuras cuadraticas y variables
continuas en el contexto de educacion primaria, este trabajo es de caracter exploratorio.

Trabajamos con 6 estudiantes de 6° de educacioén primaria (11-12 anos) de un colegio concertado
de Granada (Espafa). Se trata de una muestra de caracter intencional. Los estudiantes
pertenecian a un programa de enriquecimiento curricular en el area de matematicas para atender
a la diversidad dentro del aula.
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El instrumento de recogida de informacién es un cuestionario que trabajamos con los estudiantes
durante el desarrollo de dos sesiones, compuesto por diferentes preguntas. Dicha tarea involucra
la funcion cuadratica A(L) = 36 — L? con una contextualizacion geométrica, hecho que permite el
analisis de la continuidad de la variable, los valores extremos de las mismas y el uso de
representacion pictdrica. Entendemos en el presente estudio por continuidad de la variable que los
estudiantes reconozcan que la misma puede tomar todos los valores comprendidos en un
intervalo (para los estudiantes, que puede tomar valores decimales); en este caso, el valor de la
variable L esta comprendido entre los valores O y 6.

La tarea consiste en la determinacién del area resultante de quitar una esquina cuadrada de lado
indeterminado (L) a un cuadrado de lado 6 (Figura 1).

Figura 1. Tarea correspondiente a la primera sesion.

Disefiamos la recogida de informacion en dos sesiones en las que dos investigadores estuvieron
presentes, asi como la tutora de los estudiantes, aunque esta ultima no participd. Ambas sesiones
fueron video grabadas.

En la primera sesién propusimos a los estudiantes trabajar con un cuadrado de lado 6 al que se le
quita la esquina superior derecha. Les preguntamos por la relacion existente entre el area de la
figura resultante y el lado de la esquina que se elimina, siendo la misma A(L) = 36 — L?, donde
A(L) es el area de la figura resultante y L es el lado de la esquina suprimida. La tarea se compone
de tres apartados. En el primero de ellos, los estudiantes calcularon el area de un cuadrado de
lado 6. En el segundo, el area de un cuadrado de lado 6 al que se le suprimen esquinas de lados
2y 4; en el ultimo, el area de un cuadrado de lado 6 al que se le suprime una esquina de lado L.
Tras trabajar de forma individual cada uno de los apartados, los estudiantes hicieron una puesta
en comun junto con los investigadores, donde expusieron sus respuestas y llegaron a
conclusiones comunes.

La segunda sesion fue una entrevista individual con cada uno de los estudiantes. La llevamos a
cabo los dos investigadores del equipo que realizamos la sesion anterior, siendo uno de ellos el
entrevistador y el otro, el encargado de grabaciones y observacion. Les planteamos dos tareas
similares a la de la primera sesion: un cuadrado al que se le quitan cuatro esquinas iguales y un
cuadrado al que se le sustraen dos esquinas opuestas, no necesariamente iguales. En la primera
tarea (Figura 2, izquierda), la relacion es A(L) = 36 — 4L?, donde A(L) es el area de la figura
resultante y L es el lado de la esquina suprimida; en la segunda (Figura 2, derecha), A(X,Y) =
36 — X2 —Y?, donde A(X,Y) es el area de la figura resultante, X es el lado de una de las esquinas
suprimidas y Y es el lado de la otra. La entrevista individual tuvo una duracién maxima de media
hora, aunque hubo estudiantes que la realizaron en menos tiempo.

La informacion con la que contamos son la grabacion y transcripcién de las sesiones y el material
escrito de los estudiantes.
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L L Y

Figura 2. Tarea correspondiente a la segunda sesion.

La unidad de analisis del presente trabajo son las respuestas dadas por los estudiantes a cada
pregunta de la tarea en cada sesion. Para analizar la estructura establecida por los estudiantes,
tenemos en cuenta tres momentos de la recogida de datos: trabajo individual, puesta en comun,
entrevista.

ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

Presentamos el analisis de datos y los resultados en tres partes, segun los momentos temporales
en los que recogimos la informacion: trabajo individual de la sesion grupal, puesta en comun de
dicha sesion y entrevista.

En el trabajo individual en el cuestionario, tres estudiantes establecieron una estructura, aunque
incorrecta (36 — L). Los otros tres dieron valores concretos a la variable, pero no llegaron a
establecerla.

En la puesta en comun, cinco los estudiantes intervinieron. En general, todos establecieron una
relacion entre las dos variables al decir que necesitaban conocer el lado de la esquina para poder
calcular el area de cuadrado y por extension, el area de la figura resultante. Los investigadores
ayudaron a los estudiantes a establecer la estructura de forma simbdlica mediante pasos,
comprobando al final que todos ellos la entendieron y eran capaces de establecerla. Aunque los
seis llegaron a establecer la estructura, solamente tres de ellos (E2, E3 y E6) establecieron por si
solos que el area pequefa es L X L (aunque en la estructura establecieron 36 — L). Uno de los
estudiantes uso la expresion “doble L” para representar el area del cuadrado pequefio.

Como sintesis de los resultados obtenidos durante la entrevista, en la tarea de las 4 esquinas, los
seis estudiantes establecieron la estructura: uno mediante el uso de casos particulares, dos de
forma incorrecta (36 — 4L, 36 — L) y tres de forma correcta (36 — 4L?). Teniendo en cuenta que
todas las esquinas son iguales, analizamos si los estudiantes hicieron uso de una sola variable,
concluyendo que 5 de ellos lo hicieron. En relacion al hecho de usar la misma letra para las cuatro
esquinas (pues son iguales las cuatro), cuatro de los cinco estudiantes lo tuvieron en cuenta y lo
incluyeron en la estructura que establecieron. La dificultad de poner 4L en lugar de 4L? puede
provenir del hecho de que identificasen que debian quitarle cuatro veces algo que depende de L,
pero no diferenciasen que L fuese la longitud del lado o el area de la esquina suprimida.

En la tarea de las 2 esquinas, dos estudiantes respondieron de forma correcta mientras que los
restantes establecieron estructuras incorrectas (36 — X — Y). Dada la presencia en esta ocasion
de dos variables y la existencia de la condicion X + Y = 6 que liga ambas en caso de rellenar
todo el lado, analizamos también la respuesta de los estudiantes con base en este hecho. En
referencia al uso de dos variables diferentes, fueron todos los alumnos los que utilizan dos letras
diferentes para notar cada una de las esquinas. Esto evidencia que los estudiantes asociaron que
a esquinas diferentes le correspondian letras diferentes. Cuatro de ellos precisaron de ayuda pues
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sostenian argumentos como “si no fueran iguales pues a uno le pondria L y a otro pues un
numero o una letra mas grande, multiplicando L por L” o “las llamaria igual porque al fin y al cabo
hago lo mismo, puedes utilizar la misma letra”. También es interesante notar la agrupacién de
términos llevada a cabo por E4: en lugar de expresar 36 — X2 — Y2, hizo uso de otras letras para
indicar los productos (M X M = N, L X L = A), de forma que la relacién final fue 36 — N — A.

Atendiendo a los estudiantes, haremos una breve sintesis de la evolucion de cada uno de ellos
(Tabla 1).

Tabla 1. Sintesis de los resultados obtenidos por estudiante.

Entrevista
. Trabajo Puesta en Tarea 2 Tarea 4
Estudiante N , . ,
individual comun esquinas esquinas
E1 No establece No hay No establece 36 —X =32
estructura informacioén estructura 36 —Y =30
E2 36 —L 36 —L 36 — 4172 36 —X?-Y?
E3 No establece  No hay 36 — 412 36 — X% —Y?
estructura informacién
E4 No establece  No hay 36 —L 36 — X% —Y?
estructura informacién
E5 36 —L 36 —L 36 — 4L 36 -X-Y
E6 36 —L 36 —L 36 — 4172 36 —X?-Y?

Vemos asi que E2, E3 y E6 establecen de forma correcta las estructuras de las tareas de la
entrevista, por lo que los estudiantes evolucionan con respecto a la primera sesién. Sin embargo,
ES5 no consigue establecer correctamente la estructura y E4 establece bien la relativa a la tarea de
las 4 esquinas.

CONCLUSIONES

La principal contribucion del presente estudio estriba en la introduccién de una tarea que implica
variable continua y una funcion cuadratica en un contexto geométrico. Ello ha permitido evidenciar
las capacidades de los estudiantes de generalizar en contextos funcionales diferentes a los
usuales en la literatura, que suelen contemplar variable discreta y funciones lineales.

Los estudiantes, que no habian recibido instruccién previa en el uso de las letras, establecieron
L x L como area de la esquina eliminada, hecho que consideramos un logro importante por la
generalizacion conseguida y la identificacion de la estructura (equivalente a L?). Sin embargo,
cuando restaron esta cantidad a 36 (area del cuadrado original), no fueron capaces de agrupar
como potencia cuadrada. Algunos estudiantes mencionaron la potencia, aunque no hicieron uso
de ella de forma correcta. Ello puede deberse al hecho de que, si bien conocian la potencia
aplicada a una situacion con numeros, aritmética, no les era conocida en una situacion con letras,
algebraica (siendo el uso el mismo en ambas situaciones, pueda ser que los estudiantes no lo
identifiquen como tal y consideren que el uso de la potencia es diferente con letras y con
numeros). Puede deberse también al hecho de no haber adquirido bien los conocimientos previos
relativos a la potencia.

Evidenciamos que los estudiantes tienen capacidad para representar de forma verbal y simbdlica.
No rechazan la notacién simbdlica, pero cometen errores, por lo que no creemos que la dificultad
provenga de la funcion cuadratica, sino por agrupacion de términos o uso de la notacion
simbdlica. Concordamos con Pinto y Cafiadas (2018) en que los estudiantes fueron capaces de
generalizar y usar para ello estructuras de varias formas.
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Torres et al. (2019) exponen la dificultad que presentaron los estudiantes de su estudio al
establecer estructuras cuando estas implican una combinacién de operaciones. En su caso,
dichas estructuras son aditivas y multiplicativas. Si bien la estructura aqui es diferente, por ser
combinacion de potencia y diferencia, coincidimos con los autores en su conclusién de la dificultad
de los estudiantes asociada a la combinacion de estructuras.

Destacamos el papel de los investigadores en su interaccién con los estudiantes durante las
sesiones. Dichos estimulos ayudaron en varias ocasiones a los estudiantes a la consecucién de
las tareas, de forma similar a lo expuesto por Urefia, Ramirez y Molina (2019), donde los
investigadores evidenciaron que los estimulos influyeron mucho en las respuestas de los
estudiantes. La reformulacion de las preguntas, la verbalizacién de las reflexiones de los
estudiantes o la repeticidén de las preguntas son algunos de los estimulos que se llevaron a cabo
en las sesiones. De acuerdo con Hidalgo-Moncada y Cafadas (2020), permitieron a los
estudiantes en diversas ocasiones cambiar la estrategia en la que se aproximaban a la tarea o
comprender lo que se les estaba pidiendo en la misma. El conocimiento de los estimulos que
permiten avanzar a los estudiantes en el reconocimiento de estructuras y su representacion
simbdlica es de interés para el posterior disefo de investigaciones docentes.
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Resumen

En este documento se presenta un estudio sobre las motivaciones de los estudiantes excelentes
hacia el estudio de las matematicas. Para ello se disefié un cuestionario organizado en torno a seis
factores motivacionales, que fue validado a través de un estudio estadistico después de su
aplicacioén a 440 estudiantes de educacion superior. Se aplicé, posteriormente, a cuatro estudiantes
excelentes en matematicas. En general, los cuatro estudiantes encuestados muestran altos niveles
motivacionales, en todos los factores salvo en la actitud de sus padres.

Palabras clave: excelencia, motivacion, educacion superior

Abstract

This document presents a study about the motivations of excellent students towards mathematics.
A questionnaire organized around six motivational factors was designed and was validated through
a statistical study after its application to 440 higher education students. It was subsequently applied
to four excellent students in mathematics. In general, the four students surveyed show high
motivational levels, in all factors except the attitude of their parents.

Keywords: excellent, motivation, higher education

INTRODUCCION

El término excelencia se usa a menudo sin una comprension previa de su significado por lo que
depende de cada individuo el sentido en el que se use. Esto da como resultado una multiplicidad
de interpretaciones que dificultan la comunicacion efectiva sobre el tema.

La definicion de excelencia se refiere a la manifestacion de competencias que resulta de la
acumulacion de un amplio cuerpo de conocimientos (Chi, 2006). Esto implica que, si se quiere
entender cdmo actua un individuo que es excelente y por qué es mas capaz que otra persona que
no tiene esta capacidad, debemos entender como esta organizado y estructurado su conocimiento,
y como sus representaciones difieren de las de los principiantes (Chi, 2006). Ademas de esta
definicion de caracter absoluto, existe otra posible aproximacion a este tema, de caracter relativo,
basada en las diferencias individuales. En este sentido, un experto es alguien cuyo nivel de
desempeno supera al de la mayoria de las personas (Cianciolo, Matthew, Sternberg y Wagner,
2006). En este documento, cuando usamos la palabra excelencia nos referimos a “desempeno muy
por encima de la media”, ya que este es el denominador comun entre numerosas definiciones de
excelencia.

Domingues Carlos, F. S. y Gonzalez-Astudillo, M. T. (2020). La motivacion de los alumnos excelentes hacia las
matematicas. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L.
Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion
y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 83-90). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Segun la literatura, la excelencia es especifica para un dominio dado. Sin embargo, las capacidades
transversales de procesamiento de informaciéon, como la resolucion de problemas, también se
consideran importantes (Cianciolo, Matthew, Sternberg y Wagner, 2006). Por lo tanto,
independientemente del dominio especifico del desempefio, parece haber cierto consenso en la
comunidad cientifica sobre la influencia tanto de habilidades cognitivas como metacognitivas en el
desarrollo del dominio. Nosotros nos vamos a centrar en estas ultimas.

En este contexto, al enfocar nuestro estudio en la excelencia académica en Matematicas de los
estudiantes de Educacion Superior, nos interesa conocer las percepciones, procesos, dinamicas, y
circunstancias que culminan en un alto desempeno en esta disciplina. Por ello, nuestra intencién es
explorar la motivacion que muestran los estudiantes con excelencia académica en Matematicas.

MARCO CONCEPTUAL

La motivacién ha sido investigada desde diferentes perspectivas y utilizando diferentes términos, a
veces con significados total o parcialmente superpuestos (Murphy y Alexander, 2000). Pero a pesar
de la diversidad de perspectivas sobre la motivacion, es importante comprender la relacion entre
motivacién y excelencia en Matematicas.

Entre las investigaciones sobre la importancia de motivacién en el desempefo en matematicas
Schiefele y Csikszentmihaly (1995) realizaron un estudio en el que incluyeron dos variables
motivacionales: el interés o gusto por las Matematicas como algo especifico ligado a la materia y la
motivacién por el desempefio como algo mas genérico, lo que permitié concluir que el gusto por las
Matematicas contribuy¢ significativamente en la prediccion del nivel de competencia en ellas.

En el camino hacia la excelencia se plantean dos tipos de catalizadores motivacionales: uno propio
del individuo en forma de autorregulacion y otro a nivel de su entorno, que muchas veces frente a
la combinacién de potencial y motivacion, proporciona formas de apoyarlo, fomentando
oportunidades para obtener mas conocimientos (Hunt, 2006).

A menudo el individuo tiene en su entorno figuras que considera significativas y que contribuyen a
la mejora de su desempeno, influyendo favorablemente en su trayectoria. En contextos académicos,
el estudiante con talento a menudo atribuye el papel de figura significativa a sus maestros
(Csikszentmihalyi, Rathunde y Whalen, 1997). El apoyo brindado por la sociedad al estudiante que
puede convertirse en un experto en matematicas puede materializarse de varias formas, por
ejemplo, el apoyo de los padres, la valoracion de los maestros o la percepcion de los compafieros.

Otro aspecto a tener en cuenta es la utilidad, es decir, la relevancia que les concede el sujeto a las
matematicas tanto para la vida cotidiana como para el futuro (Wigfield y Eccles, 2000). Aunque hay
investigaciones que relacionan el éxito académico con la percepcién de la utilidad (Wigfield y
Cambria, 2010), otros no han encontrado dicha relacién cuando se aplican tests estadarizados
(Gilbert y otros, 2014). Dado que no hay acuerdo en este tema consideramos que deberia ser uno
de los factores para tener en cuenta en nuestro estudio.

En cuanto a la autoconfianza o la percepcién que tiene un individuo de su propia capacidad para
realizar las acciones que le permiten alcanzar los resultados deseados (Bandura, 1986), Pintrich y
Schunk (2002) consideran que un individuo que tiene la expectativa de poder realizar una
determinada tarea con éxito tiende a estar mas motivado por el esfuerzo que otros con menor
percepcion de competencia.

Aunqgue antiguamente se consideraba la excelencia como una consecuencia de las capacidades
innatas de los individuos, algunos investigadores han mostrado la influencia de algunas
caracteristicas motivadoras y de personalidad (Gagné, 2004) en dicha excelencia. Para otros, el
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papel de la dotacién genética no es determinante, pues aunque se reconoce su importancia,
consideran que los altos niveles de desempefio se explican mejor por la practica deliberada
prolongada (Zimmerman, 2006). Asi, podemos ver la existencia de un continuo de perspectivas
tedricas, desde aquellas que enfatizan el peso de la dotacion genética, generalmente mas asociada
a la sobredotacion, hasta aquellas que enfatizan la importancia de la practica continua,
generalmente aquellas consideradas mas cercanas al concepto de excelencia.

Todos estos factores (motivacion, interés, relaciones con terceros, autoconfianza, utilidad)
contribuyen al nivel de desempenfio de un individuo, y por lo tanto a la excelencia. Ademas, hemos
incluido la teoria de la inteligencia percibida (Dweck, 1999) por los estudiantes para comprobar
cémo perciben los estudiantes este aspecto.

METODOLOGIA

Este estudio tiene dos partes claramente diferenciadas, por un lado, se refiere al disefo de un
cuestionario previo sobre la motivacién de los estudiantes en matematicas, al que se le realiza un
estudio estadistico para comprobar su validez y consistencia. A partir de este estudio se disena el
cuestionario definitivo que se aplica a cuatro alumnos excelentes en matematicas para averiguar
sus motivaciones. Concretamente, con este instrumento queriamos conocer los factores
motivacionales de los estudiantes excelentes, lo que les atrae hacia la matematica y de que forma
la valoran, como evaluan su competencia en esta disciplina e, incluso, el grado de acompafamiento
de los padres hacia su aprendizaje de la matematica. Ademas, después de la lectura de varios
trabajos de Dweck (1999) sobre las implicaciones de adopcion de una teoria de la inteligencia que
el estudiante adopta en la fijacién de sus objetivos, decidimos también incluir en el cuestionario
algunas afirmaciones que permitieran situar a cada participante con respecto a la teoria que adopta.

A partir de los cuestionarios de actitudes en relacién con la matematica elaborados por Fennemay
Sherman (1976) y de Tapia y Marsh (2004) elaboramos una primera versién de un cuestionario en
la que se afadieron nuevos items disefiados por nosotros mismos, en funcién de los factores
descritos en el marco conceptual y eliminamos aquellos identificados con variables que no eran el
objetivo de este estudio pues parecian vinculados a contextos culturales distintos a nuestra realidad.

El cuestionario previo estaba conformado por cuarenta y cuatro items en los cuales los estudiantes
debian indicar su grado de concordancia en una escala de tipo Likert con cinco alternativas y
organizado en torno a seis dimensiones: niveles de motivacién de los estudiantes (10); gusto por
las matematicas (8); percepcion de los participantes sobre la apreciacion de terceros de su relacion
con las matematicas (5); niveles de autoconfianza (10); utilidad de las matematicas (7); y teoria de
la inteligencia percibida, adoptada por los estudiantes (4).

Este cuestionario previo se aplicé a cuatrocientos cuarenta estudiantes de educacion superior de
diferentes cursos que incluian en sus planes de estudios asignaturas de Matematicas. Los
estudiantes procedian de cuatro universidades publicas de Espafa y Portugal. Cabe mencionar que
estos estudiantes no fueron elegidos por su nivel de desempeno en Matematicas, y podian ser o no
ser buenos en esta materia.

Para que este instrumento cumpliera con los criterios de validez y confiabilidad, se realizaron
analisis de valores atipicos, validez vy fiabilidad mediante el software SPSS y posteriormente fue
sometido a una serie de sucesivos refinamientos que culminaron en su version definitiva. Los
resultados de estos analisis se presentan en el apartado de resultados.

Una vez asegurada su calidad, este proceso culminé en una versién que se aplicé a cuatro
estudiantes excelentes que participaron en un estudio empirico posterior que incluia otros
instrumentos ademas de este (una entrevista personal para conocer sus caracteristicas
contextuales y afectivas y la resolucion de dos problemas de matematicas avanzadas para
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asignarles un nivel de creatividad), para tener una vision mas global acerca de la excelencia, pero
que no se presentan en este documento por cuestiones de extension. La seleccién de los
estudiantes tuvo en cuenta aquellos que obtuvieron excelentes resultados en dos materias
universitarias de Matematicas en el primer afio universitario. Para ello, se uso6 la clasificacion de
una universidad publica portuguesa y se eligié a los alumnos que obtuvieron al menos diecisiete
puntos (sobre veinte) en dos asignaturas de matematicas.

Después de contactar con los estudiantes que cumplieron con los requisitos de clasificacion, cuatro
(dos hombres y dos mujeres) aceptaron participar en nuestra investigacion. Para garantizar el
anonimato de los participantes, a cada entrevistado se le asigné un codigo conocido solo por los
investigadores A, B, C y D. De esta forma, adoptando una perspectiva relativa de excelencia. el
hecho de que, en Matematicas, los cuatro participantes obtuvieran mejores resultados que la
mayoria de sus pares, asegura su excelencia en esta disciplina.

El cuestionario final estaba organizado en treinta y cuatro items en los que se pedia a los
estudiantes su concordancia o discordancia a través de una escala tipo Likert de cinco niveles. Los
items estaban agrupados en torno a seis factores: competencia percibida (12), utilidad/valor de las
matematicas (6), teoria de la inteligencia adoptada (4), motivacion (6), afectividad hacia la
matematica (4) y actitud de los padres (2).

RESULTADOS

En este apartado presentaremos primeramente el estudio estadistico realizado al cuestionario
previo y en segundo lugar los resultados correspondientes a la aplicacion del cuestionario definitivo
con cuatro estudiantes excelentes.

Estudio de validez y confiabilidad del cuestionario

Se eliminaron los cuestionarios en los que no habia respuesta en todos los items y para analizar
los oulier se usé la distancia D2 de Mahalanobis que requiere que las variables se expresen en una
razon o escala ordinal, en una escala Likert, que se corresponde con este caso. El proceso se hizo
tres veces, identificandose 31 casos como valores atipicos que fueron eliminados del analisis. Asi,
la muestra finalmente estuvo compuesta por 382 estudiantes, 209 mujeres y 173 hombres, cuya
edad promedio era de 19,95 anos, desviacion estandar de 3,46 afos y cuyos valores minimo y
maximo son, respectivamente, 17 y 46 afos.

Posteriormente, se realizé un analisis factorial de todos los items del cuestionario con el objetivo de
detectar los factores responsables de la correlacion entre las variables observables. Para verificar
la idoneidad de la muestra para realizar el analisis factorial, se calculé la Medida de Adecuacién de
la Muestra KMO (MAA) (Kaiser-Meyer-Olkin) que resulté ser KMO = 0.932, lo que permitié concluir
sobre la posibilidad de un analisis factorial de los datos con una calidad muy buena.

Se procedio a la extraccion de los factores de las 44 variables (items), utilizando el método de los
componentes principales que fueron todas superiores al minimo normalmente requerido de 32%,
para todas las variables. Se calculd, para cada uno de los factores obtenidos de las 44 variables
originales, cual es su propio valor, es decir, la variacion total que ocurre en las variables originales
explicadas por él, asi como el porcentaje respectivo. Ademas, para poder asignar mas facilmente
un significado a los factores extraidos, la matriz de los pesos de los factores se rotdé mediante el
meétodo Varimax. Para que cada factor explique al menos una variable, se excluyeron los factores
cuyos autovalores eran menores que 1 y se excluyeron tres factores mas porque, aunque estos
tienen autovalores ligeramente mayores que 1, creemos que no debemos exceder las seis
dimensiones.
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De esta forma se obtuvieron seis factores que explican el 58,2% de la variacion total observada en
las 44 variables originales, aunque las correlaciones entre items no justificaron la constitucion
tedrica inicialmente prevista en seis factores. En consecuencia, en el siguiente analisis, se
eliminaron los items con un factor mayor a 0.40 en un segundo factor. Se realizaron sucesivos
refinamientos hasta que los analisis de validez y fiabilidad de la escala fueron positivos por lo que
cada uno de los seis factores, explora un constructo diferente, lo que permite distinguir entre
motivaciones positivas o negativas en matematicas. Los pesos factoriales de las variables en cada
factor son siempre mayores que el minimo requerido de 40%. Sin embargo, dos elementos se
saturan en mas de un factor, con valores de segunda saturacién solo marginalmente superiores a
0,30, lo que se considera aceptable. Se redefinieron las designaciones de dos factores debido a la
asociacion verificada entre ellos y las variables y se les dio el nombre que mejor se correspondia
con su contenido.

El anadlisis de consistencia interna se realiz6 mediante la alfa de Cronbach. El analisis de
consistencia interna se realizé por separado para cada factor. Sin embargo, por cuestiones de
espacio, los resultados de ese analisis se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1. Alfa de Cronbach para cada uno de los factores.

Factor Alfa de Cronbach Nudmero de Iltems
A - Competencia percibida 0,908 12

u- Utlllfdgd/ valor de la 0,812 6
matematica

T - Teoria de inteligencia 0,862 4
adoptada

M - Motivacion 0,695 6

G- Afe(’:t.lwdad por la 0,729 4
Matematica

P — Actitud de los padres 0,723 2

Los valores de alfa de Cronbach son altos (>70) para casi todos los factores, incluso el mas pequeno
de ellos se considera aceptable y el resto muy bueno. De esta forma, se considera que los datos de
cada factor son unidimensionales, es decir, que las variables de cada uno de ellos miden
adecuadamente una sola categoria.

En consecuencia, la escala resulta en un instrumento apropiado para evaluar la motivacién de los
estudiantes universitarios en matematicas, y puede ser utilizada en nuestro estudio empirico
posterior, asi como, en el futuro, por otros investigadores.

Resultados de la aplicacién del cuestionario en cuatro estudiantes excelentes

Se presentan a continuacioén los resultados obtenidos para los cuatro estudiantes excelentes a los
que se aplico el cuestionario. Para cada uno de ellos se resumen sus respuestas en torno a los seis
factores que organizan el cuestionario.

El estudiante A evidencia unos elevados indices de competencia percibida en matematicas;
considera que es bueno en esta disciplina y que aprende facilmente. Revela también confianza en
sus capacidades para aprender la matematica, incluso la mas avanzada. A pesar de aprender
facilmente, se posiciona de forma neutral en la relacion entre esa facilidad y la motivacion. Por otro
lado, tanto sus profesores (actuales y pasados) como los de sus colegas tienen mucha confianza
en sus capacidades. En cuanto valor de las matematicas, las respuestas permiten concluir que no
sabe si usara las matematicas en el futuro aunque considera que tener un buen desempefio en
matematicas sera importante para su presente y su futuro. Piensa que estudiar matematicas le
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puede ayudar en la resolucion de problemas de otras areas y que es una disciplina necesaria. En
suma, aprecia claramente la utilidad y el valor de la Matematica. Sobre la teoria de la inteligencia
que adopta, las respuestas son menos concluyentes, puesto que, aunque parezca tender hacia la
teoria incremental de la capacidad, no es posible extraer una conclusién categérica al respecto. En
lo que concierne a los factores que lo motivan a aprender matematicas excluye la competicién con
otros estudiantes, asi como deseo de agradar a alguien o para evitar consecuencias negativas. Por
el contrario, revela su motivacién y deseo de tener éxito y de logar un objetivo final. Es notoria la
afectividad de este estudiante hacia la matematica, pues no se aburre, tiene curiosidad intelectual
en esta disciplina y esta dispuesto a profundizar en sus conocimientos y a realizar el esfuerzo
necesario para logar ese aprendizaje. Sus respuestas nos permiten afirmar que esta
intrinsecamente motivado para estudiar esta disciplina. Los padres no tratan de monitorizar ni
alentar el estudio de las matematicas de su hijo.

El alumno B esta seguro de su competencia para aprender matematicas, porque en casi todas las
doce afirmaciones de este factor expresa la conviccion de que es capaz, y ademas, otros también
piensan que es capaz. Las unicas excepciones son dos de esos enunciados en los que se encuentra
€n una posicion neutral, a saber, en el enunciado “Creo que soy bueno / buena en matematicas” y
en el que se establece una relacion causal entre la facilidad para aprender matematicas y la
motivacidon que podria derivarse de ella. En cuanto a la utilidad y el valor de las matematicas, aunque
no tiene una idea definitiva de si las matematicas son importantes en la vida cotidiana y si le
ayudaran a ganarse la vida, en todas las demas declaraciones se puede ver su acuerdo con el alto
valor y utilidad de esta disciplina. Muestran mucha afinidad con la teoria incremental de la
capacidad. En cuanto a su motivacién, todavia no esta seguro, ya que solo pone un pequeio énfasis
en su deseo de triunfar y no esta de acuerdo con el resto de las afirmaciones. Sin embargo, le
gustan las Matematicas, tiene una curiosidad intelectual por las Matematicas y le gustaria seguir
estudiando. Lo que nos permite decir que esta intrinsecamente motivado para estudiar
matematicas. Sus padres no estan alentando ni interesados en su progreso en matematicas.

El alumno C, especificamente en la competencia percibida, notamos la falta de definicién con
respecto a las dificultades que le plantean las matematicas, asi como su capacidad para aprender
matematicas aun las mas avanzadas. En el resto de las respuestas a este factor se nota la confianza
que tiene en sus habilidades, a pesar de confesar que las matematicas le asustan moderadamente.
Sus profesores de matematicas no le dan ninguna impresion de confianza (o falta de confianza) en
sus habilidades, a diferencia de sus colegas que tienen mucha fe en sus resoluciones. En cuanto a
la apreciacion del valor/utilidad de las Matematicas, para él la Matematica es necesaria e importante
al mas alto grado, para el presente y para el futuro (donde también piensa usarla). En cuanto a la
teoria de la inteligencia que adopta, si bien se percibe una ligera tendencia hacia la perspectiva
incremental de capacidad, no es posible una inferencia completa al respecto. Respecto a los
aspectos que motivan a este alumno a aprender matematicas, no lo hace para agradar o competir
con alguien. Los problemas de autoimagen y el miedo a las consecuencias negativas no interfieren
con su motivacién. Lo que mas motiva a C es el deseo de éxito y la consecucion de una meta final.
La afectividad de C para Matematicas es clara, ya que solo es neutral en relacion con evitar estudiar
mas Matematicas, y en el resto de las respuestas a este factor, muestra afecto por la disciplina y
disponibilidad para el esfuerzo. Por tanto, esta intrinsecamente motivado. Sus padres no lo animan
a estudiar matematicas (ni lo desaniman) pero estan interesados en su progreso en esta disciplina.

Por su parte, D expresa altos niveles de competencia percibida en matematicas. Es una asignatura
facil para él y tiene mucha confianza en su capacidad para aprender matematicas. Sélo es neutral
la confianza que sus colegas tienen en sus resoluciones. Refiriéndose a la utilidad y valor de las
matematicas, este alumno es categorico: es importante y Gtil para el presente y para su futuro. Las
creencias de D sobre la teoria de la inteligencia también son decisivas, apoya la teoria de la
capacidad incremental. En cuanto a las causas de su motivacién para aprender matematicas, revela
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mucha incertidumbre. En todas sus respuestas se mantiene en el nivel neutral, con solo dos
excepciones: no lo hace para agradar a alguien y, por el contrario, lo hace por tener éxito. Tiene
gran curiosidad intelectual en esta disciplina y esta dispuesto a aprender mas matematicas, pero no
estd completamente disponible para dedicar el esfuerzo necesario para hacerlo. Finalmente,
aunque sus padres lo animan a estudiar matematicas, aunque no suelen estar interesados en su
progreso en esta disciplina.

Por las respuestas al cuestionario, este alumno, aunque no deja de estudiar y planificar el estudio
de acuerdo con lo que decide ser apropiado para él, presenta una actitud mas relajada hacia el
estudio, sin cumplir con las reglas y rutinas, y sin excesivas preocupaciones, pero, sin embargo, sus
resultados académicos validan su metodologia. Esta actitud, que se diferencia del patrén de
comportamiento de los otros tres estudiantes, no es Unica en el universo de la excelencia, ya que,
por ejemplo, Lave (1988) y Hutchins (1995) (citado por Hoffman y Gavan, 2006), revelaron que los
expertos no realizan tareas a ciegas o se adhieren a las reglas de trabajo, sino que desarrollan
heuristicas informales que, aunque pueden ser contrarias a la intuicion, a menudo son sdlidas,
eficaces y cognitivamente econdmicas. Este parece ser el caso del estudiante D.

DISCUSION

Tratando de resumir y extraer conclusiones de las respuestas de los participantes a la encuesta de
actitudes hacia las matematicas, podemos decir que los cuatro estudiantes encuestados tienen altos
niveles de competencia percibida, es decir, autoconfianza, aunque C en niveles inferiores al resto,
y colegas y profesores también comparten su confianza en el trabajo de los participantes en
matematicas. Por lo tanto, podemos asumir que los cuatro estudiantes tienen un alto sentido de
autoconfianza.

Por otro lado, a pesar de las respuestas de B, globalmente podemos decir que les gusta y estan
intrinsecamente motivados para el estudio de las Matematicas porque, aunque la mayoria apunta
al deseo de éxito como factor motivador - lo que se refiere al nivel de motivacion extrinseca mas
cerca de la motivacion intrinseca (Ryan y Decy, 2000), debemos tener en cuenta el afecto por las
Matematicas que expresan los cuatro estudiantes. De esta forma, si miramos simultaneamente las
respuestas del factor motivacién y el gusto que tienen por las Matematicas, podemos concluir que
estan intrinsecamente motivados para estudiar esta disciplina.

Un elemento comun a todas las respuestas es el reconocimiento de la utilidad y valor de las
Matematicas, sin respuestas disonantes en este factor especifico.

Hablando de sus padres, los alumnos encuestados no reportan excesiva diligencia en su
seguimiento en Matematicas, y este hecho es particularmente evidente en el caso del alumno B,
quizas debido a su edad (41 anos).

Finalmente, aunque las respuestas dadas no son globalmente decisivas, los cuatro estudiantes
parecen compartir la teoria incremental de la inteligencia. Este hecho no es de extranar porque,
segun la concepcién de Dweck (1999), las personas que adoptan esta perspectiva de la inteligencia,
creen que sus habilidades pueden ser cultivadas y desarrolladas a lo largo de la vida, y que con
esfuerzo y aprendizaje pueden llegar a ser mas inteligente y talentoso. Y como se percibe por el
analisis de las entrevistas, estos estudiantes, en su mayor parte, valoran el esfuerzo y el
aprendizaje.
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Resumen

La atencion a los estudiantes de alta capacidad esta actualmente contemplada en los curriculos de
muchos paises. Conocer las conclusiones de la investigacion permite tomar medidas adecuadas
para atender correctamente a ese colectivo y avanzar para hacerlo mejor. Nuestra contribucion,
centrada en alta capacidad matematica, es el resultado de un analisis bibliométrico de articulos
escritos en espariol de los ultimos veinte arfios. Describimos el proceso de busqueda, basado en
términos como Primaria, Talento matematico, etc., y presentamos una clasificacién de los articulos
seleccionados en temas como Identificacion, Propuestas de aula, Afectividad, etc. En las
conclusiones destaca la necesidad de mas investigacion en los paises hispanohablantes.

Palabras clave: alta capacidad matematica, analisis bibliométrico, educacion primaria

Abstract

Attention to gifted students is currently included in the curricula all over the world. Being informed
about the conclusions of research allows take appropriate measures to properly serve this group of
students and advance to do it better. Our contribution, focused on high mathematical ability, is the
result of a bibliometric analysis of papers written in Spanish during last twenty years. We describe
the search process, based on terms like Primary, Mathematical high ability, etc., and present a
classification of the selected papers on themes like Identification, Classroom proposals, Afectivity,
etc. Among the conclusions, we emphasise the need of more research in the Spanish speaking
countries.

Keywords: high ability in mathematics, bibliometric analysis, primary education

JUSTIFICACION DEL TRABAJO

La atencion a la diversidad esta contemplada actualmente en diversos paises, en particular, en
Espafa esta regulado por la (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte, 2013). Dentro del grupo
de diversidad se encuentran los estudiantes de alta capacidad y un subgrupo de este lo conforman
los alumnos con alta capacidad matematica (acm en adelante), que es en los que vamos a centrar
nuestra atencion.

Pero tener éxito en la educacion de esos estudiantes requiere la consideracion de diversos factores,
tanto inherentes al sujeto como procedentes del exterior, factores psicolégicos y entorno social. Por

Gutiérrez-Jaime, P., Arteaga, F., Casino-Garcia, A. M. (2020). Alta capacidad matematica en primaria. Analisis
bibliométrico de publicaciones en espafiol. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime,
E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefan y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas
Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 91-98). Logrofio: Universidad de
La Rioja.
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lo tanto, aspectos como afectividad, autoestima, autocontrol, esfuerzo, etc, por una parte, y la
familia, la escuela, el entorno social y otros factores por otro, influyen en el interés y rendimiento de
los estudiantes. Estas caracteristicas han sido estudiadas por psicélogos, con sus modelos de
inteligencia y de superdotacion (Gagné, 2015; Gardner, 1993; Reis y Renzulli, 2004; Renzulli, 1998,
2004; Renzulli y Geasser, 2015; Stenberg, 1993) con las implicaciones que algunos de ellos tienen
para favorecer el aprendizaje de los mas dotados intelectualmente. Por otro lado, aunque comenzé
con posterioridad, actualmente también son objeto de estudio los estudiantes de acm desde el
campo de educacidon matematica, por lo que existe informacion con la perspectiva de esa
especialidad (Leikin, 2013; Leikin y Lev, 2013).

Atender a esos estudiantes pasa frecuentemente por su identificacion, pues no todos son visibles
por su comportamiento. Por ello, hay diversos trabajos que presentan procedimientos de
identificacion, desde la realizacion de tests psicométricos hasta la consideracion de los procesos
seguidos por los estudiantes en tareas de resolucion de problemas (Andreu y Acosta, 2018; Diaz y
otros, 2009). Relacionada con lo anterior, la formacién del profesorado sobre acm es imprescindible
para dotarles de herramientas adecuadas para la atencion a los alumnos de acm y por ello también
hay estudios en este campo (Cabrera-Murcia y Udaquiola, 2016). Otro enfoque relevante de la
investigacion es el socio-cultural, en el que se incluyen los estudios relativos a las diferencias de
género relacionadas con la acm (Canché y Farfan, 2017).

El conocimiento de la mayor informacién posible en torno a las caracteristicas particulares de los
estudiantes de acm y a su atencion requiere la lectura de material especializado. Por ello, el objetivo
de esta presentacion es realizar una revision bibliométrica de articulos de revistas actuales que
aborden el tema de la acm. Nos hemos centrado en articulos sobre acm en ensefianza primaria en
los ultimos 20 afios (desde el afio 2000), escritos en espanol. No incluimos libros ni trabajos de
investigacion, como tesis doctorales o trabajos de maestria.

METODO

Hemos realizado la busqueda de articulos en espanol de los ultimos 20 anos (desde el afio 2000),
utilizando varias de las bases de datos y repositorios mas conocidos —Dialnet, EBSCO, Google
Académico, JCR, ProQuest, ResearchGate, SciELO y Scopus. Hemos buscado articulos centrados
en ensefanza primaria o0 en los que este nivel educativo se considera junto a otros niveles, en
particular a ensefianza secundaria.

En relacion con los términos empleados en la busqueda, recurrimos a operadores booleanos,
incluyendo varias opciones con el mismo significado. Esto se debe a que un concepto puede ser
expresado de distintas maneras, y mas todavia si tenemos en cuenta la diferente utilizacion del
idioma en distintos paises. Tras leer algunos articulos, finalmente seleccionamos
“Educacion/Ensefianza Primaria, Educacion/Ensefianza Elemental, Educacion/Ensefianza Basica,
Identificacién, Talento Matematico, Talentoso, Superdotado en matematicas”. La Figura 1 muestra
el proceso de busqueda y seleccion de articulos. Las particularidades en ese procedimiento fueron
las siguientes:

En Google Académico se obtuvieron 2820 articulos. En este repositorio los articulos estan
ordenados de manera que el ajuste a las palabras utilizadas en los booleanos es cada vez menor.
Observamos que a partir de la pagina 12 ya no habia articulos de interés, por lo que nos centramos
en las 12 primera paginas, con un total de 120 articulos.

En SciELO no salieron resultados con esos operadores booleanos, por lo que los redujimos a
(Matematic*) AND (Superdota*® OR Talent* OR sobredota*), con lo que obtuvimos 23 articulos.
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Figura 1. Diagrama del proceso de busqueda y seleccion de articulos.

En la Web of Science no aparecian articulos con esos operadores booleanos, por lo que los
redujimos a ALL=(Matematic* AND (Superdota* OR Talent* OR sobredota*)), con lo que obtuvimos
tres articulos, los cuales resultaron eliminados en la seleccién posterior. Los resultados iniciales
fueron:

En Dialnet 16 articulos, en EBSCO 105, en Google Académico 120, en JCR tres, en ProQuest 102,
en Research Gate siete, en SciELO 23 y en Scopus 42.

Las cantidades anteriores se refieren al total de los articulos que hemos encontrado en cada fuente
de informacion. Después se procedid a eliminar repeticiones y a revisar el contenido expresado en
el titulo y el resumen, recurriendo a la lectura del articulo completo cuando no quedaba claro si se
ajustaba a la busqueda que nos interesaba. De esa manera quedaron 38 articulos que cumplian los
requisitos que buscamos.

Al mismo tiempo, y con el fin de incrementar la utilidad de este estudio, hemos agrupado los articulos
por temas, dentro de la acm en primaria, y los hemos codificado de la manera que mostramos a
continuacion:

= AAMT: aplicacién o analisis de propuestas para el aula segun modelos tedricos,
metodologias determinadas propuestas anteriormente o por quienes realizan la propuesta.
En esta parte hemos incluido todos los articulos que, basandose en alguna teoria o
metodologia, se ha propuesto algun tipo de actuacién en la clase sobre como tratar a dichos
alumnos, pero no se aborda una experimentacion en si.

= ACP: afectividad, creencias de los propios estudiantes y las que la poblacion tiene sobre
ellos, y en general caracteristicas psicologicas de los alumnos de alta capacidad.

= APE: analisis de formas de procesamiento y trabajo de estudiantes con acm. En general se
trata informacién obtenida a partir de las respuestas de un grupo de alumnos con altas
capacidades matematicas a ciertas tareas y se extraen conclusiones generalizables al
colectivo de acm.
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= CD: curriculo diferenciado. En esta parte hemos separado todos aquellos articulos en los
que se explica como se ha creado un curriculum diferenciado para alumnos de alta
capacidad con el fin de satisfacer sus necesidades educativas.

= CP: creencias de profesores y padres de estudiantes sobre los alumnos con acm. Aqui
normalmente se incluyen mitos y creencias populares sobre dichos alumnos y muchas veces
se contrastan con informacion real para destacar la falsedad de algunas convicciones
populares.

= EC: hemos incluido los articulos que desarrollan su trabajo a partir de un “estudio de casos”,
entendiendo por tal la recopilacion de la informacion a partir de unos pocos sujetos, con los
que se interactia normalmente en varias ocasiones o en una sesion larga.

= FPA: formacion de los profesores en activo. En estos articulos se tratan actividades y
creencias que los profesores en activo tienen sobre los alumnos de alta capacidad y qué
estamos haciendo como sociedad para que los profesores dispongan de herramientas que
les permitan atender adecuadamente a ese colectivo.

= GM: género y minorias. Son estudios en los que se analiza si influye el sexo o el ser de una
raza o minoria étnica en el alto rendimiento y/o si se descuida la alta capacidad en esos
colectivos.

= H: evolucion del tratamiento de la acm a lo largo del tiempo.

= |PE: intervenciones puntuales en clase, intervenciones o actividades extraescolares.
También incluimos todos aquellos programas especiales que estan pensados para los
alumnos con alta capacidad de los que se muestran experimentaciones concretas.

= |T: identificacion de la acm mediante tests. Entendemos por tests pruebas para
identificacion, tanto si se trata de pruebas psicolégicas como de resolucion de problemas.
Se incluyen tanto articulos tedricos como practicos, estos ultimos con administraciéon del
test.

= S: aspectos sociales. Aqui hay diferentes tipos de articulos que abordan aspectos sociales
relacionados con la alta capacidad: influencia de la religion, del nivel econdmico, de
diferentes culturas, etc.

= O: otros. Habia algunos articulos que no hemos podido catalogar en las otras clases, pero
que si abordaban la acm en primaria y son los que hemos incluido en esta clase.

Entre los articulos que hemos descartado destacamos los que hacen referencia a la formacion de
futuros profesores, ya que se trata de ensefianza universitaria y no se corresponde con nuestro
objetivo. Obsérvese que, sin embargo, si hemos tenido en cuenta la formacién de profesores de
primaria en activo (categoria FPA), pues las actitudes y acciones de estos profesores tienen
repercusion directa en la atencion a los estudiantes de acm.

RESULTADOS

Para cada categoria de la clasificacién anterior mostramos a continuacién la cantidad de articulos
que hemos obtenido (Tabla 1). Hemos encontrado tres articulos que se solapan en dos categorias.
Esto hace que la cantidad total de articulos cuando se suman los de cada categoria no sea 47
articulos, que es el total de articulos considerados validos a través de la busqueda que hemos
realizado de acm en primaria en los ultimos 20 anos.

AAMT: cuatro articulos. ACP: seis articulos. APE: dos articulos. CD: un articulo. CP: dos articulos.
EC: dos articulos. GM: tres articulos. H: un articulo. IPE: siete articulos. IT: ocho articulos. O: dos
articulos. S: tres articulos.
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A continuacion mostramos el listado de las referencias de los articulos, ya clasificados por tematica.
Los articulos que estan en dos categorias tienen al final las siglas de ambas dentro de un paréntesis.
En concreto, (S/ACP), (EC/ACP) y (IT/S).

Tabla 1. Articulos clasificados en las categorias de analisis.

Tema

Articulo

AAMT - Aplicacién
y/o Analisis de
propuestas para el
aula segun modelos
tedricos o
metodologias
determinadas.

Escorcia, I. A. P. (2018). El juego y la inteligencia l6gico-matematica de
estudiantes con capacidades excepcionales. Educacion y
Humanismo, 20(35), 166-183.

Giraldo, E. E. P. (2012). Descubrir talentos en educacién basica primaria:
una obligacién docente. Uni-Pluriversidad, 12(3), 75-86.

Inostroza, F. A. (2016). Analisis critico del discurso de profesores de
matematicas y sus estudiantes: Subjetividades y saberes en aulas
heterogéneas. Estudios Pedagdgicos (Valdivia), 42(3), 223-241.

Perales, R. G. (2017). Desempeno docente para la identificacion de los
mas competentes para la matematica. Profesorado. Revista de
Curriculum y Formacién de Profesorado, 21(2), 271-278.

ACP - Afectividad,
creencias, aspectos
psicoldgicos de
estudiantes

Escamez, A. S., y Sanchez, M. J. B. (2017). Identificacion del alumno con
altas capacidades intelectuales:¢, responsabilidad del maestro o del
departamento de orientacion educativa y psicopedagdgica?. Aula de
Encuentro, 19(1), 69-91.

Gonzalez, M. D. L. L., Leal, D., Segovia, C., y Arancibia, V. (2012).
Autoconcepto y talento: una relacion que favorece el logro
académico. Psykhe (Santiago), 21(1), 37-53. (S/ACP)

Martin, I. R., y Martin, L. R. (2012). Creatividad y educacion: el desarrollo
de la creatividad como herramienta para la transformacion
social. Prisma Social: Revista de Investigaciéon Social, 9, 311-351.

Mejia, C. S., Encalada, G., Vélez, M. J. P., Pontén, Y. D., y Calvo, X. V.
(2019). ¢, Puede la formacion en altas capacidades afectar las
actitudes de los maestros en educacion primaria?. INFAD. Revista de
Psicologia, 5(1), 441-450.

Merino, J. M., Mathiesen, M. E., Mora, O., Castro, G., y Navarro, G.
(2014). Efectos del Programa Talentos en el desarrollo cognitivo y
socioemocional de sus alumnos. Estudios pedagogicos
(Valdivia), 40(1), 197-214.

Sanchez, M. D. P., y Avilés, R. M. H. (2000). Competencias del
psicopedagogo en la evaluacion del superdotado. Faisca: revista de
altas capacidades, 8, 86-103. (EC/ACP)

APE - Analisis de
formas de
procesamiento y
trabajo de los
estudiantes de acm.

do Carmo Gongalves, F., y de Souza Fleith, D. (2013). Creatividad en el
aula: percepciones de alumnos superdotados y no-
superdotados. Revista de Psicologia (PUCP), 31(1), 37-66.
Reyes-Santander, P., Aceituno, D., y Caceres, P. (2018). Estilos de
pensamiento matematico de estudiantes con talento
académico. Revista de Psicologia (PUCP), 36(1), 49-73.

CD - Curriculo
diferenciado

Bullejos, M. M. (2008). ; Atendemos adecuadamente a los nifios super-
dotados? Revista Digital Innovacién y Experiencias Educativas, 14, 1-
10.

CP - Creencias de
profesores y de
padres.

Cabrera-Murcia, E. P., y Udaquiola, C. (2016). s Qué piensan los
profesores sobre los nifos con talento académico? Una aproximacion
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a las concepciones de profesores de segundo ciclo de educacion
basica en Chile. Universitas Psychologica, 15(2), 121-134.

Campo Mon, M. A., Castro Pafieda, M. P., Alvarez Martino, E., y Alvarez
Hernandez, M. (2005). Actitudes de los maestros ante las necesidades
educativas especificas. Psicothema, 17(4), 601-606.

EC — Estudio de
Casos

Parra, D. J. L., Rojas, M. J. L., y Diaz, R. H. (2016). Altas capacidades
intelectuales y trastorno de déficit de atencion con hiperactividad: a
propésito de un caso. Perspectiva Educacional, 56(1), 164-182.

Sanchez, M. D. P., y Avilés, R. M. H. (2000). Competencias del
psicopedagogo en la evaluacion del superdotado. Faisca: Revista de
Altas Capacidades, 8, 86-103. (EC/ACP)

GM - Género /
minorias

Canuto Gonzalez, |., Cebrian Martinez, A., y Garcia Perales, R. (2019).
Alta capacidad y género: La autoestima como factor influyente en las
diferencias entre sexos. Contextos educativos, 24, 77-93.

Marquez, R. M. F., y Ramos, M. G. S. (2018). El Desarrollo del talento de
las mujeres en matematicas desde la socioepistemologia y la
perspectiva de género: un estudio de biografias. Bolema: Boletim de
Educacao Matematica, 32(62), 946-966.

Mathiesen, M. E., Castro Yanez, G., Merino, J. M., Mora Mardones, O., y
Navarro Saldana, G. (2013). Diferencias en el desarrollo cognitivo y
socioemocional segun sexo. Estudios Pedagdgicos, 39(2), 199-211.

H - Historia

Hernandez, M. A., Mon, M. A. C., Pafieda, P. C., y Martino, E. A. (2005).
Los maestros del Principado de Asturias y las necesidades educativas
especificas. INFAD. Revista de Psicologia, 2(1), 563-574.

IPE - Intervencion
para clase o
extraescolar.
Programas
especiales.
Propuestas con
enfoques
particulares.
Experiencias

puntuales en clase.

Araujo Guijo, I., Fernandez Reyes, M. T., Nufiez Valdés, J., y Sanz Gil, F.
J. (2015). Aprendiendo de al tiempo que ensefiando a alumnos de
altas capacidades. Pensamiento Matematico, V(1), 7-16.

Castro, E., Benavides, M., y Segovia, I. (2008). Diagndstico de errores en
nifos con talento. Revista Iberoamericana de Educacion Matematica,
16, 123-140.

Castro, E., Ruiz-Hidalgo, J. F., y Castro-Rodriguez, E. (2015). Retos,
profesores y alumnos con talento matematico. Aula, 21, 85-104.

Escriva, M. T., Jaime, A., y Gutiérrez, A. (2018). Uso de software 3D para
el desarrollo de habilidades de visualizacion en Educacién
Primaria. Edma 0-6: Educacion Matematica en la Infancia, 7(1), 42-62.

Extremiana, A. A. (2017). Intervencion Educativa en la Superdotacion
Intelectual. Revista Internacional de Educacién y Aprendizaje, 5(2), 85-
95.

Navarro, J. (2017). Talento matematico excepcional y destino profesional.
Trayectorias de participantes mexicanos en olimpiadas internacionales
de matematicas. Innovacién educativa (México, DF), 17(73), 49-77.

Rojo, A., Martinez, G. S., Sainz, M., Fernandez, C., Hernandez, D., y Gil,
C. F. G. (2010). Talleres de enriquecimiento extracurricular para
alumnos de altas habilidades. Revista Electronica Interuniversitaria de
Formacién del Profesorado, 13(1), 137-146.

IT - Identificacion
Mediante test
psicolégicos o
resolucion de
problemas

Andreu, C., y Acosta, Y. (2018). Disefio, construccion y validacion de una
rubrica para la deteccion del talento matematico. Revista de
Educacion Inclusiva, 11(2), 139-158.

Etchepare, G. C., Ortega, R., Pérez, C., Flores, C., y Melipillan, R. (2011).
Inteligencia légica y rendimiento académico en matematicas: un
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estudio con estudiantes de Educacion Basica y Secundaria de
Chile. Anales de Psicologia, 27(2), 389-398. (IT/S)

Etchepare, G. C., Wilson, C. P., Araneda, R. M., y Ortega-Ruiz, R.
(2015). Examen psicométrico del IQ Test como herramienta de
discriminacion de individuos normales y talentosos en la poblacion
escolar chilena. Universitas Psychologica, 14(3), 899-912.

Flanagan, A., y Arancibia, V. (2005). Talento académico: Un analisis de la
identificacion de alumnos talentosos efectuada por profesores. Psykhe
(Santiago), 14(1), 121-135.

Perales, R. G., y Fernandez, C. J. (2016). Diagndstico de la competencia
matematica de los alumnos mas capaces. Revista de Investigacion
Educativa, 34(1), 205-219.

Tourdn, J., y Tourdn, M. (2016). La Identificacion del talento verbal y
matematico: la relevancia de las medidas fuera de nivel. Anales de
Psicologia, 32(3), 638-651.

Vélez-Calvo, X., Davila, Y., Seade, C., del Carmen Cordero, M., y
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COMENTARIO FINAL Y LIMITACIONES DEL ESTUDIO

Como comentario final, diremos que es poca la literatura existente en relacion con la acm en
primaria, dado que hemos tenido en cuenta los ultimos 20 afios. No obstante, esta busqueda se ha
realizado en espanol, con unas fuentes bibliograficas concretas y soélo en revistas. Si se amplia
cualquiera de las variables mencionadas anteriormente seguro que existe mas informacion.
Asimismo, algunos articulos se ajustan sélo puntualmente a la tematica en la que se han clasificado,
pero abordan la alta capacidad, por lo que se han incluido en las clases establecidos y no se ha
creado una nueva clase para cada uno de ellos.
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Resumen

Los’ estudiantes de alta capacidad matematica necesitan retos y problemas que les permitan
aprender. Estas dos caracteristicas las cumple la competicion DIVMATSE, organizada para un
grupo reducido de nifios de 3° de Primaria de Costa Rica, Colombia y Espafia. Se estructurd en
tres fases con problemas para resolver en casa y una cuarta fase presencial. En las tres primeras
sesiones se presentan contenidos o métodos de resoluciéon de los problemas diferentes a los
usuales. En la cuarta sesion los problemas responden a algunos de los objetivos de aprendizaje
propuestos en las sesiones anteriores, promoviendo el aprendizaje porque para quedar en
puestos altos hay que saber ese contenido. En esta presentacion explicamos la estructura de la
competicion y mostramos cuatro problemas concretos y algunas resoluciones de [0S nifios.

Palabras clave: alta capacidad matematica, competicion, ensefianza primaria, aprendizaje

Abstract

High mathematical ability students need challenges and problems that help them learn new things.
These two characteristics are fulfilled by the DIVMATSE competition. It was organized for 3 grade
students from Costa Rica, Colombia and Spain. There were three phases in which the problems
were solved at home, and the final phase, in person. In the first three phases we presented the
students with new content and new engaging methods of problem solving with respect to these
they were used to. In the last phase the content or the strategies to solve the problems had been
worked upon in the past phases. In this presentation we show the mathematical organization of the
competition, some of the problems and some of the students answers.

Keywords: High mathematical ability, competition, primary, learning

LA COMPETICION. JUSTIFICACION Y ORGANIZACION

La atencion y formacion a estudiantes de alta capacidad matematica (acm en adelante) se puede
realizar en el contexto de clase o en actividades extraescolares y el contenido puede ser curricular
o extracurricular. Entre las acciones contempladas se encuentran las olimpiadas matematicas.

" Por comodidad en la lectura, en todo el texto utilizaremos el género masculino para referirnos a
situaciones en las que hay participantes de los dos géneros, nifios y nifias.

Mora, M., Aristizabal, J. H., Barquero, J. y Jaime, A. (2020). Reto y aprendizaje para alta capacidad matematica en la
competicion DIVMATSE. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C.
Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 99-106). Logroino: Universidad de La Rioja.
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En general, estas competiciones se entienden en términos del planteamiento de problemas o
ejercicios que requieran conocimientos matematicos, razonamiento logico, demostracién
avanzada o incluso una “idea feliz” en relacién con el nivel educativo al que estan dirigidas. Sirven
de estimulo para muchos estudiantes que necesitan preparar y resolver este tipo de tareas que
suponen un reto para ellos (Bicknell, 2008; Cervantes, 2013; Falk, 2001, Kalman, 2002; Subotnik,
Miserandino, Olszewski-Kubilius, 1996). Por ello, las olimpiadas y su preparacion se convierten en
uno de los recursos Utiles para atender a estudiantes de acm, los cuales se dedican a resolver los
problemas planteados en esas competiciones y asi aprenden matematicas inherentes a esos
problemas y a su resolucién, bien sea sobre conocimiento, estrategias de resolucion, o
situaciones particulares.

Es posible ir mas alla en el aspecto de ensefianza-aprendizaje y disefiar una competicion en la
que los estudiantes aprendan matematicas especificas en la propia competicion y que ese
aprendizaje sea evaluado de alguna forma.

Precisamente con ese objetivo se disefié para el curso 2019-20 DIVMATSE, una competicién en
la que participaron estudiantes de 3° de primaria de Costa Rica, Colombia y Espana. En la Figura
1 mostramos la informacion facilitada a los interesados sobre los objetivos de la competicion:

Objetivos
1- Promover el aprendigaje de low matemdtica de una forma distintoa o low usual.

2- Implicawr av niiioy de diversos paises y culburas exv lav resolucién de una tarear matemdtica
conmunn.

3- Involucrawr o loy participantes en una competicior ew law que cada uno- conoce e cada fase
sw posicidn, pero- no-conoce (porque utiligon wwv pseuddnimo,) quiénes sow loy que le aventajony
o-loyriwt’mmvmumpwu‘:ox lo- cual promueve que cada o juegie v superarse o st mismo-

Figura 1. Objetivos de la competicién DIVMATSE.

Se partia de una experiencia similar, realizada en Espana el curso anterior, 2018-2019, con 27
participantes (14 de 3° de primaria y 13 de 4° de primaria), identificados con sobredotacion
intelectual, que tuvo buena acogida y resultados excelentes en lo que al aprendizaje se refiere.

La muestra de DIVMATSE, era de 55 estudiantes en total, con 25 de Colombia, 16 de Espafia y
14 de Costa Rica. La muestra era pequefia, pues se trataba de una experimentacion piloto con
vistas a mejorarla en el futuro tras corregir los posibles errores por la novedad de la iniciativa.

Se planted inicialmente en 4 fases con frecuencia semanal. En las tres primeras fases los
problemas se les proporcionaban a los participantes y estos tenian una semana para resolverlos y
podian realizar consultas. La ultima fase era presencial en cada pais. Esta fase presencial
puntuaba el doble que las anteriores, debido a que era precisamente aqui cuando los estudiantes
mostraban lo que podian hacer por si mismos.

En el caso de Costa Rica y Espafia, el intercambio de problemas o soluciones se realizaba a
través de internet: se enviaban por correo electrénico los problemas y los participantes los
devolvian escaneados o fotografiados. En Colombia la entrega y la recogida era presencial, la
profesora de la clase la repartia a los participantes y la recogia pasada la semana.

Las soluciones se enviaban cuando finalizaba el plazo de entrega, al mismo tiempo que se
proporcionaban los nuevos problemas. La puntuacién era la indicada en la Figura 2.

A partir de las resoluciones, tras cada fase se iba elaborando una tabla de puntuaciones que se
hacia llegar a todos los participantes. Con el fin de que nadie se sintiera mal por quedar atras en
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el listado, se pedia, de manera voluntaria, un pseudénimo, que era lo que aparecia en las
puntuaciones. Asi, por ejemplo, participaban Agatha Potter, Lightman, Pikapato, etc.

- Lo puntuacion o asignar para loy efercicios que se trabajordn en lav sesidw presencial serds
de 2, 3, 4 ew cada problema, donde 2 es si el estudiante tiene el ejercicio- incorrecto; 3 se
asigna si el estudiante tiene algin(os) ervor(es) ew el procedimiento o estiv inconcluso-y 4 se
asigna inicamente si el efercicio- estiv totalmente corvrecto-

- Lay resoluciones consideradas muy originales sevdn premiadas covv ww punto-extrov.

Figura 2. Puntuacion de las preguntas en la competicion DIVMATSE.

Por otra parte, para destacar el caracter internacional de esta competicion y que los nifios
percibieran que estaban resolviendo los mismos problemas que nifios de otros paises, estaba
previsto proyectar al inicio de la sesion presencial videos de participantes de los otros paises
saludando a sus pares.

Se disefiaron diplomas, que se concedian por tramos de puntuacion, y correspondias a oro, plata,
bronce y participacion, como se puede ver en la Figura 3.

—DIVERSION MATEMATICA SEMAWAL—
®. —DIVERSIOW MATEMATICA SEMAVAL]

4
gl | [+80 —BIVERSION MATEMATICA CEMAVAL

| dart| [980] [~PIVERSION MATEMATICA SEMANAL
V' | == [o8® —\_, COMPETICISN CON APREWDISAJE
p.,-v 13 D‘O:V_:Ag_' :o_i
3 ! Ll [ o HACEN CONSTAR QUE:
VI E=E Mawgouitor XXX XXX

Parigpd de la
—_— 'y Competicion Internacional
—_—— - e

Figura 3. Diplomas para participantes segun la puntuacion obtenida.

La organizacion por fases, cuyos problemas se resolvian en el propio domicilio, y la ultima
presencial, asi como la puntuacién extra a la resolucidn mas original. Toda esta estructura se
inspird en la competicion “Open Matematico”, que desde hace 30 afios se realiza anualmente en
Espafa, con sede en Requena, cuyo creador y organizador principal es el profesor de ensefianza
secundaria y miembro de la Real Sociedad Matematica Espanola Antonio Ledesma Lépez. El
calendario inicial era el indicado en la Figura 4.

Fechas

lexr problema fecha de entrega o estudiontes ey el 22 de febrero

fecha limite poaraw recoger es 29 de febrero-fecha limite para recoger es 29 de febrero:
2do problemao fecha de entrego av estudiantes esx el 7 de marzo-

fecha limite poarow recoger es el 14 de marzo-

Jer problemo fecha de entrega av estudiantes es el 21 de marzo

fecha limite para recoger es el 28 de marzo-

Sesiévupresencial: 4 de abril

Figura 4. Calendario previsto inicialmente para la competicién DIVMATSE.

La novedad de la competicién DIVMATSE respecto al resto de olimpiadas es que se trata de una
propuesta de aprendizaje en si misma, ya que en los problemas se proponen conceptos, o
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estrategias de resolucién de problemas, de los cuales se facilita con frecuencia un ejemplo,
ademas de su resolucion (esta tras la entrega por parte de los participante de la suya propia), y
los problemas de la fase final, presencial, corresponden a conocimientos y estrategias de
resolucion de los que se han presentado en alguna de las fases anteriores.

La competicién DIVMATSE 2020 no pudo finalizar a causa de la covid-19, pues el hecho de que
en el grupo de Colombia la entrega y recogida de problemas se realizara de forma presencial
obligé a cancelar la competicidén en ese pais tras la primera recogida de soluciones. En Costa
Rica y Espana continué una entrega mas que ya se habia lanzado por mail, pero se cerro
entonces debido al espiritu de grupo con el que se cred este evento, que se perdia con la
ausencia de uno de los paises participantes. Cortada repentinamente y con el confinamiento
obligado en todos los paises, no se pudo realizar la sesion presencial, por lo que se facilité el
listado ordenado de las puntuaciones de cada participante hasta ese momento.

Los problemas per sé y la participacion en un evento de estas caracteristicas en general motiva a
los estudiantes de acm, y asi sucedié en DIVMATSE, ampliada esta disposicién por el hecho de
competir con pares lejanos, misteriosos de alguna manera para estudiantes de 3° de primaria.
COMENTARIOS RESPECTO A PLANTEAMIENTO FUTURO

Tras la experiencia anterior, pensamos que tres fases para que resuelvan los participantes con
tiempo ilimitado, en sus casas, y después una cuarta sesién, en modalidad presencial, con
puntuacion mucho mas alta que las anteriores, es una buena distribucion, pues en tres sesiones
da tiempo a proponer tareas que desarrollen habilidades matematicas y en la sesion presencial
los estudiantes pueden mostrar lo que han asimilado.

Por otra parte, creemos que es interesante la preparacién y presentacion de un video para
compartir en los paises participantes, pues eso les motiva y les ayuda a establecer algun vinculo
con otras culturas, aunque sea esporadico y en un contexto limitado. No es aconsejable plantear
una final posterior que requiera el desplazamiento de estudiantes de estas edades a otros paises,
tanto por la edad como por el coste econdmico.

Finalmente, decir que la utilizacidon de un pseuddénimo para figurar en las tablas con la puntuacién
ha resultado importante para que ningun participante se sintiera perdedor ante sus compaferos.
CONTENIDO MATEMATICO DE LA COMPETICION

A continuacién presentamos el contenido de aprendizaje matematico a través de la competicion
completa propuesta para 2020:

* Area de figuras planas: Utilizacién de estrategias (en particular de descomposicion y
recomposiciéon) para obtener el area de figuras planas dibujadas sobre papel cuadriculado.

= Producto - Diagramas en arbol.

= 3D - representaciones ortogonales

= Ecuaciones (se espera resolucién con ayuda visual).

= Geometria 2D y visualizacion identificacion de formas (triangulos)

= Geometria 3D y solidos: Primas, piramides y bipiramides. Caras, vértices y aristas,

= Poligono regular. Diagonales de un poligono.

Ejemplos comentados de problemas

A continuacién mostramos y comentamos algunos de los problemas disefados para la
competicion. Corresponden a los contenidos “Area en de figuras planas” (Figura 5) y “Productos-
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Diagramas en arbol” (Figuras 8a y 8b). Mostramos el problema planteado en las sesiones en las
que los participantes disponian de una semana para resolverlos y podian realizar consultas, y su
correspondiente par propuesto para la sesion presencial, en la cual hay tiempo limitado y no se
pueden realizar consultas. Estos problemas de la sesion presencial no se pudieron proponer
debido a la covid-19. Presentamos también las soluciones que facilitamos a los estudiantes tras la
entrega de sus respuestas, asi como las soluciones aportadas por algunos estudiantes para cada
uno de los dos problemas de la fase no presencial (para la que disponian de una semana y
podian consultar).

Problemas sobre area de figuras planas

DIVERSION MATEMATICA SEMANAL
COMPETICION €OV APRENBIZAJE

Prueba internacional en Resolucion de problemas

)
503

Pseudénimo del participante

Problema panm

EXPLICA COMO CONSEGUIR LA SOLUCTON.

o Encontrar el drea de la figura que se muestra a continuacion.
T RESTOS DE CARTULINA

Marta y Juan buscan recortes de cartulina para hacer.

una manualidad. Pueden elegir un trozo entre varios y

quieren  saber cudl es el mayor. Para todos pueden | = -

hallar el drea en cuadrados facilmente menos para la =

Figura verde.

sPuedes averiguarlo '1G? El area debes darla en
cuadrados de la cuadricula.

p! ST i

Ajudq: Aqui fe mostramos un ejemplo de como
solucionar una imagen equivalente

I e d N
s E I
; ™

Dividir la regién
o superficie
Trate de complefar

. cuadros o rectangulos

| L N |
_ Sume los cuadritos \ R/. El drea de la figura es f

internos del cuadrado o — 24 unidades cuadradas
o recténgulo |

1 J Ejemplo de solucién

Fecha limite de entrega: 22 de marzo 2020
Figura 5. Problema de areas de la sesién 1y su correspondiente de la ultima sesion.

En este caso, el primero de los problemas se propuso en la sesion inicial. Se propone la obtencion
del area de una figura plana a partir de recuento de cuadrados. Pero se requiere alguna técnica
especial para resolverlo, pues no se ven directamente los cuadrados completos. En particular,
aqui se promueven las transformaciones de descomposicion y recomposicion. Por ello, ademas
del enunciado del problema que se les plantea a los participantes de DIVMATSE,
proporcionamos, en la misma hoja, un ejemplo y luego es el método que aparece en la solucion
del ejercicio propuesta para esa semana. No obstante, se admite cualquier tipo de solucion.

El problema previsto para la sesion ultima, que estaba relacionado con el anterior, es el que se
muestra a la derecha. El procedimiento para obtener el area tampoco es el recuento directo de
cuadrados. De nuevo se muestra un ejemplo en la hoja del enunciado del problema, con
indicaciones sobre donde poner el énfasis.

Por lo tanto, los dos problemas, el que realizan a lo largo de la semana y el que se propone en la
prueba presencial, abordan el mismo contenido y se plantean situaciones mas complejas que las
propias del entorno escolar. Pero en el primer ejercicio se potencian unos procedimientos,
descomposicion y recomposicion, y en el segundo se sugiere descomponer, duplicar y girar. Por
lo tanto, este ejercicio de la fase presencial no es una copia del primero; se espera que, a partir de
la experiencia adquirida con el primer problema y las ayudas proporcionadas a través del ejemplo
de la sesion presencial, los participantes desarrollen habilidades matematicas para calcular el
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area por otras estrategias, que se sugieren en la anotacion que acompafa al enunciado. En la
Figura 6 estan las soluciones a estos problemas aportadas desde la organizacién de las Jornadas.

—SOLUCIONVES
RESTOS DE CARTULINA
— SOLUCIOVES
AREA E .

Triangulo verde superior izquierdo es la mitad = % =05

|i> v ﬁ> E> |’ |:> 154 Triangulo verde superior derecho = %: A
|
| /' Triangulo verde inferior = _g_= 3
N

R/. El area total de la figura es 05 + 1 + 3 = 45u®

R/. El drea de la figura es 15 unidades cuadradas
Figura 6. Soluciones a los problemas de areas de sesion presencial y final.

En la Figura 7 mostramos las soluciones de tres estudiantes al primer ejercicio. Como se puede
apreciar, todos utilizan la descomposicion y la recomposicion.

T 1
1 I

| 1 120 1 Y

AR
1
1

1 S .‘ 1] |
A3V A0 P PP T e o
’ 3 T Lamms
: e
o AT
mieisisick 1
Soluciénl
Encontrar el area de la figura que se muestra a continuacion. 1- La figura tiene cuadros enteros e incompletos.

2- Cuento los completos y son 10.
3- Los incompletos los uno con sus opuestos y
son 5.
4- Sumo 1045 = 15
5- R/ Lafigura tiene 15 unidades cuadradas.
Solucién2
1- Amplio la figura como se ve en el ejercicio de
g arriba.
sLa seluc.onlo hieen unahosa adicional 2- Observo que las figuras que
nombré Ay B forman al unirlas una
figura exacta a la del ejercicio.
3- 3- Cuento todos Iso cuadrados que se forman y
son 30 en total.
4- los divido entre dos 30:2 =15..
5- Laftiene 15 unidades cuadradas.
Solucién3
1- Al ampliar la figura se forma un rectangulo de
6 cm de largo y 5 cm de ancho.
2- Entonces se puede multiplicar 6x5 que es igual
a20.
3- Como la figura que me dieron es la mitad, ya
que la recorté y armé entonces divido 30:2 =
15.
4- Laftiene 15 unidades cuadradas.

Figura 7. Soluciones de tres estudiantes al problema de areas de la sesion 1.

Problemas sobre Productos - Diagramas en arbol

El primero de los problemas tiene dos apartados, gatos y piruletas (Figura 8), y se planted en la
segunda sesion de la competicion. Su objetivo era presentar la herramienta del diagrama en arbol
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como ayuda para la comprension de los problemas que se resuelven mediante una multiplicacién
multiple cuya estructura se puede representar mediante ese diagrama. Se considera la situacion
directa y la inversa.

EXPLICA “OMO CONSEGUIR LA SOUCIEN.

MI &GATO DE REGALOD

En el cole de Marta estan muy contentos con la cocinera
porque les hace unos guisos exquisitos.

/Avuda: En el dibujo tienes una ayuda. Con un diagrama

en arbol puedes ver como llegar a la solucion,
aunque no es necesario utilizarlo. Nosotros hemos empezado el
arbol; no esta completo.

# No hace falta que dibujes los gatos. Ni siquiera que escribas los

La proxima semana es su cumpleafios y Marta ha pensado |
nombres. Solo lo que prefieras y te ayude a resolver el problema.

que le va a regalar un gatito.

Marta se lo cuenta a dos amigos, Luisa y Marcos. Ellos deciden fambiér Mazta
regalarle cada uno un gatito. %&, Marbo.
Luisa se lo cuenta a dos amigos (Alonso y Beatriz) y Marcos a otros dos P
(Ana y Roberto), y cada uno de ellos le lleva a la cocinera un gatito. ﬁ Luisa Mareos
Cada uno de esos dos amigos se lo cuenta a otros dos nifios.

Cada uno le regala a la cocinera un gatito. N Beaobriz Alownso
i
sCuantos gatitos le daran en total a la cocinera? (jMenos mal que l¢ _& %
gustan mucho!) ____ Bealriz Alowso ) B

EXPLICA COMO COMSEGUIR, LA SOLUCION.

En otro cole, los nifios tienen una idea parecida para celebrar el cumple
de la directora. En ese caso es Juanjo quien propone llevar él 5
bombones y decirselo a ofros nifios.

Se lo dice a tres amigos y cada uno lleva 5 bombones. f é

Cada uno de estos Gltimos se lo dice a otros tres, y asi hasta que
consiguen 65 bombones.

sCuantos nifios han participado?
Haz el diagrama de arbol completo.
Juon jo s
E+6+6=186

Figura 8. Problema de producto-Diagrama arbol de sesion 2.

El problema previsto para la sesion presencial (cajas dentro de cajas, Figura 9) obedece a la
misma estructura, si bien hay mas cambios en las cantidades de los diferentes niveles.

EXPLICA COMO CONSEGUIR LA SOLUCION.

El domingo, Francisco celebrara su cumplearios.

CAJAS DENTRO DE cAIAS N | %

Rz,
-

Tiene preparada una sorpresa: Al
sis

Una caja grande verde.

Dentro de esa caja hay 4 cajas rojas.
Dentro de cada caja roja hay 3 cajas azules.
Dentro de cada caja azul hay 2 moradas. —

- R Un di de arbol
Dentro de cada caja azul hay un chiste, que " ;:,i’::‘ :Yu::r,r o
cada invitado contara y asi pasaran un rato
riendose.
3Cuantos chistes hay?

A los nifios les [gusté la idea y organizan una caja mucho mas grande
para llevarla al colegio y abrirlo en el descanso.

Esta vez dentro de la caja grande hay é cajas, dentro de cada una
de estas 5, dentro de cada una de estas 4, dentro de cada una de
estas 3, dentro de cada una de estas 2 y dentro de cada una de
estas un chiste.

Bl ;Cuantos chistes hay en total?

B2 Como son demasiados chistes para contarlos seguidos, deciden
utilizar 60 cada semana. 3Para cuantas semanas hay chistes?

Figura 9. Problema de producto-Diagrama arbol de sesién final.
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Por limitacion de espacio, no mostramos las soluciones que presentamos a los participantes, pero
si incluimos en la Figura 10 la aportada por un estudiante, la cual es representativa de la mayoria
de resoluciones por los nifios; estos se sirvieron del diagrama de arbol para obtener y razonar la
solucion, tanto en el problema directo como en el inverso.

Haz el diagrama de arbol completo
e Qrtalal nﬁ?clmﬂ"’ goitoy ‘ Juon jo £
Marta TN svsesa1s
= Luisa  Marcos /T\ /\ {“ 11
Yo Beakriz Alowso / B . r ’U‘JL%D—F. 17 Nunans
2 C o

Bealric Alonso

Figura 10. Solucion de un estudiante al problema de producto-Diagrama arbol de sesion 2.

CONCLUSIONES

Por lo que hemos podido comprobar, estas competiciones sirven de estimulo para estudiantes de
alta capacidad matematica que necesitan retos, tareas que no supongan una rutina ni sean la
repeticion de las propuestas en su aprendizaje ordinario. Ademas, como hemos mostrado, se
puede incluir aprendizaje especifico a través de la informacion que se proporciona en los propios
problemas, de los intentos de resolucion por los estudiantes y en las resoluciones que se les
facilitan a los participantes tras la realizacion de las pruebas correspondientes.
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Resumen

La alta capacidad matematica es un tema por el que la investigacion didactica estda mostrando
interés creciente en los ultimos arios, con cada vez mas iniciativas en marcha para atender a esta
poblacién. Sin embargo, aun existe debate sobre la forma de caracterizarlas. Presentamos un
avance de nuestra investigacion sobre la caracterizacion de la alta capacidad matematica a partir
de las habilidades mostradas por estudiantes olimpicos de educacion primaria. Particularmente nos
centramos en una muestra de estudiantes de 7-8 y de 11-12 afios y en habilidades de visualizacion.
Para ello, establecimos una serie de indicadores sobre esta habilidad que pretendemos evidenciar,
construimos problemas apropiados, los aplicamos y analizamos las estrategas de resolucion, para
determinar en que medida se presentan los indicadores en los diferentes grupos de poblacion.

Palabras clave: habilidades de visualizacion, alta capacidad matematica, educacion primaria,
olimpiada matematica

Abstract

Mathematical giftedness it is a topic that has received increasing attention by researchers in recent
years, with more and more initiatives to care this population. However, there is still debate on how
to characterize it. In this paper, we inform on the advances of our research on the characterization
of mathematical giftedness, based on the skills presented by Olympic students in primary school.
Particularly, we focus on a sample of 7-8- and 11-12-years old students and visualization abilities.
To do it, we established indicators on these abilities that we intend to demonstrate, we built problems,
applied them, and analyzed the resolution strategies, to determine the way those indicators are
present in the different population groups.

Keywords: visualization skills, mathematical giftedness, primary school, mathematical Olympiad

INTRODUCCION

En los ultimos afos se ha dado énfasis al tema de la alta capacidad matematica (acm), ya que
representa un grupo importante de nifios que pueden llegar a enfrentar dificultades para adaptarse
al sistema educativo por poseer capacidades por encima de la media, las cuales no les son
requeridas y ello puede llevarlos a desmotivacion, inhibicion de sus capacidades e incluso al fracaso
escolar. Aun asi, muchos de estos estudiantes no han sido identificados o no reciben la atencién
requerida (Jaime y Gutiérrez, 2014; Miller, 1990).

Por ello, algunos paises (Estados Unidos, Espafa, Rusia, Australia, Colombia, Ecuador, Cuba,
Costa Rica, etc.) han desarrollado programas para la atencion a los estudiantes con acm, iniciativas

Mora-Badilla, M. y Gutiérrez, A. (2021). Habilidades de visualizacién en nifios de Primaria con alta capacidad matematica.
En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-
Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente
en Alta Capacidad Matematica (pp. 107-114). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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que cada vez cobran mas fuerza. Una de las estrategias para la atencion a esta poblacion es la
olimpiada. En el caso de Costa Rica, desde el 2015 se desarrolla la olimpiada matematica
OLCOMEP, que pretende estimular y desarrollar las capacidades de resolucién de problemas de
los nifios de primaria, mediante una competencia sana entre estudiantes de todo el pais, de centros
educativos publicos y privados, con pruebas que responden al enfoque del Programa de Estudio de
Matematica (Ministerio de Educacion Publica, 2012). La participacion en dicho certamen crece cada
afo y se espera que continde incrementando (Tabla 1).

Tabla 1. Participantes en la OLCOMEP periodo 2015-2019.

Estudiantes participantes

Afo escolar Fase Fase lll Fase IV
2015 1880 220 90
2016 5800 425 132
2017 10200 3600 225
2018 11450 - -—-*
2019 11800 3650 285

* En 2018 no se pudo concluir la olimpiada por una huelga de profesores.

Diversas investigaciones han propuesto caracterizaciones que asocian la acm a la posesién de
determinadas habilidades y destrezas que le permiten al individuo un rendimiento por encima de la
media. Destacan aportaciones desde la psicologia (Gagné, 1993; Greenes, 1981; Krutetskii, 1976)
y la didactica de las matematicas (Espinoza, 2018; Freiman, 2006; Jaime y Gutiérrez, 2014). En
nuestra investigacion, realizamos una caracterizacion de la acm basada en planteamientos de estos
y otros autores, centrando nuestro objetivo general de investigacion en determinar habilidades que
caractericen la acm y en definir indicadores para evidenciarlas en estrategias de resolucion de los
estudiantes que participan en la olimpiada OLCOMEP.

Una de las capacidades consideradas es la visualizacion, la cual permite interpretar y manejar la
informacién relativa a figuras o imagenes planteadas en los problemas, e incluso establecer
relaciones entre ellas. La visualizacién es considerada de importancia en el razonamiento y en el
proceso de resoluciéon de cierto tipo de tareas matematicas (Arcavi, 2003; Gutiérrez, 1996), al ser
un elemento clave en el razonamiento y facilitar la comprensién de los problemas. Ademas, diversas
investigaciones aportan datos que sefalan a los estudiantes con acm como buenos visualizadores
(Diaz y otros, 2008; Ramirez y Flores, 2017; Van Garderen, 2006).

Presentamos una parte de la investigacion que estamos desarrollando, cuyo objetivo general es
profundizar en estas preguntas: ¢ qué tan desarrollada esta la visualizacion en los estudiantes de
primaria con acm?, 4 cual es su peso en el desempefio de estos nifios?, ¢ hay indicadores que se
presentan con mas frecuencia en los nifios mas exitosos o que discriminan mas? Dar respuesta a
estas preguntas representa un aporte a la informacion actual sobre estudiantes con acm. El objetivo
especifico de este texto es presentar definiciones de indicadores concretos para las principales
habilidades de visualizacion, el disefio de problemas en los que puedan evidenciarse dichos
indicadores, la ejemplificacion de respuestas de los estudiantes y el analisis de estrategias de
resolucion, para determinar en qué medida se presenta cada indicador en la muestra.

MARCO TEORICO

La visualizacion en matematica se considera “como el tipo de actividad de razonamiento basada en
el uso de elementos visuales o espaciales, de forma mental o fisica, dirigida a resolver problemas
o probar propiedades. La visualizacion esta integrada por cuatro elementos principales: imagenes
mentales, representaciones externas, procesos de visualizacién y habilidades de visualizacién”
(Gutiérrez, 1996, p. 9). Una imagen mental es una representacion mental de un concepto o
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propiedad matematica que contiene informacion basada en elementos pictéricos, graficos o
diagramaticos; una representacion externa es cualquier tipo de representacion verbal o grafica de
conceptos o propiedades que incluye fotos, dibujos, esbozos, diagramas, etc.; un proceso de
visualizacién es una accion fisica o mental en la cual se implican las imagenes mentales; y las
habilidades de visualizacion son un conjunto de disposiciones estables del sujeto, que utiliza para
ejecutar procesos de visualizacién con las imagenes mentales y que puede desarrollar con la
practica (Gutiérrez, 1996).

Pretendemos evidenciar las formas de uso de la visualizacién por los estudiantes mediante la
identificacion de las habilidades de visualizacion (Del Grande, 1990; Gutiérrez, 1996) que
manifiesten durante la resolucion de los problemas. En esta investigacion nos centramos en las
habilidades de identificacion visual, rotacién mental, conservacién de la percepcién, reconocimiento
de posiciones en el espacio, reconocimiento de relaciones espaciales y discriminacion visual. La
Tabla 2 muestra las definiciones de las habilidades e indicadores que hemos elaborado para
analizar las estrategias de respuesta de los estudiantes.

Tabla 2. Indicadores de las habilidades de visualizacion.

Cédigo Indicadores de las habilidades

DV1 Identificacion visual. |dentifica la figura como una estructura formada por cubos
e identifica cada uno de los cubos que la conforman, sus caras y aristas. Extrae
los cubos aislandolos del contexto (figura completa) en el que estan
camuflados, deformados o superpuestos.

DV1.1 Aisla las formas poligonales que forman las caras de un cubo, asi como los
cubos u ortoedros que conforman una estructura.

Dv2 Rotacion mental. Produce imagenes dinamicas para visualizar una
configuracién en movimiento.

DVv2.1 Produce imagenes dinamicas, es decir imagenes en movimiento.

DV3 Conservacion de la percepcion. Identifica regularidades en una figura que le
permiten asumir propiedades que se mantienen, aunque se vea (semi) oculta
o deformada.

DV3.1 Conservacion de la percepcién en imagenes parcialmente ocultas. Determina,
a partir de la regularidad observada, que hay cubos o caras de los que solo es
visible un trozo.

DV3.2  Conservacion de la percepcion en imagenes no visibles. Determina, a partir de
la regularidad observada, que hay cubos o caras ocultas y sus caracteristicas
pertinentes.

DV4 Reconocimiento de posiciones en el espacio. ldentifica relaciones entre
diversos objetos ubicados en el espacio mediante referencias a uno mismo o
a otro referente.

DV4 .1 Reconoce relaciones de posicion de los objetos con respecto al estudiante
como observador.

DV4.2  Reconoce relaciones de posicion de objetos respecto a un objeto de referencia.

DV5 Reconocimiento de relaciones espaciales. ldentifica relaciones internas entre
diversos objetos situados en el espacio o entre partes de un mismo objeto.

DV5.1 Reconoce relaciones internas entre diversos objetos figuras y/o imagenes.

DV5.2  Reconoce relaciones internas entre partes de un objeto o imagen mental.

DV6 Discriminacion visual. Compara varios objetos identificando sus semejanzas y
diferencias visuales, independientemente de su posicion.

DV6.1 Compara las formas poligonales en la figura e identifica regularidades y
diferencias entre ellas.
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METODOLOGIA

Esta investigacion es de tipo exploratorio y pretende establecer una relacion entre los indicadores
evidenciados por los estudiantes y el nivel de éxito alcanzado en la olimpiada, mediante el analisis
de sus procesos de resolucion de situaciones problema.

Poblacion

La olimpiada tiene una prueba diferente para cada curso de Primaria. En este texto analizamos los
datos de los estudiantes de 2° (7-8 afios) y 6° (11-12 anos) cursos. En cada fase, los estudiantes
obtienen un puntaje entre 0 y 100. Hemos formado una muestra de conveniencia teniendo en cuenta
que sea representativa de los diferentes puntajes obtenidos por los nifios y que haya una amplia
distribucion geografica. Hemos formado tres grupos de puntajes (P): grupo A (P<45), grupo B
(45<P<65) y grupo C (P>65). La Tabla 3 muestra las cantidades de estudiantes participantes.

Tabla 3. Distribucion de la poblacién y la muestra.

Fases | 1] v
Edades 7-8 1112 7-8 11-12 7-8 11-12
Muestra, grupo A 3 15 9 11 2 4
Muestra, grupo B 2 5 5 2 12 11
Muestra, grupo C 1 2 4 6 4 10
Total de la muestra 6 22 18 19 18 25

Para encontrar evidencias de los indicadores en las soluciones de los estudiantes, analizamos las
respuestas escritas de los estudiantes de la muestra y 17 entrevistas grabadas en video a4 y 5
estudiantes de 2° y 6°, respectivamente, en la fase Il y a 4 estudiantes de cada curso en la fase IV.
Los estudiantes entrevistados pertenecian a los distintos grupos de puntajes. Los nifilos explicaban
sus respuestas escritas y respondian a preguntas, para aclarar aspectos de su explicacién verbal o
de las respuestas escritas.

Instrumentos

Hemos construido seis problemas afines a la visualizacion, que se plantearon uno en cada una de
las tres ultimas fases de la olimpiada OLCOMEP 2019 de 2° y 6°. En todos ellos era posible
evidenciar algunos de los indicadores mostrados en la Tabla 2. En cada fase, los problemas
presentaban mayor dificultad.

Para el grupo de 7-8 anos, creamos problemas que mostraban estructuras construidas con cubos.
Los estudiantes debian determinar: en la fase Il, las cantidades de cubos que componen dos
estructuras (Figura 1a superior) y verificar si se puede construir otra estructura (Figura 1a inferior)
con esas cantidades de cubos; en la fase lll, cuantas estructuras como la dada (Figura 1b inferior)
se pueden formar con la cantidad de cubos de otra estructura (Figura 1b superior); en la fase 1V,
cuantos cubos hay que afadir a la estructura dada (Figura 1c) para que tenga 72 cubos. En estos
problemas se pueden evidenciar los indicadores DV1.1, DV3.1, DV3.2 y DV6.1.

Para el grupo de 11-12 afos, el problema de la fase || mostraba una estructura de cubos (Figura
2a) que se pinta por el exterior y después se desarma en los cubos; se debia identificar cuantos
cubos y cuales quedan con dos y con tres caras pintadas. Este problema da oportunidad de
evidenciar los indicadores DV1.1, DV3.1 y DV4.2. El problema de la fase Il presentaba un edificio
formado por prismas (Figura 2b) en el que deben identificar las diferentes vistas ortogonales, tanto
las vistas visibles como las no visibles, y determinar la de mayor superficie. Se pueden evidenciar
DV1.1,DV3.1,DV3.2 y DV4.2. El problema de la fase IV presentaba un cubo con filas vacias (Figura
2c) y se debia determinar cuantos cubitos hacen falta para rellenar los huecos del cubo grande. Se
pueden evidenciar DV1.1, DV3.2 y DV4.2.
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Figura 2. Figuras de las situaciones problema para nifios 11-12 afios.

ANALISIS DE DATOS

Para la organizacion de los datos, realizamos tablas de doble entrada con los indicadores y la forma
en la que cada uno se evidencia en la respuesta del estudiante, en caso de evidenciarse alguno, ya
que hay respuestas, tanto correctas como incorrectas, en las que no se evidencian indicadores.
Para el andlisis cualitativo de las estrategias de los estudiantes, identificamos detalles de las
respuestas que nos informen sobre el razonamiento de los estudiantes, sus formas de evidenciar
los indicadores, o si la presencia de los indicadores determina una resolucién correcta o incorrecta,
entre otros, que resultan de interés. A continuacién, mostramos algunos ejemplos de analisis de
respuestas. Hemos codificado a los estudiantes para asegurar el anonimato; asi, E62015 es la
respuesta del estudiante 015 de 6° curso en la fase Il de la olimpiada.

Figura 3. Respuestas de E62015.

En la Figura 3 se observa la respuesta de un estudiante de 6° curso al problema de la fase Il (Figura
2a), el estudiante sefala con “H’/’J” los cubos que, segun él, tienen dos/tres caras pintadas. Se
evidencia el indicador DV1.1, ya que identifica cada uno de los cubos que lo forman con sus caras
y aristas, sefialando con una letra los cubos y, en caso de tener varias caras visibles, colocando la
misma letra pues sabe que pertenecen al mismo cubo. También se evidencia DV3.1, pues observa
que al cubo de la esquina frontal derecha y sus tres caras visibles le corresponde una “J” y, dada la
regularidad observada en la estructura, traslada ese analisis a las otras tres esquinas, aunque no
tengan la misma cantidad de caras visibles. Aun asi, el estudiante no usa la habilidad de posiciones
en el espacio, no reconoce correctamente las posiciones de los cubos en el espacio respecto a él
mismo (DV4.2), pues no se da cuenta de que las caras del plano inferior (respecto a su punto de
vista) son visibles y estan pintadas, dando una respuesta incorrecta.
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) e b)

Figura 4. Respuestas de a) E64047, b) E64054.

La Figura 4 muestra dos formas distintas de responder al problema de la fase IV (Figura 2c). A partir
de la observacién del cubo, los dos estudiantes evidencian reconocer correctamente las posiciones
de cubos en el espacio en relacion con los otros cubos (DV4.2), identificando que hay filas y
columnas de cubitos que se intersecan, a pesar de que en la figura no se ven completas las filas
faltantes ni las intersecciones entre ellas. El primer estudiante realiza una representacion del cubo
por plantas, el segundo sefala en su figura cuantos cubitos hay en cada fila, teniendo en cuenta no
contar cubitos varias veces, y hace un dibujo para ejemplificar el tipo de intersecciones que se dan
en el interior del cubo. Ambos evidencian el mismo indicador, pero de formas distintas.

Con los resultados del analisis de todas las respuestas hemos realizado una tabla que registra las
habilidades de visualizacion presentadas por los estudiantes de la muestra en cada problema
agrupados por edad y por puntaje (A bajo, B medio, C alto), en cada una de las fases II, lll y IV de
la olimpiada y el puntaje total en la prueba, para finalmente sintetizar la informacion. La Tabla 4
presenta las cantidades (%) de estudiantes que han evidenciado usar cada indicador en los seis
problemas analizados en este texto.

Tabla 4. Porcentaje de indicadores evidenciados por grupo de edad, fase y grupo de puntaje.

Grupo de 7 a 8 afios

Fase ll Fase lll Fase IV
Indicador A B C A B C A B C
DV1.1 66,6 100 0 62,5 66,6 100 0 91,6 100
DV3.1 100 100 0 62,5 66,6 100 0 91,6 100
DV3.2 66,6 100 0 62,5 66,6 100 0 83,3 100
DV6.1 100 100 0 50 66,6 100 0 91,6 100
Grupo de 11 a 12 aios
Fase ll Fase lll Fase IV
A B C A B C A B C
DV1.1 86,6 100 100 36,4 50 83,3 75 90,9 90
DV3.1 33,3 80 50 27,3 50 83,3 - - -—
DV3.2 - - - 18,2 50 100 25 90,9 90
DVv4.2 33,3 80 100 45,4 50 100 0 72,7 80

* Indicador no pertinente en la resolucion de este problema.

Hay estudiantes que evidencian no tener las habilidades de visualizacion requeridas y otros no
evidenciaron los indicadores en su respuesta escrita porque realizaron los procesos, verificaciones
o justificaciones mentalmente y no necesitaron escribir o dibujar algo para ello. En cuanto a la
habilidad de identificacion visual (DV1), se observa que la mayoria de los nifios tienen la capacidad
de identificar diferentes elementos en una figura, ya sea para extraer las unidades que la conforman
o algunos grupos de ellas. La diferencia principal se observa en que, si estas partes se ven
claramente, la mayoria lo logra (pero no el 100%), no asi en figuras distorsionadas por la
perspectiva, camufladas o con partes superpuestas. Particularmente en los estudiantes de 11-12
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afios, hay mas detalles (lineas incompletas o partes faltantes) que ponen mas a prueba la
identificacion visual. En cuanto a la conservacion de la percepcion (DV3), se obtienen porcentajes
mas bajos en los problemas mas complejos, lo que indica que es un indicador de mayor dificultad,
e incluso dentro de la misma habilidad, es de mayor complejidad la conservacion de la percepcién
en imagenes ocultas que en imagenes parcialmente visibles. Esto en es mas marcado en figuras
mas complejas (grupo 7-8 versus 11-12) y con mayor diferencia entre grupos de puntaje que en la
habilidad anterior (DV1). La discriminacion visual (DV6) solo se presento en los problemas del grupo
de 7-8 afos y la habilidad de reconocimiento de posiciones en el espacio (DV4) solo en el grupo de
11-12 afos, con diferencias importantes entre grupos de puntaje.

CONCLUSIONES

En respuesta a los objetivos especificos planteados al comienzo de este texto, hemos definido
indicadores especificos de las habilidades de visualizacion para problemas basados en manipular
estructuras de cubos, lo cual supone un aporte al conocimiento actual sobre el uso de la
visualizacién en geometria espacial.

También hemos disefado diversos problemas, que fueron planteados en la olimpiada OLCOMEP y
que han mostrado ser adecuados para que los estudiantes ofrezcan evidencias del uso de
habilidades de visualizacion. Con el analisis realizado concluimos que los problemas plantados
pueden usarse para evaluar la capacidad de visualizacién en nifios de 7-8 y de 11-12 afios con
acm. También hemos detectado aspectos de los problemas que permiten una mejor identificacion
de las habilidades de visualizacién y que dan pie a elaborar secuencias de problemas que incluyan
elementos cada vez mas especificos y permitan identificar niveles en estas habilidades. No
necesariamente el manejo de las habilidades de visualizacion garantiza que el problema se resuelva
de forma correcta, pero el no manejo de ellas si implica lo contrario. Por ende, puede darse que los
estudiantes manejen y evidencien ciertas habilidades que le permitan resolver un problema, pero el
no dominio de una habilidad particular les impida concluirlo con éxito.

Como conclusion importante a considerar para posteriores experimentaciones en este tema
destacamos la dificultad que representa obtener evidencias de las habilidades de visualizacion por
medio de respuestas escritas. Algunos nifios no estan acostumbrados a escribir todo su
procedimiento y justificaciones. Otros, al observar las figuras, realizan acciones con imagenes
mentales que no representan por escrito. Para abordar estas dificultades, ha sido determinante el
complemento de las respuestas escritas con las entrevistas.

El analisis de los procedimientos de los estudiantes con acm es de gran valor ya que, aunque todos
los nifios resuelven el mismo problema, no todos realizan el mismo procedimiento. Incluso el mismo
indicador no es evidenciado por todos ellos de la misma forma, asi que plantear problemas que
permitan esta variedad de procesos de resolucion enriquece el analisis.

Aunque esperabamos que se evidenciasen las seis habilidades de visualizacién (Tabla 2) en las
resoluciones de los estudiantes, no todas surgieron en las respuestas que hemos analizado. Por
ello, se plantea la necesidad de construir otros problemas que permitan observar la rotacién mental
(DV2) y el reconocimiento de relaciones espaciales (DV5) en la poblacién en estudio. En cuanto a
la identificacion visual (DV1), se observa que cuando las imagenes incluyen partes distorsionadas
por la perspectiva, camufladas o con partes superpuestas son mas notables las diferencias entre
los nifios de diferentes grupos de puntajes. Particularmente, en la muestra de 11-12 afios, pues al
ser la dificultad de los problemas mayor, hay mas de estos detalles; esto permite mayor precision
en la identificacidon de los indicadores, ya que se puede agregar informacion visual mas compleja
(lineas incompletas o partes faltantes).
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Las habilidades que implican mayor complejidad, asi como los problemas mas complejos muestran
mayores diferencias de aparicion entre los distintos grupos de poblacion segun el puntaje. Esto
indica que discriminan mas a los estudiantes con acm, ya que se presentan en mayor medida en
los estudiantes con mejor puntaje, mientras que otras habilidades menos complejas no discriminan
tan claramente, pues se presentan con frecuencia similares en los diversos grupos segun puntaje.

Es importante continuar analizando con profundidad la puesta en practica de la visualizacion en
distintos grupos de estudiantes con acm, para extraer conclusiones que sean de utilidad para el
proceso de deteccidon de esta poblacion escolar.
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Resumen

En el siguiente documento se presenta una experiencia de atencion a las altas capacidades en
Matematicas de nifios y jovenes en Bogota, D.C.-Colombia, el proyecto Semillero de Matematicas
del Colegio Calasanz Bogota, un espacio que potencia el talento matematico de estudiantes de 9-
14 anos, liderado por profesores de la institucion, apoyado por estudiantes de grado décimo (15-
16 anos) y acompafiado por estudiantes de ultimos semestres de la Universidad Pedagodgica
Nacional en Bogota, D.C., Colombia.

Palabras clave: talento matematico, ensefianza, matematicas

Abstract

H

The next paper presents an experience of attention to the high children and teenagers learners
Skills in the maths subject through the research group is an environment that enhance the
mathematical’ abilities in students from nine to fourteen years old. It is led by teachers and high
school students from the same institution and supported by last semester students from the
Universidad Pedagogica Nacional in Bogota, Colombia.

Keywords: mathematical talent, teaching, mathematics

EL SEMILLERO DE MATEMATICAS DEL COLEGIO CALASANZ BOGOTA

El Colegio Calasanz Bogota [CCB] es una de las instituciones escolares mas reconocidas en la
ciudad de Bogota, tanto por su formacién académica como por su formacién en valores.Desde la
década del setenta, el CCB comenz6 a impulsar la participacion de sus estudiantes en las
Olimpiadas Colombianas de Matematicas, en la cuales siempre obtuvo una destacada presencia
clasificando en muchas oportunidades a rondas finales en competencias regionales, nacionales e
internacionales, participacién que inicié con estudiantes de la educacion media (15-17 afos),
luego se extendid a la Educacién Secundaria (12-14 afios) y posteriormente a los grados
superiores de la basica primaria (9-11 afos).

Dado lo anterior, en el afo 2009, por iniciativa de algunos profesores del Colegio, se creé el
Semillero de Matematicas del CCB como una actividad extracurricular, con el fin de atender a los
nifos y jévenes del Colegio que participaban en las competencias o que demostraban alto interés
por las Matematicas y tenian altas capacidades en esta area. De esta manera los estudiantes que
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participaban en el Semillero usualmente eran quienes representaban a la institucion en las
olimpiadas matematicas.

En el afio 2019, el Semillero de Matematicas, se establecid, ademas, como una opcion de servicio
social para estudiantes de grado décimo que muestran habilidades de comunicacién y
capacidades matematicas superiores, para que apoyaran las sesiones del Semillero, alli los
estudiantes liderarian las actividades y acompafarian su desarrollo con los estudiantes mas
pequenos (Departamento de Matematicas, 2019). Sin embargo, debido a la emergencia sanitaria
que se presentd en el afo 2020, los estudiantes de grado décimo asumieron el servicio social
adaptandose al uso de herramientas digitales para el desarrollo de sus habilidades matematicas y
para incentivar a que otros compaferos se animaran a potenciar sus capacidades matematicas.

En la presencialidad, el Semillero de Matematicas del CCB es liderado por docentes de
matematicas (uno cada sesién), durante los miércoles en horario extracurricular de 3:15 P.M. a
4:55 P.M. Estas sesiones se dividen en tres partes; en un primer momento, los estudiantes de
grado décimo realizan una actividad ludica entre los participantes del semillero, estas actividades
implican desplazamientos y movimientos en el aula, el uso de material concreto y la interaccion
entre todo el grupo. En un segundo momento, los participantes del Semillero desarrollan
cuadernillos de pruebas previamente acopiados por los docentes de matematicas a partir de
problemas de olimpiadas matematicas tomadas de diferentes certamenes, esto pueden hacerlo de
forma individual o en grupos segun lo programan los estudiantes de grado décimo. Finalmente, se
hace una socializacion de los procedimientos, las operaciones y las respuestas de los problemas
propuestos identificando diferentes formas de resolverlos y las estrategias usadas por los
estudiantes.

Sin embargo, en el afio 2020, debido a la emergencia sanitaria, los estudiantes de grado décimo
no pudieron realizar el servicio social en el Semillero de Matematicas ya que el CCB decidié
cancelar las actividades extracurriculares como una forma de evitar mayor exposicion a los
dispositivos tecnolégicos fuera de la jornada escolar. Pero para permitirles cumplir las horas
programadas como requisito para su graduacion, desde Desarrollo Humano se establecié que los
estudiantes disefaran dos videos en los que expusieran la solucién a tres problemas tipo
olimpiadas de diferentes niveles, los cuales se proyectarian a los estudiantes de la institucion.

Como a partir del 2020 se decidié que seria interesante que estudiantes para profesor pudieran
acompanar este proyecto, la Universidad Pedagogica Nacional — lider en la formacion de
profesores en Colombia — se vinculd a esta iniciativa a través de la practica educativa, y son los
estudiantes para profesores quienes acompafarian el proceso de servicio social de los
estudiantes de grado décimo durante la virtualidad, aportando el desarrollo de los problemas
matematicos, la presentacion de los videos, la forma de expresar los procedimientos matematicos
para promover la interaccion entre todos los participantes del semillero del CCB, asi fuese de
manera asincronica.

FUNDAMENTACION DEL SEMILLERO DE MATEMATICAS COMO PROYECTO
INSTITUCIONAL

El Semillero de Matematicas del CCB esta fundamentado juridicamente dentro de la normatividad
nacional colombiana en la Ley 115 de 1994, particularmente en el Capitulo 1. Educacion para
personas con limitaciones o capacidades excepcionales, del Titulo Ill. Modalidades de atencion
educativa a poblaciones (MEN, 1994, p.13). En este capitulo se determina la necesidad de
organizar programas para la atencién educativa de estas poblaciones.

Las preguntas en Colombia sobre los estudiantes con capacidades excepcionales nacen por
parte del sector privado, pero aun asi, la iniciativa del Estado surge después de la divulgacion
de la legislacion que reconoce quién es un estudiante excepcional. Entonces para construir
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una sociedad mas igualitaria y menos excluyente, el Estado integra a los estudiantes con
capacidades excepcionales en la educacion para promover la inclusion en los colegios. (MEN,
2017)

El Decreto 1075 de 2015, Decreto Unico Reglamentario del Sector Educacion en el Articulo
2.3.3.5.1.1.2., define a los estudiantes con capacidades excepcionales como “aquel que presenta
una capacidad global que le permite obtener sobresalientes resultados en pruebas que miden la
capacidad intelectual y los conocimientos generales, o un desempefio superior y precoz en un
area especifica.” (MEN, 2015, p.132). De otro lado, en este mismo decreto, se posibilita la
conformacion de aulas de apoyo especializadas para la atencién de estudiantes excepcionales.

De esta manera el Semillero de Matematicas del CCB se corresponde con una de esas aulas de
apoyo especializado que busca atender a los estudiantes con capacidades o talentos
excepcionales hacia las Matematicas, liderada por docentes de la institucion, estudiantes para
profesores de Matematicas y apoyada por estudiantes del Colegio de grados superiores para
estudiantes de grados quinto a octavo.

Por otro lado, el Semillero que se lleva a cabo en jornada extraescolar responde a lo que en
Colombia se denomina Jornadas Escolares Complementarias (MEN, 2014). Estas se consideran
una oportunidad para que los estudiantes aprendan sobre tematicas de su interés en espacios
dinamicos, con actividades estimulantes y motivadoras que beneficien la exploracién de los
estudiantes. Asi, el Colegio Calasanz Bogota junto con el Departamento de Matematicas apoyan
las acciones orientadas a que los estudiantes con talento matematico sean atendidos y potencien
sus capacidades en el Semillero de Matematicas, como espacio extracurricular durante un dia a la
semana.

Ahora, desde el punto de vista tedrico, el Semillero de Matematicas del CCB es un programa de
enriquecimiento para estudiantes con talento matematico. Sanchez et al. (2008) establece que los
programas de enriquecimiento son unos de los métodos mas habituales de apoyo para los
alumnos de alta capacidad y sus familias para desarrollar habilidad mas alla del curriculo escolar.

Los programas de enriquecimiento para estudiantes con talento matematico tienen diferentes
orientaciones, para Jiménez (2000, citado por Fernandez, 2020), los hay de tres tipos:

= Enriquecimiento orientado al contenido: en este tipo de medida se toman una o mas areas
del curriculum y se desarrollan con mayor extension y profundidad de lo habitual. Puede
realizarse a través de cursos, programas o actividades que requieran recursos externos
como pueden ser museos, salidas, bibliotecas, exposiciones.

= Enriquecimiento orientado al proceso: el objetivo es desarrollar en los estudiantes
habilidades de pensamiento de alto nivel del tipo de técnicas de resolucién de problemas,
habilidades de pensamiento divergente o estrategias metacognitivas que le llevaran a
realizar productos creativos.

= Enriquecimiento orientado al producto: el objetivo va dirigido a preparar a los alumnos para
elaborar productos reales significativos y con impacto en el sector adecuado. En este tipo
de programas se potencia el trabajo independiente, trabajo de investigacién en los que,
ofreciendo unas pautas cientificas y profesionales propias de adultos, sean capaces de
ofrecer unos resultados propios también de personas de mas edad. (p.60)

De acuerdo con esto, el Semillero de Matematicas del CCB es un programa de enriquecimiento
orientado al producto y al proceso. Al primero, en tanto su medio de estudio son problemas de
Olimpiadas Matematicas y uno de sus objetivos es que los estudiantes representen a la institucion
en tales competencias. Al proceso porque su objetivo principal es el desarrollo de las habilidades
matematicas de alto nivel en quienes participan en él.
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Algunas de las habilidades que mas se evidencian en los semilleros de Matematicas son las
asociadas al pensamiento divergente, en particular estas emergen cuando se seleccionan
problemas (mas que ejercicios) como medio de estudio. Por lo cual, cuando se opta por elegir
problemas de olimpiadas matematicas el desarrollo de este tipo de pensamiento se evidencia con
frecuencia, incluso aunque muchas veces este no sea el que mas se potencie en la escolaridad
regular; pues a pesar de reconocerse que las Matematicas que estudiamos son fruto de la
invencién humana, en el aula escolar regular prevalece la ejercitacion de técnicas y algoritmos asi
como el aprendizaje memoristico de hechos o propiedades, privilegiandose el pensamiento
convergente, que si bien es cierto hace parte del dominio matematico, no es el unico.

Es bien sabido y hace parte del conocimiento comun que estudiar Matematicas esta vinculado con
la puesta en juego de habilidades y procesos asociados a la visualizacion, la generalizacién, la
rigurosidad, el analisis, el establecimiento de relaciones, la simbolizacion, entre otras; todas ellas
referidas al pensamiento convergente; usualmente muy valoradas en el aprendizaje y la
ensefanza de las Matematicas (Soriano, 1996). No obstante, en la actualidad se reconoce que las
Matematicas no solo pueden sino que deben fomentar el pensamiento divergente, materializado
en cuatro caracteristicas o habilidades: fluidez (riqueza en las ideas, abundancia de respuestas al
resolver problemas), originalidad (en las respuestas, en las preguntas, en las estrategias, en la
interpretacion), busqueda de soluciones simples y directas, y flexibilidad (busqueda de multiples
respuestas, desarticulacion de esquemas rigidos, establecimiento de asociaciones innovadoras,
formulacién de problemas de manera espontanea) (Sanchez, Garcia y Mora, 2009). Ambos tipos
de pensamiento a desarrollarse en espacios de enriquecimiento como los semilleros de
Matematicas.

SERVICIO SOCIAL EN EL SEMILLERO DE MATEMATICAS

El Semillero de Matematicas del CCB permite que los estudiantes de grado décimo cumplan su
servicio social como requisito de graduacién. Para ello, deben acompafar las sesiones del
Semillero y en ellas apoyar el liderazgo de las actividades programadas. Sin embargo, en el afio
2020, la emergencia sanitaria obligé a los docentes y estudiantes a asumir la educacién a través
de plataformas virtuales, y esto hizo que la metodologia del servicio social en el Semillero pasara
también por modificaciones significativas.

Se establecié entonces desde el Departamento de Desarrollo Humano y el Departamento de
Matematicas del CCB que los estudiantes de grado décimo produjeran videos en los cuales
comunicaran a sus companeros las formas en que se pueden resolver problemas matematicos
planteados en certamenes de olimpiadas matematicas para estudiantes de quinto a undécimo (9-
17 afnos aproximadamente). De acuerdo con los ajustes que se llevaron a cabo para continuar con
el servicio social por esta modalidad, los estudiantes de grado décimo estan acompanados por
docentes del CCB del area de Matematicas y Desarrollo Humano, y una estudiante para profesora
de Matematicas de la Universidad Pedagogica Nacional.

Conforme a los criterios suministrados por las docentes del CCB y la estudiante para profesora
para la realizacién de los videos, los estudiantes debian solucionar los problemas de acuerdo con
los conocimientos que hasta el momento habian adquirido, ademas de que los problemas en las
olimpiadas deben ser resueltos en poco tiempo. Dentro de los problemas que fueron resueltos por
los estudiantes se destacaron las estrategias que algunos utilizaron para su solucion.

Enseguida se ejemplifica lo citado anteriormente.

El problema fue tomado de la XXXIX Olimpiada Colombiana de Matematicas, Prueba clasificatoria
nacional - Nivel superior, dirigida a 10° y 11° y dice lo siguiente:

“Existe un unico numero entero positivo n tal que:
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logz (log+1s n) = loga (logs n)

¢, Cual es la suma de los digitos de n?
a)13 b)7 ¢)8 d)4”

Este fue uno de los problemas suministrado a los estudiantes de décimo, para el cual la solucion
dada por la estudiante para profesora fue la siguiente (ver Tabla 1).

Tabla 1. Solucion propuesta por estudiante para profesora de matematicas.

logz(log16 n) = logs (logs n)

Dado

logien =logsn/logs 16
logien=logsn/2
logs (logs n) = logz (logan) / log. 4
logs (logan) = logz (logan) / 2
logz(logan / 2) = (logz (logan)) / 2
logz(logsan) —log22 = (logz (logan)) / 2
logz(logan) — 1 = (log2 (logan)) / 2
logz(logs n) — (logz (logan)) /2 =1
logz(logsan) — 72 (logz (logan) = 1
logz (logan)/2 =1

2Iog2 (Iog4 n) — 22

Propiedad cambio de base
Definicion de logaritmo
Propiedad cambio de base
Definicion de logaritmo
Sustitucion
Propiedad Logaritmo de un cociente
Definicion de logaritmo
Definicion de igualdad
Propiedad de los niumeros
Sustraccion

Propiedad de los logaritmos

Logsn =4 Propiedad a'®%¢=¢
4 ko9, n = 4* Propiedad de los logaritmos
n=4* Propiedad a'®¢=¢
n = 256 Definicién potenciacion

Asi, la respuesta es 13.

Por su parte, el estudiante de grado décimo planteé como estrategia de solucién buscar la
interseccién de las funciones f(x) = log. x y g(x) = logs x, para lo cual hace su representacion

grafica (Figura 1).
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Funciones f(x) = logz X, a(x) = logas x

Figura 1. Grafica de las funciones f(x) y g(x).

Observando que el punto de interseccién es la coordenada (1,0), por lo cual escribe:
logz1 = logs 1

Por lo tanto, establece que: logis n y logs n deben ser iguales a 1 para que la igualdad dada
originalmente sea verdadera. A partir de esto, llega a que 16'=16 =ny4' =4 =n, lo cual es una
contradiccion. Entonces, el estudiante propone una nueva estrategia de solucién (Figura 2),
evidenciando flexibilidad en su pensamiento. Asi, cambia su planteamiento y supone que si

logien =2 y logsn =4 (hipotesis)
también se cumpliria la igualdad dada:
logz (logs n) = loga (logs n)

siendo esta igual a 1 ya que logza = 1.

Sobre su hipétesis, utiliza la definicidn de logaritmacién, obteniendo:

16°=ny4*=n
De donde llega a que:
256 =n

Asi, suma los digitos de n seleccionado como correcta la opcién (A) 13.
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Propiedad de los logaritmos

log,a =1

Solucion: Asi que:

log,?7=1 log,2 = log,4

_ logign =2 4 L log,n =
log,7=1 2 _ ,
16 4% =n
Entonces: 256 = n  Ce——) )56 = 7N
2+5+6=13
log,2 =1
log,4 =1 IRespuesta: (A) 13 I

Figura 2. Solucion al problema por parte del estudiante de grado décimo.

El procedimiento efectuado por la estudiante para profesora permite evidenciar su pensamiento
convergente: conjunto de pasos rigurosos y deductivos argumentados con propiedades de los
logaritmos, a diferencia del realizado por el estudiante quien explora, plantea hipétesis y algunas
veces erroneas, otras no, pero a partir de las cuales logra llegar a una solucién (pensamiento
divergente). Claramente ambas soluciones son correctas, pero con gran distincibn en sus
procedimientos y estrategias. Ejemplos como el anterior han puesto en evidencia que la
vinculacion de estudiantes para profesor al Semillero aporta no solo a la formacién matematica de
los estudiantes del semillero sino a la formacién de los futuros profesores en tanto, entre otros
aspectos, reconocen esas capacidades superiores en Matematicas que tienen los jovenes y sobre
lo cual es muy poco lo que se aborda en los programas de formacién inicial de docentes.
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Resumen

ESTALMAT (Estimulo del Talento Matematico) es un proyecto de la Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales que trata de detectar, orientar y estimular de manera continuada, a lo
largo de dos cursos, el talento matematico excepcional de estudiantes de 12-13 afios, sin
desarraigarlos de su entorno, mediante una orientacion semanal que se efectia cada semana por
tres horas. En esta comunicacion se describe la organizacion y estructura del proyecto y se
muestran ejemplos de las tareas que se desarrollan en las sesiones de enriquecimiento.

Palabras clave: Enriquecimiento curricular, talento matematico, alta capacidad matematica

Abstract

ESTALMAT (Estimulo del Talento Matematico) run under the auspices of the Royal Spanish
Academy of Sciences. The objective is to detect, stimulate and guide the talent of mathematically
gifted children, aged twelve to thirteen, without removing them from their social and school
environment. In this paper we describe the organization and structure of the project and we show
some tasks developed in it.

Keywords: curricular enrichment, mathematical talent, high mathematical ability

EL PROYECTO ESTALMAT

El proyecto comenzé en la Comunidad de Madrid en 1998 y desde entonces se ha ido extendiendo
a otras comunidades: Catalufa, Castilla y Ledn, Andalucia, Canarias, Galicia, Comunidad
Valenciana, Cantabria, Castilla La Mancha e Islas Baleares. Su fundador, Miguel de Guzman,
aseguraba: “en nuestras comunidades escolares existe un cierto nimero de estudiantes con una
dotacién intelectual para las matematicas verdaderamente excepcional. Son talentos que pasaran
a veces mas o menos inadvertidos y mas bien desatendidos por la imposibilidad de que los
profesores dediquen la atencion personal que se necesitaria”.

Bajo estas premisas y el auspicio de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales se
inicié el proyecto con un claro objetivo: Detectar, orientar y estimular el interés de estudiantes de 12
a 14 anos que se sienten especialmente atraidos por la belleza, la profundidad y la utilidad de las
matematicas (De Guzman, 2002; Hernandez, 2009). Es fundamental que no estén desarraigados
de su entorno familiar, para poder conjugar un desarrollo armonioso de sus capacidades
intelectuales con las emotivas y afectivas. Los antecedentes principales del proyecto provienen de

Ramirez, R. y Sanchez, M. (2021). El proyecto ESTALMAT. Mas de 20 afios estimulando el talento matematico. En A.
Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-
Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente
en Alta Capacidad Matematica (pp. 123-128). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Willian Durden de la Universidad John Hopkins de Baltimore (USA) y del modelo de Hamburgo de
Karl Kiebmetter y Bernd Zimmermann.

En esta primera parte de la comunicacion, daremos informacion relativa al proceso de seleccién y
otras cuestiones organizativas en relacion a la gestion del proyecto. En la segunda parte,
mostraremos algunos ejemplos de las tareas que se llevan a cabo

Proceso de seleccion

La seleccion de los estudiantes del primer curso se realiza mediante unas pruebas abiertas dirigidas
a estudiantes de 12 a 14 afnos de Educacién Secundaria y Ciclos Formativos. Se escogen 25
estudiantes por sede entre aquellos cuyas pruebas muestran mayor talento matematico y que tras
una entrevista con el estudiante y la familia aceptan los compromisos de dedicacién y permanencia
en el proyecto. El segundo curso esta formado por los 25 estudiantes que estuvieron en el primer
curso en la edicion anterior del proyecto. Los cursos de veteranos estan formados por estudiantes
que ya han participado en los dos primeros cursos ordinarios y desean continuar. Las sesiones
semanales de trabajo en todos los cursos se realizan normalmente los sabados de 10 a 13:30, si
bien en algunas sedes se realizan en otra franja horaria, pero siempre fuera del horario escolar.
Para los cursos primero y segundo se imparten unas 20 sesiones cada curso, cuyo contenido detalla
mas adelante. En el caso de los veteranos son seis o siete sesiones las que se imparten, pues estos
estudiantes tienen una carga de trabajo mayor en su educacion reglada. En la pagina web del
proyecto se puede obtener informacion mas detallada (https://www.estalmat.org/).

Para la prueba se envia una convocatoria a los centros de Primaria y Secundaria de cada region y
los padres y profesores presentan a los candidatos. Se elabora una prueba en la que se les plantean
problemas con un lenguaje sencillo y claro, sobre aspectos muy variados: pensamiento visual,
pensamiento légico, intuicion, creatividad, abstraccion, manipulacion matematica, etc. con
cuestiones graduadas, de facil a dificil de manera que todos puedan hacer algo, y sobre todo que
se pueda valorar la aptitud y no sélo los conocimientos (ejemplo, en la Figura 1).

Un agricultor se dispone a sembrar semillas de patatas en su terreno.

El primer dia, el agricultor siembra tres semillas en linea recta separadas 1 metro
entre cada dos consecutivas (como se indica en la figura de la derecha).

El segundo dia, vuelve a sembrar otras tres semillas en una linea paralela a la
anterior a distancia 1 metro y también a distancia 1 metro entre cada nueva

O
semilla. Q
Q_C

1.- Tras la siembra del tercer dia, el campo queda de la siguiente forma:

© 00
© 00
© 00

¢,Cuantos cuadrados pueden formarse de modo que las semillas sean sus vértices en el tercer

dia? Dibujalos en el campo anterior y calcula el area de cada uno de ellos.

2. El agricultor sigue cultivando tres semillas cada dia con la misma distribucion anterior. Tras

la siembra del cuarto dia. ;Cuantos cuadrados pueden formarse de modo que las semillas

sean sus vertices? Dibujalos en el campo del cuarto dia y calcula el area de cada uno de
ellos.

3. Si han pasado 100 dias, responde justificando tu respuesta ¢cuantos cuadrados pueden
formarse de modo que las semillas sean sus veértices? ;Qué area tienen cada uno de
esos cuadrados?

4. Si han pasado “n" dias (n representa cualquier valor de los dias de siembra), responde

justificando tu respuesta, ¢cuantos cuadrados pueden formarse de modo que las semillas

sean sus vertices?

OOOOOO

im

Figura 1. Ejemplo de tarea en la prueba de seleccion.
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A los estudiantes seleccionados se les realiza una entrevista personal y también, separadamente,
se entrevista a los padres especialmente con la intencién de conocer el interés y el compromiso con
el proyecto.

Desarrollo de las sesiones

Dada la amplitud del proyecto, no existe una dinamica unificada, pero mayoritariamente la
metodologia es profundamente activa, basada en la resolucion de problemas, la discusion y la
participacion constante de los estudiantes. En algunas sedes, cada sesién de trabajo se imparte por
dos profesores, para poder atender la actividad desbordante que despliegan estos estudiantes. Los
estudiantes disponen en cada sesién de un material escrito que les permite tener constancia precisa
de los temas trabajados. Ademas de contenidos de las diferentes areas de conocimiento
matematico, se abordan sesiones STEM relativas a las Ciencias (Cosmologia, Astronomia) a la
Ingenieria (optimizacién de ubicaciones) y Tecnologia (programacioén, utilizacion de software
dinamico, etc.)

Ademas de las sesiones, se organizan campamentos con el fin de que los estudiantes se conozcan
y se fortalezca el sentimiento de grupo. También se realiza una sesion “Matematicas al sprint” en la
que, por grupos, compiten con todos los participantes del proyecto a nivel nacional resolviendo
problemas.

Muchos materiales se ponen a disposicién de toda la comunidad educativa a través de la pagina
web del proyecto. Se han publicado tres volumenes (Matematicas para estimular el talento
matematico I, Il y lll) con actividades que se han desarrollado a través de los afios, para que puedan
ser utilizadas por los miembros de la comunidad educativa para la educaciéon matematica y cientifica
de sus alumnos. Anualmente se celebran Seminarios en los que participan profesores de todas las
sedes para compartir los contenidos de algunas sesiones y coordinar aspectos relativos a la
organizacién (diseno de la prueba, seguimiento del proyecto, etc.). También, desde el afio 2018, el
proyecto gestiona una seccion con contenidos de las sesiones en la revista SUMA (una relevante
revista de la Federacién Espanola de Profesores de Matematicas) con una gran difusién entre el
profesorado.

En cada sede hay una distribucion diferente de sesiones, pero como ejemplo, en la Tabla 1
mostramos la planificacion de sesiones de Andalucia Oriental para el curso 2019/2020 para mostrar
la variedad de tematicas tratadas:

Tabla 1. Sesiones de Andalucia Oriental para el curso 2019/2020.

Fecha Primero Segundo Veteranos
Campamento inaugural
28/09 Numeros y calculadoras Combinatoria: Triangulo de

Pascal
5/10 Resolucion cooperativa de Geometria para entender el Planificacion de proyectos
problemas universo
19/10 Divisibilidad y primos Actividades en una trama
26/10 Estrategias y légica Criptografia
9/11 Sdlidos platonicos Invariantes Astronomia de posicién
23/11 Programacion matematica Teselaciones en el espacio
30/11 Geometria del triangulo Escape room
14/12 Matematicas al sprint // Campamento intermedio
11/01 Matematicas y cocina Numeros A leer matematicas
18/01 Grafos Visualizacion
25/01 Irracionales Principio del palomar
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Fecha Primero Segundo Veteranos

1/02 Juegos matematicos Aritmética modular Geometria diferencial
15/02 Geometria con Geogebra  Programacion

22/02 Matematicas en la vida Grafos 2

cotidiana
14/03 Actividades en unatrama  Visita matematica a Ila Economia
Alhambra
21/03 Estadistica descriptiva Mosaicos nazaries con
Geogebra
28/03 Combinatoria Simulacion
Seminario nacional. Encuentro de profesores
18/04 Sistemas de numeracion Calculo simbdlico Redes
25/04 Juegos de probabilidad Astronomia
9/05 Puzzles topoldgicos Policubos Programacion avanzada
Clausura

En la comunicaciéon compartiremos algunos de los ejemplos de las sesiones. A modo de ejemplo
mostramos aqui algunas de las tareas propuestas en ESTALMAT Madrid.

EJEMPLOS DE TAREAS

Las sesiones que se hacen durante todo el curso académico constituyen la actividad presencial mas
importante para estimular el talento matematico de los alumnos que participan en el proyecto. En
cada sesion profesores del proyecto dirigen a los estudiantes, a través de la resolucién de
problemas, para que desarrollen su capacidad creativa y el fortalecimiento de sus habilidades de
razonamiento, a la vez que se les acerca a algunos de los retos aun por resolver. El trabajo de
investigacion para resolver los problemas planteados lo llevan a cabo los alumnos en grupos. La
discusion de las ideas desarrolladas en cada grupo esta guiada por los profesores del proyecto y
los resultados obtenidos se revisan por estos. La participacion activa en estas actividades es
esencial para conseguir los objetivos del proyecto (Ramirez y Flores, 2016).

Sesion de Primero: Numeros Poligonales que son una caja de sorpresas con mucha
historia

Mediante una serie de ejercicios se trata de conocer diferentes numeros poligonales; triangulares,
cuadrado, pentagonales, hexagonales y algunas de las relaciones que hay entre ellos. La actividad
esta enfocada de manera que con un lenguaje adecuado pueda visualizarse el problema. Mediante
la semejanza (a medida que se va adquiriendo cierta experiencia en la resolucién de problemas, es
frecuente, ante una nueva situacion, encontrar semejanza con otras ya resueltas con anterioridad),
la analogia, la generalizacion conocemos uno de los ejemplos mas bonitos de la utilizacién de
modelos geométricos para abordar problemas de la teoria de niumeros. Por ejemplo, en esta sesion
abordamos problemas como el siguiente (Figura 2): Halla una relacién de recurrencia de nimeros
poligonales y utilizala para expresar el n-€simo nimero poligonal como suma de ciertos enteros.
¢, Sabrias dar una formula sencilla para T(n)? ¢Y para C(n)?
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T'(n) = C(n) = P(n) = H(n) =

Figura 2. Ejemplo de tarea sobre numeros poligonales.

Sesion de Segundo: Medir con enteros, los secretos que esconden

Se trata de ver qué podemos medir y qué no con dos numeros enteros. Pero ademas se trata de
avanzar en el lenguaje matematico: qué es una conjetura, qué es una demostracion etc.

Es muy interesante ver como el enunciado de un problema puede ser muy complicado, pero se
puede descomponer el problema en otros mas sencillos y después recomponer la solucién. Por
ejemplo, tras trabajar un problema de una oficina de correos que solo puede franquear sellos de 3
y 5 Euros, se investiga el siguiente teorema: Todo niimero mayor o igual que 8 se puede escribir de
la forma 3a+5b, donde a y b son enteros no negativos.

Posteriormente se plantea la generalizacion del problema y nos tropezamos con que todavia no se
conoce la solucion.

Sesion de Veteranos/Egresados: Regla y compas (Geogebra), un paseo por lo construible y
lo no construible

A partir de la regla y el compas que son los instrumentos que nos permiten construir las curvas mas
sencillas, que son las rectas y las circunferencias, vamos analizando las construcciones
geométricas muy elementales que ya aparecen en los Elementos de Euclides y avanzamos hasta
analizar qué poligonos son construibles. Es muy importante que los alumnos manipulen los objetos
matematicos para que ejerciten su creatividad y para que activen su propia actividad mental.
Inicialmente se explora con Geogebra la construccion de dodecagonos, cuadrado y cualquier
poligono que tenga el doble de lados que ellos. Mas avanzada la sesién, se muestra una perspectiva
mas numérica y se indaga en Teoremas como: Si una ecuacion cubica con coeficientes racionales
no tiene soluciones racionales, sus raices reales no pueden construirse con regla y compas.

ALGUNAS PINCELADAS MAS

Finalmente queremos cerrar la presentacion nuevamente con las ideas de Miguel de Guzman. El
éxito a largo plazo de Estalmat se determinara si los participantes hacen “extraordinarias
contribuciones al desarrollo cultural, cientifico y tecnolégico del pais". Durante numerosas
convocatorias ESTALMAT ha recibido el respaldo de la FECYT como un proyecto consolidado para
estimular las vocaciones cientificas, particularmente estimulando el talento matematico de jovenes
de ensefianza secundaria. De los alumnos de las primeras ediciones algunos ya son doctores, otros
trabajan en distintos campos profesionales y los de ediciones posteriores todavia estan realizando
estudios universitarios. Unas pocas pinceladas de las trayectorias de los alumnos de Estalmat
pueden servir como muestra de los resultados. Muchos de nuestros alumnos han tenido medallas
de oro/plata y bronce en la Olimpiada Matematica Espafiola y en la Olimpiada Matematica
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Iberoamericana. Algunos han tenido medalla de bronce/plata en la International Mathematical
Olympiad (IMO). En la comunicacién, le pondremos cara a algunos de los trayectorias y éxitos de
nuestros estudiantes.
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Resumen

En el presente trabajo se describe un estudio exploratorio en el que se pretende medir la
creatividad en relaciéon con el talento matematico. Para ello, se han seleccionado dos muestras de
alumnos: una formada por estudiantes de entre 15 y 17 afos participantes en el programa
ESTALMAT (dirigido a estudiantes con talento matematico), y la otra formada por alumnos del
master, con una sélida formacién matematica. El estudio incluye el disefio de un test de cuatro
problemas de matematicas que son tareas de resolucion mdultiple. El objetivo es analizar, en base
a una muestra pequefia, la existencia de relacion entre flexibilidad matematica, creatividad y
talento, aunque, dadas las condiciones del experimento y el tamario reducido de la muestra, los
resultados son meramente orientativos.

Palabras clave: talento matematico, flexibilidad, creatividad, tareas de resolucion multiple

Abstract

In this project, an exploratory study is carried out in which creativity is measured in relation to
mathematical talent. For this purpose, two samples of students have been selected: one formed by
students between 15 and 17 years old participating in the ESTALMAT programme (aimed at
students with mathematical talent), and the other formed by students of the master's degree, with a
solid mathematical background. The study includes the design of a test of 4 mathematical
problems that are multiple resolution tasks. The aim is to analyse, on the basis of a small sample,
the existence of a relationship between mathematical flexibility, creativity and talent, although,
given the conditions of the experiment and the small size of the sample, the results are merely
indicative.

Keywords: mathematical giftedness, flexibility, creativity, multiple-solution tasks

INTRODUCCION Y OBJETIVOS

En los ultimos anos hay un interés creciente centrado en la problematica de detectar y atender a
los alumnos superdotados y de altas capacidades matematicas. En articulo 57 la LOMCE se
incluye a los alumnos de altas capacidades intelectuales dentro del alumnado con necesidad
especifica de apoyo educativo, y en el articulo 58 se indica que hay que identificar y valorar
cuanto antes cualquier caso de alumno de altas capacidades y adoptar el plan de actuacién
pertinente en cada caso para que los alumnos alcancen su maximo desarrollo personal. Sin
embargo, el problema con los alumnos de altas capacidades es que muchas veces no se les
identifica, o se les identifica, pero no se les proporciona una formacién adaptada a su propio nivel.

Roldan, O. y Ferrando, I. (2021). Creatividad en alumnos de talento matematico: un estudio exploratorio. En A.
Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-
Gestal, A. A. Magrefan y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigaciéon y Practica
Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 129-136). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Como indican Jaime y Gutiérrez (2014), a menudo el problema surge porque a los profesores no
se les ha formado para atender al alumnado con altas capacidades, y no disponen de materiales
especificos con los que atender las necesidades de dichos alumnos, lo cual hace que alumnos
capaces y con ganas de aprender, se vean continuamente frustrados a causa de un curriculo
oficial en el que se considera al alumnado como un grupo homogéneo.

Conviene distinguir a un estudiante superdotado de un estudiante de alta capacidad matematica,
que presenta un talento excepcional en matematicas, pero no tiene por qué destacar en el resto
de ramas. Jaime y Gutiérrez (2014) exponen una extensa lista de caracteristicas que suelen
presentar los alumnos de altas capacidades matematicas, entre las que podemos destacar las
siguientes: formular preguntas mas alla de la tarea, flexibilidad, originalidad, reconocimiento de
patrones y relaciones, estrategias eficientes, simplificacién de procesos, rapidez para aprender y
resolver problemas, generalizacién y transferencia. En particular, destaca su rapidez y su
originalidad a la hora de resolver problemas.

Asi, el objetivo de este trabajo es identificar, en base a un estudio exploratorio, la existencia de
relacion entre la alta capacidad matematica y la creatividad a la hora de enfrentarse a una
secuencia de tareas de resolucion multiple en el sentido de Leikin (2011). El presente estudio es,
en cierta medida, una adaptacién a pequena escala en el contexto espafiol de los trabajos de
Leikin y Lev (2007) y Leikin (2013).

FUNDAMENTACION TEORICA

Caracteristicas de los estudiantes de altas capacidades

Uno de los primeros referentes en relacidon a la caracterizacion de los estudiantes con altas
capacidades matematicas es el trabajo de Shapiro (1965) que apunta que, en dichos alumnos, el
desarrollo de la generalizacion de resultados tras el proceso de resolucién de un problema
matematico se da a edades tempranas en este tipo de estudiantes. Davydov (1990) anade que la
generalizacion es inseparable de las operaciones con lo abstracto y Krutetskii (1976), en base a
un estudio que pretendia analizar y comparar la habilidad de generalizar en estudiantes tanto
“normales” como talentosos, caracterizé tres tipos de razonamiento matematico en los alumnos
cuyas caracteristicas se resumen a continuacion basandonos en la descripcion de Callejo (1994).
El tipo analitico, caracterizado por un predominio de la componente légico-verbal y una
componente visual-pictorica débil; este tipo de alumnos suele intentar enfrentarse a problemas de
forma analitica incluso si el contexto sugiere plantearlos geométricamente. El tipo geométrico,
caracterizado por una componente visual-pictérica mas desarrollada que la légico-verbal; este tipo
de alumnos suele interpretar todo visualmente e intenta trabajar en base imagenes. El tipo
armonico, capaz de usar tanto esquemas visuales como férmulas abstractas y pasar de un
modelo a otro; generalmente, a los alumnos de altas capacidades matematicas se les asocia este
tipo de razonamiento.

En las ultimas décadas se han hecho mas estudios con el fin de verificar y analizar la relacién que
existe entre el talento matematico y ciertas caracteristicas como son la habilidad de resolver
problemas. Sriraman (2003) hizo un estudio que verifica que hay una relacion entre el talento
matematico, la habilidad en la resolucion de problemas, y la habilidad para generalizar. Mann
(2006) incide en que a menudo se tiende a clasificar a los alumnos en base a su expediente
cuando en realidad esto no siempre implica que el alumno tenga altas capacidades, y nombra la
creatividad como un componente esencial en las matematicas.

El proyecto ESTALMAT CV

Una vez establecidas las caracteristicas de los alumnos de talento, conviene preguntarse qué
acciones se pueden tomar para tratar adecuadamente a los alumnos con altas capacidades
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matematicas. Jaime y Gutiérrez (2014) detallan las posibles acciones a tomar distinguiendo entre
aquellas que pueden o no desarrollarse en el ambito escolar, el proyecto ESTALMAT encaja en la
segunda categoria. Se trata de un proyecto iniciado en Madrid en 1998, gracias a Miguel de
Guzman, apoyado por la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales véase De
Guzman (s. f.). Asi, ESTALMAT selecciona a cientos de estudiantes espafoles de unos 12 anos
en base a como de creativos son resolviendo problemas, y se les entrena extraescolarmente en
matematicas no curriculares para potenciar su talento. En la Comunitat Valenciana, el proyecto se
establecio en 2007 gracias a Rafael Crespo y su éxito es indiscutible: el nimero de participantes a
la prueba de seleccion crece ano tras ano. Miralles (2008) describe el inicio de ESTALMAT en la
Comunitat Valenciana, explicando el proceso de seleccion y el disefio del programa en su primera
edicién, que fue durante el curso 2007-2008.

Las tareas de resoluciéon miltiple como herramienta para medir la creatividad

Segun Leikin y Lev (2007), es comunmente aceptado que relacionar ideas matematicas y
entender como se puede abordar problemas de diferentes formas es un elemento esencial en el
desarrollo del razonamiento matematico. En efecto, Polya (1945) incide en que resolver
problemas de multiples formas caracteriza al matematico con experiencia, porque requiere mucho
conocimiento matematico, y Krutetskii (1976) afirma que los problemas con multiples resoluciones
permiten estudiar la flexibilidad del pensamiento matematico individual, al permitir investigar los
cambios que se hacen de una operacién mental a otra.

Una tarea de solucién multiple (denominada MST, acréonimo en inglés de Multiple Solution Task)
es, segun la definiciéon de Leikin (2011), una tarea en la cual se pide explicitamente resolver un
problema de matematicas de diferentes formas. Dos soluciones se consideran diferentes si se
verifica alguna de las siguientes condiciones:

1. Se basan en representaciones diferentes de algunos conceptos matematicos involucrados
en la tarea.

2. Se basan en propiedades (definiciones o teoremas) diferentes de objetos matematicos de
un mismo campo en particular.

3. Se basan en propiedades diferentes de un objeto matematico en campos distintos.

Leikin y Lev (2007) y Leikin (2013) proponen el uso de las MST para evaluar la creatividad de los
estudiantes; sin embargo, para poder analizar la calidad de una solucién, es necesario poder
incluirla dentro de lo que estos autores denominan “espacios expertos de soluciones”, que
incluyen tanto las resoluciones convencionales sobre contenidos del curriculo, como las no
convencionales, no introducidas en el curriculo en general. Asi, para analizar la calidad de una
resolucion y poder evaluar la creatividad, Leikin (2013) propone analizar cuatro aspectos:

= Fluidez: se refiere a la continuidad de ideas, flujo de asociaciones y uso de conocimiento
basico y universal.

= Flexibilidad: esta asociada a los cambios de ideas, a la capacidad de afrontar problemas
de multiples formas y obtener multiples soluciones.

= Originalidad: se caracteriza por una forma unica de pensar y de crear productos de
actividad mental Unicos. Es el principal componente de la creatividad.

= FElaboracion: es la capacidad de describir, explicar y generalizar ideas.

Asi, en base a un sistema de puntuaciones que se comentara en el siguiente apartado, Leikin y
Lev (2007) y Leikin (2013) analizan las resoluciones de una serie de MST con el objeto de tratar
de medir la creatividad de los estudiantes de altas capacidades matematicas. En este estudio se
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adaptara esta idea para comparar la creatividad de estudiantes de talento matematico con
matematicos expertos. En la siguiente seccion se describe la metodologia del trabajo.

METODOLOGIA

El objetivo de este estudio es adaptar, a pequefia escala, la experiencia descrita por Leikin (2013),
para ello se ha disefiado una secuencia de 4 problemas que se ajustan a lo que se denominan
MST, se ha realizado una seleccion de participantes en el estudio, se ha implementado la
experiencia y, por ultimo, se han analizado las resoluciones. En los siguientes apartados se
presentan los detalles de estos cuatro aspectos metodoldgicos.

Secuencia de tareas MST

Para la eleccion de los problemas, se han traducido los enunciados de las MST que Leikin
describe cuidadosamente en Leikin (2011) y, ademas, se ha afadido un problema propuesto por
uno de los autores para la Olimpiada Matematica de Educacion Secundaria organizada por la
Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat Valenciana (SEMCV). Se pretende asi obtener
una secuencia de tareas en la cual se tengan bien determinados los espacios de soluciones y que
sean adecuadas para estudiantes de ultimos cursos de educacién secundaria.

A continuacion, se presentan los cuatro problemas de la secuencia. Las restricciones de espacio
impiden dar los detalles precisos de las resoluciones, pero todas ellas se encuentran en los
anexos del Trabajo Fin de Master de Oscar Roldan’.

= Problema 1. Probar que, en cualquier triangulo rectangulo, la mediana que une el vértice
del angulo recto con el punto medio de la hipotenusa, mide igual que media hipotenusa.

= Problema 2: Si ay b son dos nimeros que suman 1, ;qué relaciéon hay entre a?+b y b>+a?

= Problema 3: De todos los rectangulos con un mismo perimetro, ¢cual es el que tiene la
diagonal mas pequena?

= Problema 4: En un triangulo rectangulo, los catetos miden 5y 12. ; Cuanto mide el radio de
la circunferencia inscrita?

Si bien el presente estudio esta realizado a pequefia escala y tiene un caracter exploratorio, su
reducido tamano permite analizar con mucho nivel de detalle una gran cantidad de factores:
cantidad y orden de sus soluciones, cual dan en primer lugar, o los valores de creatividad
calculados segun la férmula que propone Leikin (2013). Es por ello que se ha limitado a cuatro el
numero de problemas propuestos, ya que tampoco se pretendia exigir un tiempo excesivo a los
participantes en el estudio, cuyas caracteristicas se describen en el siguiente apartado.

Eleccién de participantes

El objetivo del trabajo es identificar las caracteristicas de los estudiantes de talento matematico en
relacion a estudiantes con una sdlida formacién matematica, asi, se han hecho dos grupos
diferenciados de participantes, para poder analizar por separado las distintas caracteristicas de
cada grupo, y poder establecer comparaciones posteriores. Todos los participantes han decidido
acceder de forma voluntaria a hacer la experiencia y la eleccién de la muestra es intencional y
fundamentada en unos criterios que se detallan a continuacién para cada grupo.

El primer grupo esta compuesto por cinco estudiantes del Master Universitario en Profesor/a de
Secundaria (especialidad Matematicas) de la Universitat de Valéncia. Se trata de personas que

" EI TFM estd accesible en el repositorio Roderic a través del siguiente enlace:
http://roderic.uv.es/handle/10550/75764
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han finalizado con éxito sus estudios en los Grados de Matematicas o Fisica, es decir, se adaptan
al perfil de personas que tienen una formacién matematica soélida. Tres de ellos tienen 22 afios,
los otros dos, 23 y 24. Ninguno de ellos ha participado en programas de formacion
complementaria por altas capacidades ni se les ha formado en resolucion de problemas como tal
hasta ahora. El criterio para elegirlos ha sido la calificacion obtenida en la materia dedicada a
resolucion de problemas del master: se ha elegido a aquellos que han sacado las mejores notas.

El segundo grupo esta formado por seis alumnos que participan en el proyecto ESTALMAT de la
Comunitat Valenciana y que, actualmente, forman parte del grupo de veteranos del programa. Se
trata de alumnos muy despiertos, que participan de forma activa en todo tipo de olimpiadas
matematicas y competiciones. Dos de los alumnos, de 15 y 16 afios respectivamente, cursaban 4°
de ESO en la fecha de realizacion de la experiencia, y los otros 4 (tres de 16 afios y el cuarto de
17) cursaban 1° de Bachiller.

Disefo de la experiencia

Dado que no fue posible, por cuestiones logisticas, agrupar en un mismo lugar al mismo tiempo a
todos los participantes, se establecieron unas instrucciones muy claras que todos los participantes
se comprometieron a cumplir:

= La experiencia se debe realizar en un tiempo total de 2 horas, no dediques mas de 30
minutos a cada problema.

= No se puede consultar apuntes, a otras personas, internet, ni otros durante la prueba,
tampoco recibir ningun tipo de pista o ayuda.

= Resuelve los siguientes 4 problemas por tantos caminos distintos como se te ocurran.
= Se permite el uso de calculadora y de herramientas de dibujo.

Si bien los perfiles de los voluntarios indican que, dado que estaban comprometidos con la tarea y
con el presente estudio, seguirian las instrucciones acordadas, una de las limitaciones del
presente trabajo es que no hay forma de comprobar que los participantes realmente cumplieran
las normas. Para establecer el tiempo limite maximo de dos horas se comprobd que este tiempo
era suficiente para hallar mas de una resolucién para cada uno de los cuatro problemas.

Andlisis de las resoluciones
Primero se ha establecido una codificacion para poder trabajar con los datos de forma eficiente:

= Alos alumnos se les asignara la letra A, seguida de una letra (M si es del Master y E si es
de ESTALMAT) y un nimero del 1 al 11 (AM1, AM2, ...), de forma que los primeros 5 se
corresponden con los alumnos del master y los ultimos 6 se corresponden con los
estudiantes del proyecto ESTALMAT.

= A los problemas se les va a asignar la letra P seguida del niumero del problema,
numerados en el orden en el que fueron presentados en el trabajo (P1, P2, P3 y P4).

= Para cada problema se va a establecer un espacio de soluciones codificadas de la
siguiente forma: S, seguida del numero de problema, y una letra, en orden alfabético, de
forma que las soluciones del problema 1, por ejemplo, seran S1a, S1b, Sic, y asi
sucesivamente. Ademas, en este espacio de soluciones las posibles soluciones se
agrupan en una misma categoria cuando incluyen procedimientos muy similares.

Se analizaran las aportaciones de cada participante de forma individual, y luego se identificaran
posibles semejanzas y diferencias entre miembros de un mismo grupo o entre miembros de
grupos distintos en base a los siguientes aspectos:
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Fluidez, flexibilidad, originalidad y creatividad en términos de Leikin (2013).

Primera solucion dada. Normalmente, al resolver un problema con tiempo limitado, la
primera solucion que se escribe es distintiva, puede ser que sea la primera que viene a la
mente o puede que al resolutor se le ocurran varias y empiece por la que le resulta mas
corta o que le da mas seguridad. Esto puede dar una idea de como piensan los
participantes y de si estan mas cémodos razonando analiticamente o geométricamente.

También se analizaran otros aspectos de las resoluciones de cada participante:

Grado de formalidad con el que presentan sus resoluciones (Alto: dominan las
matematicas formales, definen todo lo que van a usar, asignan nombres a todo lo que
necesita tenerlo, escriben los detalles, las referencias al dibujo son claras, argumentan
bien sus deducciones; Medio: son menos formales escribiendo, se conforman con el dibujo
a la hora de definir cosas, razonan deductivamente, obvian algunos detalles; Bajo: definen
las cosas en referencia al dibujo o no las definen, son poco formales escribiendo y
razonando, se dejan pasos por hacer).

Grado de eficiencia: entendiendo la eficiencia como el uso econdmico del tiempo y el
espacio de trabajo (buscar soluciones cortas, escribir sélo las cosas que sean necesarias,
ocupar poco espacio a la hora de expresar sus ideas).

El estilo de razonamiento de su primera solucion, es decir, como han abordado de
primeras el problema (geométricamente, algebraicamente, analiticamente...).

El estilo de razonamiento en general en el problema, no refiriéndonos a su primera
solucion esta vez, sino al global de sus soluciones.

En cada problema se asignara una puntuacién a cada participante, el sistema de puntuacion se
basara en el descrito en Leikin (2013):
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Fluidez: simplemente se cuenta la cantidad de resoluciones correctas.

Flexibilidad: se suman 10 puntos por cada solucién que pertenezca a grupos distintos de
soluciones dentro del espacio de soluciones. Se suma 1 punto por cada solucion que
pertenezca a un grupo de soluciones al que ya pertenecia una de las soluciones dadas.
Por ultimo, se suman 0,1 puntos por cada solucion que es casi idéntica a otra solucion ya
dada (por ejemplo, resolver un sistema de ecuaciones por igualacion igualando las x, y
resolverlo por igualacion igualando las y). Una puntuacién de 0,1 refleja la falta de
razonamiento critico del estudiante (esencial para la flexibilidad) y la inhabilidad para
reconocer que dos soluciones proporcionadas son idénticas. Esta forma de puntuar la
flexibilidad nos permite saber, viendo el resultado final, cuantas soluciones de cada tipo se
han dado (siempre y cuando no se haya llegado a 10 soluciones de un mismo tipo, claro; si
se llegase a 10 soluciones de un tipo, se puede reformular facilmente la puntuaciéon a una
escala 100-1-0,01): por ejemplo, si un alumno obtiene un valor de 31,2 de flexibilidad, eso
nos dice que hay 3 soluciones de grupos distintos, 1 solucién de un grupo ya mencionado,
y 2 soluciones casi idénticas a soluciones ya dadas.

Originalidad: de nuevo, se va a usar un sistema decimal bastante similar al de la
flexibilidad. Se sumaran 10 puntos por soluciones perspicaces, que se salen por completo
de lo convencional. Se sumara 1 punto por soluciones poco convencionales, basadas en
modelos o en estrategias aprendidas en otros contextos. Por ultimo, se sumaran 0,1
puntos por cada solucién algoritmica, la que te han ensefiado o has aprendido
especificamente para resolver ese tipo de problemas.

Creatividad: la creatividad de cada problema se define como el producto de su flexibilidad y
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su originalidad, y la creatividad total es la suma de los valores de creatividad de cada
solucion. Esto se basa en que para ser creativo es importante ser flexible y ser original. Un
numero alto de creatividad dice que hay buena flexibilidad y buena originalidad; un nimero
bajo se dice que ambas flaquean; y un numero intermedio significa que falta algo.

RESULTADOS

Se han estudiado exhaustivamente todos los factores descritos antes para cada uno de los
participantes en cada problema, y se han juntado los datos de toda la prueba como un global,
simplemente sumando los valores obtenidos en cada problema. Los resultados deben entenderse
como meramente orientativos, dadas las caracteristicas de la prueba. Los valores de fluidez de los
11 alumnos en orden (los cinco primeros corresponden a los estudiantes del master —AM1 hasta
AMS5- vy los siguientes a los del proyecto ESTALMAT —AEG6 hasta AE11-) fueron 5, 7, 10, 6, 7, 9,
3, 16, 3, 14 y 5. Teniendo en cuenta el espacio de soluciones de cada problema, y en base a unos
criterios lo mas objetivos posible, los valores de flexibilidad en orden fueron 41, 61, 72,1, 51, 43,
70,2, 30, 115, 21, 122 y 41, y los de originalidad fueron, respectivamente, 3,2, 11,5, 12,7, 2,4,
11,5, 21,6, 10,2, 35,8, 0,3, 37,4 y 31,1. En cuanto a la creatividad, para cada problema se obtuvo
como el producto de la flexibilidad y la originalidad, y luego se sumé la de los 4 problemas,
obteniendo las siguientes puntuaciones respectivas: 23, 114,1, 124,21, 23,1, 104,2, 214,02, 102,
337,3, 2,1, 356 y 221.

También se han analizado ciertos aspectos cualitativos ya mencionados antes. En general, se ha
notado que los estudiantes que escribian mas formal eran los del master y el alumno AE10. En
cuanto a la eficiencia, en ambos grupos ha habido resolutores muy eficientes (AM1, AM3, AM4,
AEG6, AE8, AE10) y gente menos eficiente. Y por lo que respecta al tipo de razonamiento, en
ambos grupos ha habido estudiantes que parecian combinar razonamientos analiticos y
geométricos en igual proporcion (AM3, AM4, AE8, AE9, AE11) y otros que parecian mas
inclinados a abordar los problemas de una forma analitico-algebraica.

Conclusiones

Este estudio exploratorio pone de manifiesto, pese al reducido numero de estudiantes
involucrados, una serie de cosas que ya se recogen en los estudios desarrollados por
investigadores del area. En primer lugar, tener una formacién sélida en matematicas no implica
ser experto en la resolucion de problemas (de hecho, ha habido estudiantes de master que no han
conseguido resolver alguno de los problemas en el tiempo dado). Ademas, los estudiantes del
master solian intentar soluciones algebraicas desde un principio, mientras que los de ESTALMAT
se las dejaban como ultimo recurso (esto podria deberse a que los estudios superiores se suelen
centrar en ramas mas tedricas y muchas veces dejan de lado areas como la geometria euclidea).
También se aprecia que los estudiantes de master eran generalmente mas formales escribiendo,
aunque en los alumnos ESTALMAT se aprecia un grado de formalismo elevado teniendo en
cuenta los estudios cursados en el momento de realizar la prueba.

En cuanto a las caracteristicas medidas en el estudio de Leikin (2013), en todos los aspectos
evaluados parece que los estudiantes de talento, por lo general, han predominado en esta prueba.
De hecho, las 4 puntuaciones mas altas de creatividad han pertenecido a estudiantes de
ESTALMAT, pero la mas baja también, apoyando la tesis de que el talento matematico no es lo
unico que cuenta, hay que complementarlo con una buena formacién. También se pone de
manifiesto que no por ser de un curso superior se te debe dar mejor resolver problemas (de
hecho, el alumno AE10, el que ha obtenido la mayor puntuacion, es el mas joven de los 11
participantes). Por ultimo, se aprecia que los valores obtenidos por los alumnos del master eran
mas uniformes, con desviaciones tipicas notablemente menores, lo cual tiene sentido teniendo en
cuenta que la formacion matematica es estandar para todos mientras que el talento es algo
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innato, distinto en cada individuo, aunque también puede tratarse de una mera coincidencia dado
el tamano reducido de la muestra.

Asi, la metodologia inspirada por el trabajo de Leikin y Lev (2007) parece muy acertada, pues
permite evaluar varios factores de muchos estudiantes a la vez de una forma rigurosa y objetiva, y
en base a los resultados de su trabajo se evidencia una fuerte correlacion entre tener talento
matematico y obtener valores altos de creatividad. En el presente estudio, mucho mas pequefio
en cuanto al tamafo de la muestra y con determinadas limitaciones previamente comentadas, se
han podido confirmar la hipotesis de partida: la relacién entre talento matematico y creatividad.
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Resumen

La resolucion de problemas de matematicas es uno de los contenidos de mas interés para el
estudiantado con altas capacidades matematicas. En esta propuesta se presenta las
caracteristicas del Curso Online de Olimpiadas Matematicas creado por un equipo docente
interuniversitario con la finalidad de disponer de un material complementario en la formacién en
resolucion de problemas. Se incluye, ademas, recomendaciones tanto para el disefio de videos
educativos como para la elaboracién de secuencias de videos. Por ultimo, se facilita el acceso a
todo el material generado y se pone a disponibilidad de toda la comunidad educativa.

Palabras clave: talento matematico, resolucion de problemas, estrategias de resolucion, videos
educativos

Abstract

Math problem solving is one of the most interesting contents for mathematically talented students.
In this proposal, we detail the characteristics of the Mathematical Olympics Online Course created
by an interuniversity team to have complementary material in problem-solving training. It is also
included recommendations both for the design of educational videos and for the production of
video sequences. Finally, access to all the material generated is facilitated and made available to
the entire educational community.

Keywords: mathematical talent, problem solving, resolution strategies, educational videos

INTRODUCCION

La deslocalizacién del estudiantado con alta capacidad matematica (ACM) es uno de los factores
fundamentales para la busqueda de alternativas que favorezcan su aprendizaje auténomo de
matematicas. Su deslocalizacion dificulta el acceso a contenido extracurricular de matematicas
que pueda ser de su interés. Este estudiantado, en particular, presenta una sensibilidad mas
desarrollada para la resolucion de problemas, calculo o geometria (Gutiérrez y Jaime, 2013). Asi
mismo, la resolucién de problemas toma un papel relevante en la investigacion del estudiantado
con ACM, siendo usada tanto para la caracterizacion del talento como para la intervencién (Davis,
Rimm y Siegle, 2014).

Mas alla de los programas de atencion al talento matematico, como Estalmat, existe un gran
numero de competiciones matematicas en el que este estudiantado puede participar activamente
entre las que destacan internacionalmente la International Mathematical Olympiad

Rotger, L. y Ribera, J. M. (2021). Un curso online de olimpiadas matematicas para la atencion al estudiantado con alta
capacidad matematica. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C.
Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 137-142). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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(https://lwww.imo-official.org/) y la prueba Canguro (http://www.aksf.org/). En la preparacién para
dichas competiciones se pueden utilizar diversas plataformas como puede ser la base de datos
NRICH Project de la Universidad de Cambridge (http://nrich.maths.org), Art of Problem Solving
(https://artofproblemsolving.com/) o Brilliant (https://brilliant.org/). Ademas, existe un amplio
numero de textos dedicados al perfeccionamiento de las destrezas de resolucion de problemas
como Lehoczky y Rusczyk (1994), Rusczyk y Lehoczky (1994), Engel (1998), Andreescu y Gelca
(2008), Larson (2012) y Schoenfeld (2014). Sin embargo, el contenido en video para la formacion
en resolucién de problemas de matematicas es muy reducido.

Paralelamente, la disponibilidad de dispositivos tecnoldgicos entre la sociedad aporta un canal de
comunicacion con el estudiantado que puede ser aprovechado para compartir contenido
educativo, como puede ser el video. Los videos educativos son uno de los recursos mas utilizados
por los estudiantes para complementar el material de las clases de matematicas que estan
cursando (Howard, Meehan y Parnell, 2017). Por ello, se hace patente la necesidad de disponer
de materiales audiovisuales evaluados por especialistas y disefiados con el objetivo de atender a
la curiosidad que el estudiantado con ACM muestra.

Por todo esto, el objetivo principal de esta comunicacion es la presentacion de las caracteristicas
del Curso Online de Olimpiadas Matematicas (COOM) de la Universidad de La Rioja disponible en
una plataforma abierta para el perfeccionamiento de las destrezas de resolucién de problemas
entre el estudiantado con ACM.

CURSO ONLINE DE OLIMPIADAS MATEMATICAS

Este curso esta formado por una colecciéon de aproximadamente veinte modulos correspondientes
a diferentes destrezas de resolucion de problemas de matematicas. Cada uno de estos mdodulos
ha sido disefiado por un docente participante del proyecto; entre los que se encuentra profesorado
de secundaria, universidad e incluso estudiantado de grado que presenta ACM y que quiere
compartir su experiencia.

Diseiio de los médulos del COOM

Cada uno de los modulos confeccionados en el proyecto esta formado por una secuencia de mas
de cuatro videos y un material complementario a la visualizacion de los videos.

Aspectos técnicos

Desde un punto de vista técnico (Pérez-Navio, Rodriguez y Garcia, 2015), se recomienda que los
videos educativos tengan duraciones de entre cinco y diez minutos, no superando esta ultima
duracién en ningun caso. Asi mismo, se considera necesario que los videos formativos incluyan
tanto elementos graficos como elementos narrativos que pueden ser introducidos tanto en la
grabacion como en el momento de la edicién. Debido a las limitaciones de tiempo, se recomienda
realizar tanto una introduccion con los puntos a tratar en el video como un breve sumario final
donde se recojan todas las ideas tratadas en el video y la relacion con otros videos de la
secuencia.

Ademas de las recomendaciones anteriores, se debe cuidar tanto la calidad de la visualizacién
como la del audio. De esta forma, se han usado diferentes metodologias de grabacion que
permitieran eliminar las posibles problematicas técnicas. Asi, en los videos del COOM se pueden
encontrar unos pocos videos grabados en un aula habitual, donde se producian ocultaciones, al
interponerse el docente entre la camara y la pizarra, y alteraciones de audio producidas por no
desarrollar el discurso directamente hacia el micréfono. Esto ha provocado la necesidad de
modificar el proceso de grabacion mediante la construccién de una pizarra de luz hecha por el
proyecto (Ribera, Sota y Rotger, 2020). Con la pizarra de luz se ha podido resolver la
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problematica presentada anteriormente, a la vez que facilita la labor de grabacion del docente.
Otras alternativas de grabacién usadas ha sido el aprovechamiento de programas de captura de
pantalla y el uso de pizarras blancas digitales que registran la interaccion del docente con ellas.
Estas ultimas grabaciones, ademas, se pueden realizar con los equipos informaticos personales
sin la necesidad de trasladarse a las aulas de grabacion.

Aspectos metodologicos

Por otro lado, cada una de las secuencias de videos disefiados sigue la estructura metodoldgica
propuesta por Rotger y Ribera (2019) y que se especifica de la siguiente forma:

1. Intfroduccién: Se presenta una motivacion para el uso de la destreza de resolucién de
problemas o un ejemplo de aplicacion de cierto contenido matematico en la resolucién de
problemas.

2. Elementos tedricos: Se detalla la estrategia de resolucién de problemas desde un punto de
vista formal, tratando de aportar ejemplos sencillos que favorezcan la comprensiéon de
esta.

3. Ejemplos de aplicacion: Se aplica la destreza presentada en ejercicios de resolucion
directa o casi directa y en problemas de olimpiadas matematicas preuniversitaria de nivel
local. En algunos casos se proponen problemas alternativos abiertos para facilitar el
perfeccionamiento de la destreza.

4. Aplicacion en problemas olimpicos de matematicas: Se muestra el potencial de la destreza
en la resolucidon de problemas de olimpiadas matematicas preuniversitarias de nivel
nacional o internacional. En algunas destrezas, este punto se encuentra en mas de un clip
de video con la finalidad de mostrar diferentes aplicaciones de una misma destreza en
problemas de diferente tipo.

El esquema presentado ha sido aplicado por los integrantes del proyecto de forma variada
tratando de adecuarlo a las destrezas y contenidos de resolucion de problemas diferentes.
Aunque inicialmente el curso estuviera formado por destrezas habituales de las competiciones
matematicas preuniversitarias como son el principio del palomar, el principio extremal, el principio
de invarianza, la coloracion, la induccion matematica, la aritmética modular, la potencia de un
punto o los teoremas de Ceva; estas se han completado con otras secuencias de interés para la
formacion en resolucién de problemas. Entre las secuencias, se encuentran contenidos formativos
correspondientes a la matematica universitaria que pueden ser aplicados en la resolucion de
problemas (como la teoria de grafos o la variable compleja) y otras secuencias en las que se
presentan consejos para la resolucion de problemas en competiciones matematicas basados en la
experiencia de participantes recientes.

Ademas de las secuencias de video, se han generado otros materiales que favorecen el
aprendizaje de las destrezas. Asi, se han enlazado las secuencias de video a un material tedrico
generado por el Seminario de problemas para alumnos de ESO y Bachillerato de la Universidad
de La Rioja. Este material, en texto, sirve de apoyo para el estudiantado y puede ser consultado
en la realizacion de los problemas propuestos en el COOM.

Por dultimo, se ha completado todo el material formativo con dos instrumentos para la
autoevaluacion. Por un lado, se ha generado una coleccion de problemas abiertos en video
asociados a cada una de las destrezas que en los que poder aplicar los conocimientos obtenidos
a partir de la visualizacién para la resolucion de problemas en los que interviene la destreza
presentada. Estos videos, a su vez, estan acompafnados de otros videos donde se presenta la
solucion detallada de los planteamientos, lo cual favorece el analisis de las soluciones propias por
parte de los participantes. Por otro lado, se ha planteado una prueba de autoevaluacién con
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correccion automatica asociada a cada destreza grabada. En esta prueba, de tipo test, se han
disefado preguntas que atienden tanto al contenido grabado en los videos como a la aplicacién
particular de mismo en la resolucion de problemas.

Caso practico: Principio extremal

A modo de ilustracion de la propuesta, se comparte la secuencia de problemas donde se aplica el
principio extremal disefiada por la profesora Ana Navarro de la Universitat de Valéncia. Esta
técnica de resolucion de problemas se basa en examinar los objetos que maximizan o minimizan
una funcién relacionada con la condicién del problema con el objetivo de llegar a una
contradiccion. Entre los problemas propuestos se encuentran los siguientes:

1.
2.

Problema de Introduccién: nJ2 no es entero para cualquier entero positivo n.

Problema de aplicacion directa: Sea S un conjunto finito de puntos en el plano, con la
propiedad de que la recta determinada por dos puntos cualquiera del conjunto S pasa al
menos por un tercer punto de S. Entonces, todos los puntos de S estan alineados.

Problema de competicion matematica local: Todas las calles de Valdemadera son de un
unico sentido. Cada par de casas estan conectadas exactamente por un camino de sentido
dirigido. Mostramos que existe una casa que se puede alcanzar desde cada casa
directamente o, como mucho, via otra vivienda.

Problema de competicion matematica internacional: Considera un camino en el plano
siguiendo las siguientes reglas. Dado un punto (x, y) nos podemos mover en un paso a
uno de los cuatro puntos (x, y + 2x), (x, y - 2x), (x + 2y, y), (x + 2y, y) con la restriccion que
no podemos volver atras un paso que acabamos de hacer. Probar que, si comenzamos en
el punto P = (1,42) no podemos volver a dicho punto.

Otro problema de competicibn matematica internacional: No existen cuatro enteros
positivos (x, y, z, u) que cumplan la siguiente relacion: x? + y? = 3(z? + u?) (Figura 1).
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Figura 1. Ejemplo de resolucion de problema de la secuencia sobre pizarra de luz.

De forma complementaria, en la plataforma donde se aloja el COOM se pueden encontrar otros
problemas y una prueba para la autoevaluacion de los conocimientos adquiridos en el aprendizaje
de esta destreza.

140



Un curso online de olimpiadas matematicas para la atencién al estudiantado con ACM

CONCLUSIONES

Se ha generado un material en video en espanol para la atencion al estudiantado con ACM
abierto y disponible para el perfeccionamiento de las destrezas en resolucion de problemas. Este
material esta formado por una coleccién de secuencias (Figura 2) que aglutinan tanto destrezas
de resolucion de problemas como contenido matematico universitario. Esta previsto que el
material se siga ampliando en nimero de secuencias y en nimero de videos en cada secuencia.

> Técnicas Basicas de Resolucion (Miguel Bastida)

> Conjugado de un numero (Adrian Latorre) > Aritmética Modular (Miguel Marafién)

> El principio del palomar (Victor Lanchares) > Series Numéricas (Daniel José Rodriguez)

> Geometria plana (Jestis Murillo) > Recurrencias (José Manuel Gutiérrez)

> Problemas de coloracién (Eva Primo) > Potencia de un punto (Adrian Rodrigo)

> Principio Extremal (Ana Navarro) > Teoremas de Ceva y Menelao (José Ignacio Extremiana)
> Principio de Induccion (Judit Minguez) > Teoria de Grafos (Patricia Pascual)

> Aritmética Modular (Jorge Roldan) > Experiencia Olimpica OME (Alejandro Mahillo)

Figura 2. Listado de secuencias de videos completas en el COOM.

Este material ha sido evaluado por estudiantado con ACM del grado en matematicas de la
Universidad de La Rioja siguiendo la rubrica generada en Ribera y Rotger (2020). Su evaluacion
ha permitido identificar los problemas de ocultamientos y de autocontenido que presentaban
algunos videos. En lo que sigue, se pretende evaluar el uso del material y la utilidad para la
ensefanza-aprendizaje en el estudiantado con ACM.

Debido a las condiciones especiales de alerta sanitaria vividas, el equipo docente del COOM, ha
dejado disponible todo el material para toda la comunidad educativa. Este material se puede
encontrar en la plataforma Moodle de la Universidad de La Rioja <https://urabierta.unirioja.es/>.
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Analysis of probability problems in Mathematical Olympiads
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Resumen

En este trabajo se analiza la demanda cognitiva, lenguajes y procedimientos de las tareas
matematicas propuestas en los problemas sobre probabilidad en las pruebas individuales de la
semifinal y final en la Olimpiada Matematica Aragonesa (1989-2019) y los problemas llevados a
cabo en la prueba individual de la Olimpiada Matematica Nacional (1990-2019). Los resultados
muestran que todas las tareas propuestas en las olimpiadas son de nivel alto segun el modelo de
demanda cognitiva, lo cual es adecuado como propuesta para estudiantes de alta capacidad
matematica, con inclusion de tareas del nivel superior segun ese mismo modelo, cuya resolucion
podria convertirse en un indicador de alta capacidad matematica, si bien no se he realizado este
analisis en nuestro estudio. Por ofro lado, evidencian la necesidad de proponer mas problemas en
estos concursos promoviendo el aprendizaje de la probabilidad en la Educacion Secundaria.

Palabras clave: olimpiada matematica, tarea matematica, demanda cognitiva, enfoque onto-
semiotico, aprendizaje de la probabilidad

Abstract

This paper analyses the cognitive demand of mathematical, languages and procedures tasks
proposed in the problems on probability in the individual tests of both the semi-final and the final in
the Aragonese Mathematical Olympiad (1989-2019) and the problems carried out in the individual
test of the National Mathematical Olympiad (1990-2019). The results show that all the tasks
proposed in the Olympics are of a high level according to the cognitive demand model, which is
suitable as a proposal for students of high mathematical ability, including tasks of the higher level
according to the same model, whose resolution could become an indicator of high mathematical
ability, although this analysis was not carried out in our study. On the other hand, they show the
need to propose more problems in these competitions promoting the learning of probability in
Secondary Education

Keywords: mathematical olympiad, mathematical tasks, cognitive demand, onto-semiotic
approach, probability learning

INTRODUCCION

Jaime y Gutiérrez (2014) sefalan cuatro tipos de acciones de apoyo extraescolar a los estudiantes
con alta capacidad matematica que se realizan en la actualidad: acciones de tipo curricular, de
tipo ludico, de actividades mixtas y de resolucion de problemas. Dentro de esta ultima categoria
se ubican las competiciones matematicas (Ortega, Berciano, y Pecharroman, 2018), donde las

Rubio-Chueca J. M., Mufioz-Escolano, J. M. y Beltran-Pellicer, P. (2021). Analisis de los problemas de probabilidad en
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C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magreian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 143-150). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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Olimpiadas matematicas, organizadas por la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores
de Matematicas, son un claro y exitoso ejemplo en Espana.

Este hecho no es solo propio del contexto espafiol, puesto que las competiciones matematicas
son una actividad usualmente realizada por estudiantes con alta capacidad matematica de gran
numero de paises. En un estudio con entrevistas con mas de 230 estudiantes con altas
capacidades, Olszewski-Kubilius y Lee (2004) sefalan que estos concursos son una actividad
extraescolar que caracteriza a los estudiantes de altas capacidades matematicas, por encima de
otras, tanto en areas cientificas como humanisticas.

Ademas, Jaime y Gutiérrez (2017, p. 83) apuntan que “los estudiantes con alta capacidad
matematica se sienten con frecuencia solos en el contexto de sus clases ordinarias, porque
ninguno de sus companeros tiene su capacidad matematica ni su interés por resolver problemas
dificiles”. De esta manera, valoran positivamente el papel de las olimpiadas matematicas, ya que
la participacién en estos concursos permite a los estudiantes dotados y talentosos obtener una
imagen mas realista de sus habilidades (Subotnik, Miserandino, y Olszewski-Kubilius, 1996).

Por otro lado, otro aspecto valioso de las olimpiadas es servir de banco de tareas y problemas
como material complementario para alumnos de altas capacidades matematicas (Toh, 2013).

Las olimpiadas u otros concursos matematicos plantean diversas lineas de investigacion en el
campo de la didactica de las matematicas, si bien nuestra busqueda bibliografica arroja pocas
referencias en este sentido. Algunos trabajos se centran en los estudiantes y analizan cémo se
comportan cuando resuelven algunas de las tareas de estos concursos (Gairin y Escolano, 2009;
Guinjoan, Gutiérrez, y Fortuny, 2015), otros trabajos se centran el profesor y tratan de comprender
el conocimiento que ponen en juego los evaluadores de olimpiadas matematicas al analizar
errores cometidos por estudiantes (Huitrado y Climent, 2014), mientras que otros estudian los
recursos tecnolégicos necesarios para la creacion y disefio de materiales online para la formacion
y preparacion de estudiantes (Rotger y Ribera, 2019).

En su amplia revision bibliografica, Jaime y Gutiérrez (2017) sefialan distintas investigaciones
nacionales e internacionales sobre analisis de enunciados de tareas (no necesariamente de
olimpiada). En una de ellas, Benedicto, Jaime y Gutiérrez (2015) emplean el constructo de
demanda cognitiva de una tarea (Smith y Stein, 1998) para analizar teéricamente problemas de
patrones geométricos con estudiantes de alta capacidad. Este modelo es refinado y adaptado por
los autores cuando es contrastado con resoluciones reales a problemas de patrones geométricos
de estudiantes de alta capacidad.

Por otro lado, numerosos estudios e investigaciones consideran de suma importancia el estudio
de la probabilidad. No solo son los profesionales e investigadores los que deben tener ciertos
conocimientos de probabilidad, sino cualquier persona, en su dia a dia, para tomar decisiones que
le pueden afectar, emitir juicios sobre relaciones entre sucesos o efectuar inferencias y
predicciones (Gigerenzer, 2002). En este sentido, la conexién de la probabilidad con la vida
cotidiana es mucho mas directa que el resto de los bloques de contenido de las matematicas
escolares. Inspirados por la nocion de alfabetizacidn matematica (mathematical literacy), que
surge en el contexto de los estudios PISA de la OCDE, diversos autores como Jones (2005) o
Batanero (2006, 2014), senalan la necesidad de que toda la ciudadania alcance un alto grado de
alfabetizacion probabilistica.

Asi mismo, es destacable el creciente interés que recibe la ensehanza de la probabilidad y
estadistica debido a la necesidad mostradas por la UNESCO y otras instituciones, como el
Instituto Internacional de Estadistica (ISl), de ofrecer una formacién estadistica y probabilistica a
los estudiantes con la finalidad de que sea competente en una sociedad dominada por la
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informacién (Engel, 2019). Tal demanda ha impulsado la ensefanza de la probabilidad
incluyéndola en los curriculos de secundaria y primaria (CCSSO, 2010; MEC, 2007; NCTM, 2000).

Esto responde a la necesidad de contar con ciudadanos alfabetizados estocasticamente.
Siguiendo el modelo de alfabetizacion probabilistica propuesto por Gal (2005) se trata de ofrecer a
los alumnos herramientas para contestar a preguntas cuyas respuestas no son inmediatas, a la
vez que les faciliten tomar decisiones en situaciones de incertidumbre. Desde esta perspectiva, y
de acuerdo con Batanero et al. (2016), se requiere prestar especial atenciéon a los problemas
practicos y pedagdgicos vinculados a la incorporacion y tratamiento de la estocastica.

Producto de lo anterior surge este estudio, cuya finalidad es investigar los problemas matematicos
presentes en la Olimpiada Matematica Autondmica de Aragéon y Nacional con el propésito de
observar la representatividad de los contenidos de probabilidad en estas competiciones, y abrir la
puerta a realizar acciones para reconocer y promover el aprendizaje de la probabilidad (y la
estadistica) en la Educacion Secundaria.

Para realizar este estudio se va a analizar los problemas que abordan contenidos de probabilidad
desde dos puntos de vista: tipos de tareas implicadas en cuanto a la demanda cognitiva y objetos
matematicos asociados desde la perspectiva del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la
Instruccion Matematica (EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007).

MARCO TEORICO

Tipos de tareas matematicas

Un posible criterio de categorizacién de los problemas es a partir de la demanda cognitiva que la
tarea implica para el sujeto que las enfrenta y desarrolla. De acuerdo con Stein, Grover y
Henningsen (1996) la demanda cognitiva de una tarea puede variar segun sus caracteristicas
propias y segun como estas sean presentadas o realizadas. Desde esta perspectiva proponen
una categorizacion para las tareas matematicas de acuerdo con el tipo de pensamiento que se
requiere para solucionarlas, caracterizando a las tareas matematicas en niveles de exigencia o
demanda cognitiva: memorizacion, procedimientos sin conexion, procedimientos con conexion y
construir matematica (Smith y Stein, 1998). En ocasiones, se consideran dos grandes niveles,
correspondiendo los niveles 1 y 2 a una baja demanda cognitiva, y 3 y 4 a una alta demanda
cognitiva.

Enfoque ontosemiético del conocimiento y la instrucciéon matematica

El EOS (Godino, 2002; Godino, Batanero, y Font, 2007, 2019) concede herramientas para el
analisis de la ensefianza, de los recursos involucrados en ella y del aprendizaje llevado a cabo por
los alumnos. Este enfoque centra su interés en las practicas matematicas (Godino y Batanero,
1998) cobrando gran relevancia la nocion de situacion problema (tarea, problema, etc.) y los
objetos matematicos intervinientes que emergen en tales practicas. Desde esta perspectiva,
Godino, Batanero y Font (2007, 2019), proponen tipos de objetos matematicos, entendidos como
“cualquier entidad material o inmaterial que interviene en la practica matematica, apoyando y
regulando su realizacion”. Tales objetos matematicos se pueden clasificar en: situacién-problema,
lenguaje, conceptos-definicion, proposiciones, procedimientos y argumentos.

METODOLOGIA

En el estudio para la demanda cognitiva y analisis de los objetos matematicos ligados a la
probabilidad se utiliza como método el analisis de contenido (Krippendorff, 2013) realizando un
estudio de tipo exploratorio-descriptivo. Para el analisis de contenido se adopta la metodologia
propuesta por Cobo (2003) adaptada: identificar y seleccionar las partes de los problemas de las
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olimpiadas que presenten tareas matematicas relacionadas con probabilidad; establecer las
unidades de analisis (UA) y categorias a considerar para codificar la informacion (indicadores para
el analisis de la demanda cognitiva, el lenguaje y los procedimientos); seleccion de ejemplos
especificos de tareas y objetos segun las UA y categoria; registrar los datos en una hoja de
calculo permitiendo realizar un analisis descriptivo.

Muestra y unidades de analisis

La muestra fue intencional y las UA se corresponden con los problemas de probabilidad llevados a
cabo en las pruebas individuales de la semifinal y final en la Olimpiada Matematica Aragonesa
desde 1989 (I Olimpiada Aragonesa) al 2019 (XXVIII Olimpiada Aragonesa) y los problemas
planteados en las prueba individual de la Olimpiada Matematica Nacional desde 1990 (I Olimpiada
Nacional) al 2019 (XXX Olimpiada Nacional) en los que se abordan contenidos de probabilidad.

Categorias de analisis

De acuerdo con la demanda cognitiva, las tareas matematicas vinculadas al estudio de la
probabilidad fueron clasificadas de acuerdo con la disposicion y taxonomia. Para ello se definié un
conjunto de indicadores que fueron utilizados en el proceso de codificacion (Tabla 1).

Tabla 1. Indicadores utilizados en el proceso de codificacion de la demanda cognitiva.

Tipo de tarea  Indicadores

Memorizacion  11: Foco en la reproduccion memoristica de aprendizajes previos asociados a la
probabilidad.
I2: Son tareas sobre probabilidad con un propdsito claramente establecido, sin
ambigliedades.
I3: Uso de reproduccion exacta de material visto previamente para el estudio de
la probabilidad en su nivel curricular correspondiente, y lo que se reproduce se
establece clara y directamente.

Procedimientos [1: Usan procedimientos, relacionados con la la probabilidad, estan
sin conexiones especificamente intencionados, o bien son evidentes segun el nivel curricular y
el planteamiento del problema.
I2: Existe poca ambigliedad sobre qué se hace y como se hace.
I3: No tienen conexién con conceptos o significados subyacentes de los
procedimientos vinculados a la probabilidad que se usan
I4: Estan enfocadas en producir respuestas correctas en lugar de desarrollar
una comprension de nociones asociadas a la probabilidad.
I5: No requiere explicaciones o éstas solo se enfocan en describir el
procedimiento utilizado.

Procedimientos [1: Se focalizan en el uso de procedimientos con el propdsito de desarrollar
con niveles profundos de comprension de los conceptos e ideas asociadas a la
conexiones probabilidad.
I2: Sugieren, explicita o implicitamente, caminos a seguir que son
procedimientos amplios y generales que tienen conexiones cercanas con el
significado o con diferentes representaciones de un concepto vinculadas a la
probabilidad.
I3: Aunque se puede seguir un procedimiento general, no pueden seguirse sin
pensar (requiere de cierto grado de esfuerzo cognitivo). Se necesitan ideas
conceptuales que subyacen a los procedimientos usados para completar la
tarea satisfactoriamente desarrollando una comprensién de los conceptos e
ideas asociadas a la probabilidad.
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Tipo de tarea  Indicadores

Hacer I1: Requiere de un pensamiento complejo y no algoritmico en torno a la
matematicas probabilidad.
I2: El problema no sugiere, de forma explicita, un camino predecible.
I3: Requiere que los estudiantes exploren y comprendan la naturaleza de los
conceptos, procesos Yy relaciones vinculadas a la probabilidad.
I4: Requiere que los estudiantes accedan a conocimientos y experiencias
relevantes en torno a la probabilidad y que hagan uso de ellas al resolver el
problema.
I5: Requiere que se analice la tarea y se examinen las restricciones de la
misma pudiendo darse alguna limitacién
6. Requiere una alta demanda cognitiva que puede provocar una cierta
ansiedad inicial dada la naturaleza impredecible del proceso de resolucion
requerido.

En cuanto a las categorias de analisis del lenguaje, en primer lugar, distinguimos las expresiones
verbales, considerando el trabajo de Shuard y Rothery (1984), quienes distinguen las palabras del
lenguaje cotidiano que se usan en los problemas con sentido especifico para referirse a
procedimientos que tengan que ver con la probabilidad. Dentro de las expresiones especificas se
ha diferenciado las propias de la probabilidad y las de juegos de azar (Gomez et al., 2013).
Ademas del verbal, se han analizado otros registros:

= El tipo de lenguaje numérico empleado, encontrando expresiones numéricas relacionadas
con los numeros enteros, decimales y fracciones.

= Lenguaje simbdlico-conjuntista, que incluye en el analisis las expresiones de igualdad,
operaciones aritméticas, desigualdades, aproximacion, letras como simbolos y notacion
funcional, al igual que en el trabajo de Gémez et al. (2013).

= Lenguaje tabular, cuyo principal uso es la presentacién de datos y se relaciona
explicitamente con la probabilidad. Los tipos de tablas que analizaremos son: listado de
datos, tabla de recuento, de frecuencia sin agrupar, con datos agrupados, de doble
entrada y frecuencias relativas.

= Lenguaje grafico-diagramatico, donde se tienen en cuenta los diagramas de barra, de
sectores y pictogramas puesto que sirven como base para la comprension de la
distribucion de probabilidades y el significado frecuencial. Ademas, también podemos
encontrar el diagrama en arbol para representar el espacio muestral asociado a un
experimento aleatorio de varias etapas, pudiendo o no establecer una conexién explicita
con el calculo de probabilidades compuestas o condicionadas.

Por otro lado, se han categorizado las tareas de acuerdo con los procedimientos que movilizan.
Siguiendo el trabajo de Gomez, Batanero y Contreras (2014) se han tenido en cuenta los
procedimientos relacionados con los significados de la probabilidad: intuitivo, clasico, frecuencial,
subjetivo, axiomatico que se pueden consultar en Batanero (2005).

ANALISIS DE LOS RESULTADOS

Una vez seleccionadas las unidades de analisis se codificaron de acuerdo con los indicadores
descritos. Para ello se dicotomizaron asignando puntuaciones a cada indicador segun su
presencia (1) o ausencia (0) en cada uno de los problemas sobre probabilidad.
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Representatividad de los problemas vinculados a la probabilidad

En la fase semifinal de la olimpiada autondmica de 162 problemas, sélo 2 problemas (1,2%)
corresponden a tareas relacionadas con la probabilidad, mientras que, en la final de la olimpiada
autonémica de 165 problemas, se identifican un total de 4 (2,4%). De la Tabla 2 se desprende
que, en total, en la olimpiada autonémica de 327 problemas analizados en 6 (1,8%) tienen que ver
con la probabilidad. De la misma manera, analizando los problemas de la fase nacional, de 164
problemas en 8 (4,8%) se tiene que realizar alguna tarea relacionada con la probabilidad. Por
tanto, de un total se analiz6 491 problemas, de los cuales 14 (2,8%) corresponden a tareas
relacionadas con la probabilidad.

Tabla 2. Distribucion por Olimpiada de los problemas de probabilidad (elaboracion propia).

Olimpiada N° Problemas N° Problemas Probabilidad
Autondmica (semifinal) 162 2
Autondmica (final) 165 4
Nacional 164 8

Demanda cognitiva de los problemas de probabilidad propuestos

Se ha observado en el estudio un predominio total de tareas matematicas de un alto nivel de
exigencia cognitiva (100%) en los problemas propuestos en las olimpiadas, destacando aquellas
tareas vinculadas al uso de procedimientos con conexion (64,4%). También cabe destacar la
presencia de tareas vinculadas al hacer matematicas en la nacional (57%) frente a la autonémica
(0%). En lo que respecta a las tareas que implican un bajo nivel de demanda cognitiva, se observa
que, no aparecen en ninguno de los problemas analizados en las olimpiadas. En el caso de la
Olimpiada Autondmica, tanto en la fase semifinal como en la final predominan los problemas con
procedimientos con conexién (100%). En la Olimpiada Nacional, en la fase final predominan los
problemas con procedimientos con conexién (42,6%) y hacer matematicas (56,8%).

Lenguaje y procedimientos en los problemas de probabilidad propuestos

Es destacable que, en el apartado de lenguajes, predominan las expresiones verbales especificas
de juegos de azar (47,1%), seguido de las cotidianas (30,7%) y especificas de probabilidad
(22,2%). Resaltar que no encontramos, pese a la importancia que tiene, el registro tabular vy,
encontramos en muy pocas ocasiones, el uso del lenguaje grafico-diagramatico destacando los
diagramas de arbol. En cuanto a los procedimientos, el 98,3% corresponden a procedimientos
relacionados con el significado clasico destacando la regla de Laplace (23,3%) y enumerar casos
favorables (23,3%).

CONCLUSIONES

Se desprende de este trabajo la poca representatividad que ocupan los contenidos de
probabilidad en las Olimpiadas Matematicas. Aunque desde 2013 se vienen celebrando
Olimpiadas de Estadistica (conocidas desde 2017 como Competicién Estadistica Europea),
pensamos que las Olimpiadas Matematicas como tales deberian tener una mayor representacion
de la probabilidad y la estadistica, ya que forman parte de los contenidos curriculares de
matematicas. Esto es algo que podria estar relacionado con los sistemas de creencias del
profesorado que imparte matematicas en las diferentes etapas educativas (Estrada, Batanero, y
Fortuny, 2004), lo cual abre una linea de investigacion.

En cuanto al lenguaje, sorprende que en ningiin momento aparezca el registro tabular. Si bien es
cierto, aparece de forma implicita en los procedimientos llevados a cabo en la resolucion de
problemas para facilitar la enumeracion de casos favorables.
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Para finalizar, en este analisis a priori que hemos realizado, se constata que las tareas que
plantean los problemas de olimpiada son de demanda cognitiva alta correspondiendo en su
mayoria a lenguajes especificos de juegos de azar y probabilidad con procedimientos
relacionados con enumerar casos favorables y calculo de la regla de Laplace. Si bien es cierto,
s6lo en las olimpiadas nacionales encontramos tareas de nivel superior, “hacer matematicas” lo
cual nos hace pensar que los estudiantes que resuelvan dichos problemas si tendran un perfil de
alta capacidad matematica. No obstante, habria que contrastar estos resultados con los sistemas
de practicas puestos en juego en la resolucion de los problemas, ya que, como sefalan
Benedicto, Jaime y Gutiérrez (2015), la realidad puede no corresponderse con este modelo.
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ANALISIS DE PRUEBAS DE SELECCION DE ESTUDIANTES DE
TALENTO MATEMATICO Y CARACTERIZACION DEL PERFIL
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Analysis of selection tests of mathematically talented students and
characterisation of the profile of the participants

Sancho, R., Ferrando, I.

Dpto. de Didactica de la Matematica, Universitat de Valéncia (Espafia)

Resumen

El programa Estalmat CV selecciona cada ario a 25 estudiantes de entre 11y 13 afios para participar
en un proyecto de estimulo del talento matematico. En este trabajo se analizan las pruebas de
seleccion y los resultados de 2018 y 2019. Los objetivos son, por un lado, analizar las caracteristicas
de los problemas de las pruebas de seleccion y reflexionar sobre su adecuacién para detectar
alumnos con altas capacidades y, por otro, analizar los datos de participacion y los resultados en
busca de regularidades en los perfiles de estudiantes. Entre las variables que se tendran en cuenta
en la caracterizacion de los perfiles, se presta especial atencioén al género, que tiene un gran interés
en las investigaciones en este campo, pero también la edad, el tipo de centro y la provincia de origen
de los participantes y seleccionados. Las conclusiones obtenidas pueden ser utiles para futuras
investigaciones y para la elaboracion y correccion de pruebas posteriores.

Palabras clave: talento matematico, caracteristicas, deteccion, Estalmat CV, diferencias de género

Abstract

The Estalmat CV program selects 25 students aged 11-13 each year to participate in a project to
stimulate mathematical giftedness. This work analyses the selection tests and the results of 2018
and 2019. The aims are, on the one hand, to analyse the characteristics of the problems of the
selection tests and to reflect on their suitability for detecting students with high abilities and, on the
other hand, to analyse participation data and results in search of regularities in student profiles.
Among the variables taken into account in the characterization of the profiles, special attention is
paid to gender, which is of great interest in research in this field, but also age, type of centre and
province of origin of the participants and selected. The conclusions obtained can be useful for future
research and for the elaboration and correction of subsequent tests.

Keywords: mathematical talent, characteristics, detection, Estalmat CV, gender differences

CONTEXTO Y OBJETIVOS DEL ESTUDIO

La identificacion y apoyo a los alumnos con altas capacidades matematicas supone un reto para el
sistema educativo. La legislacién actual en Espafia, tanto a nivel estatal como autondmico,
contempla a este tipo de alumnado entre los que presentan necesidades educativas especiales.
Los decretos que establecen el curriculum, el RD 1105/2014 y el Decreto 87/2015 de la Generalitat
Valenciana, indican que se debe adoptar medidas de atencién a la diversidad adaptadas a las

Sancho, R. y Ferrando, |. (2021). Analisis de pruebas de seleccion de estudiantes de talento matematico y caracterizacion
del perfil de los participantes. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona,
C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magreian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 151-158). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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necesidades de cada alumno. En la Comunitat Valenciana, la Orden 20/2019, la mas reciente a
nivel autonémico sobre atencién a la diversidad, establece la identificacion, valoracién y el plan de
actuacién a seguir con alumnos con necesidades educativas especiales, aunque de forma muy
general y con muy pocos detalles por lo que respecta al alumnado con altas capacidades. Las
Unicas medidas concretas que se detallan son el enriquecimiento curricular y la aceleracion.

En efecto, segun Jaime y Gutiérrez (2014), las posibles actuaciones en el ambito escolar son la
aceleracién, el agrupamiento (grupo de trabajo con varios alumnos de capacidades similares), el
enriquecimiento curricular y la profundizacion. En el ambito extraescolar Jaime y Gutiérrez (2014)
distinguen entre acciones de tipo curricular (talleres organizados por los centros), de tipo ludico
(actividades y juegos en contextos informales no especificamente matematicos), actividades de
resolucion de problemas (olimpiadas matematicas, paginas web como Nrich'...), y mixtas. El
proyecto ESTAMAT (Estimulacion del Talento Matematico), que se ajusta a esta ultima categoria,
surgié en Madrid en 1998 de la mano de Miguel De Guzman para la deteccion y estimulo del talento
precoz en matematicas en la Comunidad de Madrid. Desde entonces se ha ido extendiendo a otras
comunidades, llegando por primera vez a la Comunitat Valenciana en 2007 (Miralles, 2008). Cada
afo, se realiza una prueba de seleccion (con una serie de problemas comunes a todas las sedes
en Espana) que permite seleccionar a 25 estudiantes de cada sede de entre 12 y 13 afios de edad.

Las pruebas de seleccion del proyecto ESTALMAT se basan en la resoluciéon de problemas. Son
varios los estudios que coinciden en que esta es la mejor forma de identificar a los alumnos con
altas capacidades matematicas (Diaz et al, 2008). Esto se debe a que los aspectos que caracterizan
a estos estudiantes son facilmente reconocibles en esta situacion, como indica por ejemplo Greenes
(1981). Jaime y Gutiérrez (2014) realizan una recopilacion de caracteristicas de este tipo de
alumnado a partir de distintos estudios: flexibilidad para encontrar la estrategia mas eficiente,
originalidad de las ideas, identificacion de patrones y relaciones, abreviacién de procesos al resolver
problemas similares, capacidad de generalizaciéon y transferencia, capacidad de abstraccion,
utilizacién del pensamiento logico, etc.

Uno de los retos del proyecto ESTAMAT es llegar al mayor numero de estudiantes, es decir, que la
muestra de estudiantes seleccionados sea heterogénea tanto en género como en perfil
sociocultural. En efecto, en lo que respecta al género y el rendimiento matematico, diversos estudios
demuestran que las diferencias intelectuales entre chicas y chicos en este aspecto son
practicamente inexistentes. Sin embargo, en el ambito escolar estas diferencias son patentes y se
agravan con el paso de los afios, debido a factores sociales, afectivos y educativos (Farfan y Simén,
2017). De hecho, estas diferencias son aun mayores entre estudiantes con altas capacidades
matematicas, teniendo las chicas un interés y una confianza en si mismas bastante mas bajos que
los chicos (Preckel et al, 2008), lo que se traduce en una menor motivacién para participar en
actividades de estimulo del talento como ESTALMAT. De hecho, Niederle y Vesterlund (2010)
concluyen que en contextos competitivos la respuesta de las chicas es distinta debido a una mayor
sensibilidad ante la presion, lo que se traduce en una diferencia aun mayor en los resultados que la
obtenida fuera de competicién. Sin embargo, Liu y Wilson (2009) recogen algunos resultados de
investigaciones y los comprueban analizando las pruebas PISA, que indican que las chicas obtienen
mejores resultados en problemas mas académicos, directamente relacionados con lo aprendido en
clase, mientras que en las pruebas basadas en actividades extracurriculares suelen destacar en
mayor medida los chicos.

En este estudio, a partir de las pruebas y los datos recogidos durante los afios 2018 y 2019 en el
proyecto ESTAMAT de la Comunitat Valenciana, se pretende abordar los siguientes objetivos:

" https://nrich.maths.org/
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= |dentificar las caracteristicas de los problemas que componen las pruebas de seleccion para
justificar su adecuacion a los objetivos del proyecto ESTALMAT.

= Analizar el perfil de los participantes y de los seleccionados.

= |dentificar la existencia de un posible sesgo de género en la participacion y en el rendimiento
en las pruebas de seleccion.

Asi, en base a algunas de las investigaciones previamente citadas, en el siguiente apartado se
analiza un problema de la prueba de seleccién de 2018 (el analisis completo de las pruebas esta
descrito en Sancho, 2020). A continuacién, mediante el analisis estadistico de los presentados y
seleccionados se tratara de identificar la posible existencia de sesgos en el proceso de seleccién.
Finalmente, se resumiran los resultados, las limitaciones y las posibles lineas de trabajo futuro.

ANALISIS DE LA PRUEBA DE SELECCION

La prueba, que cada ano se realiza a finales del mes de mayo o principios de junio, consta de 5
problemas con varios apartados de dificultad variable. La duracion es de dos horas y media y se
divide en dos partes, una de una hora y media con los tres primeros problemas y otra de una hora
con los dos ultimos. Para analizar cada problema se identificaran los siguientes aspectos:

= Conceptos matematicos involucrados: no suelen ser muchos y en la mayoria de los casos
no es necesario conocerlos en detalle, o si lo es, el enunciado proporciona la informacion
imprescindible sobre ellos. La intencién es que las pruebas sean autocontenidas, de modo
que los conocimientos previos del alumnado no supongan una limitacion.

= Habilidades necesarias: se remiten a las caracteristicas de los alumnos de talento
matematico descritas en la introduccion que pueden ser reconocibles en cada problema, y
justifican que los problemas son adecuados en una prueba de este tipo.

= Posibles técnicas heuristicas para abordar el problema: en este punto el analisis se basara
en identificar, para cada problema, los heuristicos necesarios para su resolucién (en el
sentido de Polya, 1945): considerar un caso mas sencillo (particularizar), razonar por
contradiccion, buscar regularidades, hacer un dibujo, dividir en subproblemas, empezar
desde el final, introducir hipodtesis auxiliares, resolver un caso general y tratar de
particularizar y, finalmente, hacer conjeturas.

= Grado de abstraccion: es una de las caracteristicas del problema que mas dificulta su
resolucion por parte de los estudiantes, y ayuda a detectar el talento matematico.

= Grado de dificultad y puntuacion media obtenida: se realiza una valoracién de la dificultad
general de cada problema teniendo en cuenta el nivel académico esperado en los
estudiantes, relacionandola con la puntuacion media obtenida en cada uno de ellos.

= Complejidad matematica: en este punto se valorara el nivel de los conceptos matematicos
involucrados en la resolucion del problema en funcion de la edad y del curso académico.

El analisis de los problemas requiere una reflexion sobre las posibles estrategias de resolucion de
cada apartado. En esta contribucion se presentara unicamente el analisis del primer problema de la
prueba de 20182, cuyo enunciado se detalla a continuacion.

Problema 1, prueba 2018. En una de las orillas de un rio hay 3 adultos, 2 nifios y una barca de
remos muy pequefia. Queremos que todas las personas crucen el rio utilizando la barca. En la barca

2 La prueba de seleccion de 2018 esta disponible en https://estalmatcv.blogs.uv.es/files/2019/04/Prueba2018-
def.pdf y la de 2019 en https://estalmatcv.blogs.uv.es/files/2020/06/prueba2019_valencia.pdf
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s6lo caben o bien un solo adulto o bien 2 nifios. Todos saben remar y esta permitido que un nifio
vaya solo en la barca.

Si entendemos por "viaje" a remar de un lado al otro del rio:

1. ¢Cual es el minimo numero de viajes que habra que hacer para que todas las personas
crucen el rio? Explica cdmo has llegado al resultado.

2. Y si hubiera 8 adultos y 2 nifos? 4 Y si hubiera 100 adultos y 2 nifios? Explica cdmo has
llegado a tus respuestas.

3. Explica como podemos encontrar el minimo nimero de viajes necesarios para cualquier
numero de adultos y 2 nifos.

4. Siahora, en una de las orillas, hay 4 adultos y 3 nifios, ¢ cual es el nUmero minimo de viajes
que habra que hacer para que todas las personas crucen el rio? ;Cémo los harias?

5. ¢Y si hubiera 8 adultos y 3 nifios? 4Y si hubiera 100 adultos y 3 ninos? Explica como
podemos encontrar el minimo ndmero de viajes necesarios para cualquier nimero de
adultos y 3 nifios.

6. Explica como podemos encontrar el minimo nimero de viajes necesarios para cualquier
numero de adultos y cualquier nimero de nifios.

En la Tabla 1 se recogen los resultados del analisis de este problema.

Tabla 1. Analisis del problema 1 de la prueba de 2018.

Conceptos matematicos involucrados Habilidades necesarias

Sucesién y término general. Flexibilidad para encontrar la estrategia mas eficiente.
Lenguaje algebraico para representar Abreviacion de los procesos al resolver problemas
numeros arbitrarios. similares.

Capacidad de generalizacion y transferencia.
Capacidad de abstraccion.
Posibles técnicas heuristicas para abordar el problema
Considerar casos sencillos, particularizaciones (por ejemplo, empezar con dos nifios sin adultos
e ir afiadiendo adultos uno a uno).
Buscar regularidades (a partir de los casos sencillos ver qué es comun a todos ellos).
Dibujar un esquema (para contar los viajes en los primeros casos).
Dividir el problema en subproblemas (esto lo facilita la separacion en apartados).
Resolver un problema mas general y luego particularizar .
Grado de abstraccién: Alto
Es un problema bastante abstracto por el hecho de introducirse en el campo del algebra. El nivel
de generalizacion que requiere es elevado, sobre todo en el ultimo apartado.
Grado de dificultad: Alto Puntuacion media obtenida: 4,47
Se trata de un problema dificil para estudiantes que aun no han sido introducidos en el lenguaje
algebraico o lo han sido con muy poca profundidad.
Complejidad matematica: Media

Desde el punto de vista matematico el problema no es excesivamente complejo si se dominan
las sucesiones y su término general, ya que en este caso la generalizacion es sencilla.

Una vez analizados los cinco problemas de las pruebas de seleccién de 2018 y 2019, se comparan
los resultados llegando a la conclusion de que ambas pruebas son muy similares en su disefio ya
que en las dos hay problemas que permiten identificar las caracteristicas de los alumnos de altas
capacidades matematicas descritas previamente. Respecto al uso de heuristicos hay ligeras
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diferencias, ya que dos de ellos (resolver un caso general para luego particularizar e introducir
hipétesis auxiliares) sélo son necesarios en la prueba de 2018. Los grados de dificultad y
abstraccién son similares y se distribuyen de forma uniforme en ambas pruebas: hay siempre un
problema mas sencillo que el resto en cada parte de cada prueba lo cual, indudablemente, puede
contribuir a conseguir una actitud positiva por parte de los participantes reduciendo la frustracion.
Respecto a las puntuaciones medias, se observa que la prueba de 2019 resulté algo mas dificil,
aunque no es posible establecer comparaciones directas ya que los estudiantes presentados no
son los mismos. No obstante, si es cierto que la complejidad matematica general de la prueba es
mas alta, lo que significa que los conceptos matematicos involucrados en los problemas son de
mayor nivel, pudiendo influir en la dificultad que supone la prueba para el alumnado.

En el siguiente apartado se describira el perfil de los alumnos presentados y finalmente
seleccionados en las dos ultimas ediciones de la prueba de acceso al proyecto ESTALMAT CV.

PERFIL DE LOS ESTUDIANTES PRESENTADOS

En este apartado se detallaran, en primer lugar, las caracteristicas de los estudiantes que se
presentaron a las pruebas de seleccion en 2018 y en 2019, incidiendo en los siguientes aspectos:
género, tipo de centro educativo (publico o bien privado/concertado), edad cumplida en el afio de la
prueba y provincia. En aquellas caracteristicas en que sea posible, se compararan los datos de la
muestra de presentados a la prueba con los datos sobre el total de estudiantes de esa edad en la
Comunitat Valenciana para, en base a una prueba inferencial y?, identificar la existencia de
diferencias significativas (las asumiremos cuando el p-valor sea inferior a 0,05).

Respecto al género, en 2018 se presentaron 81 chicas y 139 chicos, lo cual supone un 71% mas
de chicos que de chicas. Suponiendo que la distribucién por género de la poblacion total es
aproximadamente del 50%, esta diferencia es significativa. En 2019 la diferencia se mantiene e
incluso se incrementa moderadamente, ya que se presentaron 70 chicas y 121 chicos.

Respecto a la edad, en 2018 el 52% de los presentados nacieron en 2005 mientras que el 48%
nacieron en 2006, no hay por tanto diferencias significativas. En 2019 las diferencias si son
significativas, ya que se aprecia un aumento de los alumnos mayores, el 59% nacieron en 2006.

Respecto al tipo de centro educativo, nos basaremos en las estadisticas del Informe sobre la
situacion del Sistema Educativo en la Comunitat Valenciana en el Curso 2016/17 (el mas reciente
accesible actualmente®). Segun este informe, el 67,3% de los estudiantes de la Comunitat
Valenciana estudia en centros de titularidad publica. En 2018 se presentaron 118 estudiantes de
centros privados o concertados de un total de 220, lo que supone 46 alumnos mas de los esperado
en base a los datos de distribucién de estudiantes, es una diferencia significativa. En 2019, sin
embargo, los datos se ajustan algo mejor (aunque a la baja en cuanto a los centros publicos) a la
distribucion general de estudiantes, pues el 60% estan matriculados en centros publicos.

En relacion a la provincia de origen, se contrastaran de nuevo los datos de presentados con la
distribucion presentada en el Informe sobre la situacion del Sistema Educativo en la Comunitat
Valenciana en el Curso 2016/17. Segun este informe, el 51,8% de los estudiantes estan en la
provincia de Valencia, el 36,4% en Alicante y el 11,8% en Castellon. En 2018 se presentaron 77
estudiantes a las pruebas en la sede de Alicante, 34 en Castellén y 109 en Valencia, por lo que
teniendo en cuenta la distribucion general las diferencias no son significativas. Sin embargo, en
2019 hay una caida importante de los estudiantes presentados en la provincia de Alicante (49 de
un total de 191) mientras que en Valencia se presentan 116 y 26 en la provincia de Castellon.

3Disponible en http://www.ceice.gva.es/es/web/consell-escolar-cv/informes
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PROCESO DE CORRECCION DE LA PRUEBA

Como ya se ha comentado previamente, la prueba consta de cinco problemas, la correccion de las
pruebas (andnimas) se realiza por un equipo de profesores de ESTALMAT formado por entre 8 y
10 personas que trabajan por parejas. En primer lugar, se realiza una plantilla de correccién de cada
problema y se consensua una puntuacion para cada apartado de forma que cada problema se
puntia sobre 10. Cada pareja de correctores se encarga de corregir uno o, a lo sumo, dos
problemas y se recogen las puntuaciones de cada estudiante en una tabla que incluye también
comentarios (para recoger, por ejemplo, una resolucion particularmente original en una prueba
determinada). Una vez finalizada la correccion de los cinco problemas, se recogen las puntuaciones
de cada estudiante en una hoja de calculo. A partir de este momento, la forma de ordenar a los
estudiantes segun sus puntuaciones (para seleccionar a los 25 mejores y a 7 participantes que
actuaran como reservas) no ha sido la misma en 2018 y en 2019.

En 2018 se empieza ordenando a los estudiantes por suma de puntuaciones obtenidas en los
problemas. A continuacion, se calcula la media aritmética de las puntaciones obtenidas en cada
uno de los problemas por los 50 primeros alumnos. Finalmente, se calcula la suma ponderada de
las notas de los cinco problemas con pesos inversamente proporcionales a las medias calculadas,
y se vuelve a ordenar a los alumnos ahora usando las sumas ponderadas. Los 25 primeros
estudiantes resultantes de esta ordenacion son los seleccionados y los 7 siguientes quedan como
reservas. En 2019, la diferencia consiste en usar como ponderacion la media aritmética global de
cada problema, es decir, la media de las puntuaciones de todos los estudiantes y no solamente de
los 50 primeros. En ambos casos el objetivo de esta ponderacion es dar mas valor a aquellos
problemas que, en base a las puntuaciones obtenidas, han resultado mas complejos. En la seccion
5.1 de Sancho (2020) se realiza un analisis comparativo minucioso para identificar el efecto de usar
ponderaciones segun la dificultad. No se detectan diferencias entre las dos formas de ponderar
segun la dificultad (usando a todos o solo a los 50 primeros), pero si que hay ciertas diferencias al
valorar o no mas los problemas que resultan mas complejos (en 2018 hay una diferencia de 4
estudiantes seleccionados mientras que en 2019 hay solo 2). Finalmente, conviene recordar que
tras la seleccion de 25+7 estudiantes, se inicia la fase de entrevistas. Esta ultima fase tiene como
objetivo explicar a los estudiantes seleccionados y a sus familias en qué consiste el proyecto
ESTALMAT para asegurar el compromiso de permanencia durante los dos afos siguientes. En caso
de que, tras la entrevista, algun estudiante seleccionado renuncie a participar, se entrevista a los
estudiantes de reserva.

PERFIL DE LOS ESTUDIANTES SELECCIONADOS

En la Tabla 2 se recogen las distribuciones de los seleccionados en 2018 y 2019 segun las
caracteristicas de la muestra de presentados previamente comentadas.

Respecto al género, se observa que el 68% de los seleccionados son chicos, misma proporcion a
la de los presentados (pues, sumando los participantes de ambas ediciones, los chicos suponen
exactamente un 68% del total). No parece existir una dependencia entre el género y el resultado de
la prueba de seleccion, sin embargo, si que hay una diferencia significativa en la voluntad de chicos
y chicas por participar en el proyecto.

En relacion a la edad, el 55,7% de los presentados cumplian 12 afios en el afio de la seleccion,
mientras que el 26% de los seleccionados tienen dicha edad. La diferencia, en base al test x?, es
significativa (p=0,013). En efecto, es légico que a aquellos alumnos con mas edad que cursan un
curso superior, la prueba les resulte mas accesible.
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Tabla 2. Perfil de los estudiantes seleccionados.

2018 2019 TOTAL
Chicas 9 7 16
Chicos 16 18 34
12 afos 10 3 13
13 afos 15 22 37
Alicante 5 6 11
Castellon 3 4 7
Valencia 17 15 32
Publico 8 12 20
Privado/concertado 17 13 30

Respecto al tipo de centro educativo, el 52,7% de los presentados vienen de centros de titularidad
publica, asi como el 40% de los seleccionados. Pese a que la proporcion se reduce levemente, no
hay diferencias significativas entre las proporciones.

En principio en la distribucion de seleccionados por provincia no deberia haber diferencias entre las
proporciones de presentados y de seleccionados de cada region. En efecto, la distribucién de
presentados en Alicante, Castellon y Valencia es, respectivamente, 30,6%, 14,6% y 54,8%, similar
a la proporcion de seleccionados (22%, 14%, y 64%) si bien si se aprecia cierta diferencia a la baja
de los alumnos seleccionados en la provincia de Alicante, aunque no es una diferencia significativa.
Esta disparidad es posible que se explique por el hecho de que entre los alumnos presentados en
Valencia la proporcion de estudiantes mas mayores es mayor que en Alicante.

También es interesante analizar los detalles de las puntuaciones de cada uno de los cinco
problemas de las pruebas de seleccién con el objeto de identificar diferencias en el rendimiento en
funcién del género y la edad. En relacion al género, al analizar mediante un contraste unidireccional
t de Student las medias de los resultados por problemas, se observa que en algunos problemas las
chicas tienen un mejor rendimiento que los chicos y viceversa. Sin embargo, estas diferencias solo
son significativas en el problema 3 de 2018, en el que la media de los chicos (6,38) es
significativamente mas alta que la de las chicas (5,18). En efecto se trata de un problema nada
académico y estos resultados confirmarian los de algunas investigaciones de género que sugieren
que las chicas suelen tener mas dificultades en este tipo de actividades que los chicos. Respecto a
la edad, la prueba de 2019 es significativamente mas dificil para los candidatos mas jévenes,
aunque las diferencias se reducen en los problemas 2 y 3 que tienen una complejidad matematica
menor (ya que requieren menos procedimientos matematicos, a diferencia del problema 4 que
requiere una base importante sobre divisibilidad).

CONCLUSIONES

De los resultados de este estudio se concluye que los problemas de las pruebas son adecuados
para identificar las caracteristicas propias de alumnos de altas capacidades, detallando en cada
problema cuales de estas son observables. El hecho de incorporar apartados similares de dificultad
creciente facilita la deteccion de estas caracteristicas, que en muchos casos intervienen en la
realizacion de tareas relacionadas. Algunas de estas son la identificacion de patrones y relaciones,
la abreviacion de los procesos al resolver problemas similares y la capacidad de generalizacién y
transferencia, que recopilan Jaime y Gutiérrez (2014).

Respecto al perfil de los estudiantes que participan en las pruebas de seleccién y de los que
finalmente son seleccionados, el resultado mas relevante es la necesidad de difundir el programa
entre las chicas para tratar de reducir el sesgo de género entre los seleccionados, pues, tal y como
se ha observado, el rendimiento de las chicas es practicamente igual al de sus compafieros. Por
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tanto, el problema no esta en el disefio de la prueba sino en la baja proporcion de chicas que se
presentan. Respecto al tipo de centro educativo, no hay diferencias significativas en el rendimiento
en la prueba, pero si que se observa una proporcion baja (en relacion a la poblacion de estudiantes
de la CV) de estudiantes que se presentan desde centros publicos, lo cual deberia tratar de
reducirse haciendo una mayor difusion de las pruebas entre el profesorado de la educacion publica.
También se observa, aunque los resultados no se han presentado con detalle por las limitaciones
de espacio, que en los problemas cuya resolucién se basa en manejar propiedades aritméticas, los
alumnos de centros privados y concertados tienen un rendimiento significativamente mayor. Tal vez
esto puede explicarse porque, a menudo, este tipo de centros dispone de grupos de enriquecimiento
matematico en los cuales se practican este tipo de problemas.

Para finalizar, es importante tener en cuenta que este estudio se ha limitado a estudiar los datos de
los dos ultimos afios de los presentados a las pruebas de ESTALMAT CV, por tanto, los resultados
no pueden ser generalizables. Para completar este estudio puede ser interesante, en un trabajo
futuro, realizar un analisis cualitativo de las resoluciones de los estudiantes con el objeto de
identificar, por ejemplo, diferencias en el uso del formalismo matematico o de detectar aspectos
ligados a la creatividad matematica en las resoluciones.
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ENRIQUECIMIENTO EXTRACURRICULAR PARA TALENTO
MATEMATICO CON AYUDA DE RECURSOS MANIPULATIVOS

Extracurricular enrichment for mathematical talent with the help of
manipulative resources
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Resumen

Los estudiantes con altas capacidades matematicas requieren una atencion adecuada que
permita desarrollar favorablemente esta habilidad. Al ser una habilidad innata, esta puede
apreciarse desde edades tempranas, por lo que se vuelve relevante atender de manera decidida a
los estudiantes con estas capacidades desde los primeros afios de escolaridad. Diversos autores
han resaltado el potencial del material concreto en la adquisicion del conocimiento matematico, lo
que brinda una herramienta para el disefio de tareas. Presentamos en este documento una
experiencia extracurricular en la que participaron estudiantes con altas capacidades matematicas
del nivel de primaria y en las que se involucré material concreto como recurso mediador.

Palabras clave: altas capacidades matematicas, material concreto, educacion primaria

Abstract

Mathematically gifted students require adequate attention to favourably develop this ability. As it is
an innate ability, it can be appreciated from an early age, which is why it becomes relevant to
decisively attend to students with these abilities from the first years of schooling. Various authors
have highlighted the potential of the concrete material in the acquisition of mathematical
knowledge, which provides a tool for the design of tasks. We present in this document an
extracurricular experience in which mathematically gifted students of the elementary level
participated and in which concrete material was involved as a mediating resource.

Keywords: mathematically gifted students, concrete material, elementary level

INTRODUCCION

En la clase de matematicas se pueden observar diferencias en la forma en que los estudiantes
asimilan los contenidos matematicos que son objeto de estudio (Benedicto, Acosta, Gutiérrez,
Hoyos y Jaime, 2015). Particularmente, pueden identificarse estudiantes que no presentan
dificultad en la apropiacion de nuevos elementos conceptuales y que facilmente establecen
conexiones entre estos elementos y otros que ya conocen (Ozdemir y Isiksal-Bostan, 2019). En la
literatura especializada a estos estudiantes se les ha reconocido por contar con altas capacidades
matematicas (en adelante ACM). Contrario a lo que se podria considerar en un primer momento,
esta poblacion requiere una atencion especial, pues esta habilidad, como cualquier otra, debe ser
afianzada adecuadamente.

Sua, C. y Jaime, A. (2021). Enriquecimiento extracurricular para talento matematico con ayuda de recursos
manipulativos. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L.
Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 159-166). Logrofio: Universidad de La Rioja.



Sua, C. y Jaime, A.

Considerando que esta habilidad es innata de los estudiantes, su favorecimiento debe darse
desde edades y niveles educativos iniciales. Este énfasis lleva a considerar también la naturaleza
de las situaciones y tareas propuestas, asi como los recursos de los que se dispongan para que
los estudiantes, en interaccién con estos, se aproximen a las ideas matematicas que se desean
construir y formalizar posteriormente.

Bajo estas premisas, un equipo de profesores de la Universitat de Valéncia, autores de este
documento, gestiond un espacio de instruccion dirigida a estudiantes con ACM de primaria en un
contexto extracurricular, con el objetivo de contribuir al desarrollo de estas habilidades
matematicas. Presentamos en este documento algunas de las tareas disefiadas y los
correspondientes resultados obtenidos en esta intervencion, haciendo especial énfasis en el
potencial de los recursos involucrados y la naturaleza de las producciones de los estudiantes
participantes. Pretendemos con ello ofrecer evidencia sobre la incidencia de los materiales
concretos en el aprendizaje de las matematicas por parte de estudiantes con ACM pertenecientes
a niveles educativos iniciales.

REFERENTES CONCEPTUALES

El potencial del material concreto

Hay una larga tradicion en la idea de que el uso de materiales concretos apoya
considerablemente la comprension de nuevas ideas matematicas, motivo por el cual tienen
presencia en distintos niveles educativos (McNeil y Uttal, 2009). Sarama y Clements (2009),
apoyados en otras investigaciones, respaldan esta idea y sefialan la utilidad de este material en
las primeras aproximaciones a un concepto. Sin embargo, intentar definir lo que es un material
concreto puede ser un asunto problematico, pues diferencias en las posturas adoptadas pueden
ser reconocidas (Swan y Marshall, 2010).

Aunque el material concreto se puede considerar como todo objeto fisico manipulable, que dota a
quien lo usa de un significado intimamente ligado a las acciones ejecutadas con este (Sarama y
Clements, 2009), estos autores sefalan que la manipulacién de un objeto no debe llevar
necesariamente al concepto que este corporeiza y que las ideas promovidas pueden distar del
objeto matematico deseado. Kaminski, Sloutsky y Heckler (2009) profundizan en esta ultima idea
al plantear que el material concreto puede transferir a quien lo usa una mayor e innecesaria
informacién de la que posee su contraparte abstracta, por lo que puede interferir en el proceso de
aprendizaje deseado.

Bajo este panorama, recurrimos a las ideas de Bruner (1966), quien sefala que el aprendizaje de
un nuevo concepto se da bajo una progresién en la que tiene lugar una interiorizacion del medio o
ambiente concreto que corporeiza dicho concepto. Este desarrollo conceptual se da en tres fases:
a) actuar con los objetos concretos, b) formar imagenes de las construcciones concretas y c)
adoptar notaciones simbdlicas. Esta progresién lleva a considerar que el profesor tiene el deber
de dirigir la interaccion de los estudiantes con el material, llevandolos a reconocer los conceptos
encarnados en este. De igual forma, el uso del material concreto debe permitir acceder a multiples
representaciones del objeto matematico de estudio, todo esto antes de que se avance en las
fases propuestas por Bruner, en las que el material desaparece y se cuenta apenas con
representaciones simbdlicas (McNeil y Uttal, 2009).

Altas capacidades matematicas

Hoy en dia es comun encontrar estudiantes con diferentes habilidades matematicas en cualquier
salon de clases, incluyendo algunos con ACM (Benedicto et al., 2015). No hay una clara definicion
de estudiantes con ACM, pero, en términos generales, estos se reconocen por sus diferencias en
la atencién, memoria y habilidad para comprender y razonar al ser comparados con sus
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comparieros de clase o estudiantes con experiencias de aprendizaje similares (Ozdemir y Isiksal-
Bostan, 2019). De acuerdo con Krutestskii (1976), estos estudiantes tienen la habilidad de
generalizar el conocimiento matematico con facilidad, asi como establecer nuevas y no familiares
formas de resolver problemas matematicos. Otros investigadores, aseguran Ozdemir y Isiksal-
Bostan (2019, p. 3), han sefialado que los estudiantes con ACM se distinguen de otros en
aspectos como formacion espontanea de problemas, flexibilidad en la manipulacién de datos,
originalidad en la interpretacion, habilidad en la generalizacion y transferencia de ideas.

Lo anterior deja ver las ACM como un unico potencial que incorpora distintas dimensiones. Este
potencial requiere ser conservado y mejorado a través del contexto educativo, aspecto que no se
reconoce claramente en la realidad (Jaime y Gutiérrez, 2017; Ozdemir y Isiksal-Bostan, 2019).
Muchos profesores no reconocen que los estudiantes con ACM requieren especial atencion, ellos
creen que estos estudiantes aprenden por si mismos (Jaime, Gutiérrez y Benedicto, 2018). Por lo
general, en la escuela, los estudiantes con ACM afrontan problemas sencillos, no interesantes ni
desafiantes, lo que conduce a un desinterés por parte de ellos y un desaprovechamiento de sus
capacidades (Ozdemir y Isiksal-Bostan, 2019). Esto ha conducido a investigar los procesos de
pensamiento matematico de los estudiantes con ACM, asi como la forma en que asimilan nuevas
ideas matematicas (Dimitriadis, 2010).

ASPECTOS METODOLOGICOS

Un equipo de profesores de la Universitat de Valéncia trabajé durante cinco sesiones con
estudiantes de primaria, especificamente de grados segundo y tercero, con edades que oscilaban
entre los siete y nueve afnos. Cada sesion tuvo una duracion de 90 minutos en promedio y se
realizaba cada dos semanas. Los estudiantes participantes hacian parte de un programa de
apoyo a estudiantes superdotados y talentosos de la comunidad valenciana (AVAST) y su
seleccion atendia a su destacado desempefo en este programa, especificamente en el area de
matematicas. Los nombres de los estudiantes son pseudénimos.

Cada sesion presentaba a los estudiantes un conjunto de tareas alrededor de contenidos
matematicos, cuya naturaleza o grado de profundidad era diferente al trabajado en un contexto
escolar (por ejemplo, permutaciones, coordenadas cartesianas, ecuaciones de primer grado y
temas de aritmética). Cada situacion propuesta involucraba algun material concreto, entre los que
se pueden mencionar Regletas de Cuisenaire, Bloques multilink y simuladores virtuales. En un
momento posterior uno de los profesores acompafantes gestionaba una discusion sobre los
resultados obtenidos en las tareas y proponia algunas preguntas adicionales a los estudiantes,
con el fin de hacer operativos los elementos conceptuales estudiados y evidenciar la apropiacién
de los estudiantes frente a dichos elementos. Cada sesion de trabajo se registré en audio y video,
de igual manera se almacenaron las producciones escritas de los estudiantes.

En el siguiente apartado presentamos lo ocurrido en una sesion de trabajo, la cual tenia el objetivo
de favorecer el razonamiento légico en situaciones de ubicacion espacial y visualizacion, con
ayuda del juego Utopia. Por motivos de espacio nos limitamos a mostrar fragmentos de las
interacciones de los estudiantes con el material concreto e interacciones con el profesor en los
que pueden reconocerse aspectos sobre la naturaleza del conocimiento matematico construido y
la actividad matematica ejecutada con el material concreto.

UBICANDO EDIFICIOS

En esta sesion se utilizo el juego Utopia, el cual consiste en un conjunto de 16 edificios con cuatro
alturas diferentes (cuatro edificios por cada altura) que deben disponerse en un tablero cuadrado
atendiendo a indicaciones sobre su ubicacion respecto a los otros edificios (Figura 1a). La primera
tarea propuesta a los estudiantes utilizaba nueve edificios (tres de cada tamano) y solicitaba
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ubicarlos en una cuadricula que presentaba algunos numeros del 1 al 3 (Figura 1b), cada uno
representando la altura de una familia de edificios. La cuadricula debia completarse, manteniendo
presente que en cada fila y columna no podian aparecer edificios con la misma altura (Figura 1c).
Posteriormente se les pidié a los estudiantes que, habiendo colocado todos los edificios en la
cuadricula, escribieran en las celdas vacias los numeros que representan sus alturas.

Figura 1. (a) Juego Utopia, (b) cuadricula 3x3, (c) ubicacién de los edificios en cuadricula 3x3 y
(d) edificios visibles desde cada fila y columna.

La segunda tarea pedia a los estudiantes que, al tener los edificios ya ubicados en la cuadricula,
escribieran frente a cada fila y columna la cantidad de edificios que se verian si un observador se
hiciera frente a cada una de las lineas de edificios (Figura 1d). Posteriormente se les pidi6 a los
estudiantes que proveyeran la respuesta utilizando solamente los niumeros que se habian escrito
en la cuadricula. En ese momento acontece la siguiente conversacion:

1 3 2
113122
3/1(2(3]|1
212 ,3|1/2

2 1 2

Figura 2. Configuracién de la segunda tarea.
Profesor: Si yo quiero saber cuantos [edificios] se ven desde aqui, ;cémo lo sabria sin montar
los edificios?

Hugo: Pues si este tiene dos alturas [edificio inferior de la primera columna, Figura 2] y este
una [edificio central de la primera columna, Figura 2], este [edificio de una altura] no se ve.
Y el de tres es mas alto que el de dos, entonces se ven dos [numero ubicado en la parte
inferior de la columna, Figura 2].

Profesor: Perfecto, Elena, explicame cémo has conseguido este 1 [niUmero ubicado a la
derecha de la fila central, Figura 2].

Elena: Porque el tres es mas alto que el de dos y el de uno.
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Figura 3. Ubicando los edificios en una sola linea a partir de la cantidad visible.

La tercera tarea presentaba filas con tres celdas y un numero al frente de cada fila (Figura 3a).
Este numero representaba la cantidad de edificios que se podian observar desde esa posicion a lo
largo de la fila. Los estudiantes debian ahora ubicar los edificios de tal forma que la condicion
impuesta por el numero se satisfaciera y luego escribir en cada celda vacia el numero que
representa la altura del edificio a ubicar alli (Figura 3b). La cuarta tarea proponia una cuadricula
3x3 en la que algunas celdas contenian numeros que representan la altura de los edificios. Los
estudiantes debian ubicar los respectivos edificios en las celdas numeradas y colocar los edificios
en las celdas restantes, conservando la condicion de que en cada fila o columna no se repitieran
edificios de la misma altura (Figura 4a). Posteriormente debian determinar la cantidad de edificios
que se veia frente a cada fila de edificios (Figura 4b).

b
Figura 4. (a) Configuracién de la tarea 4. (b) Edificios visibles desde cada fila.

La quinta tarea ofrecia una cuadricula de 4x4 (Figura 5). Ahora se debian utilizar todas las fichas
disponibles en una configuracién similar a la anterior tarea, con la novedad de contar ahora con
mas fichas.

Figura 5. Configuracion de la tarea 5.

En la ultima tarea, uno de los profesores realizé una representacion en la pizarra como la
mostrada en la Figura 6. Los estudiantes debian analizar cada una de las filas y columnas,
descartando aquellas que contuvieran niumeros en sus extremos para los cuales no fuese posible
distribuir los edificios en esa fila, de forma tal que dichos numeros representaran la cantidad de
edificios visibles desde cada extremo. La siguiente conversacion tiene lugar al resolver las filas.
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Figura 6. Cuadricula presentada en la pizarra.

Profesor: [Sefialando la primera fila] ¢ Tiene sentido que aca aparezca un tres y aca aparezca
otro tres?

Hugo: Um, no.
Profesor: ;Por qué no?

Hugo: Porque no se puede repetir en la fila... y no se pueden ver tres en el mismo
[refiriéndose a cada extremo].

Profesor: O sea que si yo viera tres [edificios] desde aca [sefiala uno de los extremos de la
primera fila], ;desde el otro lado cuantos tendria que ver?

Hugo: Uno.
Profesor: ;No puedo ver dos?

Hugo: Um, no.

El recorrido que han seguido los estudiantes a través de las tareas los ha llevado a separarse del

mat

erial concreto para determinar la solucién. La naturaleza de las situaciones propuestas ha

demandado un trabajo inicial con este material y posteriormente, dentro de la misma tarea,

inte

ntar dar respuesta a los interrogantes planteados sin acudir a estos recursos. Esta separacion

se aprecia en las conversaciones que se muestran en este apartado. Ademas, debe sefialarse la
complejidad de la tarea propuesta, pues el estudiante debe acudir a acciones mentales y procesos
de visualizacién para contemplar la configuracion estudiada desde distintos puntos de vista.
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Profesor: Miren esta segunda fila, un uno y un uno. ¢Tiene sentido que desde un lado se vea
solo un edificio y desde el otro se vea un solo edificio?

Elena: No, porque si miras el primer uno [a la izquierda], tendrias que poner una ficha de dos,
después una ficha de uno y después, para que desde el otro lado puedas ver uno, tendria
que ser una ficha mas grande que la del dos.

Profesor: Si quieres dime qué altura le coloco a cada uno [valores numéricos en celdas].
Elena: Dos [celda izquierda], después el uno [centro] y después el tres [derecha].

Profesor: Ah, pero desde aqui no estoy viendo uno, ;desde aqui cuantos [edificios] veriamos?
Elena: Dos.

Profesor: Dos, y ¢;hacia alla? [de derecha a izquierda]

Elena: Uno.

Profesor: ;Entonces no seria posible ver uno y uno? ;De manera simultanea desde cada
lado? Pues desde aqui si se cumple, ;pero desde el ofro lado que pasaria?

Elena: Que se verian dos.
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Profesor: ;Y no puede que se vea uno? ;Ni siquiera si yo los cambio?
Elena: No.

Una vez mas los estudiantes, especificamente Elena, da solucion a la pregunta formulada por el
profesor sin acudir al material concreto. Ella tiene claro que el edificio mas alto debe ir en uno de
los extremos de la fila, para asi garantizar que solo se pueda ver uno desde esa posicion.
También tiene claridad sobre la insuficiencia de intercambiar los otros edificios, pues el resultado
no podria ser el deseado.

Profesor: Que desde un lado se vea uno y desde el otro lado se vean dos [ultima fila].
Hugo: Yo creo que si...

Profesor: Déjalo ahi, no me des valores [numéricos para cada celdal.

Elena: Yo creo que no.

Profesor: Que no es posible. Estan pensando diferente. Veamos quién convence a quién. ¢ Tu
argumento cual es Elena?

Elena: Porque si yo tengo uno [extremo izquierdo de la fila inferior], tengo que poner, por
ejemplo, primero el tres, dos y el uno. Y para la otra parte veria tres [edificios].

Profesor: Y ya con eso dices que por eso no es posible. ;Qué dices Hugo?

Hugo: Que si donde esté el uno pones el dos, donde esta el dos pones el uno, se verian dos
desde un lado y uno desde le otro.

Profesor: Qué dices Elena, ¢Cierto que si? [Elena asiente con la cabeza] Depende de la forma
como se articulen estos dos [numeros uno y dos].

En este ultimo intercambio entre el profesor y estudiantes, Hugo y Elena ofrecen ideas utiles para
dar solucién a la tarea. Mientras que Elena reconoce que en uno de los extremos debe ubicarse el
edificio mas grande, Hugo propone una configuracién alternativa a la dada por Elena para poder
dar solucién a la pregunta hecha por el profesor.

CONSIDERACIONES

Nuestro objetivo era mostrar parte de la experiencia de nuestro disefio instruccional con
estudiantes con ACM del nivel de primaria. Para ello presentamos el desarrollo de una de las
sesiones de trabajo con los estudiantes involucrados, donde se hizo uso de material concreto,
dada la poblacién a la que iba dirigida nuestra propuesta y el potencial que en estos recursos se
ha reconocido en la literatura especializada.

De los resultados mostrados en el documento puede reconocerse como el material concreto
empleado apoyd la transicidon de los estudiantes por las fases descritas por Bruner (1966). En un
momento inicial se requiri6 emplear los bloques que representaban los edificios para comprender
las reglas del juego propuesto a los estudiantes. Sin embargo, por ser estudiantes con ACM, pudo
apreciarse que facilmente ellos se fueron movilizando desde el empleo de material concreto, hasta
el empleo de simbolos matematicos, como lo eran los numeros que representaban las alturas de
los edificios. Esta transiciéon no demandd mucho por parte de los estudiantes, como se pudo
apreciar en los intercambios que sostenian con el profesor. Aun asi, debe advertirse que el
empleo del material dotdé de significado la naturaleza de las preguntas elaboradas,
especificamente cuando se queria saber cuantos edificios podrian observarse desde cualquier
angulo, por lo que no haber acudido a este recurso posiblemente hubiera llevado a obtener
resultados no tan afortunados.
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Math competitions

Torres-Moliner, |., Berzosa-Tejero, M.P.
Programa CRACMAT (Espafna)

Resumen

Las competiciones son un espacio adecuado donde los alumnos de alta capacidad matematica
desarrollan el reto personal para superar niveles y punto de encuentro con comparieros con los
mismos intereses a traveés de la participacion. Empezamos a nivel nacional y lo extendimos a nivel
internacional. Challenge Day y Liga Cracmat se han realizado a nivel nacional con la proyeccion
de extenderlas en futuras ediciones.

Palabras clave: reto personal, superacion, aprendizaje, participacion, conocimiento

Abstract

The competitions are properly place for high ability math children, because it is a situation to
develop their math talent, also they improve their levels and it is a meeting point with another
children as similar talent through participation. We began at national level and after we celebrated
as international level. Challenge Day and Cracmat Ligue began only as national competition but
they will be international in the future.

Keywords: own level, overcoming, learning, participation, knowledge

COMPETICION

La competicidn es algo intrinseco en los seres humanos. Los alumnos/as con altas capacidades
se sienten motivados cuando han de competir. Es muy importante para ellos/as sentirse
aceptados por parte de su grupo, y esta actividad puede ser propicia para integrarse en la clase y
relacionarse con otros alumnos/as con idénticos intereses matematicos en otros espacios de
encuentro donde cada alumno/a desarrolla sus habilidades, sus capacidades y sus metas
intelectuales pueden avanzar a otro ritmo.

En este espacio se encuentran con retos y desafios que les suponen dificultad y que responden a
su necesidad de resolver actividades con niveles apropiados para su talento. Estas competiciones
suponen una ayuda también para los padres y profesores porque se trabaja el aprendizaje,
motivacién, creatividad, precision, comunicacion.

También fomentamos en la competicion matematica, el calculo, la l6gica matematica, resolucion
de problemas,... para alumnos de primaria ya que son menos frecuentes jornadas matematicas
en estas etapas.

COMPETIR

Competir lo unimos a motivacion. Tenemos la experiencia de que los alumnos cuando participan
en un campeonato tienen las expectativas con horizontes mas amplios, asi que cada curso

Torres-Moliner, |. y Berzosa-Tejero, M. P. (2021). Competiciones matematicas. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J.
M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M.
Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad
Matematica (pp. 167-174). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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procuramos desarrollar esta capacidad y aumentar la motivacion presentando competiciones para
que tengan un espacio donde poder hacerlo.

Para prepararlos para estas competiciones trabajamos principalmente el RETO PERSONAL y
PARTICIPACION. Reto personal para aprender a ganar y a perder y que sirva de punto de
despegue para la préxima competicion, reforzando asi su preparacion académica; la participaciéon
subyace en el modo de trabajar. Participacion que desglosamos primero en haberse decidido a
hacerlo, segundo en realizarlo, tercero en alegrarse de los resultados propios y ajenos.
Descubriendo la cantidad de alumnos que hay con los mismos intereses.

MEDALLAS O LOGROS

La mejor compensacion en un trabajo es el haberlo hecho. Pensamiento que se va adquiriendo
con el tiempo. Tenemos la experiencia de que cuando hay un reconocimiento por el esfuerzo
puesto, supone un incentivo para seguir trabajando. Vas tomando conciencia de que te
consideran y de que tu trabajo sirve.

Se trata de conseguir logros y a ser posible medallas, no, colgarse medallas. Por eso nos
planteamos si era conveniente otorgarlas. Con esta situacion y en la forma de convivencia actual y
por tantos motivos. Nuestra decisién fue clara, Si a los premios por el esfuerzo y trabajo. Un nifio
distingue un premio y un logro lo tiene mas complicado. No supuso un gran desembolso, si mas
trabajo, pero el resultado superd lo esperado.

COMPETICIONES REALIZADAS

Jornada Matematica Valencia

Este proyecto esta dirigido a despertar y promover el sentido util y ludico de las matematicas y de
las habilidades que esta materia conlleva: la capacidad de calculo, la légica y el razonamiento. Y
de este modo influir en el proceso de aprendizaje de esta asignatura mas alla de lo que permite el
curriculo escolar.

Proyecto educativo que genera actividades escolares de refuerzo, estimulo y participacion de
profesores y padres que como sumandos hacen posible que suba el indice intelectual tanto a nivel
personal como en el Centro escolar.

Actividad que sale adelante con el trabajo y el esfuerzo en la ensefanza, de profesores que
forman el Comité y que se materializa con la colaboracién econdmica de entidades que hacen
posible su realizacion contribuyendo al desarrollo intelectual de la sociedad.

“CONSTRUIR FUTUROS, AYUDAR A PENSAR’” es el lema de este Proyecto, teniendo como
base la participacién y el reto personal.

Dirigida a alumnos desde tercero de Primaria hasta primero de BAC agrupados por cursos.

Objetivos de la Jornada Matematica Valencia

Incentivar a los jéovenes mediante el juego y trabajo en Matematicas. Potenciar el desarrollo de
MEMORIA y RAZONAMIENTO. Proporcionar nuevas estrategias.

Mejorar el rendimiento Personal. Convivir con otros escolares. Participacion alumnos/profesores,
Intercambio de Métodos y Formacién Profesores.
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Challenge Day

“Saca punta a tu talento”

CHALLENGE DAY, actividad dirigida a alumnos desde 3° de primaria hasta 6° de primaria
agrupados en 2 niveles. Primer nivel: 3° y 4°, Segundo nivel 5° y 6°.

La forma de participar es por parejas, siempre dentro de los niveles correspondientes. Los
participantes, actuando los dos a la vez, tienen que resolver 7 desafios: de ingenio, estrategia
matematica y habilidad numérica. A veces con resultados sorprendentes por su forma de
resolucion y por su rapidez en la ejecucion. Otros retos los tienen que resolver usando el
ordenador con juegos logicos y programas de calculo.

Challenge Day es un espacio de accion para construir futuros matematicos con el eslogan de
Saca punta a tu Talento.

El contenido del CHALLENGE es: 1°) CHALLENGE resolver 3 RETOS de INGENIO, 2°
CHALLENGE resolver 2 RETOS de INGENIO, 3° CHALLENGE resolver 2 RETOS de
HABILIDAD NUMERICA, 4°) CHALLENGE resolver actividad para encontrar la clave para abrir el
Candado, 5°-6°) CHALLENGE resolver 2-3 actividades de Matematica Recreativa, 7°)
CHALLENGE resolver actividad de calculo con material manipulativo.

ROL del MONITOR, se trata de incorporar principalmente los mismos criterios para que los
participantes tengan la misma evaluacion dentro de lo posible. Para ello ademas de reuniones
previas para informacion del desarrollo del campeonato tienen su protocolo que sirve para aunar
criterios, por ejemplo: Ajustarnos al tiempo previsto por pareja. Si hay relacion familiar con algun
participante, les hace la prueba otro de los jueces. Y algun aviso: Sobretodo llevar reloj (movil
sirve de crondmetro). Tendréis papel y lapiz. No hay goma, se tacha y se vuelve a hacer.

Tabla 1. Registro de cada participante.

CHALLENGE DAY

NOMBRE-

NIVEL 1 APELLIDOSN°1 2
CHALLENGE PUNTUACION TOTAL
INGENIO 1 1RETO 2 RETO 3/RET
5min 1 1 1 3+1
MATEMATICA/RECREATIVA MAT/RECREATIVA1 MAT/RECREATIVA
8 min 1 2-1 2+1
CANDADO CLAVE
8 min 1 punto por letra 3+1
HABILIDAD/NUMERICA N° 1 N° 2
5 min 1 1 2+1
INGENIO 2 1RETO 2 RETO
3 min 1 1 2+1
MANIPULATIVO CALCULO TABLERO
7 min 1 1 2+1
INFORMATICA CALCULO JUEGO LOGICO
8 min Nivel 1y 2: 2/1 3
TOTAL
44 min
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El registro de cada participante es el que adjuntamos (Tabla 1), de manera que en cada prueba
son calificados y al final con los puntos conseguidos, lo entregan en el punto de encuentro al
jurado.

Cada reto tiene su puntuacion y se afiade 1 punto cuando se realiza el reto con menos tiempo. La
persona que controla el ultimo reto, hace la suma total. Cada pareja lleva su ficha y la entrega al
juez de la mesa cada vez que resuelve un CHALLENGE (Figura 1). Mientras el jurado calificador
examina las mejores puntuaciones, los alumnos tienen un rato de ocio y la entrega de las
medallas o premios se hace a continuacion, asi los participantes tienen el campeonato y los
resultados en el mismo dia. Facilita tanto a los padres como a los profesores.

—-— "?7

Figura 1. Estudiantes resolviendo un Challenge.

Ejemplos CHALLENGE DAY nivel 1

SUSTITUYE las letras por numeros de manera que la misma letra tenga el mismo valor y que el
resultado de la suma sea correcto.

A B
+ B B
A AC

EL RESULTADO es la clave para abrir el candado.

Fijate y encuentra la relacién que hay en los numeros y su resultado y sabras escribir el nimero
que falta:
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172 3=23
2 4 5=285
6 3 1=181
2 7 9= ...

Informatica

Actividades de juegos légicos por niveles y se les cronometra el tiempo, se evalua el nivel
alcanzado.

Liga CRACMAT Premium

Busca fomentar, sistematizar y promover la practica de estrategias de razonamiento y procesos
de Calculo. La Liga convoca un Campeonato entre alumnos de distintos sitios y edades. La Liga —
punto de unioén- para lograr un determinado objetivo: en este caso, el reto personal de cada
participante, se hace por compartir un interés, un esfuerzo, aplicar estrategias y planes de accion
en vistas a un objetivo comun.

Consegquir un espacio matematico

Los premios son virtuales pero el mayor premio es el que cada uno ha conseguido participando.
Como en toda LIGA, cada premio puede tener varios alumnos al haber conseguido la misma
puntuacion.

Surgié dentro del tiempo de confinamiento para propiciar un espacio matematico dentro de la
rutina obligada por la situacion y comprobando la facilidad de usar herramientas como ordenador
o Tablet por parte de los alumnos familiarizados con Zoom.

Dirigida a alumnos desde 2° de primaria hasta 1° de eso.

El contenido de la Liga es: resolucion de actividades de habilidad numérica y actividades de reto
l6gico. Los participantes estan agrupados por niveles. La duracion es de 20 - 25 minutos maximo.

La parte administrativa ha sido muy asequible con los instrumentos que tenemos — QR - para la
inscripcion, para logistica mail, drive etc... Como corresponde a todo campeonato tuvimos
premios virtuales, Medalla de oro, plata y bronce. Accésits y diplomas.

El desarrollo de la prueba por Zoom fue con este horario segun niveles y con el tiempo ajustado
para mandar los ejercicios resueltos. Al hacerlo por Zoom se podia comprobar aproximadamente
que cada alumno lo hacia solo y también daba la posibilidad de participar desde otras ciudades
como asi fue.

HORARIO DE CONEXION: 2° y 3° de PRIMARIA

17:55 ACCESO A ZOOM

18:00 EMPIEZA LA LIGA

18:25 MANDAR LAS RESPUESTAS POR CORREO

INDICACIONES:

MATERIAL QUE SE NECESITA:

herramienta digital para participar a través de la plataforma zoom, folio, lapiz, goma, boligrafo
CONTENIDO

En la pantalla apareceran las actividades:
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3 actividades de habilidades numéricas para 2°, 3°, 4° y 5° de Primaria
4 actividades para 6° de Primaria y 1° de ESO

1 RETO LOGICO PARA TODAS LAS CATEGORIAS

DESARROLLO DE LA PRUEBA:

Desde 2° de primaria hasta 5° de Primaria disponen de 25 minutos para la prueba.

1° Aparecera en pantalla la actividad
2° La resuelven en el folio que tienen de material en casa.
3° Rellenan el formulario con el resultado.

4° Hay que enviarlo en el tiempo indicado

Ejemplo 4°-5° Primaria (Figuras 2, 3y 4)
Encuentra la légica

Si, 6+ 3 = 39
9+ 1=2810
7+ 5 =212
6 +5 =111

Entonces,

/7 + 3

Ty T

@HuevadasNet
(EE e ¢ &
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Corrija a operacao movendo
apenas 1 fésforo:

|

5
e

Figura 4.

Nos parece que trasmitir algunos testimonios de esta iniciativa reflejan el interés y eficacia del
mismo. Estos son dos ejemplos:

Gracias por todo.

Independientemente del resultado, mi hijo ha disfrutado mucho estos pocos dias de
preparacion para la prueba Cracmat con los materiales que me envio. Gracias por
enviarnoslos.

Es un nifio que todo lo que sean retos matematicos le encantan (que no impliquen las
Matematicas tal cual se ensefian habitualmente en los colegios...sino que vayan “mas alla”).
Eso y el ajedrez. Son su pasion.

Enhorabuena por fomentar tanto el esfuerzo y la superacion con esta idea de la Liga Cracmat.
Lo ha pasado en grande.

Saludos.

Muchisimas Gracias por el esfuerzo y la colaboracion altruista que habéis realizado.
Por favor comunicadnos cualquier actividad de este estilo para participar.

Un Saludo

Gran idea y gran resultado.

Estas tres competiciones tienen en comun proporcionar encuentros a alumnos con alta capacidad
matematica a través de ejercicios de légica matematica y Calculo, si bien difieren en su puesta en
practica. La j.m.v. lleva ya 29 afos y la participacion tan grande nos ha llevado a realizarla en 2
fases con la colaboracion de la UPV, Challenge Day la tuvimos en una escuela y el dinamismo de
sus pruebas nos llevaba a disponer de varias aulas, informatica ... mientras que Liga Cracmat
tiene como soporte el ordenador, tablet.... La realizamos por Zoom. También se diferencian en la
duraciéon y conocimiento de los resultados. En la 12 y 3% hay un espacio de tiempo para poder
corregir e informar, mientras que en Challenge Day se resuelve en el mismo dia. Respecto a lo
académico la j.m.v. se presta a que los ejercicios sean mas numerosos y complicados ya que el
tiempo que disponen es mayor, en las otras dos se basa mas en el ingenio y légica matematica,
ademas la j.m.v. va dirigida alumnos desde 3° de primaria hasta 1° de bachillerato, mientras que
en las otras, los cursos son distintos, abarcan desde 1° de primaria hasta 1° de ESO en Liga
Cracmat y desde 3° de primaria a 6° Challenge Day.
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Resumen

Las evaluaciones estandarizadas de la competencia matematica han permitido identificar areas en
las que es necesaria la intervencion con practicas educativas especializadas. La investigacion
realizada tuvo como objetivo describir el rendimiento matematico de los nifios de los Ultimos
cuatro grados de educacién primaria en Venezuela. La muestra estuvo compuesta por un total de
16194 nifios y nifias. La evaluacion se realizo a través de las pruebas de la fase preliminar de la
Olimpiada Recreativa de Matematica, para las que se utilizé la prueba Canguro Matematico. Los
resultados evidencian que, si bien no existen diferencias significativas por sexo, estas si existen
entre los tipos de colegio, siendo los colegios privados los que obtuvieron mejor rendimiento; el
comportamiento del rendimiento en las competencias mateméaticas analizadas es analogo en
todos los grados.

Palabras clave: competencia matematica, educacion primaria, rendimiento matematico,
olimpiadas matematicas

Abstract

Standardized assessments of mathematical competence have identified areas where intervention
with specialized educational practices is needed. The research carried out was aimed at describing
the mathematical performance of children in the last four grades of primary education in
Venezuela. The sample was composed of a total of 16194 boys and girls. The evaluation was
made through the tests of the preliminary phase of the Olimpiada Recreativa de Matematica, for
which the Mathematical Kangaroo test was used. The results show that although there are no
significant differences by sex, these do exist between the types of schools, with private schools
being the ones that obtained the best performance; the behavior of mathematical competences is
analogous in all grades.

Keywords: mathematical competence, elementary education, mathematical performance,
mathematical olympics

INTRODUCCION

Las Olimpiadas de Matematica iniciaron en el mundo con diferentes intereses, entre ellos la
localizacion de estudiantes especialmente destacados en el area para potenciar su talento, asi
como una plataforma para promover el desarrollo e intercambio de programas y practicas

Urdaneta, I., Nifio, L., Trabucco, J. y Calatayud, L. (2021). Olimpiada Recreativa de Matematica 2019: Un diagnéstico
inicial de la Educacién Primaria de Venezuela. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A.
Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas
Internacionales de Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 175-182). Logrofio: Universidad
de La Rioja.
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docentes (Olimpiada Mexicana de Matematica, 2019, en adelante OMM). En 1992 se inicia la
Olimpiada Recreativa de Matemética (en adelante ORM) en Venezuela, aplicando las pruebas del
Canguro Matematico (Nieto, 2005), teniendo como objetivo “desarrollar estrategias para la
ensefanza de la Matematica, mejorar el nivel académico y estimular en los nifios el uso de sus
capacidades intelectuales...” (ORM, 2019a, Inicio, parrafo 1).

Algunos autores (Campbell, 1996; Navarro, 2017) expresan que las Olimpiadas de Mateméticas
generan grandes beneficios para los participantes, dado que los estudiantes de mejores
resultados obtienen mayores oportunidades para ingresar a universidades élite y extender sus
estudios a nivel de postgrado para continuar con investigaciones en &reas académicas
usualmente relacionadas con las matematicas, lo que también est4 relacionado con su motivacion
al logro y resultados escolares (Campbell, 1996). Por lo que las Olimpiadas Mateméaticas en
general constituyen un apoyo valioso en el desarrollo del talento intelectual matematico (Nieto,
2005; Kenderov, 2006; Borrero, 2020).

En cuanto al desarrollo de programas académicos en el area de matemética, varias son las
estandarizaciones que intentan promover mejoras en el nivel académico de las diferentes etapas
educativas, como por ejemplo los Informes PISA de la Organizacién para la Cooperacion y el
Desarrollo Econdémico (2019, 2020, en adelante OCDE) o las pruebas SABER del Instituto
Colombiano para la Evaluacion de la Educacién (en adelante ICFES, 2018; Borrero, 2020). Las
pruebas estandarizadas han permitido un analisis del desempefio académico de los estudiantes
en diferentes paises a partir del cual, por ejemplo, se caracterizé en Colombia la brecha de
rendimiento entre establecimientos educativos, donde los colegios privados obtienen mejores
resultados en las pruebas, como es comun a nivel de Latinoamérica (Cerda, Ortega, Pérez, Florez
y Melipillan, 2011); asi mismo, se resalté una diferencia entre géneros mas amplia a la encontrada
en la mayoria de los paises, donde los estudiantes masculinos obtuvieron un rendimiento en
matematica (ICFES, 2018; OCDE, 2019). Estas diferencias entre géneros, que evidencian mejor
rendimiento en el area matemética o l6gico-matematica en el grupo masculino, se han encontrado
en investigaciones en otros paises de América Latina como Chile donde también se caracteriz
diferencias de rendimiento acordes a la edad y al grado en curso (Cerda et al., 2011).

Estos analisis han permitido un avance progresivo en los niveles de conocimiento en diferentes
areas evaluadas en Colombia (ICFES, 2018) y en la manera en la que internacionalmente se
estudia la proficiencia matematica a través de un enfoque de competencias que originalmente fue
propuesto por el National Council of Teachers of Mathematics (2014) en Estados Unidos. Ser
matematicamente competente no es solamente conocer los contenidos conceptuales vy
procedimentales, sino ademas saber usarlos en una variedad de situaciones y contextos de
manera flexible, es decir, supone saber qué matematicas usar, como usarlas, cuando usarlas y
por qué es pertinente usarlas (Rico, 2006).

Venezuela es uno de los pocos paises de América Latina que no participa en ningun sistema de
evaluacion de la calidad educativa, dejando una falta de datos que son necesarios para el
desarrollo de politicas publicas y practicas docentes basadas en la evidencia (Marvez, 2018). A
esta necesidad de una evaluacién que permita cuantificar la calidad educativa de las diferentes
instituciones, se le ha respondido con una iniciativa que busca no solo la estandarizacion nacional
y la identificacion y atencion del talento matematico, sino ademas una respuesta recreativa,
descentralizada y colaborativa al problema. Por ello, el objetivo de esta investigacion es describir
el rendimiento matematico de los nifios de los ultimos 4 grados de la educacion primaria (3°, 4°, 5°
y 6° grado) en Venezuela a través de los datos de la ORM en su edicidén N° 27.

MARCO

Se asume la definicion de competencia matematica como la “capacidad del individuo para
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identificar y comprender el papel que desempefian las matematicas en el mundo, alcanzar
razonamientos adecuados e implicarse en las matematicas de una manera que satisfaga sus
necesidades vitales como ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (OCDE, 2006).

Las preguntas de la prueba preliminar ORM estan planteadas como situaciones-problema en
contextos cotidianos del nifio y que para ser resueltas demandan de la activacion de contenidos
matematicos y la vinculacion de estos con la situacion.

Las formas de pensar en matematicas mediante las que se construyen y manipulan
representaciones mentales relativas a sistemas matematicos se pueden tipificar de acuerdo a
grupos de contenidos: numérico, geométrico, métrico, aleatorio y variacional (Ministerio de
Educacion Nacional y Asociaciéon Colombiana de Facultades de Educacion, 2006).

Las competencias matematicas generales (ver Tabla 1) se refieren a los procesos que conectan
los contenidos con el objetivo a alcanzar: razonar, argumentar, comunicar, modelar, representar,
plantear y resolver problemas, utilizar el lenguaje formal, simbdlico y las operaciones (PISA, 2004,
referido por Rico, 2006). Para efectos de disefio de la evaluacion de la competencia matemética,
se sigue el enfoque del ICFES (2017) que reorganiza los contenidos en tres componentes
articulados entre si, y las competencias matematicas generales en tres bloques. Los componentes
son: numeérico-variacional (NV), geométrico-métrico (GM) y aleatorio (ALT). Las competencias
matematicas se reagrupan en los siguientes tres bloques:

= Comunicacion, representacion y modelacion (CRM): relacionada con expresar ideas,
interpretar, utilizar distintos tipos de representacion, describir relaciones matematicas
usando lenguaje escrito, concreto, pictorico, gréafico, algebraico. Describir argumentos,
traducir lenguaje formal al lenguaje natural y viceversa.

= Razonamiento y argumentacion (RA): relacionada con la capacidad de justificar estrategias
y procedimientos en el tratamiento de situaciones problema, de dar explicaciones, formular
hipétesis, explorar ejemplos y contraejemplos, estructurar argumentos, generalizar
propiedades y relaciones, identificar patrones, distinguir y evaluar cadenas de argumentos.

= Planteamiento y resolucién de problemas (PRP): relacionada con la capacidad para
formular problemas a partir de situaciones (dentro y fuera de las matematicas), justificar
eleccién de métodos e instrumentos para la resolucién de problemas; aplicar, comparar y
elaborar estrategias y algoritmos; justificar pertinencia de calculo exacto o aproximado y
evaluar la respuesta en el contexto original.

Con esta estructura de componentes-competencias es posible describir, de forma general,
habilidades y conocimientos articulados que debe poner en practica un alumno para la resolucion
de un problema o el logro de un objetivo, de manera flexible, y tales enunciados dan cuenta de
rasgos predominantes de una de las competencias matematicas en determinado componente.

METODO

Muestra

El analisis de los resultados se dividid en cuatro muestras pertenecientes a los cuatro grados de
educacion primaria donde se realiz6 la evaluacion de rendimiento. Hubo un total de 3881 nifios en
3° grado, con una edad media de 8,413 (D.E. 0,501). Asi mismo, en 4° grado la muestra consistié
de un total de 4057 nifios, con una edad media de 9,431 (D.E. 0,604).

En 5° grado, la muestra estuvo compuesta por un total de 4149 nifios, con una edad media de
10,429 (D.E. 0,589). Finalmente, en 6° grado la muestra fue de 4107 nifios, con una edad media
de 11,441 (D.E. 0,604).
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En todos los grados, la muestra tuvo una distribucién equitativa de nifios y nifias. Los datos fueron
recolectados en un total de 140 colegios oficiales y 97 colegios privados a lo largo del territorio
nacional de Venezuela.

Variables e instrumentos de evaluacion
Como variables descriptivas de la muestra se recolectaron las variables:

= Tipo de Colegio: variable dicotdbmica de dos opciones. Colegios Oficiales, que son aquellos
bajo la administracion publica o que son financiados en alguna medida por esta, y Colegios
Privados, que son aquellos gestionados por un ente privado.

= Edad: variable continia medida en afios cumplidos al momento de presentar la prueba, por
auto reporte del estudiante.

= Sexo: variable dicotdmica de dos opciones (femenino o masculino), medida por auto
reporte del estudiante.

= Rendimiento matematico: suma simple del nUmero de respuestas correctas, medida con la
prueba preliminar de la ORM compuesta por los 24 items disefiados por Canguro
Matematico, correspondientes al afio 2019, y traducidos desde el inglés por profesores
locales; se aplicé la misma prueba para los grados 3°y 4°, y para 5°y 6°.

= Competencias matematicas y componentes matematicos: variable derivada del
rendimiento matematico; cada item se corresponde con un rasgo de una competencia y
componente especifico. En total, la configuracion de las pruebas es la siguiente (Tabla 1):

Tabla 1. Distribucion de los items en la prueba en base a las competencias y componentes.
3°y 4° Grado

Competencias/Componentes NV (8) GM (10) ALT (6)

CRM (3) 9 6,7

RA (9) 1,3,5,22 2,4,11, 13,18

PRP (12) 8,17, 16, 19 14,15, 21, 10 12, 20, 23, 24
5%y 6° Grado

Competencias/Componentes NV (14) GM (8) ALT (2)

CRM (3) 2,7 1

RAZ (10) 3,9,14 4,5,6,10,11 22,23

PRP (11) 8,12,13,15,16, 17, 19, 21, 24 18, 20

Dentro de la tabla se incluye el nimero de item extraido de la prueba Canguro. Entre paréntesis, a la
derecha de las iniciales, se sefala el nUmero total de items de cada competencia y/o componente.

A continuacién, se ilustra con un item asociado a cada competencia y componente, el tipo de
preguntas de la prueba analizada. Los sefialados como 3.1, 3.2 y 3.3 corresponden a la prueba de
3°y 4°, y aquellos etiquetados como 5.1, 5.2 y 5.3 corresponden a la de 5° y 6°:

3.1 (CRM - ALT): "Jorge junta sus calcetines de tal manera que los numeros coincidan.
¢, Cuantos pares puede juntar?" (Completa la pregunta un grupo de figuras: una docena de
calcetines en distintas posiciones, con nimeros entre 1 y 8, que aparecen, a lo sumo, en
dos calcetines)

3.2 (RA - GM): "Cuatro tiras se tejen de forma como se muestra en la figura (dos tiras
horizontales claras y dos verticales oscuros, entretejidas). ¢Qué puedes ver detras de la
figura?"

3.3 (PRP- NV) "En una granja hay solamente vacas y ovejas. El nUmero de ovejas es igual al
namero de vacas mas 8. El nUmero de vacas es la mitad del nimero de ovejas. ¢ Cuantos
animales hay en total en la granja?"
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5.1 (CRM - NV) "En la figura, cada punto vale 1 y cada barrita vale 5. Por ejemplo: (se provee
una figura conformada por una barra horizontal con tres puntos encima) vale 8. ¢{Qué
figura representa al 122"

5.2 (RA - ALT) "Maria tiene 9 triangulos pequefios: 3 de ellos son rojos (R), 3 son amarillos (A)
y 3 son verdes (V). Ella desea formar un triangulo grande, juntando 9 triAngulos pequefios
tal que cualquier par de triangulos con un lado comun tienen diferentes colores. Maria
coloca unos triangulos pequefios como se muestra en la figura. (Del triangulo grande se
conocen los colores de 4 triangulos componentes, pero falta por determinar el color de
otros 5 componentes) ¢ Cudl de las siguientes afirmaciones es verdad después de que ella
ha finalizado?"

5.3 (PRP - GM) "Ana us0 32 pequefios cuadritos blancos para rodear una pintura 7x7, como
se muestra en la figura. ¢ Cuantos de esos cuadritos seran necesarios para rodear una
pintura 10x10?"

Procedimiento

La prueba preliminar de la ORM, comun para los grados 3° y 4°, y para los grados 5° y 6°, se
realiza al mismo momento a nivel nacional en los diferentes planteles de educacién primaria.
Estos datos son recolectados por los educadores responsables en cada colegio y enviados a la
sede en Caracas, Venezuela, para su andlisis.

RESULTADOS

Diferencias de Rendimiento

Los resultados evidenciaron que no existen diferencias significativas entre las medias de
rendimiento para Sexo ni en 3° (t: -1,406; sig.: ,159 > 0,05; gl 3805,751), 4° (t: ,139; sig.: ,889 >
0,05; gl 3960), 5° (t: ,346; sig.: ,730 > 0,05; gl 3942,180), ni 6° (t: ,368; sig.: ,714 > 0,05; gl
3866,431).

En cambio, se encontraron diferencias significativas entre las medias de rendimiento de Tipo de
Colegio (Oficial y Privado) en 3° (t: 17,754; sig.: ,000 < 0,05; gl 3879), 4° (t: 19,882; sig.: ,000 <
0,05; gl 4055), 5° (t: 29,238; sig.: ,000 < 0,05; gl 2277,860) y 6° (t: 21,171; sig.: ,000 < 0,05; gl
2304,107), siendo que los colegios de tipo privado tienen sistematicamente mejor rendimiento
total asi como en la mayoria de los items, en cada uno de los grados

Medias de rendimiento
Se observa que en 4°y 6° grado tuvieron mejores puntajes en sus respectivas pruebas (Tabla 2).

Tabla 2. Estadisticos descriptivos.

30 40 50 60
N Media DT. N Media D.T. N Media D.T. N Media D.T.
Resultados Nacionales 3881 8,78 4,08 4057 9,79 4,02 4149 9,32 3,93 4107 10,50 3,98
Colegios Oficiales 2429 7,92 3,98 2638 8,91 3,78 2834 8,16 3,39 2812 9,62 3,64
Colegios Privados 1452 10,23 3,83 1419 11,42 3,94 1315 11,80 3,88 1295 12,40 4,02

Andlisis de las competencias / componentes

Los resultados nacionales reflejan el promedio de respuestas correctas de los items ubicados en
las categorias de analisis (componente, competencia). Para comparar los rendimientos por
competencias, se toma el rendimiento promedio relativo al nimero de items vinculados con la
competencia, que es un nimero real en el intervalo [0,1]:
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Tabla 3. Rendimiento promedio relativo (RPN) de cada grado por competencia.

RPN Rel. RPN Rel.
Compe',[e_nmas Planteles N® de 3° 40 N® de 5° 6°
matematicas Items Items
Comunicacion, Todos 0,534 0,605 0,728 0,799
representacion y Oficiales 3 0,494 0,563 3 0,662 0,753
modelacion (CRM) Privados 0,603 0,683 0,872 0,900
. Todos 0,503 0,549 0,377 0,430
:%i?;‘:mfcﬁ';?] RA) y Oficiales 9 0458 0,507 10 0,333 0,402
Privados 0,578 0,627 0,472 0,491
Planteamiento y Todos 0,221 0,253 0,305 0,345
resolucion de problemas Oficiales 12 0,193 0,222 11 0,258 0,304
(PRP) Privados 0,268 0,312 0,406 0,435

Respecto a las competencias (Tabla 3), el comportamiento cualitativo del rendimiento es analogo
en todos los grados, tanto en planteles oficiales como privados: el mayor rendimiento se observa
en la interpretativa, y el menor, en la del planteamiento y resolucién de problemas.

Tabla 4. Rendimiento promedio relativo (RPN) de cada grado por componente.

RPN Rel. RPN Rel.

Compopgntes Planteles N® de 3° 4° N° de 5° 6°
matematicos Items Items

B ._ Todos 0426 0471 0398 0,445

?'N“\;';e”co - Variacional -5 les 8 0387 0,432 14 0349 0,406

Privados 0491 0,544 0504 0,530

Geomeétrico - Métrico —T.O(.jos 0,386 0,431 0,424 0,486

o Oficiales 10 0345 0,395 8 0370 0,449

Privados 0454 0,496 0540 0,567

Todos 0259 0,294 0177 0,186

Aleatorio (ALT) Oficiales 6 0232 0257 2 0159 0,169

Privados 0303 0,362 0216 0222

Referente a los componentes (Tabla 4), el menor rendimiento, por diferencia, se observa en los
items asociados al componente aleatorio, en cualquier tipo de plantel. En 3° y 4°, el mejor
rendimiento se concentra en items asociados al componente numérico-variacional, y en 5° y 6°,
en el geométrico-métrico.

Analisis de Resultados

El andlisis de diferencias de rendimiento permitid constatar que estas no son significativas entre
nifios y nifias en ninguno de los grados, como si ocurre en otras poblaciones latinoamericanas
(Cerda et al., 2011; ICFES, 2018; OCDE, 2019).

Entre las diferencias que si resultaron significativas destacan las encontradas por Tipo de Colegio
en todos los grados. Estas podrian sugerir una brecha en la calidad instruccional entre los tipos de
instituciones que si bien se ha encontrado en otros paises (OCDE, 2020), resalta la falta de
oportunidades equitativas que tienen los nifios que estudian en colegios oficiales. Asi mismo,
entre las pruebas comunes por grados, se encontr6 mejor rendimiento en 4° y 6°; estas
diferencias son consistentes con lo encontrado por Cerda, et al. (2011) y probablemente
respondan tanto a la preparacion instruccional como al proceso madurativo natural de los
estudiantes.
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En el analisis de competencias realizado de acuerdo a la organizacion propuesta por el ICFES
(2017), se observa el mejor rendimiento, consistentemente, en la competencia interpretativa, en
particular, en la capacidad de traducir relaciones numéricas expresadas grafica y simbdlicamente.
El rendimiento en items de la competencia argumentativa orientados a identificar relaciones,
generalizar propiedades, establecer conjeturas y verificarlas, explorar ejemplos y contraejemplos
estd ubicado en segundo lugar y en el ultimo, el menor rendimiento, se encuentra en el grupo de
items vinculados con la formulacién de problemas a partir de una situacién, en desarrollar
estrategias para resolverlos y evaluar la respuesta en el contexto original; en todos los grados,
este rendimiento es menor a la mitad del observado en la competencia interpretativa.

De las diferencias de rendimiento en las competencias, destaca que las mayores brechas entre
planteles oficiales y privados se encontraron en la prueba de 5° y 6° grado, lo que sugiere que las
diferencias se acenttan a lo largo de la escolaridad primaria. Asi mismo, es importante destacar
que existen menores diferencias entre los grados pareados por prueba de un mismo tipo de
colegio (oficial o privado), que entre los diferentes tipos de colegios de un mismo grado (oficial y
privado de tercer grado, por ejemplo). Estas diferencias parecen destacar la importancia de las
oportunidades educativas en el desarrollo de la competencia matematica en general.

El andlisis de componentes realizado segun el marco definido por el ICFES (2017) evidencia que
existe un rendimiento bastante mas bajo en los items asociados al componente aleatorio,
comparado con el rendimiento en los otros dos componentes, reflejado en una dificultad general
para el razonamiento légico relacionado con los procesos de conteo y para el manejo de
situaciones que requieren estimar grados de posibilidad. En cuanto a las habilidades destacadas,
los estudiantes de 3° y 4° parecen tener mas desarrolladas las destrezas relacionadas con la
capacidad para establecer diferencias y similitudes entre figuras bidimensionales acorde a sus
propiedades y con resolver problemas de estructura aditiva sencilla. Consistentemente, los
estudiantes de 5° y 6° reflejan buenas destrezas para comparar y clasificar figuras
bidimensionales o tridimensionales de acuerdo a sus componentes y propiedades, asi como para
traducir relaciones numeéricas expresadas de manera grafica o simbolica.

Preliminarmente, este andlisis nos permite concluir que los perfiles de mas alto rendimiento
parecen encontrarse mayoritariamente entre los estudiantes de colegios privados, teniendo
probablemente mayor fortaleza para expresar ideas, e interpretar y utilizar distintos tipos de
representacion y relaciones matematicas, simbdlicas o graficas, y con mayor dificultad para el
manejo y resolucién de problemas del componente aleatorio. Esto mismo puede observarse en los
resultados de los siguientes ciclos de la ORM 2019, donde los primeros lugares los obtuvieron
estudiantes con este perfil (ORM, 2019b).

De forma general, parece necesario que, para determinar de manera mas precisa las
caracteristicas de los estudiantes de alto rendimiento, se construya una prueba con un mejor
balance de los items considerando los componentes y las competencias. Una prueba mejor
balanceada permitiria hacer una mejor comparacion de las fortalezas y debilidades entre los
diferentes grados, asi como un analisis mas adecuado de las areas que se pudiesen abordar para
desarrollar el talento matematico en las aulas de clase, especialmente en los colegios oficiales.

Para futuras investigaciones, es necesario abordar de manera mas detallada el andlisis de
competencias y componentes, haciendo el estudio de las diferencias que pudiesen encontrarse no
solo acorde al género o el tipo de colegio, sino también entre los estudiantes de rendimiento
promedio y aquellos estudiantes que evidencian especial talento matematico.

REFERENCIAS

Borrero, O. F. (2020). Andlisis del nivel de calidad educativo en Colombia, a partir de los

181



Urdaneta, I., Nifio, L., Trabucco, J. y Calatayud, L.

resultados de las pruebas PISA en el periodo 2012-2018. Universidad Militar Nueva Granada.

Recuperado de
https://repository.unimilitar.edu.co/bitstream/handle/10654/35718/BorreroForeroOswaldoFarid2
020.pdf

Campbell, J. R. (1996). Early identification of mathematics talent has long-term positive
consequences for career contributions. International Journal of Educational Research, 25(6),
467-522. DOI: https://dx.doi.org/10.1016/S0883-0355(97)86728-6

Cerda Etchepare, G., Ortega, R., Pérez, C., Flores, C. y Melipillan, R. (2011). Inteligencia logica y
rendimiento académico en matematicas: un estudio con estudiantes de Educacion Basica y
Secundaria de Chile. Anales de Psicologia/Annals of Psychology, 27(2), 389-398.

Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion (2017). Saber 3°. Guia de orientacion:
2017. Colombia, Bogota: Ministerio de Educacion. Recuperado de
https://www.icfes.gov.co/documents/20143/1353827/Guia+de+orientacion+saber+3+2017.pdf

Instituto Colombiano para la Evaluacion de la Educacion (2018). Saber 11°. Guia de Orientacion:
2018-2 (22 ed). Colombia, Bogotd: Ministerio de Educacion. Recuperado de
https://www.icfes.gov.co/documents/20143/177687/Guia+de+orientacion-saber-11-2018-2.pdf

Kenderov, P. S. (2006, agosto). Competitions and mathematics education. En Institute of
Mathematics and Informatics (Eds.), Proceedings of the International Congress of
Mathematicians (pp. 1583-1598). Madrid: Bulgarian Academy of Sciences. Recuperado de
https://www.researchgate.net/publication/41537655 Competitions and mathematics education

Marvez, J. R. (2018). Pisa: Termémetro del fracaso escolar lationamericano. Venezuela un caso
particular. Revista Ciencias de la Educacion, 28(51), 434-457.

Ministerio de Educaciéon Nacional y Asociacion Colombiana de Facultades de Educacion (2006).
Estandares Basicos de Competencias en Matematicas. En Ministerio de Educacion Nacional
(Eds.), Estandares Basicos de Competencias en Lenguaje, Matematicas, Ciencias vy
Ciudadanas. (pp. 46-95). Bogota, Colombia: Ministerio de Educacion Nacional. Recuperado de
https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-340021 recurso_1.pdf

Navarro Cendejas, J. (2017). Talento matematico excepcional y destino profesional. Trayectorias
de participantes mexicanos en olimpiadas internacionales de matematicas. Innovacion
Educativa, 17(73), 49-77.

National Council of Teachers of Mathematics (2014). Principios para la accién: resumen ejecutivo.
Reston, VA: NCTM.

Nieto, J. H. (2005). Olimpiadas Matematicas: el arte de resolver problemas. Caracas, Venezuela:
Los Libros del Nacional.

Olimpiada Mexicana de Matemaética. (2019). ¢ Qué es la OMM? [Articulo en Web]. Recuperado de
http://www.ommenlinea.org/presentacion/objetivos/

Olimpiada Recreativa de Matematica. (2019a). Pagina de Inicio: Historia. [Articulo en Web].
Recuperado de https://ormve.org/

Olimpiada Recreativa de Matematica. (2019b). Medallistas Olimpiada Recreativa Matematica
2019. Recuperado de http://www.ormve.org/wp-content/uploads/ormfiles/Ganadores 2019.pdf
Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmicos (2006). PISA 2006: Marco de
evaluacion. Conocimientos y habilidades en ciencias, matematicas y lectura. Paris, Francia:

OCDE. Recuperado de https://www.oecd.org/pisa/39732471.pdf

Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémicos (2019). Colombia, Country Note. En
OCDE (Eds.), Pisa 2018 Results: Volume I-1ll (pp. 1-12). Paris, Francia: OCDE Publishing.
Recuperado de https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018 CN COL ESP.pdf

Organizacién para la Cooperacion y el Desarrollo Econémicos (2020). Volume V: Effective
Policies, Successful Schools. En OCDE (Eds.), Pisa 2018 Results (pp. 1-330). Paris, Francia:
OCDE. DOI: https://dx.doi.org/10.1787/ca768d40-en

Rico, L. (2006). La competencia matematica en PISA. PNA, 1(2), 47-66.

182


https://repository.unimilitar.edu.co/bitstream/handle/10654/35718/BorreroForeroOswaldoFarid2020.pdf
https://repository.unimilitar.edu.co/bitstream/handle/10654/35718/BorreroForeroOswaldoFarid2020.pdf
https://dx.doi.org/10.1016/S0883-0355(97)86728-6
https://www.icfes.gov.co/documents/20143/1353827/Guia+de+orientacion+saber+3+2017.pdf
https://www.icfes.gov.co/documents/20143/177687/Guia+de+orientacion-saber-11-2018-2.pdf
https://www.researchgate.net/publication/41537655_Competitions_and_mathematics_education
https://www.mineducacion.gov.co/1759/articles-340021_recurso_1.pdf
http://www.ommenlinea.org/presentacion/objetivos/
https://ormve.org/
http://www.ormve.org/wp-content/uploads/ormfiles/Ganadores_2019.pdf
https://www.oecd.org/pisa/39732471.pdf
https://www.oecd.org/pisa/publications/PISA2018_CN_COL_ESP.pdf
https://dx.doi.org/10.1787/ca768d40-en

TALLERES




EL TRABAJO CON ESTUDIANTES DE ALTA CAPACIDAD EN
MATEMATICAS COMO MOTOR DEL AULA EN GENERAL

Working with gifted students in mathematics as a motor for the whole
classroom

Ledesma Lopez, A.

Club Matematico IES Uno. Requena (Espafia)

Resumen

En este taller te vamos a mostrar como el trabajo con alumnado de altas capacidades, con cierta
predisposicion y algo de imaginacién, contribuye al enriquecimiento del entorno cercano, también
del medio méas préximo, el quehacer en el aula, la dindmica de grupo y la vivencia en el centro.
Contaremos cdmo nos fue la experiencia trabajando en grupos reducidos con alumnos del
programa Estalmat, en tres promociones dilatadas en el tiempo, y por parejas con alumnos de 1°y
2° de ESO en dos cursos distintos. Abordaremos algunas cuestiones de las tres practicas
previstas para recrear el feedback que se produjo entre los alumnos del grupo y en la interaccién
entre los dos componentes de la pareja, heterogénea adrede, alumnos con necesidades
especiales muy distintas.

Palabras clave: altas capacidades, clubes matematicos, resolucion de problemas, papiroflexia y
matematica

Abstract

In this workshop we are going to show you how working with gifted students, with a certain
predisposition and some imagination, contributes to the enrichment of the close environment, also
of the closest environment, the work in the classroom, the group dynamics and the experience in
the school. We will tell how our experience was working in small groups with students from the
Estalmat program, in three promotions over time, and in pairs with students from 1st and 2nd of
ESO in two different courses. We will address some issues of the three practices planned to
recreate the feedback that occurred between the students in the group and in the interaction
between the two components of the couple, purposely heterogeneous, students with very different
special needs.

Keywords: gifted, math clubs, problem solving, origami and math

REFLEXIONES INICIALES

Trabajar con alumnado de altas capacidades (en adelante AAC) supone, sin duda, un gran reto
para todos los docentes, pero debe contemplarse como una valiosa y apasionante experiencia de
mejora, tanto desde el punto de vista profesional como personal. Esto exige, a grandes rasgos,
como no puede ser de otra manera:

= Una actitud positiva para afrontar la situacién, cosa que por el simple hecho de ser maestro
o profesor, en general, ya se presupone.

Ledesma Lopez, A. (2021). El trabajo con estudiantes de alta capacidad en matematicas como motor del aula en
general. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger,
C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigacién y
Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 185-194). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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= Una capacidad de observacion, tanto activa como pasiva, para el diagnéstico. Que no de
pereza llevar un registro de lo que acontezca en el aula, incluso de todo lo que se pueda
apreciar antes, durante y después de la sesién de clase.

= Conocer, estudiar y valorar, experiencias y trabajos de otros muchos profesores que nos
precedieron en el tratamiento del AAC. La que mejor va a funcionar, cuando nos
encontremos en esa tesitura, serd la que disefiemos exprofeso para nuestros alumnos,
aguella en la que creamos firmemente. Y no tengamos reparos en implementarla, ponerla
en marcha, y, eso si, no dejemos de valorarla, de evaluarla continuamente y de adaptarla a
la situacion concreta de cada aula y de cada alumno/a. Nada que no parezca razonable.

= Gran flexibilidad en nuestras actuaciones, en todas las acciones que realicemos y en
cuantas tareas plantemos. No encontraremos una receta universal ni un recurso genial.
Todos los que nos hemos enfrentado a AAC empezamos, mas 0 menos, igual: le
proponemos que colaboren con nosotros, los profesores; o que prepare e imparta una
clase a sus compafieros; o que ayude a los que les cuesta mas. Poco a poco, fuimos
aprendiendo de la situacion. Le planteamos una tarea distinta, o la misma que a todos pero
con mayor profundidad. Pero, ojo, como también queremos que el AAC mejore, hoy dia, o
bien lo adelantamos de curso, o bien lo sometemos a tareas de enriquecimiento o de
reposo curricular.

Ahora bien, necesitamos ser muy cautos, pues, bien por una tendencia actual, 0 una tremenda
presion social, a veces tildamos, o nos catalogan de AAC a quien destaca en clase, en el instituto
0 en la localidad, en contextos muy concretos o en entornos muy reducidos; a quien estudia
asiduamente, sigue la materia con la atencién y dedicacion requerida y, consecuentemente, logra
unos Optimos resultados en su curso. Si la Alta Capacidad se tasara entre 0 y 10 puntos (no
confundamos con altas calificaciones) y su distribucién fuera una campana de Gauss muy ancha,
entre los 3 y los 8 puntos, la alta capacidad estaria en 9 y 10 puntos, sin duda, toda una
excepcionalidad.

En un dificil formato de taller, un taller telemético, donde no os veo ni mi interaccion con vosotros
resulta facil, os contaré una de mis experiencias con esos alumnos destacados, algunos de ellos
considerados de altas capacidades. Siempre movido en un contexto de resolucion de problemas
(y ya sabemos que el instituto o el colegio no ofrecen espacios ni tiempos para resolver
problemas, lo que obliga a proponerlos tomando horas de otras materias, fuera de horario 0 a
buscarlos en certdmenes extracurriculares como, por ejemplo, en nuestro caso, el Open
Matematico, la Olimpiada Matematica Espafiola o la Competicibn Matematica Mediterranea:
Memorial Peter O’Halloran, o a crear un Club Matematico) y, en esta ocasion, plegando papel.

No quisiera que desviarais vuestra atencién, en exceso, a las actividades de papiroflexia que
mostraremos. Tal vez sea inevitable ese proceder en las primeras etapas de nuestra profesion, a
mi me paso. (Al final daremos una amplia seleccién bibliografica para que os animéis a introducir
la papiroflexia en el aula de matematicas que satisfara ese primigenio interés). La experiencia nos
va revelando que la tarea es relativa, no importa tanto cual sea, ni el tipo, ni la cantidad de las que
se proponga, mas bien, el porqué la eliges, el cdmo se implementa, como la presentas, cémo
gestionas tus intervenciones durante su ejecucion y como le sacas partido.

PRESENTACION DE LA EXPERIENCIA
Como dijimos en el resumen, la experiencia se llevé a cabo en tres contextos muy distintos:

= Con alumnos seleccionados en el programa Estalmat de la Comunidad Valenciana. En dos
ocasiones durante el campamento de inicio, en grupos de seis participantes (la Gltima muy
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reciente, la semana pasada) y, en otra, en una sesion sabatina regular con los veinticinco
seleccionados.

= Con alumnos, en un curso, de un grupo de 1° de ESO donde coincidieron dos alumnos
también seleccionados en el programa Estalmat-CV y, en otro, con alumnos de 2° de ESO.
Siempre trabajando en parejas.

= Y con relativa frecuencia en las sesiones de resolucion de problemas con miembros del
Club Matematico de muy distintas promociones.

Y entre todos esos contextos resaltaria el trabajo en parejas, especialmente cuando la pareja, que
elegia previamente, era tremendamente heterogénea: un componente de alta capacidad, o de los
mejores de la clase, y otro con un manifiesto desdén e, incluso, un comportamiento disruptivo. Esa
disparidad extrema en la capacidad matematica y en la conducta, también se daba, en sentido
contrario, en la psicomotricidad fina, en la habilidad manual, de sus componentes. Y esto resulto
siempre, en cuantas situaciones forcé ese desigual emparejamiento, el desencadenante de una
simbiosis no esperada, de una riquisima complementariedad en la tarea.

DESARROLLO DEL TALLER

Ejemplos de las tareas llevadas a cabo son las que se indican en las paginas siguientes, que
recrearemos y/o mostraremos durante la presentacion de este taller virtual, y que iremos
comentando sobre la marcha.

CONCLUSIONES

La resolucion de problemas conlleva plantear tareas originales y proponer retos no habituales,
enfrentar a los alumnos a sus debilidades y aumentar su tolerancia a la frustracion, sacarlos de su
entorno habitual y alejarlos de sus zonas de confort y, finalmente, forzar la colaboracién y el apoyo
entre pares y dispares. Esto exige, yo diria que es una imperiosa necesidad, sin duda y de ahi el
titulo del taller, poner el énfasis en actividades de alta capacidad para todos los alumnos del aula
regular, en contraposicion a la idea de adaptar o disefiar actividades para los AAC, matiz éste
doblemente importante, primero, por lo que animica y emocionalmente supone para el grueso de
la clase y, segundo, por su contribucién a una acertada intervencion en reposo curricular.
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Practica-1. Introduccién a la geometria del papel plegado

Practica-1

Disponer de, al menas, dos o tres copias.

A partir de un folio rectangular, no
necesariamente de tamafio DIN-A4,
haremos consideraciones de cariz
etnomatematico sobre el proceder del
papiroflecta u origamista.

Plantearemos cuestiones de este tipo:

¢,COlmo estar seguro de que
tienes un rectangulo?

¢Como dividirlo en partes
iguales? Formas de hacerlo.

¢, Coémo reconocer si el folio es,
0 no, un rectangulo metalico:
aureo, de plata... o de unas
dimensiones dadas

¢Como plegar, con la maxima
precision posible, la diagonal de
un rectangulo cualquiera?

Si al unir los cuartos opuestos de los lados de un rectangulo, obtenemos una de sus diagonales, el
rectdngulo es un DIN-A vy, si no, no. Segun el nivel en el que se proponga la actividad, puede
pedirse justificacion o s6lo constatacion.
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Préctica-2. Otras propiedades geométricas de un triangulo

Practica-2

Hacer, al menos, dos o tres copias.

Recortar Ia pieza con cuidado.

2 S el J Bt dama Lop

Ficha a fotocopiar. Disponer de varias copias y
recortar la figura con sumo cuidado.

Primer ejemplo de actividad a realizar:
Alinear los vértices de un triangulo

Dado un triAngulo ABC cualquiera, plegando
sus bisectrices obtenemos los puntos A’, B’ y
C’ en los lados opuestos a los vértices A, B 'y
C respectivamente y, en la confluencia de
esos tres plegados, |, su incentro.

Remarca en valle y monte los pliegues
indicados en la figura, trata de acercar los tres
vértices y, aplastando todo, sin forzar ningan
pliegue mas, comprueba, y prueba, que los
tres vértices A, B y C quedaran siempre
alineados.
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Segundo ejemplo de actividad a realizar:

Practica-2
Alinear los vértices del triAngulo 6rtico de un
triangulo acutangulo.

Dado un triAngulo ABC cualquiera, plegando
sus alturas obtenemos los puntos A’, B’ y C’
en los lados opuestos a los vértices A, By C
respectivamente y, en la confluencia de esos
tres plegados, O, su ortocentro.

Remarca en valle y monte los pliegues
indicados en la figura, trata de acercar los tres
vértices y, aplastando todo, sin forzar ningan
pliegue mas, comprueba, y prueba, que los
tres pies de las alturas A’, B’ y C’ quedaran
siempre alineados.

Hacer, al menos, dos o tres copias.
Recortar la picza con cuidado.

Ficha a fotocopiar. Disponer de varias copias y
recortar la figura con sumo cuidado.
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Practica-3. Andlisis de cuadrilateros inusuales

Practica-3 Practica-3:

Hacer, al menos, dos o tres copias. Hacer, al menos, dos o fres copias

Recortar la picza con cuidado.

Recortar Ia piez

B trab s de alts capacidad cn matenuiticas como motor del aula cx sencral  Pre: Antonio Ledesms Lopyr

 trabao con estudinntes de alts capacsidad exs mafemticas como mtor del auls en genesal Prf: Antonso Ledes Lpez

Practica-3: Practica-3:

Hacer, al menos, dos o tres copis Hacer, al menos, dos o tres copias.

Recortar la f o cuidado.

ar a pi cuidado.

i trals alts capwesdad v como motor del auls en general  Fre: Antonio Ledesms Lpez E tralswjo con estucdivntes de alts capwcidad en matemsticss como motor del auls en genersl  Frf: Antonio Ledesma Lpez

Fichas a fotocopiar (en DIN-A3 mejor que en DIN-A4. Disponer de varias
copias y recortar las figuras con cuidado).
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Ejemplo de actividades a realizar:

Determinar por plegado de papel el tipo de Caracteristica de Euler del papel plegado:

angulos del cuadrilatero. C+V=A+1
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Test de Inscribilidad. Test de perpendicularidad, o no, de
diagonales.

194



UN AMBIENTE DE GEOMETRIA DINAMICA 3D PARA EL
APRENDIZAJE DE LA DEMOSTRACION POR ESTUDIANTES
CON ALTA CAPACIDAD MATEMATICA

An environment of 3d dynamic geometry for proof learning by
mathematically gifted students

Sua, C.

Dpto. de Didactica de la Matematica, Universidad de Valencia (Espafia)

Resumen

Los recursos tecnolégicos digitales han mostrado la posibilidad de profundizar en la naturaleza del
conocimiento matematico y establecer nexos entre diferentes conceptos. La investigacion didactica
ha mostrado que es posible usarlos para apoyar el aprendizaje de la demostracion en geometria.
La investigacién en este campo se ha enfocado ampliamente a la geometria plana, dejando poco
explorado el contexto de la geometria espacial. En este taller presentamos un conjunto de
problemas de construccibn de geometria espacial resueltos con GeoGebra 3d, dirigido a
estudiantes con alta capacidad matematica de ultimos cursos de Primaria y primeros cursos de
Secundaria, con los que se pretende ayudarles en el aprendizaje de la demostracion.

Palabras clave: alta capacidad matemética, aprendizaje de la demostracién, GeoGebra 3d,
problemas de construccién geométrica

Abstract

Digital technological resources have shown the possibility of delving into the nature of mathematical
knowledge and establishing links between different concepts. Mathematics education research has
showed that they can support the learning of proof in geometry. Research in this field has largely
focused on the case of plane geometry, leaving little explored space geometry. In this workshop we
present some geometric construction problems solved with GeoGebra 3d, aimed at mathematically
gifted students in upper Primary and lower Secondary years, with which it is intended to help them
learn to prove.

Keywords: mathematically gifted students, proof learning, GeoGebra 3d, geometric constructions
problems

INTRODUCCION

Los estudiantes con alta capacidad matematica (ACM) son estudiantes con habilidades
matematicas superiores a las del promedio de estudiantes con experiencias, edad o cursos
similares. Estos estudiantes hacen parte del salén de clases (Benedicto, Acosta, Gutiérrez, Hoyos,
y Jaime, 2015) y aunque muchas veces los profesores reconocen esta habilidad que los caracteriza,
no ofrecen estrategias de atencion adecuadas que permitan afianzarla, creyendo inclusive que ellos
aprenden por su propia cuenta (Jaime, Gutiérrez, y Benedicto, 2018).

Sua, C. (2021). Un ambiente de geometria dinamica 3d para el aprendizaje de la demostracion por estudiantes con altas
capacidades matematicas. En A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C.
Sua, L. Rotger, C. Jiménez-Gestal, A. A. Magrefian y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de
Investigacion y Practica Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 195-202). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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La habilidad con la que cuentan los estudiantes con ACM debe, ademas de reconocerse, ser
atendida de manera decidida y adecuada, de la misma forma que se haria con cualquier otra
habilidad. Esto involucra proponer tareas apropiadas, constantes desafios, una ensefianza
adecuada y, en general, experiencias que motiven y comprometan a estos estudiantes en el
desarrollo y asimilacion de nuevas ideas matematicas. Esto Ultimo se ha convertido en un asunto
de investigacion en el campo de la didactica de la matematica (Dimitriadis, 2010).

La investigacién sobre la comprension de la demostracién matematica y el desarrollo de habilidades
sobre esta préactica matematica es un campo vigente y de relevancia en la educacién matemética.
Uno de los aspectos que se ha resaltado en esta via es la existencia de una discontinuidad
epistemoldgica entre la formulacién de una conjeturay la elaboracion de su demostracion. Recursos
como los ambientes de geometria dinamica (AGD) han sido reconocidos por sus aportes a la
demostracion, como lo son la exploracion, conjetura y explicacion. Esto hace que este recurso sea
un fuerte mediador entre estas fases (Sinclair y Robutti, 2013).

Aunque ya se han realizado esfuerzos investigativos sobre el impacto de los AGD en la ensefianza
de la demostracion, estos se han realizado principalmente en el dominio de la geometria plana
(Sinclair y Robutti, 2013; Marrades y Gutiérrez, 2000). Aun cuando se dispone de AGD para
configuraciones geométricas tridimensionales y con ello un abanico de nuevas posibilidades, el que
estos ambientes sean relativamente recientes no ha permitido investigar con profundidad el alcance
que pueden ofrecer para la ensefianza de la demostracion. Por lo tanto, se requieren esfuerzos
investigativos en esta via, especificamente en el disefio y andlisis de intervenciones con AGD
tridimensionales a favor del aprendizaje de la demostracion.

Con estas ideas en mente y como parte de una investigaciéon en curso, disefiamos un conjunto de
problemas dirigidos a estudiantes con ACM ambientadas en GeoGebra 3d, con el fin de aportar al
aprendizaje de la demostracion. Anticipar las producciones y comportamientos de los estudiantes
al encarar cada problema e interactuar con GeoGebra 3d nos llevé a formular una trayectoria
hipotética de aprendizaje (Simon y Tzur, 2004). En este taller presentamos algunos problemas,
conectados entre si, haciendo énfasis en aspectos como la construccion del concepto geométrico
deseado, y los aportes de GeoGebra 3d al objetivo de la secuencia declarado.

REFERENTES CONCEPTUALES

Tipos de demostracion

Algunos investigadores han intentado reconocer las concepciones de los estudiantes sobre la
demostracion matematica y lo que les resulta convincente. Marrades y Gutiérrez (2000), con base
en Balacheff (1988) y Harel y Sowder (1998), propusieron un marco analitico que permite una
comprension amplia de las acciones y producciones de los estudiantes cuando resuelven problemas
de demostracién. Para estos autores, el término demostracion engloba las razones dadas para
convencer a alguien de la verdad de algin hecho matemético. Este modelo permite analizar toda la
actividad realizada por los estudiantes cuando generan una conjetura y establecen una forma de
demostrarla, asi como evaluar la mejora o cambios de las habilidades de demostracion de los
estudiantes a lo largo de su proceso de aprendizaje. EI modelo contempla dos categorias
principales, demostraciones empiricas y demostraciones deductivas.

Las demostraciones empiricas toman ejemplos como el principal elemento de conviccién. La
observacién de una regularidad en diferentes casos lleva a los estudiantes a establecer una
conjetura y probarla a partir de esos mismos ejemplos. Los ejemplos se pueden utilizar para
demostrar una conjetura de diferentes formas: de forma perceptiva o intuitiva, eligiendo ejemplos
sin ninguna planificacion especifica (empirismo ingenuo); utlizando un caso especial
cuidadosamente elegido para verificar una propiedad y considerarla verdadera en términos
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generales (experimento crucial); o seleccionando un ejemplo especifico como representante de la
familia a la que pertenece y utilizarlo para identificar propiedades abstractas después de su
observacion y manipulacion (ejemplo genérico).

En las demostraciones deductivas se produce una descontextualizacion de los argumentos
involucrados. Los aspectos genéricos del problema, las operaciones mentales y las deducciones
I6gicas se utilizan para organizar las demostraciones, por lo que las conjeturas se validan
deductivamente. Los ejemplos pueden usarse como ayuda para organizar los argumentos, pero sus
caracteristicas especificas no son parte de la demostracion. Estas demostraciones pueden
apoyarse en ejemplos especificos (experimento mental) o basarse apenas en operaciones mentales
abstractas, definiciones y propiedades matematicas pertinentes (prueba formal).

Trayectorias hipotéticas de aprendizaje

Las trayectorias hipotéticas de aprendizaje (THA) son un constructo para el disefio de la instruccion
matematica y el aprendizaje conceptual (Clements y Sarama, 2004; Simon, 2014). Una THA
involucra tres componentes: i) una meta sobre el aprendizaje de los estudiantes, ii) un conjunto de
problemas matematicos que se espera que conduzcan a la meta establecida, y iii) un proceso de
aprendizaje hipotético, es decir, una expectativa sobre la forma en que los estudiantes piensan y
evolucionara su comprensién cuando resuelvan los problemas disefiados.

Simon (2014) menciond que este marco permite describir el pensamiento y el aprendizaje de los
estudiantes en dominios matematicos especificos. Esto contempla la proyeccién de rutas, a través
de problemas mateméaticos, que promueven procesos mentales y un nivel mayor de pensamiento
matematico. La adopcion de una THA requiere un objetivo de aprendizaje claro y reconocer
aspectos comunes en las formas de aprendizaje de los estudiantes. También es necesario
reconocer que las THA estan permeadas por oportunidades que surgen a lo largo de la instruccion
disefiada, ya que su caracter hipotético da lugar a la posibilidad de que los profesores modifiquen
aspectos de la intervencion cuando lo consideren necesario (Simon y Tzur, 2004).

En una THA, los objetivos de aprendizaje se ven como una guia y el punto a alcanzar, por lo que
brindan elementos para la seleccion de problemas y contribuyen a construir el proceso de
aprendizaje hipotético (Simon y Tzur, 2004). Segun estos autores, esto revela una relacion entre
los dos ultimos componentes del modelo, ya que los problemas se seleccionan considerando una
hipotesis sobre el proceso de aprendizaje, mientras que el proceso de aprendizaje se concibe a
través de los problemas seleccionados.

Sacristan et al. (2010) estudiaron las ideas nucleares de las THA a la luz de las tecnologias digitales
y su impacto en el aprendizaje. Para ellos, el aprendizaje de los estudiantes varia y toma diferentes
formas segun las situaciones que se les proponen y las herramientas involucradas. Esto conduce a
niveles conceptuales profundos no cominmente alcanzados en el contexto escolar, porque la
interaccion entre los estudiantes y las tecnologias digitales promueve transiciones de lo particular a
lo general, de lo concreto a lo abstracto, de la intuicion a la formalizacion, entre otros. A pesar de
esto, la investigacién en educacion matematica sobre THA con tecnologias digitales se encuentra
en un estado primario de desarrollo.

METODOLOGIA

GeoGebra: simultaneidad de dos y tres dimensiones

Son varios los AGD que pueden reconocerse hoy en dia, cuyas caracteristicas tienden a ser
similares. Sin embargo, GeoGebra destaca entre ellos por la posibilidad de vincular en una misma
interfaz representaciones de la geometria plana y espacial. Esto abre oportunidades para el estudio
conjunto de objetos geométricos bidimensionales y tridimensionales, lo que favorece, ente otros
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aspectos, alcanzar un mayor nivel de comprension al integrar y articular diferentes objetos
geométricos, asi como reconocer propiedades geométricas validas en el plano, pero no en el
espacio (por ejemplo, la unicidad de una recta perpendicular a otra por un punto contenido en esta).
Consideramos que estos factores serian Utiles dada la poblacién involucrada en el estudio y el
objetivo de este.

La equidistancia: una relacidon perceptual y teérica

La THA involucr6 la equidistancia como objeto de estudio. Alrededor de esta se disefiaron 22
problemas de construccién geométrica que piden también al estudiante demostrar la validez de la
construccion que ha hecho. Elegimos la equidistancia por dos motivos. En primer lugar, al estudiar
la equidistancia entre puntos, rectas y planos, se abre la posibilidad de integrar diferentes conceptos
geométricos en una misma tarea (congruencia, perpendicularidad, paralelismo, esferas y
circunferencias, entre otros), aspecto que brinda diversidad en las formas de afrontar la tarea y
conjugar distintos elementos tedricos en la consecucion de lo solicitado. Esto apoya la creatividad
de los estudiantes con ACM. En segundo lugar, como se detalla en el siguiente apartado, la
equidistancia puede soportarse en aspectos perceptuales, lo que brinda informacion atil sobre la
forma en que los estudiantes interactlan con los objetos geométricos representados en pantalla y
las formas de convencerse sobre la validez de alguna relacién advertida.

Trayectoria hipotética de aprendizaje: de lo perceptual a lo tedrico

En cuanto al aprendizaje de la demostracion, los problemas de construcciéon ofrecen una
oportunidad para que el estudiante utilice las herramientas que proporciona el AGD vy las relaciones
geométricas aprendidas de los problemas que han resuelto. En este sentido, el transito por diversas
relaciones de equidistancia, el conocimiento y dominio gradual de diversas herramientas de
software, asi como de las relaciones geométricas, configuran un escenario en el que los estudiantes
tienen mayor disponibilidad de elementos tedricos e instrumentales para resolver nuevos
problemas. Por lo tanto, esperamos que la secuencia de ensefianza induzca un incremento en las
habilidades deductivas de los estudiantes. El rol del docente cobra relevancia, ya que tiene la
posibilidad de conversar con los alumnos y hacerles preguntas en funcion de sus producciones,
para inducirlos a expresar ideas en un nivel superior de la demostracion.

UN FRAGMENTO DE LA TRAYECTORIA

Presentamos tres problemas que pretenden ilustrar las ideas expuestas hasta ahora. Para cada
uno mostramos algunas soluciones posibles y su correspondiente justificacion, mostrando la
diversidad en los tipos de demostracién que podrian evidenciarse. Previo a los problemas que se
presentan a continuacién, los estudiantes han tenido contacto con rectas paralelas y
perpendiculares, con la circunferencia y la esfera y los criterios de congruencia de triangulos.

Tarea 006

= Abre GeoGebra y selecciona la vista Graficos. Construye los puntos A, B y C. Construye
ahora una circunferencia con centro en C que contenga al punto A. Arrastra al punto C hasta
gue la circunferencia contenga al punto B. Arrastra a C manteniendo a B en la circunferencia
hasta donde te sea posible.

= Activa la vista Gréficos 3D y cierra la vista Graficos. Veras la construccion que has realizado
en 2D. Arrastra el punto C fuera del plano, a distintos lugares del espacio, manteniendo la
propiedad de estar a la misma distancia de los puntos Ay B.

Esta tarea pretende aproximar a los estudiantes a los objetos geométricos mediatriz y plano
mediador. En la primera parte el trabajo se realiza en una configuracion bidimensional, donde se
solicita al estudiante construir una circunferencia y arrastrar su centro C bajo una condicién
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especifica. El arrastre del punto C puede llevar a reconocer el lugar geométrico mediatriz, por lo
gue la herramienta rastro podria ser de ayuda. Podria también ocurrir que el estudiante conozca ya
este lugar geométrico, por lo que bastaria con ver el movimiento del punto C para evocar este objeto
geométrico. En ambos casos interesa que el estudiante reconozca la propiedad de este lugar
geomeétrico, esto es, la perpendicularidad al segmento AB por su punto medio. Adicionalmente, que
explique por qué si un punto pertenece a esta recta, equidistara de Ay B.

Se pueden realizar diversas demostraciones. Un primer intento involucra construir la mediatriz de A
y B, construir al punto C en esta y determinar las distancias entre este punto y los puntos A y B,
mostrando que se satisface la equidistancia (Figura la). Hablamos aca de una demostracion
empirica.

Una segunda aproximacion se apoya en lo dicho anteriormente, con la novedad de que no se
emplean las distancias entre los puntos, en su lugar se construye la circunferencia con centro en C
que contiene al punto A. Arrastrar al punto C deja ver que la circunferencia contiene en todo
momento al punto B (Figura 1b). El estudiante podria mencionar que la propiedad se satisface ya
que Ay B pertenecen a la circunferencia en todo momento y como esta es el conjunto de puntos
que equidistan de uno fijo, entonces C estara a la misma distancia de estos puntos. La diferencia
de esta aproximacion y la primera es que, aun cuando la pertenencia de B a la circunferencia se da
por un soporte visual, la justificacion de que C esta a la misma distancia de los otros puntos ofrece
ya tintes tedricos, aspecto que la diferencia de la primera aproximacion presentada.

Figura 1. Aproximaciones para la solucion de la primera parte de la tarea 006.

Una tercera aproximacion se soporta en la perpendicularidad de la recta y el segmento AB por su
punto medio, llamémoslo D. En este caso, el estudiante puede determinar los triangulos CDB y
CDA, los cuales comparten el segmento CD y tienen ademas un angulo recto y un segundo lado
congruente. En este caso se puede utilizar la congruencia de triangulos para concluir que estos
triangulos son congruentes y por lo tanto los segmentos CA y CB lo son también (Figura 1c). Esta
tercera aproximacion emplea una demostracion deductiva.

La segunda parte de la tarea se apoya en la construccién realizada anteriormente, solo que desde
una configuracion tridimensional. Ahora se deben buscar puntos en el espacio que estén a la misma
distancia de Ay B. Se espera que el estudiante, con ayuda del rastro del punto C, identifique que el
lugar geométrico buscado es el plano mediador del segmento AB. Para ello se le pregunta al
estudiante por la propiedad del punto C cuando se mueve por el espacio conservando la
equidistancia respecto al punto Ay B, asi como la forma en que garantiza que C se mantiene a la
misma distancia de estos puntos. En este punto el estudiante puede soportar el cumplimiento de la
equidistancia con ayuda de las distancias determinadas por GeoGebra o puede construir una esfera
con centro en C que contenga al punto A, mostrando en cualquiera de los casos que cuando C se
mueve por dicho plano las distancias se mantienen iguales (Figura 2a) o la esfera contiene
adicionalmente al punto B (Figura 2b). Estas dos aproximaciones son similares a las dos primeras
que se presentaron en la primera parte de la tarea y dejan ver, en caso de ocurrir, extensiones por
parte del estudiante sobre las formas de demostrar una propiedad cuando pasan de configuraciones
planas a otras tridimensionales.
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Figura 2. Aproximaciones para la solucion de la segunda parte de la tarea 006.

Tarea 007

= Abre GeoGebra y activa la vista Graficos. Construye un segmento determinado por los
puntos Ay B. Construye ahora un triangulo isésceles de tal forma que el segmento AB sea
uno de sus lados iguales. Construye también un tridngulo is6sceles en el que el segmento
AB sea el lado que no necesariamente es igual.

= Construye un triangulo equilatero donde uno de sus lados sea el segmento AB.

= Borra las construcciones hechas en pantalla. Activa la vista Graficos 3D y cierra la vista
Graficos. Construye dos puntos A y B fuera del plano y posteriormente el segmento AB.
Construye nuevamente los tres triangulos que anteriormente se solicitaron.

Esta tarea tiene la intencion de poner en funcionamiento los elementos teéricos que se han
estudiado hasta ese momento. Lo que se solicita en la configuracién bidimensional es la
construccion de tres triangulos, en cada caso a partir del mismo segmento, pero cada uno con una
condicion particular. En cada una de las tres situaciones es posible que el tercer vértice sea obtenido
por ensayo Yy error, arrastrando un punto hasta que se vea que el triangulo cumple con lo solicitado
con ayuda de herramientas como la distancia entre puntos o el uso de circunferencias, casos
similares a los expuestos en la anterior tarea. En Ultimas, una demostracién empirica.

cC —

Figura 3. Aproximaciones para la construccion de triangulos en en plano.

Otra posibilidad para obtener el tercer vértice lleva a utilizar los objetos geométricos circunferencia
y mediatriz. Respecto al primer triAngulo solicitado, la circunferencia puede ser de mucha utilidad.
Esto ocurre cuando este segmento es radio de dicha curva y el tercer vértice (C) es otro punto de
la circunferencia (Figura 3a). Para obtener el triAngulo en el que el segmento AB no necesariamente
es congruente, bastaria con construir su mediatriz y ubicar un punto C en esta, no alineado con Ay
B (Figura 3b). En el caso del triangulo equilatero, una combinacion entre estos objetos geométricos
permitiria resolver la tarea (Figura 3c y 3d).

Ademas del proceso de construccion, el cual demanda ya poner en juego conocimiento geométrico,
se pregunta a los estudiantes por la validez de las construcciones realizadas. Consideramos que,
para cualquier triangulo, el proceso de construccion seguido da luces sobre la forma de justificar el
resultado obtenido. Es decir, la eleccién de los objetos geométricos empleados atiende ya a una
propiedad que quiere resaltarse de estos, por lo que se esperaria que una construccion geométrica
adecuada conduzca a una demostracion de la validez del resultado apropiada.
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La segunda parte de la tarea solicita construir nuevamente los tres triangulos, aunque el segmento
AB no esta contenido en el plano. Esto impide que las herramientas utilizadas anteriormente puedan
reutilizarse, pues estas solo son accesibles si el segmento esta contenido en un plano. Ubicar el
tercer vértice por ensayo y error no es una opcién muy afortunada, pues la forma en que se manipula
el punto es mas compleja que cuando este esta en el plano. En esta oportunidad se espera que los
estudiantes usen los objetos geométricos anélogos a los empleados cuando estaban en el plano,
es decir, que la circunferencia se sustituya por una esfera y que la mediatriz se sustituya por el
plano mediador. La forma de demostrar la validez de las construcciones es similar a la presentada
en la primera parte de la tarea. Lo que es novedoso de esta tarea es la necesidad de buscar nuevos
objetos geométricos y dotarlos de significado en este tipo de tareas de construccién, incluyendo la
equivalencia entre ellos cuando se trabaja en el plano o el espacio. La figura 4 muestra las
representaciones graficas de las construcciones en el espacio.

Figura 4. Aproximaciones para la construccion de triangulos en en espacio.

Tarea 016

= Dada una esfera sin su centro. Propon dos métodos distintos para determinar su centro.

\ .

Figura 5. Aproximaciones para la construccion de triangulos en en espacio.

Determinar el centro de la esfera demanda en el estudiante involucrar construcciones auxiliares.
Son diversas las formas en que se puede construir este punto, por lo que esta tarea se enfoca mas
en fomentar la creatividad al intentar resolverla. Considerando los objetos geométricos presentados
anteriormente, una posibilidad es construir dos puntos cualesquiera en la esfera y luego el plano
mediador determinado por estos. Dos posibilidades pueden darse. En la primera podria construirse
el centro de la circunferencia que resulta de la interseccion entre el plano mediador y la esfera, este
seria el centro de la esfera (Figura 5a). Esto ultimo se logra con ayuda de puntos en la circunferencia
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y las mediatrices que estos determinen en el plano mediador. Esto puede justificarse en tanto el
centro de la esfera debe estar en el plano mediador construido ya que equidista de los puntos que
lo determinan. Luego, el centro de la circunferencia equidista de los puntos de la circunferencia que
también son puntos de la esfera y a su vez de los puntos que determinan el plano mediador por
estar la circunferencia alli contenida. Por lo anterior ese punto debe ser el centro de la esfera.

Otra posibilidad es construir dos planos mediadores méas con ayuda de puntos no coplanares sobre
la esfera. La interseccion de estos seria en centro de la esfera (Figura 5b). Dado que los planos
mediadores corresponden a los puntos del espacio que equidistan de dos puntos fijos, cuando todos
estos se intersecan en un Unico punto, este equidistara de los puntos sobre la esfera, por lo que
sera el centro de esta.
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CRACMAT Program: Center for mathematical high ability

Torres-Moliner, I., Lépez, M.J.
Programa CRACMAT (Espafna)

Resumen

CRACMAT es un programa didactico extracurricular que tiene como objetivo potenciar el
desarrollo cognitivo con un sistema que proporciona estrategias y procedimientos para el
razonamiento légico, asi como dar cauce y plataforma para la iniciativa y creatividad en el uso de
las Nuevas Tecnologias.

Palabras clave: alta capacidad, razonamiento matematico, desarrollo cognitivo, resolucion de
problemas, iniciativa

Abstract

CRACMAT is an extracurricular educational program that aims to enhance cognitive development
with a system that provides strategies and procedures for logical reasoning, as well as give way
and support for initiative and creativity in the use of New Technologies.

Keywords: gifted education, mathematical reasoning, cognitive development, problem resolution,
initiative

ANTECEDENTES

Julius tiene 8 afos, es responsable con su trabajo, inquieto por aprender sobre lo que ocurre a su
alrededor. Su nivel de lenguaje y comunicacién es alto. Se desenvuelve mejor con personas
mayores que él. Tiene varios hobbies que le llevan a documentarse con profundidad.

En el colegio tiene dificultad porque su profesor piensa que le gusta destacar y que no trabaja
todo lo que puede, ademas en sus ejercicios de Matematicas suele poner el resultado pero no las
operaciones, cosa que el profesor insiste en que escriba las operaciones y no admite otra
resolucion, incluso piensa que puede tener dislexia y TDAH. No hay empatia y repercute en su
autoestima.

A Julius le cuesta ir a clase y se refugia en sus juegos. En muchas ocasiones se abstrae y no
sigue la clase. Su madre piensa que no esta reconocido segun sus posibilidades y recurre a otras
medidas extras: psicologa, tests, pruebas y no consigue que haya cambio de actitudes por parte
del profesorado. Le extrafia porque tiene muy buena experiencia con su otra hija.

¢ Qué futuro y qué presente le espera a Julius? ;Cuantos Julius hay en nuestras aulas? Gracias a
Julius se genero el nacimiento del Programa CRACMAT hace mas de 20 anos.

Torres-Moliner, I. y Lopez, M. J. (2021). Programa CRACMAT: Centro de Razonamiento Alta Capacidad Matematica. En
A. Gutiérrez, M. J. Beltran-Meneu, J. M. Ribera, R. Ramirez-Uclés, A. Jaime, E. Arbona, C. Sua, L. Rotger, C. Jiménez-
Gestal, A. A. Magrefan y A. M. Damian (eds.), Actas de las Jornadas Internacionales de Investigaciéon y Practica
Docente en Alta Capacidad Matematica (pp. 203-210). Logrofio: Universidad de La Rioja.
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PROGRAMA CRACMAT

Los interrogantes que nos plantea el caso de Julius, son los mismos que hace mas de dos
décadas se nos planted en las aulas. ;Como llegar a este tipo de alumnado? ;Cdmo poder
atender y fomentar a un tipo de alumno que no siempre encuentra apoyo desde la administracién
educativa? ;Como ayudamos a crecer a ese alumnado? Todos estos interrogantes encontraron
su repuesta en la creacién y desarrollo del Programa CRACMAT, Centro de Razonamiento Alta
Capacidad Matematica. Un programa extraescolar basado en la experiencia docente para el
fomento del razonamiento I6gico-matematico para alumnado con altas capacidades.

Partiendo del Modelo de los tres anillos de Renzulli (2016) en CRACMAT desarrollamos:

= Capacidad intelectual superior a la media: entendiendo la capacidad cognitiva tanto en
términos de aptitud especifica como en términos de procesos y habilidades que realizamos
para procesar la informacion y la experiencia para adaptarnos a nuevas situaciones. En el
Programa presentamos retos y desafios mezclando aprendizaje y juego. El reto conlleva a
hacerse preguntas y plantear soluciones. No sera tan importante el resultado del reto como
el proceso intelectual que logramos que el alumno desarrolle.

= Motivaciébn o compromiso con la tarea: disposicion activa, perseverancia, confianza en si
mismo e ilusiéon por la tarea. Entendemos nuestros retos légico-matematicos como un
enriquecimiento personal. Es un reto personal lograr dar con una soluciéon. Esa
interiorizaciéon hara que el alumnado gane en autoconfianza y valore el trabajo bien hecho.

= Creatividad: nos basamos en la originalidad del pensamiento, la capacidad para crear
nuevas ideas y aportar soluciones distintas para problemas cotidianos. De esta manera
potenciamos la imaginacion del alumno: con libertad para aportar respuestas y razonar el
trabajo realizado. También con tareas para profundizar en conocimientos de robdtica o
programacion y con actividades que tengan como producto final un material para otros
compafieros, un blog con sus escritos, etc.

= Siempre con un doble objetivo: el enriquecimiento académico y el personal. Nos parece
claves el conocimiento de si mismos y la autoconfianza, para paliar el desarrollo
asincronico entre su desarrollo intelectual y su desarrollo emotivo y social, caracteristico de
este tipo de alumnos en la infancia y en la adolescencia.

Las sesiones del programa tienen tres partes diferenciadas, con herramientas y actividades
secuenciadas para provocar el proceso intelectual. Trabajando las relaciones de analisis, sintesis,
ordenacién, equivalencia y diferenciacion. Programamos las tres partes, con un hilo conductor/
como un todo, para fomentar el desarrollo cognitivo del alumno: creando estructuras mentales que
sirvan de cauce para la creatividad personal, construyendo esquemas de accién, desarrollando las
capacidades de analisis y sintesis. Conseguimos asi encadenamientos progresivos mentales,
ganando capacidad intuitiva y creativa.

Aplicamos estos procesos teniendo en cuenta los niveles de cada alumno/a. El trabajo es
personal segun el ritmo y capacidad de cada uno. La ratio profesor alumno/a es de 4 como
maximo para llegar a un seguimiento personal.

Participantes

Al ser un grupo de profesores de distintos ambitos no disponemos de ningun tipo de promocién o
llamada hacia nuestro Programa. Al revés, al hilo de Jornadas Matematicas o concursos de
calculo vamos conectado con posibles estudiantes cuyas familias apuesten por esta forma de
enriquecimiento curricular. El estar en activo y crear redes con otros centros educativos hace que
no necesitemos un proceso de seleccion como tal. Ya que vamos encontrando como el alumno
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que participa, ya sea por medio de su familia o profesor en su centro, nos dan a conocer entre sus
compaferos.

Respecto al alumno que accede al Programa, siempre optamos a que pruebe dos sesiones con
nosotros, antes de matricularse. Ya que entendemos que nuestro éxito se asienta en el
compromiso e interés del alumno a nuestro planteamiento y actividades. Por tanto, una vez mas,
nosotros no seleccionamos. Si no que animamos a aprender con nosotros.

Grupos de trabajo

Al ser una atencién personalizada basada en las caracteristicas de cada alumno, no siempre
coincide el desarrollo cognitivo del alumno con su edad. De ahi que aunque valoramos realizar los
grupos por el grado de madurez del alumno, solemos realizarlos basandonos en sus habilidades
en el momento que acceden al taller.

En las sesiones de prueba el alumno accede a un grupo por curso escolar pero luego de valorar y
realizar la primera intervencion, lo colocaremos con los compaferos mas semejantes. Por ejemplo
hemos tenido una alumna de 5° Infantil desde el principio con el grupo que se identificaria con 1°y
2° Primaria, realizando su Programa a la par de compafieros con dos o tres afios mas. O un
alumno que cursaba 5° Primaria y seguia el programa con alumnos de 1° ESO, a la par de
contenido.

Intervencion

Nos basamos primero en la motivacién fijandonos principalmente en su actitud en el trabajo y
consideramos tres pasos: primero: cédmo trabaja, segundo: pautas a seguir mientras trabaja y en
ultimo lugar, los obstaculos que puede encontrar para finalizar su trabajo.

= Como trabaja: El profesor le propone a través de metas las actividades a realizar teniendo
en cuenta su capacidad. Aunque en muchas ocasiones, sorprende el resultado y las vias
de resolucién teniendo en cuenta que estas, deben ser adecuadas y crecientes. Hay que
estar alerta cuando el nivel propuesto es inadecuado, salir al paso proponiendo reto
personal y fomentado su autonomia. Redundara en la confianza en si mismo, que se
traduce en ser capaz de hacer y ser capaz de rectificar.

= Pautas a seguir mientras trabaja. es importante dejar que lo resuelvan solos y en
ocasiones preguntar como hacen el proceso. En la mayoria de los casos es mas
conveniente no explicar sino proponer, no resolver y si llevan bastante tiempo trabajando
es mejor cambiar de actividad antes de llegar al cansancio. Es importante observar la
capacidad de atencion y ritmo de trabajo para evitar llegar al desanimo, en este nivel
conviene cambiar antes de llegar a esta situacion o afirmar que ha llegado a la meta de
ese dia.

= [ os obstaculos que nos podemos encontrar seran sobretodo actitudinales. Su actitud
personal y roles que adopte dentro del grupo. Conviene plantearles una actividad diferente
a cada uno de los alumnos de la sesion, para evitar que el ritmo distinto de los alumnos,
provoque ansiedad o desanimo al comprobar que alguien ya lo ha resuelto mientras él
sigue buscando la solucién. Ante este tipo de obstaculos, el rol del profesor es esencial.
Como ya hemos indicado anteriormente, el rol es de guia en su desarrollo cognitivo. Como
guia observa y sabe anteponerse a situaciones de bloqueo o ansiedad. Yendo por delante,
buscando escenarios alternativos, promoviendo enfoques distintos, flexibilizando el
sistema de gestion, atendiendo a la diversidad y proporcionando versiones avanzadas.
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Rol del profesor. Gestion de las tres F

En CRACMAT la linea de accion que siguen los profesores se resume, en lo que hemos llamado,
la gestion de las tres F.

Primera F: Flexibilidad.

En nuestras metas para las sesiones, en ocasiones, habra que optar por otra parte de la
programacion porque el alumno tiene un dia alterado o bloqueado. Presentando distintas opciones
y que sean atractivas dejando espacio a la creatividad. Esta flexibilidad los ayudara a iniciar un
cambio de actitud dentro de su exigencia e intransigencia de la que suelen ser muy firmes.

Segunda F: Fracaso.

Gestionar el fracaso forma parte del desarrollo emocional del alumno. Lo importante no es lo que
me digo cuando todo me sale bien, lo importante es lo que me digo cuando todo me sale mal.
Facilitarle el conocimiento de sus capacidades y limitaciones a través de sus éxitos y fracasos. No
es el fin, es experiencia, el repasar la actividad lleva a descubrir el error que sirve de punto de
partida para llegar a la solucion correcta.

Tercera F: Factor de cambio.

Y la ultima “F” ser factor de cambio. El futuro lo puedes construir ahora, despertando su
creatividad e imaginacion aportando mejoras y encauzando su trabajo como servicio.

SESION CRACMAT: RECURSOS Y MATERIALES

Desde el principio del taller CRACMAT dividimos las sesiones en tres partes bien diferenciadas:
Cuaderno, manipulativo e informatica.

Al pasar los afios hemos ido recopilando todas las actividades creadas para el programa y
publicado en forma de libros y cuadernos por franjas de edad (Figura 1). De los 5 a 12 anos en
adelante. Los cuadernos recogen los distintos procesos de razonamiento que trabajamos en las
sesiones: asociar, diferenciar, ordenar, series, equivalencias, capacidad espacial y calculo
razonado. Son actividades y retos con un formato atractivo para los alumnos. Basados en la
experiencia durante estos afos en el taller, no son cuadernos a modo libro de texto si no un
material didactico flexible. Divididos por procesos permiten ir haciendo fichas salteadas y permiten
asi captar atencion del alumno, reforzar especificamente algin razonamiento y mantener el
interés y la motivacion hacia la tarea.
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ALTA CAPACIDAD INTELECTUAL
Figura 1. Publicaciones cuadernos CRACMAT Alta Capacidad Intelectual.

Desde el principio apostamos por las actividades manipulativas con material que permite al
alumno ver lo que esta haciendo, mas alla de una pagina de papel. Trabajamos el proceso y su
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inverso, el todo y sus partes, las partes y el todo. Para esta parte del programa utilizamos tanto
material cercano al alumno (domind, palillos, spinner, baraja clasica o juegos clasicos como el
rummikub) como material creado por el profesorado o por ellos mismos. También cada vez mas
hay empresas que apuestan por unos materiales manipulativos de calidad y nosotros los
introducimos también en las rutinas del taller. Por ejemplo un domind, nos permite ademas de
realizar un memory, practicar series o repasar las operaciones basicas. Unos palillos nos pueden
ayudar a crear figuras geométricas. Un proyecto que hemos llevado a cabo también es la creacién
de juegos de mesa con algun fin didactico (por ejemplo, practicar las multiplicaciones) en
pequenos grupos. Ademas de agudizar el ingenio, aprenden a trabajar en grupo, aportando
soluciones y escuchando a los demas compafieros de trabajo.

La tercera parte, la referente a informatica, ha ido a la par del desarrollo de la misma estos ultimos
20 afnos. Comenzamos, casi cuando empezé como asignatura en clase, para aprender a usar
Paint y realizar puzzles hasta los ultimos afos que aprendemos programacién con Scratch, crear
un Kahoot, montamos prototipos de robots o realizamos nuestras propias paginas web sobre
tematicas de interés para el alumno. Junto a juegos que hemos ido compilando los profesores de
diversas plataformas para refuerzo de calculo, geometria etc. Asi como juegos de ldgica y
razonamiento. Desde el taller también hemos realizado competiciones de calculo online con otros
centros educativos y los mas mayores, inventan sus propias empresas a partir de sus ideas
originales.

Todas las tareas propuestas, desde las tres partes del programa, tienen como finalidad integrar el
proceso de ensefanza-aprendizaje a partir de todos los sentidos. Mezclando aprendizaje y juego
logramos que el alumnado se implique en la tarea propuesta, mantenga la motivacion y desarrolle
su creatividad e imaginacion. El rol de los profesores encargados de cada bloque es la de guia, la
de proponer retos o desafios. No de resolver, si no escuchar las propuestas del alumnado y guiar
Su proceso de razonamiento.

Lo importante por tanto, y bien se lo remarcamos a ellos en el Programa, no es el resultado si no
el proceso, plantearse interrogantes y soluciones. Para ser un buen guia, nuestro papel es
presentar retos proporcionales a la capacidad de cada alumno, para lograr la interiorizacion y
autoconfianza del alumno. Un reto no proporcional conllevaria a lo contrario, situaciones de
rechazo a la actividad o bloqueo. La clave es personalizar la ensefianza a cada alumno con sus
intereses y caracteristicas propias lo que repercutira en su enriquecimiento tanto académico como
personal.

A continuaciéon mostramos varios ejemplos de como seria un dia de sesién con nuestros alumnos
de distintas edades (los nombres son pseudénimos).

Ejemplo 1: Sesién de Teresa — 5 afios.

Teresa comenzaria su sesion con cuaderno. El profesor le asignara una pagina a realizar, se lee
el enunciado y le da un tiempo para pensar. Se comenta en voz alta, se argumenta, no es realizar
y dar el resultado. La actividad sirve de marco al profesor para trabajar el proceso, para interrogar
al alumno ante otras posibilidades y escuchar los argumentos que el alumno plantea. En una
misma sesion el profesor selecciona de 2 a 3 paginas (Figura 2 y 3) segun el proceso de
aceleracién que hayamos decidido para Teresa.

Tras media hora teresa pasaria al aula de ordenadores. Alli realizaria 15 min de repaso de calculo
mental con una plataforma online y otros 15min de juegos de razonamiento.

Por dltimo acabaria con la actividad manipulativa. En esta ocasion, hay trabajo en grupo, se
trabajaria la suma, ordenando todas las fichas del dominé de mayor a menor (y viceversa) segun
el valor de la suma completa de los numeros representados en cada ficha (Figura 4) Se hacen dos
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grupos de dos alumnos, se explica bien la dinamica a seguir y se reta al equipo que lo acabe
antes y bien hecho. Desarrollamos: la suma, valor mayor que y valor menor que. Una vez que los
equipos terminan tienen que explicar e ir justificando como han colocado las fichas, realizando el
calculo mental.
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Figura 2. Actividad calculo Cuadernillo CRACMAT Alta Capacidad Intelectual n 0.1. pag. 72.

£Qué profesién tene Luis?

Figura 4. Ejemplo de actividad manipulativa a partir de un dominé.
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Ejemplo 2: Sesién de Antonio — 9 afios

Antonio comienza la sesion de hoy de cuaderno con una actividad especial. A menudo trabajamos
con material en otros idiomas, descartamos inglés, con el objetivo que sea él quien decida,

mirando las ilustraciones, que debe poner el enunciado y la tarea a realizar (Figura 5). Una vez
mas, el profesor sera guia del proceso deductivo y de la actividad.

e
Crtezi su slozeni pogresnim redoslijedom. Ispod
svakog crteza napisi brojeve od 1 do 9 pravilnim
redoslijedom.

g

S NN NI

1
Beoey

Figura 5. Ejemplos actividades razonamiento.

Tras esta actividad se reunira con su grupo de trabajo para seguir ideando un juego de mesa. El
objetivo marcado para la tarea era que sirva para repasar las tablas de multiplicar (Figura 6).

Figura 6. Creacion juegos de mesa.

En la actividad manipulativa, hoy trabajara la agudeza visual. Partiendo de un juego conocido
como es Doodle, jugamos con unas tarjetas donde se repiten algunas figuras geométricas, debera
por parejas, clasificar su mazo de cartas antes que el equipo rival (Figura 7). Una vez terminada la
tarea explican en voz alta al resto de participantes, cual son las figuras que se repiten y cuales no.
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Figura 7. Actividad de agudeza visual.

Acabara la sesién de hoy en la sala de ordenadores, aprendiendo programacién basica a partir del
programa Scratch (Figura 8).

Figura 8. Programando con Scratch.
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