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Introduccidn

Uno de los problemas que se presentan con mavor frecuencia a los matematicos
es el de resolver una ecuacion. Con una misma notacion. F(z) = 0. nos podemos
referir a situaciones tan distintas como encontrar las raices de un polinomio. resolver
un sistema de ecuaciones o hallar la solucion de una ecuacién diferencial. Pero este
problema no siempre resulta sencillo de resolver. En los casos en (lie NO SOMOS capaces
de encontrar la solucion exacta. nos conformanios con obtener una aproximacion de
dicha solucién. Es aqui cuando adquieren interés los procesos iterativos para resolver
una ecuacion. A partir de un valor inicial zy, mds o menos cercano a la solucién z*
de F(x) = 0. obtenemos un nuevo valor z, que se espera sea mejor aproximacion de
la solucidn que rq. A partir de z,. se cousigie otra mejor aproximacion. za. v asf
sucesivamente Construimos una sucesion Lo. Iy, Ia.....In.... (ue cumple que cada
uno de los términos es niejor aproximacion de la solucién que el anterior.

Uno de los métodos iterativos mds utilizados para resolver ecuaciones no lineales
es el conocido como método de Newton o meétado de la tangente. En el caso de
considerar ecuaciones de la forma f(t) = 0. con f una funcion real de variable real. el
metodo de Newton tiene una clara interpretacion geométrica. Dado un valor inicial
to. la siguiente aproximacion se obtiene calculando la interseccion de la recta tangente

a fen el punto (tg. f(ty)) con el eje de abeisas. Se obtiene asi

t o= ¢ f(to)
l —_ —_— .
U ft)
siempre que f'(to) # 0. v en general. reiterando el proceso.
)
byl =ty — —f( ) T 0.

fr(ta) B
lo cual se puede hacer siempre que f'(t,) # 0.
La funcién f y el punto de salida t, deben verificar una serie de condiciones

para que la sucesién obtenida sea convergente a una solucién de f(t) = 0. como se



puede consultar en cualquiera de los numerosos textos que sobre este tema hay en
la bibliografia matematica. v entre los que citamos los de J.F. Traub [103]. A.M.
Ostrowski [83] y J. Baranger [17].

El propio Ostrowski. en [383]. generalizé este método a sistemas de ecuaciones. vy
L.V. Kantorovich [64]. [65]. [66]. a ecuaciones dadas a partir de un operador definido
en espacios de Banach. obteniendo asi una mayor generalidad a la hora de aplicar
sus resultados. El caso en que realmente tiene interés aplicar el método de Newton
es cuando el operador F es no lineal. yva que para operadores lineales existe una
teoria mas simple para solucionar el problema [92]. [105]. Apoydndose en la teoria
desarrollada para operadores lineales. L.B. Rall [92] introduce el método de Newton
en espacios de Banach. Observar que lo que se hizo en el caso real para aproximar la
solucién de una ecuacidn no lineal f(#) = 0 fue resolver una ecuacién lineal (obtenida
igualando la recta tangente a cero) que en cierto sentido aproxima a la ecuacion no
lineal. En espacios de Banach haremos basicamente lo mismo.

Asl. para operadores F diferenciables. por el desarrollo de Tavlor de F en torno

a un punto. tenemos que
F(ry= F(zxq) + F'lzy)r — g} + n(r..ry).

con [|n(r.rg)|] — 0 cuando r — .

Entonces. si r" es solucion de F(x) = 0. se cumple
F(r®) = Flrg) + F'llzg){(x™ — rg) + n(L°. Ig).

Si z° esta cerca de rq. despreciando la cantidad n(r".ry). obtenemos una ecuacién
lineal

F(ro) + F'{xy)(r — ry) = 0.
cuya solucion
Ly = Ig — [FI(Io)]_lF(Io}.

esperamos que sea una mejor aproximacion a la solucién que .

Repitiendo este proceso. se obtiene una sucesion {r,} conocida como sucesién de
Newton.

El problema que se plantea a continuacién es el de garantizar la convergencia de
dicha sucesion a una solucion de la ecuacién F(z) = 0. Citamos aqui tres técnicas
diferentes de abordar el problema.

La primera de ellas. debida a Kantorovich [64]. {65]. [66]. establece. mediante

relaciones de recurrencia y el empleo de sucesiones mayorizantes. condiciones para



la convergencia de la sucesion de Newton a una solucién de F(z) = 0: ademas se
garantiza la existencia y unicidad de dicha solucién en un determinado dominio.
Posteriormente. otros autores (Dennis [34]. Miel [73]. Ortega [S0]. Ostrowski [32],
Tapia [102]) han dado versiones modificadas del resultado de Kantorovich.

W.C. Rheinboldt en [94] extrae la idea esencial de la teoria mayorizante
introducida por Kantorovich v la aplica a las ecuaciones en diferencias para obtener
resultados generales. que incluyen como casos particulares los de Kantorovich v el
Teorema del Punto Fijo.

La tercera de las técnicas para estudiar la convergencia del método de Newton
se debe a F.A. Potra v V. Ptak [33]. que utilizan la induccidn no discreta (método
desarrollado por el propio Ptak [36]) para obtener como consecuencia resultados de
convergencia v estimaciones del error para el método de Newton. Este método es
utilizado posteriormente por otros autores para estudiar métodos parecidos al de
Newton (Moret [73]) o el método de Newton con condiciones mas débiles que las
exigidas por Potra v Ptak (Argyros [10]).

Otro de los puntos destacados en el estudio del método de Newton es el analisis del
error cometido en cada iteracion. La mavoria de los autores citados anteriormente dan
sus propias estimaciones del error. obtenidas con las distintas hipdtesis que manejan.
Habitualmente. las estimaciones del error para la sucesién en el espacio de Banach se
obtienen a partir de una sucesion real mavorizante. Destacamos aqui el trabajo de
W.B. Gragg v R.A. Tapia [49]. en el que se establecen estimaciones intermedias entre
la sucesion en el espacio de Banach v su mayorizante. También es destacable. por el
estudio comparativo de numerosas cotas del error obtenidas por distintos autores. el
trabajo de T. Yamamoto [106].

En esta memoria desarrollaremos fundamentalmente la técnica de Ikantorovich.
pero con un nuevo enfoque. El trabajo realizado es mavoritariamente tedrico. aunque
algunos resultados aparecen ilustrados con ejemplos. Las tablas numeéricas que
aparecen en algunos de estos ejemplos han sido calculadas con avuda del programa
Mathematica (version 2.2). Para una mavor informacion sobre el método de Newton
desde el punto de vista computacional pueden consultarse los textos de O. Lopez [T1].
M. Gasca [45] o R.E. Scraton [99]. entre otros.

La presente memoria esta dividida en cinco capitulos. Se ha intentado conseguir
una memoria autocontenida. Asi los resultados que se utilizan son citados con
anterioridad. aunque en alguno de los casos se hava omitido la demostracidn.
citando. eso si. otras fuentes donde consultarlos. El primer capitulo es basicamente

introductorio. Se comentan algunas de las propiedades de los espacios de Banach.



v

destacando los resultados que mds nos van a interesar. tales como los relativos a
inversion de operadores. diferenciabilidad o integrabilidad. Para funciones reales. se
define el concepto de funcidn logaritmicamente convexa v el de grado de convexidad
logaritmico. que mide este tipo de convexidad. La extension formal del grado de
convexidad logaritmico de una funcién a espacios de Banach es un operador lineal.
que denotaremos Lg. A este operador v. por analogia con el caso real. lo seguiremos
llamando grado de convexidad logaritmico. No obstante. ha de quedar muy claro que
en esta situacion no se trata de una medida de la convexidad. sino que es simplemente
un operador lineal cuyas propiedades nos van a permitir estudiar el método de Newton
¥ otlros procesos iterativos desde un nuevo punto de vista.

A continuacion se analiza el método de Newton para resolver ecuaciones escalares.
Se da una idea geométrica de la construccién del método v se comentan los principales
resultados sobre la convergencia y el orden del mismo. También se pone de manifiesto
la relacidn entre el grado de convexidad logaritmico de una funcion v la velocidad de
convergencia de dicho proceso iterativo (ver Hernandez [53]).

Finalmente. se estudia el método de Newton en espacios de Banach: se introduce
el concepto de sucesidn mavorizante v se destaca su importancia como herramienta
para estudiar sucesiones definidas en dichos espacios. A continuacidn nos centramos
en el método de Newton v. en concreto. en uno de los resultados clasicos sobre dicho
metodo: El Teorema de Kantorovich. Este resultado proporciona condiciones para
la convergencia de la sucesion de Newton a la raiz de la ecuacién considerada. asi
como delimita regiones donde se puecde garantizar la existencia v unicidad de solucién.
dando también estimaciones del error cometido en cada iteracién. Como va hemos
comentado. el Teorema de Kantorovich ha sido tema de estudio por parte de diversos
autores. En esta memoria enunciamos el resultado tal v como el propio autor escribe
en [66]. aunque también se citan versiones mas recientes. Terminamos el capitulo
mostrando la aplicacion del método de Newton para resolver ecuaciones diferenciales
e integrales.

En el Capitulo i se obtiene la derivada del operador
Glry=r = [F(o)] ' Fir

definido entre espacios de Banach. v se comprueba que esta derivada

coincide con el operador lineal Lgiz) que extiende el concepto de grado de con-
vexidad logaritmico introducido en el Capitulo I. Posteriormente se utiliza este hecho
para. a partir de técnicas similares a las del Teorema del Punto Fijo. dar nuevas condi-

ciones de convergencia. en términos del operador Lg. Estas condiciones nos permiten



v

obtener unos dominios de puntos de salida. para los cuales la sucesién de Newton
es convergente. mas amplios que los permitidos por las condiciones de Kantorovich.
llustramos este resultado mediante unos ejemplos al final del capitulo.

El interés del Capitulo III estd en que a partir de un operador F que satisface
las condiciones de Kantorovich. se construve. utilizando el grado de convexidad
logaritmico v sus propiedades. la funcién real que nos proporciona la mejor estimacion
del error. Es decir. dado el operador F. construimos la sucesiéon de Newton {z.} para
resolver la ecuacién F(r) = 0. Entonces. hay infinitas funciones f que "mayorizan”
a F. esto es. la correspondiente sucesién de Newton para resolver f(t) = 0 es una
sucesion mayorizante de {z,}. Cada una de estas funciones nos proporciona una
estimacion del error distinta: de entre todas ellas. obtenemos la que nos proporciona
la mejor estimacion. Esta funcién resulta ser un polinomio de segundo grado. v
coincide con el que Kantorovich y otros autores emplean para mavorizar la sucesién
de Newton.

La ultima seccidn de este capitulo se dedica a estudiar un resultado sorprendente
acerca de estimaciones del error. debido a Gragg v Tapia [49]. Estos autores
lograron obtener unas estimaciones intermedias entre la sucesién de Newton en un
espacio de Banach y su mayorizante. asi como acotaciones inferiores para la primera.
Posteriormente. con la ayuda de un resultadode Miel [T2]. nosotros obtenemos nuevas
cotas superiores que. aunque peores que las de Gragg v Tapia. son mas sencillas de
calcular desde el punto de vista operacional.

En el Capitulo IV se trabaja en dos direcciones bien diferenciadas. En la primera

de ellas se ntiliza el hecho de que si. dados un operador F v una funcién f. se verifica
NLe(o)l| < Lyit). o — o]l St ~ to.

entonces. la sucesion obtenida aplicando el método de Newton a f es mavorizante
de la correspondiente sucesion obtenida para F. Se encuentran asi resultados
de convergencia en condiciones distintas a las de Kantorovich. en funcién de las
acotaciones que se tengan para el operador Lp. Por ejemplo. se estudia el caso de
que

|Lpiri)) < M < L.

v se encuentran funciones reales con grado de convexidad logaritmico constante.
Se establecen asi nuevos re<ultados de convergencia que tienen el inconveniente de
proporcionar una estimacion del error muy poco fina. va que la funcién real obtenida
tiene raices multiples. v es conocido que la convergencia del método de Newton en

este caso es muy lenta.



Por otra parte. se estudia la convergencia del método de Newton en condiciones
mas fuertes que las de Kantorovich. por ejemplo. condiciones tipo Lipschitz sobre la
derivada segunda del operador F. es decir

() = F7(y)il < kllx = yil.
condiciones de continuidad tipo Holder
IE () = F(y)ll < klle —yllP. 0<p<l.
o condiciones que engloban a las anteriores
HE ) = Fy)ll < kilr = ylIP. 0<p.

En todos estos casos. y a partir del operador Lg. se construve la funcién que nos
dara la mejor estimacion del error. ddandose expresiones cémodas de éste en funcion
de las raices de dicha funcidn. de forma similar a la que emplea Ostrowski [82] para
polinomios de segundo grado.

Daremos ejemplos en los que la convergencia e la sucesion de Newton no queda
garantizada con las condiciones clasicas de Kantorovich y. sin embargo. si se garantiza
con estas nuevas condiciones [62]. También se analizan las estimaciones del error
obtenidas en las nuevas situaciones. comparandolas con las va conocidas. Por dltimo.
se aplican estos resultados a algunos tipos de ecuaciones diferenciales e integrales.
obteniendo para ellos resultados acerca de existencia v unicidad de solucién.

En el Capitulo V. teniendo en cuenta la influencia de la convexidad en la velocidad
de convergencia del método de Newton conocida para el caso real. se construve una
aceleracion para dicho método v se define un nuevo proceso iterativo de tercer orden.
que llamaremos aceleracion convexa del método de Newton. Se estudia este método
en el caso escalar. dandose condiciones para la convergencia. expresiones del error en
funcién de las raices v algunas propiedades interesantes.

A continuacion se extiende este método a espacios de Banach v se dan resultados
de convergencia en distintas condiciones. Se conclure el capitulo con unos ejemplos
donde se compara este método con otros de tercer orden conocidos como son el método
de Chebyshev [58] v el de Halley [56]. [109]. comprobando experimentalmente que.
siendo un método con el mismo orden. tiene mavor velocidad de convergencia que
aquéllos. Este resultado fue comprobado para funciones escalares por Hernandez v
Salanova [53].

No queremos terminar esta introduccidn sin destacar una de las cualidades mas

interesantes de este trabajo a nuestro entender. como es el hecho de abrir nuevas
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vias en el estudio de procesos iterativos en espacios de Banach mediante el operador
grado de convexidad logaritmico. Este operador. como va pusieron de manifiesto
Ehrmann [42] v Gander [43] juega un papel fundamental en los procesos iterativos
escalares de tercer orden. va que cualquier método de tercer orden puede escribirse en
funcion de dicho operador. En espacios de Banach. este operador simplifica bastante
el trabajo de obtencién de condiciones de convergencia. como se pone de manifiesto
en el Capitulo V. Asi. se abre la posibilidad de un nuevo estudio de los procesos
iterativos de orden tres conocidos (Chebyvshev. Hallev). de nuevos procesos iterativos
o. incluso. familias de procesos.

Otra via que queda abierta es la de analizar la posible influencia del grado de
convexidad logaritmico en la velocidad de convergencia de métodos definidos en
espacios de Banach. Para ello considerainos espacios dotados de una estructura de
orden parcial. donde poder definir la nocién de operador convexo. [40]. [63]. [S1].
{104]. Asi. se puede pensar en extender a estos espacios los resultados obtenidos por
Hernandez [53] para el caso real.

Los ejemplos sobre ecuaciones diferenciales e integrales que ilustran algunos
resultados de esta memoria nos hacen pensar en que podemos obtener resultados mas
generales sobre existencia y unicidad de soluciones empleando estas nuevas técnicas:
resultados que se pueden extender a otros tipos de ecuaciones. como ecuaciones en
derivadas parciales o problemas de calculo de valores v vectores propios en espacios
de Banach [66].

En esta memoria se estudia el método de Newton empleando fundamentalmente la
tecnica desarrollada por Kantorovich. mediante el empleo de sucesiones mayorizantes.
Como ya se ha comentado con arterioridad. no es esta la iinica manera de abordar
el problema. Seria interesante analizar las técnicas utilizadas por Rheinboldt (94]
(ecuaciones en diferencias) y Potra v Ptak [85] (induccién no discreta} con la avuda del
grado de convexidad logaritmico. Poriltimo y. aunque no ha sido apenas mencionada
en esta memoria. la aplicacion numérica de estos métodos también puede tener su
interés. Para el problema general de resolver una ecuacion en espacios de Banach por
distintos métodos. hay que ser consciente de que el método de Newton es preferible
a otros procesos iterativos de orden superior. va que conlleva la inversién de un sélo
operador en cada caso (incluso se consideran modificaciones de dicho método para
las que no se tenga que hacer una inversion en cada paso). No obstante. en algunos
casos. la aceleracion de la convergencia puede justificar el coste operacional realizado

para la inversion de operadores. si esta es facilmente computable.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Operadores en espacios de Banach

Sea F 1 X — Y un operador definido entre dos espacios de Banach X e Y. El
objetivo de esta memoria es estudiar la ecuacion F(x) = 0. bajo ciertas condiciones
sobre el operador F.

Comentaremos algunas nociones que serdn utilizadas en el desarrollo posterior
de esta memoria. Para un estudio mis detallado de los espacios de Banach se puede
consultar cualquiera de los munerosos tratados sobre el tema que hay en la bibliografia
matemdtica. entre los que citanios los de Beauzamy [19]. Berberian [20]. Curtain-
Pritchard [30]. Day [33]. Dunford-Schwarz [41]|. Krevszig [67]. Lindenstrauss-Tzafriri
[69]. [70] ¥ Rudin [97]. Unos textos uy recomendables. ya que introducen los espacios
de Banach con un objetivo similar al nuestro son los de Nantorovich [66] v Rall [92].

Al conjunto de los operadores lineales y acotados entre los espacios X e Y lo
denotaremos a partir de ahora £(X.Y). Si X = ¥ denotaremos simplemente £(.X).
Sea L € L(X.Y). Denotamos D(L) a su dominio v R(L) a su rango. Si existe un
operador L~ que aplica R(L) en D(L). de manera que

L~'Lz =x. paratodo x € D(L).

LL 'y =y. paratodo y € R(L).

diremos que L es inversible vy que L™" es el inverso de L.

Si L~! existe. entonces también es un operador lineal.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

A continuacidn citamos unos resultados conocidos sobre inversion de operadores.
Observar que estos resultados estan dados para operadores de un espacio .X en si
mismo. Para ver otros resultados mas generales sobre mnversion de operadores. pueden
consultarse los textos de Nashed [76]. [77]. [T8].

Lema 1.1. (Banach) Sea L € £L(X) verificando que
L] <k < L.
entonces el operador [ — L tiene inverso continuo v ademds

i
i _ Tyl <

Unas ligeras variantes del lema anterior son los siguientes resultados.

Lema 1.2. Sea [ = LiX). Existe [=' i v sdlo si existe un operador inversible
M e L(X) tal que
=ML < 1.

En este caso.
L7 = Z(I I AR
n=t)
IR
= =MLY

-1
1L < S

Lema 1.3. Sea [ = L£(X). Existe L~' si v sélo si existe un operador inversible
M & L(X) tal que

l
M- L) < ——.

En este caso.

L™ = ST = MLy

n=0

[

WM ey
=W =ML S T = L

1L < 5



L.1. OPERADORES EN ESPACIOS DE BANACH 3

Presentamos ahora algunos conceptos v resultados basicos del cdlculo diferencial

e integral en espacios de Banach.
Definicion 1.4. Dado 1o € X. si existe un operador L € £{X.Y) de manera
que, para todo r € \.

, Flrg+ hr)— Flxy)
I'm
h—0 h

:L(‘r). (1.1)

entonces £ se dice diferenciable Gateaux (o diferenciable débilmente) en z4. En esta
situacion. el operador lineal L es la derivada de Gateaux (o la diferencial de Gateaux)

de F en rqg. v se denota L = dF(rg).

Definicion 1.5. Si el limite de la ecuacion (1.1) es uniforme en el conjunto
{r € X: |zl = 1}. entonces F se dice diferenciable Fréchet. o simplemente
diferenciable en ry. En este caso. el operador lineal L se llama derivada de Fréchet

(o diferencial de Fréchet) de F en rgy. v se denota L = F'(rg).

Equivalentemente. el concepto de diferenciabilidad se puede expresar de la
siguiente forma. Si dado ry = X. existe un operador lineal vy continuo L = F'(ry) de

manera que

. WFlro+v) — F(zg)— Lvj
lim , = 0.
trifl—o el

entonces F es diferenciable Fréchet en ry.

Observar que si F es un operador diferenciable Fréchet en z,. entonces también
es diferenciable Gateaux en ry. Ademas F'(irg) = dF(ry). Salvo que se indique lo
contrario. cuando nos refiramos a un operador diferenciable. lo entenderemos en el
sentido de Fréchet.

Es bien conocido que las propiedades de la diferencial en espacios de Banach son
analogas a las de la derivada en el caso escalar. salvo el Teorema del Valor Medio. El

siguiente resultado generaliza el Teorema del Valor Medio conocido para funciones
escalares.

Teorema 1.6. (del Valor Medio) Sean X ¢ Y dos espacios de Banach. Sea
F': X — Y un operador diferenciable en un conjunto convexo Q@ < X. Entonces. si

Ig.I, € €. se tiene

| Flzy) = Flzo)ll £ sup [[F'txg + 0(r1 — zo))l||x1 — zall-
0<E<]



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Corolario 1.7. Con la notacidn anterior se tiene que
| F(xy) = Fxo) = F'(xo)(ry — o)l

< sup “F'(IU +0(r) — 1)) — F'(IO)”HIl = Iofl-
0<i<l1

A continuacion comentamos algunos aspectos sobre el calculo integral en espacios

de Banach.

Definicion 1.8. Sea F definida en un intervalo real [a.b] v con valores en un

espacio de Banach Y. Entonces podemos definir su integral como el limite de las
sigulentes sumas

Y F(m)(feer = te)
=0
dondea =ty <t) < - <t,=bvr < (tk-tisr]. cuando max{t.;, — ti} tiende a

LY
cero. Siel limite dirigido anterior existe lo llamaremos integral de F v lo denotaremos

b
/ F(t)dt.

Evidentemente. si la integral existe. es un elemento de }". Una condicion suficiente
para que exista dicha integral es que la funcién F sea continua en el intervalo [a. b].
Las propiedades de esta integral se deducen de las conocidas para la integral de

Riemann en el caso real. De entre ellas. destacamos tres por su posterior utilidad.

(i) Si consideramos un operador lineal v acotado L £ L(Y.Z). entonces

b A
/ L(Fit)dt = L </ F(t)dt).

(i1) Si Fi{t) = oltjyo. donde yo es un elemento fijo de ¥ v o es una funcién real

integrable. entonces
5 6
/F(f‘)dt=_uo/ o(t)dt.

83

see | b |
(iii) !/ F(t)dt‘

b
< [iF@id.
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Defintcion 1.9. Supongamos ahora que T es un operador definido en un

segmento [ry.z,] € .X v con valores en el espacio £(.X.Y). En este caso. se define su
integral

ES1 1
/ T(J:)dr:/ T(ro + try — £0))(£1 — To) dt.
Xo [¢]

Notar que. en este caso. la funcién T(zy + [-](x, — 1o))(r; — Io) estd en las
condiciones de la Definicidn 1.3. con [a.b] = [0. 1].

Los siguientes resultados sobre cdlculo integral en espacios de Banach pueden
consultarse en los libros de Kantorovich [66] o Rall [92].

Teorema 1.10. Sea F un operador de X en Y que tiene derivada continua en el

segmento [ry.zr,] € X. Entonces

/:l F'(r)dr = F(ry) — Flrg).

Lema 1.11. Si se verifica

I F(ro + 70y — 1o))l] < otty + 7ty —tg)). 7 £ {0.1]

t

||1'1 b 1'0” S f’l - fo.

[ Iy | 3
;l/ F(.z‘)drli 3/ o(t)dt.
i Jzq ! ta

entonces

Como variante del lema anterior. tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.12. Si se cumple la desigualdad

(o] < oty

para r vt tales que

lz — roll < 1 = to.

T i t
/ lF(.z‘)dr” 5/ o(t)dt.
Io tg

entonces
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donde z, es un elemento que cumple ||z, — ro|| < t; — to.

Si F: X' — ¥ es un operador dos veces diferenciable en un punto rq € X. entonces
F"(z0) € B(X2Y). donde B(X2 Y) es el conjunto de los operadores bilineales
X

acotados de X> = Y x X en Y. con la norma

1Bl = sup [|Blziea)]. B & B(XLY).

e lLlle2li<t

Es conocido. [28]. que existe una isometria entre el espacio B(.X*. V) v L(X.L(X.Y)).
A partir de ahora. v teniendo en cuenta esta isometria. identificaremos los elementos

de ambos espacios. También se sabe. [92]. que F"(rq) es un operador bilineal
simetrico. es decir.

F'(ro)ryry = F'(2g)r2r;,  para todo xy..r0 = X,

Para un operador bilineal de R* x R? en R* empleamos la notacion dada por una
matriz de bloques [12]

11 12
bt b
B b'fl bfz 19)
= | (1.2
bl i
5 S
/)51 /)5‘
Entonces. si r = (r,.13). y = (y1.y2). se tiene que
11 2
bl bl
. b3t p2 y
1
Bleap = (e ) | 2L
hit  bl2 Y
) 3y
().31 h3®
b}lll —:—[)%11"3 b}z.l'l -{-{)‘I‘QIQ y1
bélrl —:— {)gl.l": {)—1.12.1'1 '.— {):::21:2 !/2

bilzyyy + b rayy + blryya + 12 rayn
Bl ) e
btz + b3toay, + bi*ryys + b3 rays

En R? consideramos la norma del maximo

H(z1. z2)ll = mdx {|z,]. |z.]}.
ven L(R* R?) la norma dada por

IL]] = max {Jay| + |ap]. jan | + laa|]}.
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con

ay  dyp

L =
az dnx

Entonces se comprueba facilmente [90] que la norma del operador bitineal B definido

por (1.2) viene dada por

IBll = sup mla\z-:lz.: b ol

lizil=1 =1 k=1
Ademas se tiene la siguiente estimacién de la norma anterior
1BI) < max ([} + (6] + [621] + 21 181 + [33) + (631 + (27},

El resultado de componer una aplicacién bilineal B v una lineal L es una aplicacidon

bilineal LB. Con la notacién anterior. tenemos que la matriz asociada a LB es

ap byt = apblt a b+ aya b}’

ap byt + apab3! an bi? + ay,b3?

LB

an bl + anmblt ay bl + apnbl?

T

'lzlhfl + (l:-.x!)%l (L_,l;,'fl - 1133[)%2

St F es un operador de R? en R? que a un par (r.y) = R? le hace corresponder

(flr.y).g(xr.y)) € R?. tenemos que la derivada segunda de F en un punto (rg.yp) es

el operador de R* x R* en R? dado por la matriz de la forma (1.2)

fer fry
Jur Sy
Jrr  Yry .
Yur  Guy

donde las derivadas parciales anteriores estan evaluadas en el punto {Zq. yo).

Finalizamos esta pequena introduccion a los espacios de Banach con un resultado

que sera de gran utilidad para nosotros. como es el Teorema de Tavlor.

Teorema 1.13. (Taylor) Supongamos que F es un operador n-veces diferenciable
en la bola B(zo.rj. r > 0. v que F'") es integrable en el segmento {zo.1,] con
Iy € B(zg.r). Entonces

n~1 1

F(Il) = F(IQ) -~ Z FF(;:)(.Z'())(I[ —_ .L'Q)k -+ Rn(IQ.Il)

=1
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donde |
. — ; n)roNg. n—1
Ru(zo. 1)) = Ew— 1)!/1“ F"™(z)(x, — z)" ' dz

N /IF‘"-’( +t(zy — 1)) (21 — xa)*(1 = t)" "t dt
= (n — 1)' A Io I Iy )(.El Ia .

1.2 El grado de convexidad logaritmico y el
operador Lg

En [44]. J. Garay ¥ M.A. Herndandez introducen el grado de convexidad logaritmico
como una medida puntual de la convexidad de una funcién y lo utilizan para un
problema de localizacion de neuronas. Esta forma de medir la convexidad surge del
Teorema de Bohr-Mollerup [27]. para la definicion de la funcion gamma. En este
resultado aparece el concepto de funcién logaritmicaniente convexa. es decir. una
funcién cuyo logaritmo es una funcion convexa. El aracdo de convexidad logaritmico
es una medida puntual de la convexidad. dada por la resistencia de una funcion
a ser “concavizada”™ por el operador logaritinico. es decir. el nimero de veces que
hay que aplicar el operador logaritmico a una funcién convexa para obtener como
resultado una funcién céncava (ver [54]. [55] o [95] para mds detalles). En [53] se
relaciona dicho grado de convexidad con la velocidad de converzencia del método de
Newton. A continuacién darenios una idea de la construccién de dicha medida de la
convexidad.

Sea f: U € R — R.siendo I # @ v no reducido a un punto. una funcion
perteneciente a la clase C*(L7) v convexa en &y, € [*. Ademds. por simplificar los

cdlculos. suponemos que f(ry) = 1. Por otra parte. denotamos

2 v — 2oy oy _—
Cl.x'u.,'lul((') - {.’] e C- () glry) = ,’/n}
v consideramos el operador normalizacién a uno. dado por

‘\’ : (.zfll.())(cr) - C(z.l'(l.l)([;)

tal que Ngl(z) = g(z) + 1.

Entonces definimos las siguientes sucesiones de funciones:
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Fi(z) = log f(z). Gi(xr) = N[F](x).
Fi(z) = log G (7). Ga(r) = N[Fj(x).
F.r)=logG,_i(1). Galr) = N[F](r).

El estudio de Ia convexidad en el punto g de las funciones que forman la sucesién
{F.} nos va a permitir medir la resistencia de la funcién f a ser “concavizada”

mediante sucesivas aplicaciones del operador logaritmo. Teniendo en cuenta que
" 1" 1 2
Fllre) = f'{xg) = nf'(zo)”.

resulta sencillo observar que la concavidad o convexidad de las funciones F., en z4

queda perfectamente determinada analizando el valor de la expresion
"
f"(xo)
fixg)?.

Este es el origen de la definicién del grado de convexidad logaritmico.

. e, . . . .. 2
Definicion 2.1. El grado de convexidad logaritmico de una funcidn f = C((:o 0

en el punto ry es el nimero real dado por la expresion

; f"lry)
Liry) =
f {rg)-
cuando g no es un minimo de f. en cuvo caso Liryr = x.

. - 2 P . . . .
Notemos que para f = CiZyn)- Letaod € Ro v si consideramos funciones convexas.

Lf(l,'o) < |03Cj
En la definicién anterior. hemos definido el grado de convexidad para funciones
que en el punto ry toman el valor uno. Si f toma un valor positivo arbitrario en el
punto rg. consideraremos la funcion
i
;= flrg)
dado que log f v log f* tienen la "misma convexidad™ en el punto ro. va que se

diferencian en una constante.

— 2
= C (xo.1)

Definicion 2.2. Con la notacion anterior. si f es una funcidn perteneciente a
la clase C*(("). siendo (" un intervalo que contiene al punto rq. definimos el grado de

convexidad logaritmico de f en rq como el niimero real dado por la expresion

o ; fixo) f"(zq)
Ly{rg) = Lye(rg) = —————L
o fritol f'(z0)?
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sl o no es un minimo de f. en cuyo caso L;(1q) = x.

Nota. Si consideramos una funcién positiva en un entorno del punto z¢. es claro
que el grado de convexidad logaritmico de una funcién convexa es un nimero real
positivo. siendo "mas convexa respecto al logaritmo a medida que mavor sea dicho
numero. Por otra parte. aunque perdemos el significado geométrico del cor:.cepto.
podemos extender formalmente la definicién al espacio C3(L’).

Observar también que el grado de convexidad logaritmico es una medida invariante
por dilataciones pero no por traslaciones.

Si bien el concepto de grado de convexidad logaritmico puede considerarse como
reciente. v su aplicacion al estudio de la velocidad de convergencia de procesos
iterativos tenga como origen [54]. podenmos encontrar algiin antecedente en la
bibliografia matematica. Asi. por ejemplo. B. Neta{79] da la expresion de diversos
metodos iterativos de tercer orden en funcién del grado de convexidad logaritmico. v

en el trabajo de M. Altman [4] nos encontramos con la expresion

ff
f/(t)'.’

que el autor utiliza para probar la convergencia de un proceso iterativo de orden

tres. Ademas. en dicho trabajo se da una propiedad sobre el grado de convexidad

logaritmico que destacamos por su utilidad en capitulos posteriores.

Lema 2.3. (Altman) Sea f una funcion que satisface las condiciones f(t) > 0
fr(t)y#0y f"(t) > 0en[0.t"] v f(t*) = 0. Entonces

1 -
Lty < 5. t2]0.17].

Nota. 5iexigimos que f'(t) = 0 en [0.t7). entonces se tiene que

Lty < =0 t 27047

i

to| —

La extensién del grado de convexidad logaritmico a funciones reales definidas en
espacios de Banach. v en particular a funcionales lineales continuos sigue teniendo

sentido geométrico. No ocurre lo mismo entre operadores definidos entre espacios
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de Banach en general. Sin embargo. podemos entender el grado de convexidad
logaritmico como un operador definido en espacios de Banach. dejando muy claro que
va no se trata de una medida de la convexidad. sino de un operador cuyas propiedades
nos serviran para estudiar el método de Newton v otros procesos iterativos.

Dado un operador F entre dos espacios de Banach X e Y. v un punto z € X.

tenemos que

F .. T
X - } > X

siendo ['(z) el operador inverso ['(r) = [F'(r)]™' € L(Y..X). Por tanto. [(z)F(z)
es un elemento de .X'. Teniendo en cuenta la isometria entre operadores bilineales v

operadores de £({.X.L(X.})). tenemos que F"(r)[(r)F(r) € £L(X.Y). v por tanto.

 F"o)ffn)yFer) . o) N
Le(ry: X Y X.

Esto nos lleva a dar la siguiente definicion.

Definicion 2.4. Sean X e Y dos espacios de Banach v F : X — Y un
operador con derivada segunda de Fréchet. Sea ry € X de manera que exista

r(l‘o) = [F,(I())]_l

que a ry £ .\ le hace corresponder el operador lineal Lg(ry): Y — X. que actia de
] 0 p | F ]

M

L{Y.X). entonces definimos el operador Ly : X — L£{X.X)
la siguiente manera:

Le(xo)z) = Do) Fizg ) Cirgi Flxg)r.

M
-

Observar que este operador es la generalizacion del grado de convexidad
logaritmico definido para funciones reales. Por este motivo. lo seguiremos
denominando igual.

Nos hemos dedicado principalmente a estudiar el concepto de funcién logaritmica-
mente convexa. asi como a dar una medida de dicha convexidad. No se ha pretendido
realizar un analisis minucioso del concepto de convexidad. ni de las propiedades que
de él se deducen. Para un estudio detallado de la convexidad. pueden consultarse los
trabajos de Borweim y Noll [22]. Ciesielski [29]. Giles [47]. Hérmander {60] o Phelps
[84]. entre otros.
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1.3 La convexidad y el método de Newton

El método de Newton. por su simplicidad y efectividad. es uno de los métodos
iterativos mas conocidos para resolver una ecuacién no lineal. La idea original del
método se debe a Newton. pero Raphson fue el primero en expresarlo como una
férmula de recurrencia. Por ello. también se denomina método de Newton-Raphson.

Dada una funcion f : R — R. que satisface unas ciertas condiciones de
derivabilidad. el proceso iterativo

f(t) ‘
t"+ =ty — —— :3.1
P =t i) (3.1)

es conocido como método de Newton para resolver la ecuacion f(t) = 0.

Ostrowsky [82| generalizd el método anterior a sistemas de ecuaciones no lineales.
y posteriormente Kantorovich [66] a ecuaciones en espacios de Banach en general.

Si estudiamos la ecuacion

F(xy=0. (3.2)

con £ un operador entre espacios de Banach. una de las maneras de abordar el
problema es la conocida como linealizacion de la ecuacion. esto es. encontrar un
operador lineal L de forma que la solucién de la ecuacién L(x) = y aproxime a la
solucién z* de (3.2).

Para encontrar este operador lineal L podemos usar el desarrollo de Taylor de F

entorno a un punto. Asi. si F es diferenciable podemos escribir

F(xr) = Flzq) + F'l(zo)(x — £y) + n(x. o)

donde
sl
R =l
Como F(z*') = 0. entonces F(xq) + F'(xo)(x* — o) = —n(x*. Io). Si 2* estd proximo

a zo. despreciando la cantidad n(z*. ry). obtenemos la siguiente ecuacion lineal
F(zy) + F'(xy)(x — 1y) = 0. (3.3)

Si esta ecuacion tiene solucién iinica en un entorno de . podemos pensar. como
sucede en R. que dicha solucién .ry serd una aproximacién de x* mejor que rq.
Repitiendo el proceso con x; en lugar de x,. obtenemos una nueva aproximacion.
Zz. que se supone mejor que . Asi obtenenios una sucesion zy. ry. Ia. I3... que

bajo ciertas condiciones converge a la solucién de (3.2).
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Notemos que para resolver la ecuacion lineal (3.3) es suficiente que exista el

operador [F'(g)]™'. En este caso (3.3} tiene solucién tnica v viene dada por
ry =19 — [F'(10)]7' Fzo).

En general. si existe [F'(r,)]™! para n = 0.1.2..... podemos definir la sucesién de
Newton en espacios de Banach

Tnp) = I~ [F'(1a)] 7 Fra).

En la siguiente seccién estudiaremos las condiciones en las que la sucesion anterior
es convergente.

Volviendo al método de Newton en el caso escalar. hay varios resultados en los que
se dan condiciones para su convergencia. Para no extendernos mucho en este sentido
s6lo daremos uno en el que probamos la convergencia global del método. Pueden
consultarse otras condiciones de convergencia en [24]. [32]. [46]. [51]. {59]. [82]. [33].

(93] o [101].

Teorema 3.1. Sea f :[a.b] — R una funcién que verifica
a) fla)f(b) < 0.

b) f'(t) 20 sit € [a.b].

c) f"(t) no cambia de signo en [a.b].

Entonces existe una dnica raiz t* de f(ti =0 en {a.b]. a la cual converge la sucesion

{ta} definida por (3.1). con to = [a.b] tal que f(ty)f"(te) > 0.

Las hipdtesis de este teorema reciben el nombre de condiciones de Fourier. bajo
las cuales podemos asegurar la convergencia global del método de Newton.

Definimos ahora uno de los conceptos mas importantes en el estudio de los procesos
iterativos. como es el de orden de convergencia.

Consideramos un proceso iterativo r.., = o(r,) v suponemos que la sucesion
{zn} es convergente a un limite r*. Para Schréder [98] el proceso anterior es de orden
p sl

olrV=1z1" oYNr=0.;=1.2..... p—1: o®(r") £0.
Esta definicion solamente es valida para procesos iterativos definidos por funciones

de una variable con p derivadas continuas. Una generalizacién de esta definicién para

sistemas de ecuaciones puede verse en [103].
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La mayoria de los autores utilizan la siguiente definicién. mas reciente. de orden

de convergencia.

Definicion 3.2. Sea {z.} una sucesion couvergente a un limite r*. Si existe
un numero real p v una constante no nula C tal que

. ”I._In-v'-l“ _

ot = zaflr

C. (3.4)

diremos que {z,} es convergente de orden p v llamaremos a C constante de error

asintotico.

Cuando p = 2. se dice que la convergencia es cuadrdtica. v cuando p = 3. ciibica.

A menudo. para resolver una ecuacién f(r) = 0. se utiliza un proceso iterativo
Iniy = O(I,). donde o es un funcional que depende de la funcion f. Si queremos
asociar el concepto de orden con el proceso iterativo que genera la sucesion. podemos
escribir (3.4) como sigue

v

lim AET—otoll -
S PO

Un estudio mas detallado del orden de convergencia puede verse en [S1]. donde
se pone de manifiesto la relacion entre el orden v la velocidad de convergencia de la
sucesion. asi como la independencia de la norma elegida en la definicién de orden para
el caso de operadores definidos en los espacios R". En concreto. consideramos dos
procesos iterativos 01 y o, con el mismo limite r* v drdenes p; v pa respectivamente.
Si pi < p2 la sucesion generada por 02 converge a .r* mas rapidamente que la generada
por o;. Ademas esto ocurre con cualquier norma. Si p; = p.. entonces el proceso
con menor constante de error asintdtico es el mas rapido. aunque en este caso no se
puede hablar de independencia de la norma elegida.

En un proceso iterativo 1,4, = o(r,). el funcional o depende de una funcién f.
Por tanto. el orden del proceso puede variar para distintas ciases de funciones f. Asi
para hablar con precision deberiamos decir que un proceso es de al menos un cierto
orden. Esta ambigiiedad queda suprimida en otras definiciones de orden. como las
que dan Ortega v Rheinboldt [81].

La multiplicidad de una raiz puede alterar el orden de un proceso iterativo. Asi.
cuando decimos que un proceso iterativo es de un cierto orden p. se entiende que esto
es clerto para ios ceros de una misma multiplicidad. Mientras no se diga lo contrario.
supondremos que todos los ceros de las funciones que tratamos son de multiplicidad
uno. Algunas consideraciones acerca de procesos iterativos asociados a funciones con

raices miltiples pueden verse en [21] o [103].
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Es bien conocido. [51]. [81]. {82]. que el método de Newton tiene convergencia
cuadratica.

3
2
1
o

Figura 1.1: Graficas de las funciones f(t) = ;l—‘: —lvgt) =< -1

Si empleamos un método iterativo para construir nna sucesién convergente a
la solucién r° de una ecuacién F(r; = 0. el inconveniente que tiene la anterior
definicion de orden es que en su expresién aparece r°. que en principio. es desconocido.
Recientemente. Dong Chen [36] di6 una nueva definicién de orden de convergencia
para procesos iterativos en espacios de Banach. sin necesidad de conocer previamente
z°. No obstante. esta nueva definicion no tiene la generalidad anterior v sdlo se puede
aplicar a procesos iterativos de una determinada forma.

Pasamos a estudiar la influencia de la convexidad en el método de Newton.
Consideramos. sin pérdida de generalidad. una funcién f decreciente v convexa en
un intervalo [a.b] tal que f(a)f(b) < 0. En estas condiciones. tomando t, € [a.b] tal
que f(to) > 0. el Teorema 3.1 garantiza la convergencia de la sucesién {¢,} dada por
(3.1) a #°. la uinica raiz de f(#) = 0 en {a.b]. Ademas. la sucesién {t,} es creciente a
.

Sea g una funcién en las mismas condiciones que f en [a.b]. tal que g(t*) = 0.

1

Consideramos la sucesidn
Sne] = Sq — - - S = fo‘ (35)

Hernandez y Salanova. [53]. [54]. utilizan el grado de convexidad logaritmico dado

en la Definicién 2.2 para comparar las sucesiones {t,} v {s.} definidas por (3.1} v
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(3.5) respectivamente. En concreto. prueban el siguiente resultado.

Teorema 3.3. En las condiciones anteriores para f v g, si ademds L,(t) < L(t)
para t € [to.t"). entonces la sucesién {s,} converge a t* mds rdpidamente que {t.}.
Es mads. se tiene que t,, < s,, n > 1.

Ejemplo 3.4. Sean las funciones
3 2

FO=FE -1 gW=g -1
Es inmediato comprobar que f v g estdn en las condiciones de Fourier en el intervalo
[-10.-6]. siendo ambas decrecientes v convexas. Ademis. se tiene que L,(t) < L,(t) si
t3 + 108t + 864 > 0. v esto ocurre en dicho intervalo [—10.6). Por tanto. considerando
to = so = —10. la sucesién {s,} construida para g converge a la raiz mds rapidamente
que la sucesion {t,} construida para f. como se puede ver en la Tabla 1.1.

Figura 1.2: Grdficas de Ly(z) vy L,(x)

1.4 El método de Newton en espacios de Banach.

Teoremas de Kantorovich

Recogemos en esta seccidn alguno de los principales resultados conocidos sobre la
convergencia del método de Newton en espacios de Banach.
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iteracion ta Sn
0 -10.000000000000000 | -10.000000000000000
1 -7.386666666666700 | -6.300000000000000
2 -6.244023743014800 | -6.047058823529500
3 -6.009412497423300 | -6.000183108262900
4 -6.000014735026500 | -6.000000002793900
3 -6.000000000036300 | -6.000000000000000
6 -6.000000000000100 | -6.000000000000000
n -6.000000000000100 | -6.000000000000000
N -6.000000000000100 | -6.000000000000000
9 -6.000000000000100 | -6.000000000000000

17

Tabla 1.1: Influencia de la convexidad

En 1948, Kantorovich [64] establecid. utilizando relaciones de recurrencia. un
resultado conocido actualmente como Teorema de Kantorovich v que resume los
resultados basicos referentes a convergencia del método. estimacién del error v
unicidad de soluciones (ver también [66]. [S1] v [82]). Un aiio mas tarde. utilizando
sucesiones mayorizantes. el mismo Kantorovich [65]. dié otra demostracién del mizmo
teorema.

La técnica de Kantorovich no es la tinica forma de abordar el estudio del método
de Newton en espacios de Banach. Posteriormente. otros autores han estudiado dicho
método en distintos contextos. Asi. Rheinboldt [94] obtuvo resultados acerca de la
convergencia del método de Newton como caso particular de unos resultados sobre
ecuaciones en diferencias. Destacamos también el estudio realizado por Ptak [88]. [89]
v en colaboracion con Potra [35]. a partir del método llamado induccién no discreta
o inducion continua. La aplicacién de este método a los procesos iterativos [36] abrio
nuevas vias de estudio. sobre todo en lo relativo al analisis del error {110]. [75]. [10].
(16]. Por iltimo. citamos también los trabajos de Alefeld-Herzberger [2] v Moore
(74]. en los que se aplican las herramientas del analisis de intervalos para probar la
convergencia de procesos iterativos (método de Newton v similares) para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales.

En esta seccidn nos ocuparemos del Teorema de INantorovich. Para ello. empe-
zamos introduciendo el concepto de sucesién mayorizante v viendo como se emplea

para probar la convergencia de sucesiones en espacios de Banach.
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Definicion 4.1. Sea {z.} una sucesion en un espacio de Banach X v {ta}
una sucesion de numeros reales. Diremos que la sucesidn {t,} mavoriza a {r,} si se

verifica la condicién

Hoaser — Znll S tper —tn. n=0.1.2....

Observar que del hecho de ser mayorizante se sigue que la sucesién {t,} debe
ser creciente. El interés de las sucesiones mayorizantes es que de su convergencia se
puede deducir la convergencia de la sucesion en el espacio de Banach. En efecto. si
{t.} converge a I~ < . entonces existe r= = X de manera que la sucesidn {z.}

converge a r°~ v ademas
s — ol <t =t n=0.1.2.....

La desigualdad anterior nos permite también obtener cotas del error para la sucesién
definida en espacios de Banach en términos de su correspondiente mayorizante.

En este resultado. v a partir de ahora. en toda esta memoria. denotaremos
Blrg.ry={r e X: Jor -~ ry|| < r}

B(.l'().r’ = {.l'

M

N flr = rglf < rh
Llamaremos a estos conjuntos. respectivamente. hola abierta v bola cerrada de centro

Ig v radio r.

Teorema 4.2. Sea ¢ : X' — \ un operador definido en espacios de Banach con
derivada continua en la bola cerrada Q4 = Blay.rq) £ X v sea ¢ una funcion real
diferenciable en el intervalo [ty.t']. I — ty < ry. Supongamos que

(i) 1Gl(zq) ~ zoll < glte) — to.

(i) G/ ()l < g'tt) si i — xoll <1 = to.

YV quet — g(t) tiene una raiz en el intervalo [ty.t']. Entonces la sucesion t,., = g(t,)

es convergente a t. la menor raiz de
t— gt r4.1)

en el intervalo [tg.t']. v ademads es mayvorizante de la sucesion rn., = ((r.i. En

consecuencia {r,} estd contenida en Qq v es convergente a .r*. solucidn de

G(r) = r. (4.2)



1.4. EL METODO DE NEWTON EN ESPACIOS DE BANACH. TEOREMAS DE KANTOROVICH 19

La ecuacién (4.2) puede tener otras soluciones. ademds de r°. en la bola Qo.
incluso si (4.1) tiene una inica raiz en [fy. #]. En el siguiente resultado se establecen

condiciones acerca de la unicidad de soluciéon de (4.2).

Teorema 4.3. Supongamos que. ademas de las condiciones del teorema anterior. se
verifica que

gy <t
v que (4.1) tiene una raiz unica en {ty.t']. Entonces. (4.2) tiene una solucién inica

en Q. Ademads la sucesion {r,} converge a dicha solucién empezando en cualquier
punto de Q.

Una vez introducida la idea de sucesiéon mayvorizante. pasamos a exponer el
Teorema de Kantorovich. En [66]. Kantorovich y Akilov establecen la convergencia
del método de Newton exigiendo condiciones al punto de salida de la sucesion v
acotando la derivada segunda del operador. Sea F una aplicacién entre dos espacios
de Banach X e Y de clase C? en la bola cerrada Q, = B(r,. ro) € .X. Dichos autores

estudian la solucion de la ecuacion
Flry=10 (4.3)
mediante el método de Newton
Tnet = I = DoF(ra). [o=[Flie,))™" (4.4)

Para ello. consideran una funcién real auxiliar f de clase C? en el intervalo [to. t'] con
' —ty < ro. v prueban. bajo las hipdtesis descritas a continuacién (que llamamos
condiciones generales de Kantorovich}. que la convergencia de la sucesion de Newton

esta garantizada.

Teorema 4.4. Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
(1) Existe el operador inverso [y = [F'(x0)]7".
(i1) f'(t9) < 0.

(iii) ||ToF(zo)]] < —Lkad

f'(ta)”
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(iV) HFOF"(I)” S _:{{'((t;)) Si “I - IO” S t— ,0 S rg-

(v) La ecuacién f(t) =0 tiene una raiz en [tq.t'].

Entonces el método de Newton (4.4) para resolver (4.3). empezando en rg. nos

proporciona una sucesion convergente a una raiz r* de F(r) = 0. Ademads
lr* —r <t =t,. n=0.1....

donde t" es la menor raiz de
fty=0 (4.3)
en el intervalo [ty.t'].

Por ultimo. si f(t') < 0 v (4.3) tiene una sola raiz en [fo.t’]. r es la unica raiz de
(4.3) en Q.

En la practica. la aplicacién del teorema anterior puede resultar complicada. va
que en €l aparece una funcion f desconocida. Por ello el siguiente resultado tiene
especial interés. va que si el operador F cumple ciertas condiciones. podemos tomar

como f en el Teorema 4.4 el polinomio p(t) = 3t

3

—t + .

Teorema 4.5. Sea F: X — Y un operador en las condiciones anteriores. es decir.
con derivada segunda continua en la bola cerrada Qy = B(xy.r). Supongamos ademas

que

(1) Existe el operador inverso [y = [F'(rq)]7".
(i1) [[FoF (zo)|l < a.

(iii) TeF"(z)|| < k si r € Qq,

Entonces. si se cumple

h
la ecuacion (4.3) tiene solucidon r- v la sucesion de Newton dada por (4.4) es

convergente a esta solucidn. Ademads.

ffe” - Iofl < ro.
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es decir. x~ € B(xg.ro). Por otra parte. si2h <1 v

I +v1—2h

r<rp= ——a

h
o bien 2h = 1 v r < r. la solucién 1" es iinica en Q. Por iiltimo. se tiene la siguiente
estimacion del error

lr* — .l <272 " "'a. n=0.1

La demostracién de los dos teoremas anteriores puede verse en [66]. A las
condiciones del Teorema 4.5 las llamaremos a partir de ahora condiciones de
Kantorovich (no confundir con las condiciones generales de Kantorovich. que son
las del Teorema 4.4).

A continuacion. presentamos una version mas reciente [107] del resultado anterior.
con condiciones mas débiles que las dadas por Kantorovich. En lugar de acotar la
derivada segunda del operador. se exige una condicién de tipo Lipschitz sobre la
derivada primera v que los conjuntos donde el operador F esta definido sean conjuntos
convexos en lugar de bolas. Se prueba la convergencia de la sucesién (4.4) a una
solucion de (4.3). se estudian las regiones de existencia v unicidad de dicha solucién v
se da una estimacion del error cometido en cada paso. Estas condiciones. mas débiles

que las del Teorema +4.4. suelen denominarse condiciones de tipo Kantorovich.

Teorema 4.6. Sea F : D C X — Y un operador diferenciable en un conjunto
abierto v convexo Dy C D v tal que para algin ro = D, exista el operador

Lo = [F'{xo)]7"' € L(Y.X). Podemos suponer. sin pérdida de generalidad. que

Flz¢) # 0. Supongamos que F’ satisface la condicién de Lipschitz

ITo( F'(x) = Fliy|] < kllr —yll.  z.y € Dy.

9
Denotamos a = ||ToF(xg)||. h = ka v ¢~ = % Suponemos también que
+vi-=2=C
h <1/2 v que
B =B(zr,.t"—ai T Dy.
Entonces

(1) La sucesién dada por (4.4) estd bien definida. es convergente a una solucidn
r* € B de la ecuacién (4.3) v ademis. para n 2> 1. los términos de la sucesion
{rn} estdn en la bola abierta B = B(z,.t" — a).
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(ii) La solucidn z* es iinica en B(xy.t**) N Dy con

1l + V1 =20
k )

t.. —

si2h < 1.oen B(xq.t**) N Dy si 2h = 1.

(iii) Una estimacion del error viene dada por

2a "
" = xnfl <t° =t = ——==== < 217" (2h)*" "4,

1 + /1 =2h, —

donde {t,} es la sucesion definida por

plin)
tn = tu - T = ()
! Pty
con
k .
pit) = St —t+a.

v {an}. {ha} son las sucesiones definidas por las siguientes relaciones de recurrencia

[)() = 1. fly = . h() = IL = A.'(l..

bu h-u”-u

1 =, fhn+1 = 21 =y

by = Iy = kbpay. 1> 0.

1.5 Ejemplo de aplicacién del método de Newton

A continuacién vamos a utilizar el método de Newton para resolver algunas ecuaciones
diferenciales e integrales. La técnica general para resolver este tipo de problemas
puede verse en [92]. La clave de estos problemas estd en encontrar los inversos de
ciertos operadores diferenciales. Esto se consigue teniendo en cuenta que. en algunos
casos. resolver una ecuacion diferencial es equivalente a resolver una ecuacion integral.
En efecto. resolver un problema de valores en la frontera

—= = olx. y(1)) 3
dr?

y(0) = yo.  y(l) = y,.

d*y
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con o una funcién continua para r € [0.1] e y £ C?[0.1]. es equivalente. ver

resolver la ecuacién integral de Fredholm de segunda clase

1
y(z)=/ Glz.t)olt. y()) dt + (11 — yo)T +yo. 0 <z < L.
o]

donde G(z.1) es el nicleo de Green

r— 1)t <t
G(I.t):{(r b 0=
(t—=1)

r. r<t

IA A
— h

Desde otro punto de vista. el operador inverso de
P:C?0.1} — C[0. 1]

definido por
(["I
Plyy =2
dr*

es el operador Q@ : C[0.1] — C?[0.1]. que a o = C[0.1] le hace corresponder

©
O
Mm

C*[0.1]. definido de la siguiente manera

b

1
Qo)) = / Gle.tolt.ytt) dt + () — yo)r + yo.
[}]

Por ejemplo. consideramos el problema de valores en la frontera siguiente

([2]/ )
— =1y -1
dr?

y(0) =yl =0.

Si denotamos F al operador de (*[0.1] en ("{0.1] que a una funcién y £ C

le hace corresponder

Ay ,

- — Iy~ + L.
dr?

el problema de valores en la frontera anterior consiste en resolver la ecuacion

F(y) =

Fly)=0
con las condiciones
y(0) =y(ly=0.
La derivada del operador F en y = y(.r) satisface

=

(i
Fliyiz) = —
dzx?

—2zy(r)zir).

0.1
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con = € C?*[0.1]. Podemos escribir el método de Newton para resolver (5.3) de la
siguiente forma

F/(yn.)(un-i—l - Un) = _F(’/n)

Denotando u, = yn4) — y. y teniendo en cuenta (5.3). nos queda

P 2xynun — Flyn). (5.6)

Teniendo en cnenta la equivalencia entre resolver (3.1) v (3.2). en nuestro caso
particular. v considerando las condiciones en la frontera (5.4). podemos “despejar”

u, de (3.6) para obtener

1 1
uUp(r) = 2/ Glr. My, (Hup(t) dt +/ Glo Y F(yat)) dt. (3.7)
0 U

Asi. por ejemplo. si tomamos como punto de salida la funcién

Holr) =

1o ~

(l —r). 0<r<I.

tenemos. sustituyendo en (5.7).

l A I l - )
uglr) = / Gl .t (1 — Bug(t) dt - —/ Glr. )3 (L = 0?2 dt
0 + Jo
l y . - o -
= / Gle VP = gt df + = — — T L
V] ;
Si denotamos T al operador integral de nicleo
Niz.t)h = Glr. (1 —t).
podemos escribir la ecuacion anterior de la forma

(I = TH(ug) = f(r). ¥

e
s

con

En C[0.1] consideramos la norma
[yl = max jy(r)]
refo.l}
v en el espacio C*[0.1] la norma

yll = max{llyll<. ly'll<- "<}
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o
(]

Con estas normas. obtenemos para el operador integral

1 Y
Ty(r) =/0 Gla. )= (1 = t)y(t)dt

la estimacion
. ] " 4 '
ITyll = max{|Tyll<. I(Ty)'llx<. (Ty)ll=} < ;T—Hulirx-

Luego ||T|| < 4/27. Por el Lema de Banach. existe [/ — T]™! v por tanto la ecuacidn
integral (5.8) tiene solucién. Resolviendo esta ecuacién integral hallamos ug(r). v en
consecuencia la funcion

ML) = yolr) + uglr)

es el siguiente paso en la aplicacidon del método de Newton.
Para ver que la sucesion de Newton es convergente a una solucion de (3.3). veremos
que se cumplen las condiciones del Teorema 4.5 de Kantorovich.

Notar que. por (3.3) v por el Lema de Banach.

HE o™ Flyolll = llys = voll = uoil < N1 = TIHHF ()]l

o
-1

27 31

< -
T 23 420

Iflrl~ < ~ (.087.

ot

3

Por tanto. @ = 0.037.

Por otra parte. como [F'(yy}]™" = [I — T17'G. se sigue que

) Gl
ol < T = K G) < —iel .
I ol < 7 = K7 G € 2o
v como |G} < 1.
] 27
! N < — ==
Por ultimo. F"(y) = —2z/,. donde I, es el operador bilineal definido por la

multiplicacion.

Loyt = cotiyity.
Observar que F"(y) es un cperador bilineal constante v que
IF" Gl < 2.

En consecuencia.

IF o)™ F ()] < 25 =k
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Yy h =ak =2(0.087)(27/23) ~ 0.20426 < 1,2.
Por tanto. el Teorema 4.5 garantiza la existencia de solucién de (5.3) con las
condiciones en la frontera (5.4). asi como la convergencia a dicha solucién de la

sucesion de Newton {y,(z)} empezando en yqo(x).

Existen ejemplos de ecuaciones en los que no se cumplen las condiciones de
Kantorovich. ni tampoco las condiciones mas débiles del Teorema 4.6 (ver [8]). Pensar

por ejemplo en la ecuacidn escalar definida en (0. 1] por
ey
h(t) =0. con h(t) =t TP—I. O<p<x .
o en la ecuacidn diferencial
y'+y'tP =0, 0<p<l

con las condicicnes en la frontera y(0) = y(1) = 0.

En ambos casos. las derivadas segundas de los operadores pueden no estar
definidas. con lo que no se puede utilizar el Teorema 4.5.

Las condiciones del Teorema 4.6 tampoco se verifican. va que para la diferencia

de derivadas se obtienen estimaciones del tipo
IF'(z) = F'y)ll < Ko = yil. 0 <p< L. (5.9)

v no se puede garantizar que |[r — y||? < {|r — yi.

Sin ernbargo. algunos autores. [96]. [3]. [I3]. [14]. han logrado probar la
convergencia del método de Newton con condiciones del tipo (5.9). que se denominan
condiciones tipo Holder.

La idea de probar la convergencia del método de Newton con condiciones mas
generales que las de Kantorovich ha atraido a muchos autores v se ha convertido en
un reciente e interesante tema de investigacion. Asi. a parte de las condiciones tipo
Holder comentadas anteriormente. se ha estudiado el caso de ecuaciones definidas por
un operador no diferenciable [15] o el caso de que la derivada del operador no sea

inversible en el sentido clasico [78].



Capitulo 2

Dominios de puntos de salida para
el método de Newton

2.1 Introduccién

Como ya se ha estudiado en el Capitulo 1. entre las condiciones para la convergencia
del método de Newton aparece siempre alguna sobre el punto de salida zo para que la
sucesion {z,} sea convergente a la raiz de la ecuacion considerada. En este capitulo
trataremos de suavizar este tipo de condiciones para el punto de salida. de manera
que ampliemos el dominio de puntos que pueden serlo.

La caracterizacion de dominios de puntos de salida para que el método de Newton
converja a una solucion de una ecuacion no lineal es un interesante y dificil problema.
incluso en el caso escalar [48]. Si una ecuacion tiene varias raices. podemos pensar en
determinar los dominios de puntos de salida desde los cuales el método de Newton
converge a cada una de las raices. No es sencillo este problema. ya que puntos de
salida préximos pueden originar sucesiones convergentes a distintas raices o. incluso.
una sucesion convergente v otra no [92]. Nos adentramos asi en otro interesante
campo como es el del caos v los fractales y su relacion con el método de Newton.
Puede verse una introduccidn a estos temas en el libro de Becker y Dérfler [18].

En esta seccién realizamos un estudio local del problema. en concreto. dada una
ecuacion no lineal. daremos condiciones para que en un cierto dominio exista una raiz
de la ecuacidn considerada y delimitaremos un conjunto de puntos de salida para los
que se obtiene convergencia a dicha raiz.

-
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Notemos que el problema de resolver una ecuacién de la forma F(z) = 0 se
puede transformar en un problema de localizacién de un punto fijo del operador
G(x) = £ — F(z). v reciprocamente. Asi. resultan dos problemas equivalentes y
por tanto las técnicas empleadas en una de las dos situaciones son perfectamente
extensibles a la otra.

En el Teorema del Punto Fijo de Banach aparecen dos condiciones. En primer
lugar. debemos tener un operador que transforma un espacio de Banach X en si mismo
y ademds. en segundo lugar. este operador debe ser una contraccién. Observar que el
método de Newton para la resolucién de la ecuacién F(z) = 0 consiste en construir
la sucesién dada por

Tns1 = Glzn). con Gx) = x — [F'(x)]" F(x).

Por tanto. resulta evidente que esta sucesion es la misima que la obtenida aplicando
el método de las aproximaciones sucesivas al operador G. v que en las condiciones
anteriores converge a un punto fijo de G.

Es conocido [52], [37]. que para funciones reales se verifica que G'(z) = Le(x).
siendo Lr el grado de convexidad logaritmico de la funcién real F. En este capitulo
vamos a probar. a partir de la definicion del operador Lp(z) vista en el capitulo
anterior. que el resultado citado también se verifica para operadores definidos en
espacios de Banach. Asi. conocida la derivada del operador que define el método
de Newton. podemos aplicar las técnicas del Teorema del Punto Fijo para estudiar
la convergencia de este proceso iterativo. Esta idea. que a priori puede parecer un
poco artificiosa y que nunca ha sido utilizada. nos permitird dar condiciones para la
convergencia del método de Newton y analizar en profundidad los dominios de puntos
de salida que garanticen la convergencia de dicho método. En lo relativo a este wltimo
aspecto. se ha conseguido probar la convergencia del método de Newton a partir de
puntos de salida donde no se verificaban las condiciones clisicas de Kantorovich (66].

como se pondrd de manifiesto en los ejemplos que aparecen en este capitulo.

2.2 El operador Ly y el método de Newton

Como ya vimos en el Capitulo 1. dada una funcién f : {a.b] — R. podemos interpretar

el grado de convexidad logaritmico de f como la funcién Ly :[a.b] — R definida por

Ly = {0

O
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También vimos como extender este concepto a espacios de Banach. Asi. dado un
operador F : X — Y. el operador lineal

Lip(z) =T(x)F"(x)[[(z)F(2)] € L(X.X).

con [(z) = [F'(£)]”" € L(Y.X) generaliza el grado de convexidad logaritmico
definido para funciones reales. Hay que dejar claro que en este caso. este operador
no es una medida de la convexidad de F'.y por tanto. se pierde el sentido geométrico
que se tenia en el caso escalar. No obstante. el estudio de este operador nos permitira
analizar el método de Newton y otros de orden tres con un enfoque distinto al dado

por otros autores.

Como ya indicamos en la introduccién. dada una ecuacion escalar f(t) = 0. la
sucesion de Newton se obtiene aplicando el método de las aproximaciones sucesivas
tni1 = g(t,}) a la funcion
f(t)

0

comenzando en un ¢, determinado. En este caso es una comprobacion inmediata que

gity=1—

g'(t) = Lg(t). Veamos a continuacion la generalizacién de este resultado a espacios

de Banach. Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.1. Sean X e} espacios de Banach. Consideramos dos operadores
Q:X—1Y. P:XN—L(Y.X)
diferenciables en un punto ry. Si definimos el operador H de X en X mediante

Q . Pln)
H(z)=[P(£)Q(x). X 3

entonces H es diferenciable en 1y v su derivada H'(zo) : X — X es la aplicacidn

lineal que a = € X le hace corresponder
H'(zo)[z] = (P'(10)[z]Q)xq) = { P(£0)Q'(x0))[=]-
Demostracion. [Utilizando la definicion de derivada tenemos. para = € X.

H'(z4)(=) = lim Hizo + 32) = H(xo)

s—0 =

— lim [P(zo+ 52)Q|(ro + 521 — [P(z0)Q] (10}

s—0 S
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[[Pxo + 52) = P(20)]Q](20 + 53) + P(£0)[Q(20 + s2) ~ Qlzo)]

s—0 s

= (P'(20)(2)Q)x0) + (Plg)Q' (7o) {z). m

La sucesion de Newton en espacios de Banach se obtiene aplicando el método de

las aproximaciones sucesivas al operador
G(zr)=r —[[(z)F)(r). con T[(r)y=[F'(r)"".

En el teorema siguiente probamos que la derivada del operador (; en un punto
Iy es precisamente el operador grado de convexidad logaritmico Lgizy). que se ha

introducido en la Definicion [.2.4.

Teorema 2.2. (C'on la notacidn anterior se tiene que
v
G'(ry) = Letry).

Demostracién. Denotamos H(r) = [[(r)Fl(r). siendo [ el operador de X en

—

L(Y.X) que a un punto r £ X' le hace corresponder [(x) = [F'(r)]™' 2 £(}Y. X).
Entonces G'(ry) = [ — H'(rg). Para derivar el operador H. notemos que es de la

forma de los operadores que aparecen en el Lema 2.1. En consecuencia. para z = X

tenemos que
H'(zo)(z) = [z (2) Fllzg) + [Tlro1 Flag)](2) = [[zo) ) Flieg) + 2

Por tanto. G'(z9)(z) = —={["(zo)(z) Fl{zgi.

Ahora bien. podemos expresar [ como la siguiente composicién de operadores
C=TF
stendo T : L(X. Y"1 — L(Y..X) el operador inversion T(F) = F~'. Como
- F . r I
[ X — (XY —— LY. X).

por la regla de la cadena para derivar una composicién de operadores. sabemos que

[M(zo) € LIX.L(Y. X)) v. ademas. dado r = X.

[(zo)[z] = T F'(xogH F"(2o)(x).
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Ahora bien. teniendo en cuenta la expresién de la derivada del operador inversién
(92]. se sigue que. para = € .\

['(z0)(2) = T'(F(20)) (F"(20)(2)) = =T (20) F"(zo)(=1[ (0] € L(Y. X).

Ademas. como F"(zg) es simétrica. se obtiene. para = € X.
G'(ro)(z) = r(l'o)FI'(IU)(3)F(I0)F(~F0)

= [(2o) FUro)[(xp) Flzy)(2) = Lp(zg)(z). m

La condicién de existencia del operador Lg en un cierto conjunto parece muy
fuerte. va que conlleva la existencia de los operadores inversos [(r) = [F'(r)]7! en
todos los puntos de dicho conjunto. Sin embargo. exigiendo unas ciertas condiciones
a la derivada segunda de F. sc garantiza la existencia de Lg en una cierta bola.
Como se ha visto en el Capitulo 1. estas condiciones son similares a las que necesita

Kantorovich en el Teorema [.4.5 para probar la convergencia del método de Newton.

Teorema 2.3. Sea F: X — Y un operador entre espacios de Banach. con derivada
segunda continua en un conjunto convexo Qy C X'. Sea ry € Qg de manera que existe
Fo = Tizg) = [F'(xo)]™'. Supongamos ademdis que IToF"(x)|| < k para r € Q.
Entonces existe Lr(r) para todo r € B{z,. L/k) N Qg v ademas

A.

1Ll € e liTo Pl

Demostracién. Tener en cuenta que para r € €

/ CoF"(z1dz = [yF'(r) — 1.
Vv por tanto.

IToF'(zx )—[I'—l! ruf"(:lrl "<A||r—rui|<l

Entonces. por el Lema de Banach para la inversion de operadores se sigue que. si
r € B(zo.1/k). existe [[oF"(r)]™" v ademas

’ -1 l
UUCERES 1 — kfjz = 2ol
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Utilizando que

Le(z) = [CoF'(2)] ' ToF" (£)[ToF'(z)] " \To F(z).

se abtiene el resultado. =

Notas. e La condicién de que F” sea continua puede reemplazarse por la de
que F" sea integrable y el resultado sigue siendo valido.

e En las condiciones generales de Kantorovich (Teorema [.4.4). se sigue la
existencia del operador Lp(z) para todo = € B(xzo.—f'(te)/M). siendo M =

max{ f’(¢): t € [to.t']}. sin mds que aplicar este resultado para Qp = B(zy. rg).

2.3 Condiciones de convergencia para el método
de Newton

Nos ocuparemos ahora de resolver una ecuacion de la forma F(z) = 0 siendo F un

operador entre dos espacios de Banach X e Y. Para ello construimos formalmente la
sucesion de Newton dada por

Tugl = Tn — [F’(J?,,)]-IF(.'L'"). (3.1)

vy comenzando en zg.

Denotamos G al operador de X en X definido por
G(z) =z - T(x)F(x). con T'(x) = [F(x)]~".

Observar que la sucesién (3.1) se obtiene aplicando el método de las aproximaciones
sucesivas al operador G empezando en ;. Como va hemos comentaclo anteriormente.
el problema de encontrar una solucion de F () = 0 es equivalente al de encontrar un
punto fijo de G.

Un resultado cldsico sobre puntos fijos. que por su generalidad utilizaremos en
distintos contextos. afirma que si X es un espacio de Banach. G : X — X un operador
continuo y la sucesién z,,41 = G(x,) comenzando en g € X converge a algin z* € X.
entonces z° es un punto fijo de G. es decir. G(z*) = r*. La demostracién de este

resultado se sigue sin mds que tener en cuenta la continuidad de G.
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Ya estamos en condiciones de obtener un primer resultado de convergencia para
el método de Newton utilizando el operador grado de convexidad logaritmico v

argumentos similares a los del Teorema del Punto Fijo.

Teorema 3.1. Con la notacion anterior. supongamos que Lg esti definido en un

cierto conjunto cerrado v convexo Q v que ||Lp(x)]| < M < 1. para todo r € Q. Asi
mismo. sea ry € ) v

lzo — G(ro)ll  [F'(xo)]”" Flzo)]] .
0 = = . (3.2)
1 -V 1 —Vf

En estas condiciones. si B(xy.ry) C Q. se tiene que

(1) Existe un punto fijo r* de (i en B(xy.ry).

(2) =" es el dnico punto fijo de G en Q.

(3) La sucesion £, = G(r,). comenzando en r,. converge a r-.

Ademas se verifica
o™ — o]l < MMry.

Demostracion. En primer lugar. veamos que la sucesién {r,} estd contenida

en B(rg.ry). Procederemos por induccién. Para n = | tenemos. por (3.2).

”.l‘l — .l'UH = ”CI'(.I'U) — .T(J” = (l — .‘[)7'0 < ry.

En consecuencia. r; € B(rg.ry).

Supongamos que ry.rj...... r, € B{ry.rg) v que
lrn = 2ol < (1 = M"irg < ry.

Entonces. utilizando que G'(r) = Lg(r). como va probamos en el Teorema 2.2. v

teniendo en cuenta el Teorema del Valor Medio.
il'rn+l - In“ = ”("(rn) - C"(In—l)”

< sup (GGE)lan = zacall £ Mlzn = zacy]l. (3.3)

z€[zn-1.zn]

En consecuencia. reiterando el proceso.

1net = 2ol € Mllzw = £0sy] < -+
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v S Moy — zof| = ML = Mro.

v asi

(3.4)

|zn+1 — zoll < lznsr =zl + ilon — Lolf
SMY L =Mirg+ (1 =MYrg = (1 = M"Yy < 1.
luego z,.,, € B(zq.rq).

Tenemos por tanto que z, € B(ry.ro) para todo n > | v ademas

“In - .1'0” S (1 - .\[n)ro.

Veamos ahora que {r,} es una sucesién de Cauchy. Para ello consideramos un

entero p 2 |: entonces. aplicando sucesivamente la desigualdad dada por (3.3).

||'rn-»p - Iﬂ“ S []l

nep = Tnppatll = -+ llrngy — ool
< "[llrn+p—l - In-i-p—.‘“ - -‘[H-[n-i-p—'l - -l'vz-i-,:‘—-'!” R H'[ﬂ*l = Iaf| £ -
-1 -2 ) ‘ 1 — \MfP
e S (.‘[p -+ .‘[p B IR .‘[- - .‘[ -+ 1)”.1'"‘.1 - .I'nii = [——‘—[—H Tnel — In”-
Teniendo en cuenta (3.4) se sigue que

Y £

Ensp = 2all S =37 ML= Mirg = (1 = MM r,

(3.3)

Sea r* =

De aqui se deduce que {r,} es de Cauchy v. por tanto. convergente.

lim,~x £,. Como ( es un operador diferenciable. luego continuo.
sabemos que r° es un punto fijo de (. v en consecuencia una solucién de F(r) = 0.

T 0O

-s.

A continuacidon veamos que r” es el iinico punto fijo de (7 en 0 Supongamos que
es otro punto fijo de (7 en

Entonces. aplicando el Teorema 2.2. el Teorema
del Valor Medio. v teniendo en cuenta que Lg esta acotado en Q. si suponemos que
L*" = 1" obtenemos

le” =™ = |Gy = Gix™)|
<

1

sup WLe(flfle” =™ < Mile” = ol < et = 7).
€[z .z
que es una contradiccion.

Por dltimo. para dar una estimacidn del error. basta observar que. por (3.3}.

Bonawp — of] < (1= MPYM 7.

v haciendo p — x. se sigue que

[ =z}l < M. (3.6)
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con lo que se prueba el teorema. =

Notemos que el unico punto fijo del operador G resulta ser la tinica raiz de la

ecuacion F(r) = 0. va que de
=G =0 = [F'(2") F(rT)

se deduce que [F'(z")]7' F(z") = 0. Aplicando el operador lineal F’'(z") a la igualdad
anterior. se sigue que F(r*) = 0.

En el teorema anterior. hemos probado la convergencia de la sucesién dada por el
metodo de Newton (3.1) fijando un punto de salida. A continuacién vamos a obtener
un resultado que garantiza la convergencia de dicha sucesidn para un conjunto mas
amplio de puntos de salida. En concreto. yva hemos probado la convergencia de la
sucesion de Newton (3.1) comenzando en el centro de una bola. Podemos demostrar
que. ademas. comenzando en cualquier otro punto de diclia bola también obtenemos

una sucesion convergente a la solucién de F(r) = 0.

Teorema 3.2. En las condiciones del teorema anterior. si construimos la sucesion

Iy = G(I,) comenzando en un punto cualquiera to de la bola B(zq.ry). con rg

dado por (3.2). tenemos que {I,} es convergente al iinico punto fijo del operador GG
en B(ro.ry). Ademas

. M
[+7 = &all € 77 il&1 = Zoll

[— )

o

o™ — 2.l < MTz™ = 5ol
Demostracion. Sea r un punto cualquiera de B(zq.rq). Entonces
lor = G(o)]] = [|G(ro) = Glz)|| < M||lzo — 1] < Mro.

Asi. G aplica la bola B(zg.ry) en la bola B(r,. Mrg).

Ademas tenemos que B(r;. Mry) C B(zy.ry). En efecto. si r esta en Blzxy. Mrg).

v teniendo en cuenta (3.2). se sigue que

e = woll = o = oqf] = lloy = 2oll S Mrg+ (1 = Mirg = ry.

Por tanto. G : B(rg.rq} — B(ry.rg) v es una contraccion con constante de
Lipschitz M < 1. Entonces. por el Teorema del Punto Fijo se sigue la tesis. =

A continuacion. vamos a considerar el caso particular en que el conjunto convexo

Q donde estd definido v acotado el operador L sea una bola cerrada Q = B(wq, Ro)
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Veamos que se sigue verificando el Teorema 3.2 en lo referente a los puntos de salida
que podemos escoger en esta nueva situacion.

Corolario 3.3. En las condiciones habituales. sean g € Q = B(uwg. Ry) v ry dado
por (3.2). Si |lwo—zall < Ro—ro. entonces la sucesién de Newton (3.1) es convergente
a la tnica raiz de la ecuacién F(x) = 0. tomando como punto de salida cualquier
punto de la bola B(xq.ry).

Demostracion. Observar que dado = € B(zy. ro) se verifica que
|z = woll < llza = zall + Jzo — wyl|| < Ro.

Por tanto. B(zg.ry) € Q = B(wy. Ry) v el resultado se sigue sin mds que aplicar el
Teorema 3.2. .

2.4 Ampliacién del dominio de puntos de salida

En este apartado vamos a centrar nuestro estudio en la determinacion de dominios

de puntos de salida. lo mds amplios posibles. para el miétodo de Newton
Inpt = Tn = [F(a)] 7 F (). (+4.1)

En el Teorema 3.2 vimos que si el punto de salida xy de la sucesion de Newton (4.1)
cumplia una determinada condicion. no sélo tenemos garantizacda la convergencia
desde dicho punto. sino también desde todos los puntos de un cierto entorno suyo.

En el Corolario 3.3. para el caso en que el conjunto Q. donde el operador Lg estd
acotado. sea una bola cerrada Q = B(uy. Ry). va vimos cémo encontrar dicho entorno
de puntos de salida. Continuando en esta situacion. es decir. con Q una bola cerrada.

Vamos a suponer que wo. el centro de dicha bola. es un punto de salida. esto es.
Flwo) < Ro(l = M),
donde
-;('ll"()) = “[Fl(ll’())l-lp(“'n)ll. (42)

En estas condiciones. el Corolario 3.3 nos asegura que (1. 1) es convergente empezando
en cualquier punto de la bola B(wy. ry) con

<o)
ro =

Y
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A continuacion. v en funcién de la cantidad (wo). vamos a ampliar el dominio de
salida dado por el Corolario 3.3.

Teorema 4.1. Sea Q = Blwy. Ry) una bola donde existe Lg(r) v donde ademds
ILr(x)l} < M < 1. Sea 2(wo) dada por (4.2). Entonces:

(i) Si p(wo) < (1 — M)?Ry. la sucesion de Newton (4.1) es convergente empezando
en cualquier punto de ).

(ii) Si(1 — MY Ry < £(wq) < ::_—:t;l?o. la sucesion de Newton (4.1) es convergente

empezando en cualquier punto de la bola

R, rllwg)
B (”“'7\7 T MO - .\u)'

(i11) Si ::t; Ro < 2lwe) <01 = MRy, la sucesion de Newton (L.1) es convergente

empezando en cualquier punto de la bola

Slw
B <ll.'u. '1-._“‘—.(‘\))[) .

Demostracidn. Supongamos que. empezando en un punto ry de Q. el método

(+.1) nos proporciona una sucesion que esta contenida en €. Se prueba ficilmente

que en este caso dicha sucesion es de Canchy. v por tanto convergente. En efecto.
!l'rn*wl = Iall = 10Glrn) = C""rn—l)“

S sup RLrioflfien = ral] € Mlra — zazall.

TETn—1.Tn|

luego.

ii‘rn-fl - .I'"” S -\[nH‘rl - 1'0”.

1

Asi. la sucesion {r,} converge a algin r* £ B(w,.R,j. Como ( es continua.
Gir™) = r" v por tanto r" es solucién de F(r) = 0.

En consecuencia. sdlo tenemos que comprobar qué condicion debe cumplir un
punto ro para que la sucesion dada por (4.1) comenzando en dicho punto esté

contenida en €. Observar que si denotamos por [(wq) a [F'(wo)]™! tenemos que
lr1 = woll < [|Gza) = Glawy) — Tiwe) Fluwg)ll € Milze — woll + #(wo)-

lz2 — woll S |G(xy) — Glwy) — T(wo) Fwo)]] < Mlr; — wol| + £(wo)
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< M3|zg — wol| + £lwo)(l + M)

v. en general.

lzn — woll £ M™||zo — wo — Clwo) Flwo)|(1 + M + -+ M™Y)

1
< M||zo — wal| + 1_—;(11:0).

\/
De aqui obtenemos una condicion suficiente para que r, pertenezca a la bola

B(wq. Ry). Esta consiste en que

.V”l'o — woll + slwe) < Ry.

l
-V

lo que ocurre si
R l .
oo — woll < — - TITEEETIe AL AL (4.3)
MM =- 0T

Observar que el segundo miembro de la desigualdad anterior es una cantidad

positiva. va que. al ser wy un punto de salida de i4.1).

<o)

-\

S HU.

Como ||zg — wyjl < Ry. una condicion suficiente para que se cumpla (4.3 ) es que

Ry <liy)

< - T 7
fo < MM =M

o. equivalentemente.

”,:(wu) < :‘?o(L - l)-

M=\ M
v esto ocurre si 2(wg) < Ro(l — M), Por tanto. en este caso. todos los puntos de
0 = B(wo. Ry) tomados como puntos de salida de (4.1) nos darfan una sucesion

convergente. De aqui se sigue (i).

Por otra parte. si

) 1 -\
‘ TN ~wgl < .
Roll D" < lwy) < l+“1RO
entonces

R() i ( Flig)

—_ - ——(uw .

Mo —anT =T

R F'lwo)]= ' Fluwg) ..
Por tanto. en este caso. si £ = B (lL‘Q. ‘—; - i (‘l;(ol)]_ A”(,;LO)”>. la condicion

(4.3) es clerta y. en consecuencia. la sucesién {1.1) es convergente empezando en

cualquier punto de dicha bola. que es mayor que la dada por el Corolario 3.3.
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Por ultimo. si

1 — M |
Ty o < HTwo) Flwo)ll < (1 = M) Ry.

entonces no conseguimos mejorar la bola de puntos de salida dada por el Corolario

3.3. (]

Observacidn. Las bolas que aparecen en los apartados (i). (ii) v (iii) verifican

las siguientes relaciones de contenido

Flwg) - Ry Zlwo)
0. ooy _FM0) ) o
5 (“" (1 —.\/)> <6 ("" VA .m) =

Notemos que en este iltimo teorema no hemos expresado las estimaciones del
error. aunque se seguiran verificando las indicadas en los resultados de la seccidn
anterior.

Como aplicacion de estos resultados. veremos que hay ecuaciones en las que
podemos considerar puntos de salida que no verifican las condiciones de Kantorovich
(ver Teorema [.4.5) y. por tanto. no estd garautizada la convergencia de la sucesidn
(4.1) comenzando en dichos puntos y aplicando los resultados clasicos de convergencia
estudiados en el Capitulo 1: sin embargo. si cumplen nuestras hipdtesis v. por tanto.
si podemos asegurar la convergencia de la sucesién de Newton. Dada una ecuacidn
Fiz) = 0. hemos conseguido ampliar el dominio de puntos de salida para que la
sucesion (4.1) sea convergente a la solucién de dicha ecuacién. No obstante. la
velocidad de convergencia de la sucesién formada empezando en un punto donde
se cumplen nuestras condiciones y no las de INantorovich puede ser mas lenta. va que
ésta depende de la rapidez con que la cantidad M" se acerque a cero. que es menor
cuando .M esta cerca de uno.

Veamos unos ejemplos en los que se consideran puntos de salida para la sucesidn
de Newton que hacen de esta una sucesién convergente. aunque no se verifican las

condiciones de [Nantorovich.

Ejemplo 4.2. Consideramos la ecuacidn escalar p(t) = 0. siendo p el polinomio

p(t) =t — 1)t = 3) =1 — 4t + 3. En este caso se tiene

L) = pltip"(t) _ t2 =4t +3
? (p’(t))2 2t —2)2



‘;0 CAPI{TULO 2. DOMINIOS DE PUNTOS DE SALIDA PARA EL METODO DE NEWTON

]
P

Figura 2.1: [ (f) con p(f) =t =4t +3

Se prueba f{acilmente que [L,(f)] < 1 sit £ ( - x.2 - /Ti)
Sea = [—100.1.36754]. Entonces

M =sup|L,(#)| = |L,(1.36754)| = 3/4.
teqd

Tomamos fy = 0.38 v denotamos

[ n( ¢ (it Ap(t
— Ip(to)/p'(to)] _ _2plty) = 0.45429.
-V P'(fu)
Como B(te.ro) = [0.42571.1.33429] < Q. sabemos. por el Teorema 3.2. que la

sucesion de Newton dada por (4.1) es convergente comenzando desde cualquier punto
del intervalo [0.42571.1.33429]

En particular. en el extremo superior del intervalo.
to = 1.33429. la sucesion (4.1) es convergente v sin embargo no se dan las condiciones

de convergencia de Kantorovich. En efecto. sean

I p(to) ! Pty
a:]pl(.O)'. k:{p,-.':
rae) p'(to)
entonces. como p”(f) es constante. ak = (L, (/)] = 0.668221 > 1/2 v comenzando

en to no se garantiza la convergencia de la sucesion (4.1) con las condiciones de

Kantorovich. Sin embargo. con nuestras hipdtesis si se prueba la convergencia. n

Ejemplo 4.3. En este ejemplo consideramos el sistema de ecuaciones no lineales
que resulta de hacer F(r.y) =0si F: R* — R? viene dada por

Flr.y)=(cy — l.ry +r = 2y).
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I z
Fl(z.y) = ) .
(z-y) (_1/+1 I—'Z)

Por tanto. si (r.y) no estd en larecta r+2y = 0. existe [F'(r.y)]™"
lineal viene dado por

Tenemos entonces

v este operador

' L l 2—r r
[F(z.y)]™ = — ( , ) :
T2y \y+1l -y

Teniendo en cuenta la expresion conocida para la derivada segunda de un operador
de R*? en R2. se tiene que

0 1

) L 0
F'ir.y) =

1

1 0

En este caso el operador lineal Lg(x.y)

Dado (s.t) € R*.

: R* — R? actia de la manera siguiente.

Leir.yis.t) = [F'(.r.y)]-lF"(.r.g/)(_{F'(.r._x/)]—lFl'.r.y).(s.f))

!

[

-+
—

BV

=

e
TN
— o

) cocon N =tut+r—2)+ S22y —y = 1).

Si en R? trabajamos con la norma del maximo

eyl = max {|=. iy]}-
tenemos que
. . 21\ (M 21A
ILpiz.y)s. )| = max | - i.‘ S — 1 = ‘I. 3
(r+2y)- l.L‘-r.Z!/)'J (r+2y)?

i y — 1!
- s ]

En consecuencia.

. =2+ 27—y = 1
!ILF(I-J/)IIS'-’[ al -

(r +2y)°
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y—
wn

ILr(z.y)| <1

§—

Figura 2.2: Region donde [Lp(r.y)| < |

Se tiene que ||Lg(r.y)|| < | en la region de la Figura 2.2. Considerando
wo = (1.13.1.13) v Ry = 0.43 se tiene que

Q = B(wye.0.43) = [0.7.1.56] x [0.7.1.56].

Entonces

M= sup ||Lp(z.y)|| € ¢(0.7.0.7) = 0.7.
(r.y)en

Por otra parte. como

1=\

— M)
(L= Mo < 17

ro < [[F'tzo)] ' Flro)|| < (1 = M) Rs.

nos encontramos en la situacion (iii) del Teorema 4.1. v por tanto en la del Corolario
3.3. Asi calculamos
HLF" (wo)] ™" Flawo )|
1 -V
donde la norma considerada es la norma habitual para matrices definida en el primer
capitulo.

= 0.40

(93]
[94]

3815.

Entonces sabemos que la sucesién (4.1} es convergente desde cualquier punto de la

bola B(w,.0.4083815). En esta bola. sin embargo. hay puntos donde no se garantizan
las condiciones de Kantorovich. Por ejemplo. en iy = (rg.yg) = (0.73.0.73) tenemos
que

a = ||[F'(@o)]~" Flaig)]| = 0.336753.
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b=||[F'(0)]”  F"(X)|| = 1.826484.

v por tanto ab = 0.615 > 1/2 v no estamos en las condiciones del Teorema [.1.5.
En resumen. empezando en g = (0.73.0.73) no se garantiza la convergencia de la

sucesion (4.1) con las condiciones de Kantorovich v si con las nuestras (ver Tabla

2.1). .

iteracion

In

Yn

0

S I N A N

0.73000000000
1.0G657334247
1.00141463870
1.00000066644
1.00000000000
1.00000000000

0.73000000000
1.03328767123
1.00070731935
1.00000033322
1.00000000000
1.00000000000

Tabla 2.1: Sucesion de Newton en el Ejemplo 3.4

En el Teorema +4.1. considerando que el conjunto donde el operador Lg estd
acotado es una bola cerrada Q = B(uy. Rg). encontramos. segiin los valores de
I[F'(wo)]~' F(wo)|l. unas bolas de puntos de salida que aseguraban la convergencia
de la sucesion (4.1). A continuacion. utilizando otra técnica en la demostracion.
mejoramos considerablemente este resultado va que probamos la convergencia de la
sucesion de Newton (..1) empezando desde cualquier punto de Q sin mds que exigir
que el centro de la bola. tomado como punto de salida de (4.1). proporcione una

sucesion convergente. condicién exigida en el Teorema 3.1.

Teorema 4.4. Sea Q = B(wy. Ry) una bola tal que |[Lpir)| < M < 1.r 2 Q. Si

I[F"(wo)]"' Flwo)ll < (1 — M)Rq. entonces la sucesion dada por (4.1) empezando en

cualquier punto de Q es convergente a r*. tnica solucién de Fir) =0 en Q.

Demostracion. Observar que la sucesion (4.1} se obtiene aplicando el método

de las aproximaciones sucesivas al operador (& definido por
Glr)y=r - [F'(2)]"' F(1).

Teniendo en cuenta que la derivada de G en un punto zq es Lp(rg). se sigue que

G es una contraccion. Ademas. G envia la bola Q en si misma. En efecto. sea r un



44 CAPITULO 2. DOMINIOS DE PUNTOS DE SALIDA PARA EL METODO DE NEWTON

punto cualquiera de Q. Entonces
iz = G2l = 1G(z0) = G(2)l} € M||zo — x| < MR,.

Asi. G aplica la bola B(zq. Ry) en la bola B(z,. MRo).
Ademads B(z,. M Ro) € B(zo. Ro). En efecto. si r € B(r,. M Ry). como

HEE? e} =1 .
o = UE 0l Pl g

de (3.4) se sigue que

|l = zoll = llz = £1ll + il — x|
< MRy + (1 - MWy < MRBRog+(1 - MRy = Ry.

Por tanto. utilizando el Teorema del Punto Fijo se concluve el resultado. [

Figura 2.3: Gradfica de p(t) = % —(t=1)

Veamos a continuacion si con este resultado podemos ampliar el dominio de puntos
de salida para el método de Newton obtenido en el Ejemplo 4.3. Alll probamos que
la sucesion (4.1) era convergente considerando como punto de salida cualquiera de la

bola B(wg.0.4083813) con wo = (1.13.1.13). A partir de este resultado que acabamos
de probar. como

I[F" (o)™ F(wo)|]
-V

= 04083815 < Ry = 0.43.
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la convergencia queda garantizada comenzando la sucesién de Newton en cualquier
punto de la bola B(wg.0.43).

Para acabar esta seccidn. haremos un comentario acerca del método de Newton
en el caso escalar. Para resolver una ecuacién escalar f(f) = 0 usando el método de
Newton. la mayoria de los autores exigen que la funcién f esté en las condiciones de
Fourier. esto es. f’ # 0. que f" no cambie de signo en un intervalo [a.b] y que ademas
fla)f(b) < 0. Una funcidn que tenga una raiz en un punto de inflexion no esta en

las condiciones de Fourier. Sin embargo. con nuestros resultados de convergencia.

podemos demostrar que el método de Newton converge a la solucién de f(z) = 0
también en esta situacion.

iteracion t,
0 0.6000000000000000
1 1.0231884057971016
2 0.9999995842730325
3 1.0000000000000000
4 1.0000000000000000

Tabla 2.2: Sucesion de Newton en el Ejemplo 4.5

- . - _ (=1} Vi .
Ejemplo 4.5. El polinomio p(t) = Y= — (# — 1) tiene una raiz en el punto

= L. que ademas es un punto de inflexién de dicho polinomio. Con la avuda del
Teorema 4.1 vamos a encontrar un intervalo de puntos de salida que nos garanticen
la convergencia de la sucesion dada por (4.1) para F = p.

Consideramos B(0.3.0.33) = [0.45. 1.15]. Entonces
| f10.45) f"( 0 135)

M =sup|LA) = IL,(0.45)] = = 0.3937:
’,;‘8' S =1L7(0.43)] T 049
Como Y 0.
_ lLQ f b
Ro=0.172 < l
= af o= 0L lf (wo)l  {f(0.3)

< (1l —=M)}Ry=(1-0.39875)0.4 = 0.2405

sabemos que el método de Newton es convergente empezando en cualquier punto de
la bola

B weg. I Tl " T (0]

= 3.0.2027).
= > B(0.8.0.2027) .






Capitulo 3

Estudio del error en el método de
Newton

3.1 Introduccién

Resulta una comprobacion inmediata que las estimaciones del error que se obtienen
a partir del Teorema del Punto Fijo en el Capitulo 2 son peores que las obtenidas
utilizando sucesiones mayorizantes en el Capitulo 1. Dentro de estas tiltimas. las mas
estudiadas han sido las obtenidas en las condiciones del Teorema [.4.5. que hemos
denominado condiciones de Kantorovich (ver también [66] o [68]). Es por ello que
nuestro primer estudio relativo a estimaciones del error en el método de Newton hara
referencia a esta situacion. Asi. resulta evidente que existen infinitas funciones que
verifican este tipo de condiciones de Kantorovich y que por tanto nos proporcionan
infinitas sucesiones mayorizantes. Cada una de ellas nos da una estimacién del error
diferente. dependiendo ésta de la situacion de las raices y. por supuesto. del grado de
convexidad logaritmico de dichas funciones. va que estamos aplicando el método de
Newton a una ecuacion escalar v va vimos en la Seccién 1.3 la influencia que tiene la
convexidad en la velocidad de convergencia de este método.

Veremos que entre todas las funciones mavorizantes que verifican las condiciones
de Kantorovich. la mejor estimacién del error nos la da un polinomio de segundo
grado. Tanto en la construccién de este polinomio como en la demostracién de que
nos proporciona la mejor sucesion mayorizante. interviene de forma fundamental el

grado de convexidad logaritmico. Para ello utilizaremos el heclio de que sabemos

47
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comparar. en funcion de dicho grado. la velocidad de convergencia de dos sucesiones
reales obtenidas aplicando el método de Newton a dos funciones determinadas.

El siguiente estudio a realizar consistird en considerar directamente las condiciones
del Teorema [.4.4. las condiciones generales de Kantorovich. Veremos que. en este
caso. las estimaciones del error son mejores que en las condiciones anteriores. No
obstante. su aplicacion prictica puede resultar complicada.

Por tiltimo. terminamos este capitulo aplicando las técnicas de Gragg-Tapia [49]
para mejorar la estimacion del error obtenida a partir de sucesiones mayorizantes.
Para ello. a partir de un resultado de Miel [72]. obtenemos unas cotas intermedias
entre la sucesion en el espacio de Banach y la sucesién mayorizante que. si bien son

peores que las obtenidas por Gragg v Tapia. son mds sencillas de calcular desde el
punto de vista prdctico.

3.2 Estudio del error en las condiciones de

Kantorovich

El Teorema L.4.1 garantizaba la convergencia de la sucesidn de Newton en espacios

de Banach para resolver la ecuacién F(rx) = 0. dada por

Loyl = Ly — r'lF(IYl)’ rn = [FI(IH)]-I‘ (‘)1)

en términos de una funcion real f que mayoriza. en cierto sentido. al operador F v a
sus derivadas.

En el Teorema [.4.5. se parte de las denominadas condiciones de Kantorovich.
esto es

ICoF(x0)]] < a. (2.2)
ITaF"(x)| <k six € Qy=Blra.ra). (2.3)

yak < 1/2.
Bajo estas hipdtesis. la funcion real que los autores prefijan para probar la

convergencia de la sucesion (2.1) ¥ que proporciona la estimacion del error cometido
es el polinomio

p(t) = —t+a. (2.4)
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A continuacidn. veremos una nueva demostracion de la convergencia de la sucesién
de Newton para un operador F que verifica (2.2) v (2.3). utilizando el operador Lg
definido en la Seccién [.2. En esta demostracion. construiremos el polinomio {2.4).
que otros autores prefijan. v estableceremos las bases para probar la convergencia de
(2.1) en condiciones distintas a (2.2) v (2.3). construvendo en estos casos las funciones
correspondientes que sustituvan al polinomio (2.4).

En el Teorema [I.2.3 velfamos una estimacion del grado de convexidad logaritmico
de un operador F que cumple unas ciertas condiciones. En concreto.sean F: X — Y
un operador entre espacios de Banach v ry € X' un punto tal que existe [ =
[F'(xo)]™". Supongamos ademas que [',F” es continua v ||[[gF"(x)|| < k para r € Qq.

Entonces. existe Lg(x) para todo x € B(rg. 1/k) N Qg v ademas

ILrr) < SIToF ). (2.5
ILree)]] H_/\_HI_IO“)_H b F (| 3)

Utilizando la expresion (2.3) podemos dar otro método para encontrar sucesiones
mayorizantes. Para ello nos sera de utilidad el siguiente resultado que. como
consecuencia de los Teoremas I[.4.2 v [[2.2. nos da una condicién para obtener

sucesiones mayorizantes en términos el operador grado de convexidad logaritmico.

Teorema 2.1. Sea F un operador definido entre dos espacios de Banach X e Y.
Consideramos el método de Newton para resolver la ecuacion F(.r) = 0 definido por
Ini1 = Glry). siendo

Gle) =0 = [F (o))" F(r).

Entonces. si existe una funcién real f de manera que

. flty)
[oF(r < - .
(1) IToF(ro)}} Fita)

(i1) ILe(z)lf < Lg(8) sillz — zoff <t = 1.

la sucesion de Newton construida para resolver la ecuacion f(t) = 0 empezando en tq

es mayorizante de la sucesion de Newton {r,} definida en el espacio de Banach X.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema [.4.2 al operador G v a la funcién

t
gty =t — % y tener en cuenta que (’(z) = Lg(r). g'{t) = L,(t). como quedd
probado en el Teorema [1.2.2. [

Lo que hacemos a continuacion es ver que. en las condiciones de Kantorovich v

empezando en ry. podemos definir el siguiente término de la sucesion de Newton. r,.
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Ademas. para todo r perteneciente al segmento que une ry v r; se prueba la existencia
del operador lineal Lg(r) v su acotacion por el grado de convexidad logaritmico de
una funcién real. Esta funcidn real es precisamente el polinomio definido en (2.4). La
estimacion dada es la mejor posible ya que todas las desigualdades se transformarian
en igualdades en el caso de trabajar con funciones reales. Los resultados obtenidos
para I € [zo.r,] se generalizan a r € [r,.1] v. en general. a r £ [r,.r.41]. siendo
{rn} la sucesion de Newton dada por (2.1).

En consecuencia. y aplicando el Teorema 2.1. podemos construir una sucesién
mayorizante de {r,.} sin mas que emplear el método de Newton para resolver la
ecuacion escalar p(t) = 0. con p definido por {2.4). Ademds. a partir de las
observaciones anteriores v de la relacion entre el grado de convexidad logaritmico
v la velocidad de convergencia del método de Newton (Seccidn 1.3). probaremos que

esta sucesion mayorizante es la que nos proporciona una estimacion éptima del error.

Teorema 2.2. Consideramos la ecuacion F(r) = 0. siendo F un operador entre dos
espacios de Banach. N e Y. dos veces diferenciable Fréchet. con F" continua en un
conjunto convexo {)y. Sea ro un punto de Q, en el que existe [, = (F'(xy)]"t.

Supongamos que ||[DoF"(r)|| < & sir

M

0y v que ademds ak < 1/2. siendo
IToF(zo)ll € a. Supongamos también que Blry.1/k) 2 Q,. Entonces la sucesion
{t.} definida por

ptn)
)
siendo p el polinomio dado por (2.4). es una sucesién mavorizante de {r.} definida

por (2.1).

t =t

n+l n

t() = 0.

Demostracion. En las condiciones anteriores. v comenzando en .rq. escribimos

la sucesion de Newton (2.1) de la siguiente forma

Lnyy = I, — [ Flr,) =G (). donde [, = [F'(r, )]~

/

Con nuestras condiciones tenemos que .r; esta definido. Para poder definir r,
necesitamos que exista [';. Para ello basta con que r; esté en la bola B(xg.1/k) (ver

Teorema [1.2.3) o. lo que es igual.
lr1 — zoll = {{ToFlry)]| < a < 1/k.

es decir. ak < 1. lo cual es cierto por hipdtesis.
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En este caso. y teniendo en cuenta el Teorema 11.2.2. se tiene que
xl . . \
/ Lr(z)dz=G(r,) = Glrg) = 1y — 1,. (2.6)
o

Ademas si r € [ro.r1]. £ = 1o + s(0ry — rg) = 1y — s[yF(rg) con 0 < s < 1. Por

tanto. si desarrollamos en serie de Taylor

FoF(r) =ToF(zo) + (r — 1) -}-/: [oF"(z)(xr — z)d=

= [oF(zg)(]l —s5) + /Fr FoF"(z)(r — =) d=.

Luego. teniendo en cuenta (2.2) v (2.3).

IToF(2)]] < (1 = $)|[ToF o)l + |l TToF"(s)x — =) (l:”
tJro

<Al —sja+ —2-||r —roll* = (1 = s)a + 35:(12.

Si hacemos t = ||r — ry|l = jlry — ry|| = sa. tenemos que

ko,
HroF(l)” S a—t - '_)_'-.

En particular. para r = r,. tenemos

(4] -
IToFtey))| < =222 (2.7)
p'lto)
Asi. para £ € {rg..ry] v t = |lr = 14]]. se sigue que
kla —t + £¢2)
Lp(of| € —¥—— 2
|Lr(r] Ty
La expresion del segundo miembro es el grado de convexidad logaritmico del polinomio
(2.4). Por tanto. si r & [ro..r]. t = |{x — x4|| ¥ p(t) es el polinomio dado por (2.4)
ILr(xiif < Lp(h). (2.8)
Observar que este polinomio tiene raices reales si v sélo si 1| — 2ak > 0. es decir

ak < 1/2. Con esta condicién se garantiza la existencia de I} que nos aparecio
anteriormente.
Si utilizamos el método de Newton para aproximar la menor de las raices del

polinomio p(t) dado por (2.4). empezando en f, = 0. obtenemos que

plig)
P'(to)-

oy —roll S au=t, =ty —
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Ut
o

luego ||z, — zol] < ) — to.
.Qué ocurre con los demas términos? De (2.6)

t
iS/I Lp(f)(lt———tg—fl
to

(2.8) se sigue que

i

[ Le(z)d:z

!.l'o I

lz2 — ]| <

Ademas ||z2 — rofl < ljza — o1l + lloy — zoll < (82 — 1) + (£ — o)

1——\/1—'2(1A'< 1

= [4 =
2 < B ¥

B(zo.1/k). existe [ y podemos definir r5. Por otra parte.

I3 — I: = /‘. Letz)d:
Iy

Por tanto. r, €

¥. para que [[r3—ra|| < f3—t,. basta con que se cumpla [|Le(2)] < L) six £ (o). 12]
¢ lle = ol = ¢.
Para probar esto. veamos que podemos reemplazar o4 por r; en el paso anterior.
En primer lugar. notemos que se verifica
IDF e < ITVF Ceo) [ITo F7 (o)l
Por el Lema de Banach.
1 1 p(to)
[V F'(r = [|[ToF(r)]~ MY < — = = (2.9)
ITLF (zo)ll = [[[Tq TS L= £l — 2o Lkt g
¥ en consecuencia se sigue que
INF" o) < =
: ! I’ - ]. - kll ’
Ademas. como
[ TiFeyds =T F e - 1
Iy
obtenemos que
/\.
ITWFliir) = 1] € ———llr — ] <1
I — &ty
vaque.sir € (r.r:.r =1 +stry— 15 con 0<s<1yventonces
——f = 1
k

It —nill =slloy -l Sflea -l <t =4 < T

Luego. aplicando de nuevo el Lema de Banach obtenemos que existe [ F'(r)]~!
| 1 L — &t

[Ty F'(x)] 7Y < = , -.

I P = L= gz =l L=kt + llz = o)

T 1=k
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Por dltimo. si r € [r,.r,]. desarrollando en serie de Taylor tenemos que

[WF(z)y=T,F(ry)+(z— 1) + ) CF (=) (x — z)dx=.

I

Como r — 1) = s(ry — 1;) = —s[| F(r,). se sigue que
TiF(r)y=(1 =) Firy) -'r-/‘ CVF"(z)(r = 2)d:

Vv entonces

r

[ F"(2)(r = =)d:=

D FO) < (1= T Fen)l] + |

I

. kol = a?
S(l'—-"”rlF‘l’l)llTl_kh 5
‘ _ ko ST Fir))?
—"l—b}”rlF(rl)”Tl—kh 5 :
Si denotamos t = jjx — || = s{|[; F(.ry)||. con

t = [O.]lr[F(rl)l|] = [0. ”I‘ b .l'liH ":_ [O.f: _ flz.

tenemos que
k \
DL Firjll < Dy Flaf] =t + ————— 12,
IDF il S T Flan] T'.’(l—l»'fl)

Por otra parte. de (2.7). obtenemos

IT E Gt < 0 Fro)HITo Flz il = I[To F'(z1)] " T £z )|

plty)
< t) = 2
*l—kflp(l' pity)
_\’portanto
. ko,
T F(o)ff < L=k, 1’(’1?—”1—kf1)+§f'
- f kr-‘ f'lctf‘kf:]— l ty =+t
T 1&g [T TEh S ".‘J"l—ktlp("“""'

Entonces. si r € [r. z;) v jlr — 1y = 1.
HLFto)ll < [T F ()]~ T F T F ]~ T Fie) )

I — &ty ke 1 —kt,  p(t, +t)

= L_(t; =¢
Tl=k(t =) = At L =Rt ) L = Kty plh )
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_ kp(ty +t) - kp(t, +f-)q = Lt +1).
(L=k(ty +1))°  (ptt,+ 1))

De aqui. si r € [r,.1.].

lz —ofl S sllza = rf] S oo = 0] €t — ¢4

y por tanto

[.F(r)(l:r!! < [T L+ 0
i ¢}

ty
Se puede probar sin dificultad que podemos reemplazar ra por r; en el paso
anterior. y en general ;| por r,. obteniendo asi quesi r & (Tnoi dn] ¥t = llo—ra ||
entonces {|Le(r)|| < L,{t,_; +t) V. en consecuencia.

/:n [.F(.r)(l.ri

[ Tnst — Il =

tn—tnal
</ Lo(tay + 1) dt
Q

n—1]

tn
=/ Lyzydz =ty —t,. [

tnal

Observacion. Como {t,} es una sucesion convergente. liemos probado. con
nuevos argumentos. la convergencia de la sucesion {,} para F v r, en las condiciones

de Kantorovich. Nos encontramos ahora en condiciones de enunciar el siguwiente
resultado.

Teorema 2.3. Clon la misma notacidn que el teorema anterior. la sucesion de Newton
{zn} converge a una solucidn r* de la ecuacion F(r) = 0. Ademas. si denotamos t*

¥ t*" a las raices del polimomio (2.4). (t~ < {**). entonces
LT € Blxg. =)
Vv ademds es la unica solucidn en

Blxo. 1™ si "<t

Blxy.t==) si t° =t"".

Demostracion. Del teorema anterior se sigue que

Hrn-i—l - In” S tn+l - tn-
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w
w

Por tanto. {z,} es una sucesion convergente a un limite z* € B(zy.t*) C B(zo.1/k).
2)

Como se puso de manifiesto en la demostracién del Teorema 2.2.

plta)
C.F(r )l < - i
Il (ra)ll ()

(ver (2.10)). Por tanto. la convergencia de {f,} a una solucién de p(t) = 0 v el hecho
de que F'(r") es inversible (ver Teorema [1.2.3) implican que F(z*) = 0.

Para comprobar la unicidad. supongamos que {* < {*° v que existe otra solucidn
I de F(z) =0 en la bola B(ro.t""). Entonces.
|7 —zoll S p(t™" = ty). conO0<p<l.

Por induccidén vamos a probar que

A

=l S p- (" =ty). n>0.
Para ello observar que
r—r, =r—r,+ I, Flr,)

= =I,(F(i = Flr,) = F'lo (& = 1,)]

= -, /: F'(ryr —r)dr

1
=[=ToF'(z,)]! / FoF" (0, + HF — 2o j (1 = ) dt (& — 1,)°.
0
Asi. teniendo en cuenta que |[[oF"(z)|| < k v que. por {2.9).

. 1 -1
il < — = .
L — k., Pty

HCoF (zn)]

deducimos que

& = tnnyl] < p;i) /Ul (1 = 0 dtl|F - ol
-k 17— oal*.
2p(ta)
Reiterando el mismo procedimiento para el polinomio p tenemos que
e =
' 2p' ()

De estas dos igualdades. y utilizando la hipdtesis de induccién. se sigue que

I E ST [

—k(t* —1,)? (”.i — ||

: <™ =t )p™
2Pt \ =1, ) "
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n

Hemos probado ast que ||& — £,|] < (+™ = to)p* . sit™ < t==.
Si t* = t*". se prueba de forma similar que ||& — r. || < t* —t,.

En ambas situaciones se tiene que || —z,|| — 0 cuando n — =. En consecuencia.

I =ur". ]

A continuacién. vamos a dar una estimacién del error para la sucesién {r,}

utilizando la estimacién del error para polinomios de segundo grado debida a

Ostrowski {83].
Teorema 2.4. En las condiciones de los dos teoremas anteriores. obtenemos la

siguiente estimacidn del error

[
fz™ =z < ||It° =t = 1—_—.—()' . cond = e st ak < 1/2.

t .
o™ —r. | <t —t, = = siak=1/2.

Demostracidn. En primer lugar. tener en cuenta que {t,} es mavorizante de

{r.}. entonces. si p & N.
Honep = Lnll S Hdnep — Lugpotfl = = |rnsy = Lol

S (tn-q-p _,n-,-p—]) _;-"'+(fn+l _tn) = ,n+p _tn-

Si hacemos p — x. de la convergencia de {z,} v {t.} se sigue que
o = el <17 =1,

Vamos a dar una expresion que nos permita obtener la estimacion del error

t* — t, sin necesidad de calcular los términos de la sucesion {t,}. Escribimos
p(t) = (kK/2)(t" = t) (f" — t) v denotamos a, =" —t,. b, =t —t, para n > 0. Se
tiene entonces que p(t,) = (k/2)a.b, v p'(t, —(k/2)ian, + b.).

De la expresion del metodo de Newton se sigue que

plin) anh, a:
ey =" — 1t =t"—-t, + =a, — = — . n 2 0.
nr ntl Tty T, + by, a. +b -
v analogamente
b
bpey = ——. n 2> 0.

iy =+ hn.

Utilizando estas relaciones tenemos

an an_l 2 (ln_2 ¥ ao 2" - ].’" -
—_— = = == | — = | — = 9- . > O.
b'l [bﬂ—l] [bn—l} [b()] [f" n=
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Siak < /2. entonces t* < t™°. En este caso existe d > 0 de manera que t** = ¢*+d.

En consecuencia.

17—ty = (T = 1,007 = (17— 1107 + dO*".

de donde )
- d? >0
-ty == n .
Tl -
En definitiva. hemos obtenido que
il” | <t =t 0* >0
r—r -ty = ——. n .
] nll = n =T g 2
. . dn
Si ak = /2 entonces t” = t** = |/k v. en consecuencia. a, = b,. Anpr = o V.
- 2
por tanto. a, = 30 |

La siguiente cuestion es preguntarnos si este polinomio (2.4) considerado
habitualmente nos proporciona la mejor estimacion del error para el método de
Newton en las condiciones de Nantorovich.

En concreto. sea f una funcion que verifica

. plio) f(to)

1’ TyF(. = - < -

(1") [[ToF(xq)]] (ol Pt

. . P””) f"‘f) o
1’) s IoF = - - < - —. t=10.t).
(ii”) sup IToF"(z}]] 00 o 0.t7)

donde ¢* es la menor raiz de (2.4). El Teorema [.4.4 nos asegura que la sucesion de
Newton construida para resolver la ecuacién f(t) = 0 es mavorizante de (2.1). Nos
preguntamos ahora qué funcién nos proporcionara mejor estimacién del error. p 6 f.
Para ello tendremos en cuenta la relacién existente entre la convexidad v la velocidad
de convergencia del método de Newton vista en la Seccién 1.3. Compararemos asi las
estimaciones del error obtenidas por dichas funciones. Para ello. veremos el siguiente

resultado. fundamental en nuestro estudio.

Lema 2.5. Sean f y g dos funciones decrecientes v convexas en el intervalo [0.¢7]

tales que, parat € (0.t7). se verifica

9(0) f(0)

Y e < T or
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g'(t) _ _JU1

T TS
Entonces L,(t) > L,(t) en [0.t7).

Demostracion. Consideramos t € (0.¢"). Entonces. por b) tenemos
f" ”(S)) fl(t) g'(t)

0 {s = ——— 4 .

A ( o) T TR T o

f(t) g'(1)

2O

Teniendo en cuenta (2.11) podemos escribir

sy g(s) fun Jm> ( f(0) a(O))
0 - - ls = | —=—— - - |-+ .
</0 ( f110) g'(O)) ‘ < £1(0y  g’(0) _ f10) T ¢'(0)

v aplicando a) se sigue que

K

de donde

t<(0.17). (2.11)

T

~ 0] TR (0.47). (2.12)
Ahora bien. por b) tenemos

fri)y > i:((g))g"(f). te (0.7 (2.13)
v de (2.11) se deduce que

f’(u>£:§8:g’(m t < (0.t7)

v como f'(t) <0 en (0.t7). obtenemos

> 5 .ot e 0.7, (2.14)

Ry

En consecuencia. por (2.12). (2.13) v (2.14}.

fi) fr(e) >g(f:)g"(‘t)
[y g'(1)?

Lit)= =L,(t. t€(0.t7). ]

Nota. El resultado anterior sigue siendo vilido si se da la igualdad en una de

las dos condiciones a) v b) anteriores.
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Por el Lema 2.5. sabemos que en las condiciones (i’) v (ii’) se tiene que
L,(t) < Ly(t) parat € [0.t"). En consecuencia. por el Teorema [.3.3. es conocido
que el método de Newton aplicado a la funcién f es mas lento que si se lo aplicamos
a p. vy asl. la estimacion del error obtenida para el polinomio (2.4) sera optima en

las condiciones (i’) v (ii’). A partir de estas consideraciones. podemos enunciar el
siguiente resultado.

Teorema 2.6. El polinomio (2.4) proporciona la mejor estimacion del error para la
sucesion de Newton (2.1) en las condiciones de Kantorovich. empleando sucesiones
mavorizantes.

Demostracion. En los comentarios previos al enunciado. .

Nota. En [30] se encontré. usando también argumentos de convexidad. el
polinomio de segundo grado que proporcionaba una estimacion del error optima para
el método de Newton en las siguientes condiciones. un poco mas fuertes que las de

INantorovich:

—1
I) |ITel} £ —.
D ol < o

(ID) [[F(zo)ll < plto).
(IIT) ||F"(x)}| € p"(t) para |lr — xof| < t — to.
Este polinomio resultd ser. como cabia esperar. el dado por (2.4).

Ahora bien. notemos que (i) y (ii’) son nunas condiciones mas restrictivas que las
condiciones generales de Kantorovich dadas en el Teorema [.4.14. En efecto. si a viene

dado por (2.2) v

I(t) = ||ITaF" ()] si|lz = 1ol =1 — ty.

tenemos que el polinomio (2.4) surge de considerar la cota mas elemental que puede

conseguirse de la curva J(t). que es la recta

y = sup || Ty F" ().
€10

H

Ahora bien. si la funcidn J es “suficientemente buena” veremos que puede
Mmejorarse esta acotacion y. por el Lema 2.5. obtener una mejor estimacién del error
en el método de Newton.
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Asi. sea 3 una funcién continua en el intervalo [fy. "] tal que la ecuacién diferencial
y"(t)y = r3(t) (2.15)

con las condiciones iniciales y'(tg) = —r. y(te) = a. siendo r = |Ty||~! v a dado por
(2.2). tenga unica solucién. Entonces. la solucién de esta ecuacién nos proporcionara
la estimacién dptima del error mediante sucesiones mayorizantes en el método de
Newton.

Encontrar esta funcion 3 en la practica puede resultar muy complicado. En el
siguiente ejemplo damos un sistema de ecuaciones para el cual se puede determinar la
funcién 3 y comparamos las estimaciones del error obtenidas a partir del polinomio

(2.4) v de la solucion de la ecuacion diferencial (2.15).

Ejemplo 2.7. Consideramos el sistema de ecuaciones no lineales resultante de
hacer

1 2
Flr.y)=0. con F(r.y)= (.r‘l -2y + §._l/3 —41'—1-53. (2.16)

Estudiamos la posible utilizacion del método de Newton. v estimamos el error en
el caso de que haya convergencia. Teniendo en cuenta la expresion matricial de las
derivadas primera v segunda del operador F vista en el Capitulo 1. asi como la de
Sus normas. tenemos que

Si partimos de (xg. yo) = (0.0). entonces

' L3y 2 v 2.
[F'(I.y)]"' =S( Y ) con A =9Yr-y- -3

4 3
v
, _ 0 —1/4
To = [F'(zg.1y0)] '=(_1/,2 0 >

0 0

—3r 0
ToF"(z.y) =
of (z.y) 0 —3y2
0 0

De aqui. a = [|[ToF (1. y0)|| = 1/6 v NCoF" (e oyl = 3. )]
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Estudiamos la solucién de la ecuacién (2.16) en Q. la bola de centro (Ta. 1) ¥
radio 0.97 (para asegurar la existencia de [F'(z. y)]~! en dicha bola). Tomando como

de costumbre ty = 0. se sigue que si ||(z.y)|| = ¢ entonces.
ITaF"(z. y)I| = 3t.
Si utilizamos el Teorema [.4.5 de Kantorovich. tenemos que
ICoF"(x. y)|| = 3t < 3(0.97) = 2.91 = k.

por consiguiente. el polinomio de la forima (2.4) correspondiente es p(t) = 2312 —t+1

3
(notar que ak = & < %).

Sin embargo. si resolvemos la ecuacion diferencial (2.15). en el caso de que
3(t) =3t. r=1/2. a = 1/3. obrenemos la funcion qt) = t3 =2t + l; que nos da una
estimacion del error sensiblemente mejor que la dada por el polinomio anterior. como
se puede ver en la Tabla 3.1.

Denotamos t* a la menor raiz del polinomio p v s* a la menor raiz positiva de q.
Entonces las sucesiones {t,} v {s.} obtenidas aplicando el método de Newton a py
q respectivamente nos dan las siguientes estimaciones para el error cometido en cada
iteracion de (2.1)

E,=t"—t,. E =5"=s,.

n

En la tabla se dan las primeras estimaciones del error cometido por ambas

sucesiones v se ve claramente que son mucho mejor las obtenidas con la sucesién

{sn}.

3.3 Técnica de Gragg y Tapia

En la seccién anterior estudiamos la ecuacion F(r) = 0 cuando F es un operador dos
veces diferenciable y cuya derivada segunda verifica la condicion ICoF"(z)]] < k en
un conjunto convexo € (condiciones de Kantorovich).

En concreto. vimos que si 1y € Q4 es un punto en el que existe el operador inverso
Lo = [F'(z0)]7" v se cumple la condicion ak < 1/2. siendo ITaF(x0)|| < a. entonces
la sucesion

Tyl = Iy — rnF(In)~ rn = [FI(IH)]—I (3']‘)
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1teracion

E,

£,

0

N = > TS | I Sy U R N

0.254121963376
0.117455298709
0.03897633.4308
0.007711681245
0.000-142272563
0.000001631050
0.000000000023
0.000000000000

0.169033656929
0.002416990262
0.000001531325
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000
0.000000000000

Tabla 3.1: Estimaciones del error

esta bien definida y converge a r* solucién de F(r) = 0.

Probamos que la sucesiéon de Newton

(tn)
'—n+l='n—p, —. tg = 0.
pits)
construida para resolver la ecuacion p(f) = 0. siendo p el polinomio
ko .
pity =5t =t +a.

es mayorizante de {r,}. esto es.

llrn-.—l _InH S '11-{»] - "n- n 2 0.

”I-_IHHS’.—’

siendo t° la menor raiz positiva de p(t} = 0.

n-

n 2 0.

Esto nos permite dar una estimacion del error para la sucesion {r,} a partir de la

conocida estimacion del error para polinomios de segundo grado debida a Ostrowsky

(83]. como pusimos de manifiesto en el Teorema 2.4. Teniendo en cuenta la relacion

entre la velocidad de convergencia de la sucesién de Newton v el grado de convexidad

logaritmico. probamos (Teorema 2.6) que dicha estimacion es la mejor que se puede

obtener mediante el empleo de sucesiones mavorizantes.

Nuestro siguiente objetivo sera encontrar estimaciones intermedias entre la

sucesion en el espacio de Banach v su mayorizante. es decir. unas ciertas cantidades

o, que verifiquen

”‘T- —‘rn“ Sdn S f-—frv
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La técnica que seguiremos se debe a Gragg v Tapia [49]. Posteriormente. obten-
dremos nuevas estimaciones intermedias con la ayuda de unos resultados que pueden

encontrarse en el trabajo de Miel [72]. v que extienden las obtenidas por Gragg v
Tapia.

En primer lugar probaremos un lema que necesitaremos mas adelante [109].
Lema 3.1. Con la notacién anterior. se tiene que

“I. _In+ll| < HI- _In“ i
1 —ther T\ 17—t

Demostracion. Teniendo en cuenta (3.1) v que r™ es solucién de F(r) = 0.
podemos escribir

"=y =r" —r,+ T Flr,)

_I‘R(F(r') - Flr,) = Flir)(r" —-rn)) =-T, (/: (F'(ry = F'(r,)] d:r>

= -I, <[J' [F’(-l'n +~Hr" - rn)) - F’(fn)](.r' - .rn)(lf) .

Observar que a partir de la acotacién [|[[yF"(r)l] < k. v por el Teorema del Valor
Medio. deducimos

I

HTo[F' ey = FOplll < sup ToF"(]llle = yil < kllr = yil.

s€{r.yl

Utilizando esta desigualdad. se tiene

o7 = raanf] <

o
(r) — F'(r,)] (11:!

< o 2y [llf —xnn]
p'ltn) .
v haciendo el cambio de variable = =1, + t(1* — t). se sigue
—1 rtt " r 2
o = raayf] < / k(s = to)ds [HI b ;l}
p,(tﬂ) tn f. —_ t"k

—1 (e — rali

" 2
= ' (zy — plity)]ds | =20
i L, P =l s J

-/ [1 _L} 0: [__“-f' --wl]‘ = (r-t= P‘im) [nr-xnu}-
" Ptn) " —ta p'(ta) tr —t

n
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ur-—rnur_ .

=(t" -1t
( n+l,)[ t~ —t,

En el resultado siguiente [49] vamos a mejorar la estimacién para la cantidad
lir® — r.]| dada por (3.5). obteniendo ademas una estimacién inferior de dicha

cantidad.

Teorema 3.2. Sea la ecuacién F(r) = 0. donde F es un operador entre dos espacios
de Banach X e Y dos veces diferenciable en un conjunto convexo Qy < X. Sea rq
un punto de )y en el que existe [y = [F'(xy)1™!. Supongamos ademads que se verifica

IToF"(z)|| < k parar € Qy v que ak < 1/2. siendo ||ToF(zy)]|| < a. Llamamos

£ =t
ky = —— (3.6)
{f- - f")'
Y0 = |ltasy — rall. Sean 7, v o, la iinica raiz positiva v la menor raiz positiva de
los polinomios
Onlt) = knt* —t + &, (3.7)

Calt) = kot =t = &,.
respectivamente. Entonces
T ST | S g ST -t
Demostracion. Por el lema anterior.
knllz” = 2al* 2 {27 = rastll 2 107 = 2all = [£ass = £l

2 |l=7 =zl = flxasr — T4l

¥ por tanto. o,(||z" — z,.|) > 0.

Observar ademas que

On(f.—rn) =kn(f. _tn)l—{"' —rn)+(§n ’_—5" -t —tn) <0

n+l

va que la sucesion {t,} mayoriza a {z.}. v se cumple {3.4).

Como 0 < ||r* — ra|| £ t7 — t, tenemos. (ver Figura 3.1).

" = zall Son <17 =14,
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Figura 3.1: Grafica del polinomio o, ()

Por otra parte. para obtener cotas inferiores. notar que también se cumple

kallz™ = zall® 2 127 = 2amill 2 {67 = zall = fl2nss = £afl]

2 [[Tner = rafl = lie7 = rall-

Luego v, (}jr= — r.|]) > 0. (ver Figura 3.2).
Como w,(0) < 0. decducimos que

™ = ol 2 ™.

de donde se sigue el resultado. .

Corolario 3.3. En la situacion del teorema anterior se tiene

4 i
Z8n < (=2+ V8) &, <27 = 1.l < 26
) /

Demostracion. El polinomio o, tiene un minimo en ¢ = T Ademas
SR 1
o < ) =&, — < 0.
"\ 2k, 4k,
luego kré, < 1/4. Como 0n(26,) = 8,4k — 1) < 0. se sigue que o, < 26, v. por
tanto.
lr™ — rafl <26,
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Figura 3.2: Grafica del polinomio v, ()

Por otra parte. sea

I 1 R
L) = — 17 =t — 9,.
n 4(\" n
Observar que v, (1) < 1,(t) para t > 0. Entonces. denotando @ = =2 + /3. se tiene

vptad,) = 4(“,1(11" ~da =4y =10.
v asi. ad, < 7, <j{lr" — r,|. =

Vamos a ilustrar estos resultados con un ejemplo en el que se pondra de manifiesto

" -

la mejora en la estimacidn del error obtenida con las cantidades o, v ~

Ejemplo 3.4. Consideramos el polinomio de tercer grado F(r) = r? — 9r + 3.
v lo estudiamos en el intervalo [0.5/4]. donde sabemos que tiene una tnica raiz. Si

ro = 0. tenemos que

_ Foy |
F'i0) — 3
b= su —EL('L_’ = 3
celosa)  FO) 6
Como ab = 5/18 < 1/2. se cumplen las condiciones de Kantorovich v en

consecuencia el polinomio de segundo grado
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mayoriza a F. esto es. la sucesion de Newton {t,} construida para resolver la ecuacidén
p(t) = 0 es mayorizante de {z,}. la sucesidn de Newton para resolver F(r) = 0.

Los primeros términos de estas sucesiones son

1 31
t0=0. fl = g. t'l'—' T\_\.

1 9
.Z,'O:'—O. Iy = —3 Iy = m

Teniendo en cuenta que la menor raiz de p(t) = 0 es t* = 2/5. vamos a obtener.
para n = 0.1. las expresiones de k, v &, que aparecen en los coeficientes de los

polinomios o, v ', definidos en el teorema anterior. v que cn este caso son

t - 5
ky = ———= = —.
(s —ty)- 0
=" — ts 15
ky = =
P =) T 26
. 1
b() = ||.l'l - ‘[U“ = i’
. ) 1
(51 = ll‘rl_'l‘lll = )_H
En consecuencia.
, 3, |
Oo‘f)=l\'()f-—f"‘(\0=Ff-—f+‘-}-
v
. ' . 3, |
wolt) = kot ﬁ-f—(‘():Ft +f—§'

[gualando a cero estos polinomios hallamos oy v 7y. que son

—6+2v14

]

go=2=04 7= ~ 0.2966629.

(LN

Obtenemos asi las siguientes estimaciones para la cantidad 0" — ro]|. con r* la raiz

de F(r) =0 en el intervalo [0.5/4].

0.2966629 < [lr* — roll < = = 0.4 = t* — 1.

NI

Observar que. en este caso. el polinomio og coincide con p V. en consecuencia. la
acotacion superior que obtenemos no mejora la que va conociamos v que viene dada

por t° — {g.
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Para n = | tenemos

, 2 L, 1
Ol(t)zklt-—tﬁ-é‘l:%—t' Y ﬁ.

2 } 1, l
wi(t) =kt +t -0 = —t> +t — —.
W)=k P26 234
Calculando las correspondientes raices de estos polinomios. obtenemos

gy = ———— =~ (0.0042340367.
15
13+ /32
f = —lv’_ ~ 0.0042630196.
3

En consecuencia. se deducen las siguientes cotas del error para |r= — 1|

0.0042630196 < ||r" — r,|| < 0.0042840867

l
<t"=-t = F = 0.066666 . . ..
5

Observar que las cotas del error obtenidas con las cantidades T v o, mejoran

sensiblemente la acotacién superior t* — f,. No obstante. desde el punto de vista

practico. se plantea el inconveniente de que para estimar ||r° — r.|| es necesario
conocer I,;. =

A continuacién. vamos a obtener nuevas estimaciones intermedias para (3.5}. Para

ello necesitaremos los siguientes lemas. que pueden encontrarse en el trabajo de Miel
[T2].

Lema 3.5. Sean {r.} v {tn} las sucesiones definidas por (3.1) v (3.2) respectiva-
mente. Entonces

H‘rn+l - -rn.“ < |:“'r'l - ‘E"‘IH] : )

rn+l -t'l - rn—rn—l

Demostracion. Notar que de (3.1} se sigue que

IZner = zall = WF (2] Flaa)ll S N[CoF (a7 T o F (200

Por otra parte. se tiene

1 l
FoF'(za )} 7' < = '
”[ of {ra)l7 | £ I —k|lz, —xol] = I — ki,
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Ademas.
rOF(zn) = FO[F(Irx) - F('rn—l,) - FI(In—l)(In - In—l)]
=/’" TolF'(2) = Flizn_1)]d=
1 , \
2/0 FO[F'(.z'n_l +5(xp—rnay)) = F (In-l)l(il'n — Inoy)ds.
Como

r()[F’(In—l + str, — -L‘n.—l)) b F,(In—l)] S kSH.L‘,,_ - In-—l“-

se sigue que

o ! k 2
IToF (el S Kliaw = camill? [ sids = Sllrn = sl

V]
¥ en consecuencia.

E H-[n - In—l[[2

”In-‘rl - In“ S 9 | — bt

Por ultimo. tenemos que probar que la ignaldad

1\’ 1 tn+1 - fn
ST =k, n —tai?

69

es cierta. En efecto. si repetimos el proceso anterior. tomando como F el polinomio

p definido en (3.3). tenemos que

pltay =1
p'ita)  p'lta)

£n+l - tn. -

| , , ‘ , ,
| — At l.p(tn) "P(tn-l) _p“n—l}“n - t.’l—-l)]'

Como

p“n) - p(f-n—l} - .”,(tn—l)(tn - tn—l} = ‘/[ [PI(“ e pl(f'n—l)] (“
L

In 1\' -
= kit — 1, )dt = 3”’” —ta_1)".

th—y -

se sigue que el resultado es cierto. ]

(P(ta) = pltay) = p'Utaci ) (tn — tay)]
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Lema 3.6. Para {z.} v {{.} definidas por (3.1) v (3.2) respectivamente. las
siguientes desigualdades son ciertas:

they — ¢ R fasy — ¢
Znsr = zall € "ol — 1P € 22l — 2oy
M) (tn — taoy]? (2) tn ~ tny
t —t
= u”‘rl - IO“ S ln+l - ’-n- (39)
(3) i —to {4)

Demostracion. La desigualdad (1) se sigue del Lema 3.5. Para la segunda

desigualdad. notar que. por (3.4).

len = 2amall _

1.

bt — oy

por tanto.
= 2o
— , -

[Ilrn — ol

t,—t

n—1

n = ,'n-l

Observar ademas que. si | < A < 2. también es cierto que

2w = 2acill]” _ [llzn = 2ucill]’  flen — 20y ]
—_— | < |t < —T"
,n_tn-l ,n—,-n-l ln-tvz—l
Reiterando la desigualdad dada por
f — f
[Tasr = Lall € 22—l = rayll
,-n - ,'n—l

se tiene que

”In - -rn—l” < ’-n+l - ln ’n - xn—l

(tngr — tn) = lxnoy = 2aaff < -0
" " th — tnoi tn —tn fno1 — ’n—.‘ "
A S A ty — ¢
- L LA TS (3.10)
bn —tnoyptnoy — tno hh—to

de donde se sigue la desigualdad (3).

Por dltimo. sin mas que usar que ||z; — ry|| < t; — 1. se deduce (4). =

Cambiando el término independiente del polinomio o, definido en (3.7) por alguna
de las cantidades intermedias dadas en el Lema 3.6. obtenemos nuevas cotas superiores

para |[[z° — r,||. como veremos en el siguiente resultado.
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Teorema 3.7. Sean {r,} v {t.} las sucesiones definidas por (3.1) v (3.2). Sean o,
la menor raiz positiva del polinomio (3.7). o\!*. 0¥ v 63 las menores raices positivas
de los polinomios o)(t) = knt* —t + &M, i =1.2.3. n > 1. donde k, viene dado por
(3.6) v

t — ¢ a -~ tr 1 — tn. 2
SW = ¥l n e R §3 = 2FL R
n (tn—tn-l)zll n n 1” n tn—tn—l” n n l“
t -t
§3) = "—“f——"er — Lol|.
1
Entonces

o —rnll S o, <oV <ol <P <7 -4,

Demostracion. Observar entonces que. por el Lema 3.4.

oM (le” — zall) 2 onllle” = zall) 20

Oi:)(f. —th) = (\.S) = tny1 —t,) < 0.

En consecuencia. teniendo en cuenta la forma de los polinomios ol v que
lx® = rafl <17 = t.. si lamamos o) a la menor raiz positiva de o). se sigue (ver
Figura 3.3) que

2"~ zafl S oW < 17—ty

Ademas. para cada ! se tiene que
onlt) < ol(1) < olP(1) < (1.

luego

le" —zoll S o, <ol <P <P <tr — 4. [

Aunque. evidentemente. las estimaciones del error o', o® v 53} son peores
que o, dada por Gragg v Tapia. notar el interés que. desde el punto de vista
practico. tienen las primeras. ya que en los tres casos. para estimar ||zr° — In||. noes
necesario conocer I,.;. como ocurre con &.,. Destacar en este sentido la importancia
de la estimacion ¢!®. en la que simplemente conociendo los dos primeros términos
de la sucesion en el espacio de Banach. podemos obtener. a partir de la sucesién
mayorizante. las sucesivas estimaciones de la cantidad ||z° — r,]|.

Notar ademds que la cantidad

|21 — ol

ty — 1o
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Figura 3.3: Graficas de los polinomios o,(#) v o)(#). j = 1.2.3

puede ser sustituida en la desigualdad (3) del Lema 3.6 por

2 — x| o ke = xi]]
—_— por ——mMm8 8 ———
ty — t, tesr — 1o

para algin & < n determinado (ver 3.10). obteniedo en este caso

In — Ipoql ooy — ¢
(ﬁn+1—tn)“ n l.[ S n+1l n

tn—tn—l r&—tk—l

”-Fk - IL-—1||

t -t tooy — ¢
"_‘*"__““I,z -l < u”ﬁ — roll.
ta — t t

<
De la misma forma. reiterando la desigualdad (1) del Lema 3.6. podemos obtener
otra serie de términos independientes de forma similar a §{!). V'amos a ilustrar estos

(1)

. . . . {2 3
comentarios con un ejemplo en el que hallamos las estimaciones o''!. #* v S para

j=1.2
Ejemplo 3.8. Con la misma notacién que en el Ejemplo 3.4 tenemos que

3

ta — ¢

A1) 2 1

él : ”)“
(1 — to)?

fy — 1 -(2)
= ———ilr) — 1ol = 6,7
5= e = oll = o)

2
Ty — rofl” =

(3)
b§ ZfQ-fl.

Observar que. en nuestro ejemplo. la desigualdad (4) del Lema 3.6 se transforma

en igualdad. ya que ||z; — rq]| = t, —to. En esta situacion es cuando tiene pleno interés
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el comentario previo a este ejemplo en el que se ofrecia la posibilidad de sustituir la
expresion
H.L‘I - .l'0||
to— g

que en este caso vale uno. por otra menor que uno. por ejemplo

llo2 = 1]
ty —t,
. .. 1 2 - - - . .
Las estimacidnes o!') = o\ = 1/15. obtenidas igualando a cero los polinomios

oMty = ol (1) = kyt? — ¢ + &Y

no mejoran la va conocida ||r° — 0| < ry =1, = 1/15.

Sin embargo. al acotar {jz° — r,|| por i’ v o obtendremos unas notables
mejorias.  Ademads. destacamos el hecho de que para dar estas estimaciones no
necesitamos conocer rz. como ocurre si queremos calcular ..

Efectuando los cdlculos oportunos obtenemos que

195 ) 5 25
k-) = —. (5:, = —_-— (5-1 = —.
TR P T 430452 T 146434

En consecuencia. ignalando a cero el polinomio

Og”(/) = kat? =t + 5‘_.”

obtenemos a'i_” =~ 0.0000113779.

Analogamente igualando a cero el polinomio

oPN1) = kat® — t + 5

hallamos ¢{* ~ 0.000170685.

Concluimos por tanto que

L
P <=t = —— =00025641. =

J* -z < ol < of 50






Capitulo 4

Nuevas sucesiones mayorizantes

4.1 Introduccidn

En este capitulo nos vamos a dedicar a encontrar funciones que nos proporcionen
sucesiones niayorizantes para el método de Newton en condiciones distintas a las de
Kantorovich.

Para ello avanzaremos en dos direcciones.  En primer lugar intentaremos
debilitar las condiciones de Kantorovich y. mediante un estudio geométrico del grado
de convexidad logaritmico. encontraremos funciones que proporcionan sucesiones
mayorizantes en condiciones nienos restrictivas que las de Kantorovich.

En segundo lugar. estudiaremos lo que ocurre en condiciones mds fuertes que las
de Kantorovich. La mayorfa de los autores [66]. [32]. [92]. [107]. para resolver una
ecuacion F(x) = 0 por el método de Newton. utilizan las denominadas condiciones
de Kantorovich o condiciones similares a éstas. En este tipo de condiciones se suelen
dar acotaciones sobre la derivada segunda del operador F. o bien una condicién
tipo Lipschitz sobre la derivada primera de F. Nosotros consideraremos condiciones
en principio mads restriciivas que las anteriores. como condiciones tipo Lipschitz
sobre la derivada segunda de F. Encontraremos. utilizando el grado de convexidad
logaritmico. la funecion que nos proporciona una sucesion mayorizante éptima en este
caso. y que nos permitird dar un resultado de convergencia v andlisis del error para
la sucesion de Newton.

Veremos ademds que hay situaciones en las que las condiciones de Kantorovich
no garantizan la convergencia del método de Newton y si que lo hacen estas nuevas
condiciones.

t4)
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4.2 Sucesiones mayorizantes y convexidad

Partimos como de costumbre de una ecuacion F(z) = 0. con F un operador entre dos
espacios de Banach X e Y. dos veces diferenciable Fréchet en un conjunto convexo
Q% € X. Si F cumple las condiciones de Kantorovich. esto es. existe un punto
Iy € € tal que estd definido el operador inverso [y = [(zo) = [F'(z0)]™". ademads
ICoF"(z)]| < ksiz € Qo y ak < 1/2. siendo a = [(Co F (xza)]]. entonces sabemos que
la sucesion de Newton

Ingy = Ly — Do F(2,,). T, = [F'(z,)] (2.1)

converge a z* solucion de F(z) = 0 y que el polinomio

k.
2

plt) = =t =t +a. (2.2)

proporciona la sucesién mayarizante optima. en el sentido de que la estimacion del
error que nos da es la mejor entre tadas las que se pueden conseguir mediante
sucesiones mayorizantes.

En concreto. vimos (Teorema 111.2.2 que st F oestaba en las condiciones de

Kantorovich. entonces

ILe(ll < Ly(t)

$i £ € [In.Ing1] ¥ t es su correspondiente punto del intervalo {tn.thsr]- En esta
situacion. el Teorema [11.2.1 nos asegura que la sucesion {¢,} obtenida aplicando el
método de Newton a la ecuacién p(t) = 0. con £, = 0 es una sucesion mayorizante de
{zn}.

Si analizamos el grado de convexidad logaritmico de este polinomio vemos que es
de la forma de la Figura 4.1.

Sigamos ahora el proceso inverso. es decir. partamos de la funcion w(t) = Ly(t).
Hemos visto que. si |[Lr(z)| < w(t). entonces la funcién que tiene como grado de
convexidad logaritmico w:(t) nos proporciona una sucesion mavorizante de (2.1). Esta
funcién es precisamente el polinomio p definido por (2.2) v las condiciones que debe
cumplir F’ para que exista convergencia son las de Kantorovich. . Qué ocurre si consi-
deramos como w(t) otra funcién distinta? ;| Obtendremos convergencia en condiciones
distintas a las de Kantorovich?

Sea ry la menor raiz de la ecuacién p(t) = 0 con p dado por (2.2). Consideramos

ahora otra funcién g de manera que g(r;) =0 v g(t) # 0 para t € [0.ry). Si la grdafica
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"

Figura 4.1: Grafica de L,(t). con p dado por {2.2)

del grado de convexidad logaritmico de esta funcidn esta por encima de la de L, en
el intervalo [0.r,]. es decir. L,(t) < L,(t) si t € [0.r]. entonces el Teorema 1.3.3 nos
asegura que f, < s, para n > 0. donde {s,.} es la sucesion obtenida aplicando el
método de Newton a la ecuacidn g(t) = 0.

Asi. la sucesion {s,} también es mayorizante de {r,}. pero. por supuesto. nos
proporciona una peor estimacion del error que {f,}. No obstante. cabe preguntarse si
la sucesion mayorizante dada por ¢ permite debilitar las condiciones de Kantorovich.

Para responder a estas cuestiones comenzamos analizando desde este nuevo punto
de vista una situacion familiar: Los resultados obtenidos en el Capitulo 2 utilizando
el Teorema del Punto Fijo. Alli. vimos que si el grado de convexidad logaritmico
de F estaba acotado por una constante menor que uno. entonces podiamos probar
la convergencia de la sucesion (2.1) empezando en puntos de salida donde no se

garantizaban las condiciones de INantorovich (ver Ejemplos [1.4.2 v [1.4.3).

Desde nuestro punto de vista geométrico. v empleando sucesiones mayorizantes.
tenemos que buscar funciones g cuvo grado de convexidad logaritmico sea constante.
Observar que si exigimos que estas funciones tengan como raiz ry. del hecho de que
L,(t) sea constante en el intervalo [0.r;] se deduce que r; debe ser también raiz de
g'. Como g tiene raices muiltiples. es conocido [103] que el método de Newton tiene
convergencia lineal. por tanto. las estimaciones del error obtenidas en este caso son

sensiblemente peores que las obtenidas por el polinomio (2.2).

Veamos ahora qué funciones tienen grado de convexidad logaritmico constante.
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Sea g una funcidn tal que L,t) = M. Sabemos que L,(t) = h'(t). siendo h la funcién

dada por

h(ty =1t — gt)
g'{t
Integrando la expresion
t — g(f) =\
g'(t)
se obtiene
¢
S VS
g'(1)

Si suponemos que r; es una raiz de g. encontramos el valor que debe tomar la
constante C. que es C = ri(l — M).
De aqui se sigue que
g'(t) L
g M= =-0

v volviendo a integrar.

log g(t) = log Cy(ry — 1 T=%.

Teniendo en cuenta que el grado de convexidad logaritmico de una funcién no cambia

st multiplicamos a ésta por una constante. se obtiene la funcion
i
g(f' =1(r; — f)l—‘\l_

Observar que estas funciones estan definidas en el intervalo [0.r,] v ademas son
decrecientes y convexas en dicho intervalo. En estas condiciones la convergencia del
método de Newton a la raiz r, esta garantizada empezando en un punto cualquiera
del intervalo [0.r].

A continuacidon vamos a estudiar las condiciones que una funcién de la forma
anterior debe cumplir para que nos proporcione una sucesiéon mavorizante de {2.1).
Para ello nos seran de utilidad los Teoremas [.4.2 v I11.2.1 que nos dicen cuando una

funcion f mayoriza a un operador F. esto es. la sucesion real obtenida aplicando el

metodo de Newton a la ecuacion fit) = 0 es mavorizante de (2.1). la sucesidn de
Newton para resolver F(z) = 0. Consideraremos funciones de la forma
flty =(r = H)7=n. (2.3)

Supongamos que ||Lg{c)|| < M < lsiz & Blrg. Ry). En esta situacidn. las funciones

de la forma (2.3) nos aseguran de antemano la segunda condicién del Teorema II1.2.1.
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Vamos a dar condiciones sobre r para que se cumpla la primera condicion de dicho

teorema. Tiene que ocurrir que

f(to) reN
a< — - =(l = M)——— =r(1 = M).
— f'(to) ( pr=sr !
y por tanto. r > —2 __ dondea = T F(xo)|l-

1 -V
Por ultimo. como también debe cumplirse que la longitud del intervalo donde esta

definida la sucesion real. que en este caso es el intervalo {0.r]. no exceda del radio de

la bola donde el grado de convexidad logaritmico Lf esta acotado. podemos tomar r

tal que
a
——— < r < R,
l—-\ = -
Para que este intervalo esté definido. tiene que ocurrir que
a

—_—<
1—.\1-R”'

que es la misma condicién que se obtenia para probar la convergencia en el Corolario

[1.3.3.

En definitiva. la sucesion

S(ta)

lag) = 1q — f’”r.! '2-4)

construida aplicando el método de Newton a la funcién f dada por (2.3) con
u 5 =

FY; <r<hy 12.3)
v comenzando en t; = 0 nos proporciona una sucesion mavorizante de la sucesién
{zn} dada por (2.1). Con esto hemos probado el siguiente teorema.
Teorema 2.1. Sea la ecuacion F(r) = 0. con F un operador entre espacios de

Banach v sea Blzq. Rg) una bola en la que [[Lr(r)]] €< M < 1. Denotamos
a = ||[[F"(xo)]7' F(xo)ll. Si 27 < Ro. entonces la sucesién de Newton (2.4) para
resolver la ecuacion escalar f(t) = 0. con f dada por (2.3) v tomando como punto
de salida tg = 0. es una sucesion mavorizante de {r,}. la sucesidn de Newton para
resolver F(r) = 0 v empezando en r,.

Ademads. en estas condiciones. {{,} es convergente. luego {r,} también lo es.

Que la situacién del resultado anterior es mas general que la de Kantorovich es

una comprobacion inmediata. sin mas que considerar por ejemplo la funcidn real

F(ty= (1 =)',
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Esta funcién estd en las condiciones del teorema anterior (L,(t) = 3/4 para todo t)

v sin embargo no cumple las condiciones de Kantorovich en el intervalo [0.1]. En

efecto
__fo _1
F'(0) ~ 4
VW} .
k= s — = 3.
zzt:)pl]{ FI(O)

vak =3/4>1/2.

Este ejemplo nos conduce de forma inmediata al sistema de ecuaciones de la forma
Flr.y) = ((1 -yl - 1/')4). para el cual se tiene que ||Lg(z.y)|] = 3/4 < | para
todo (z.y) € R? v. sin embargo. si tomamos (.ry. yo) = (0.0). tenemos

, . l
a = |[[‘()F(I0._I/())H = —1.
HroF”(l‘o-!/O)H =3

ol
v

v. por tanto. ak > 3/4 > 1/2.
A continuacion vamos a analizar desde este nuevo punto de vista el Ejemplo [1.4.3.

Como paso previo. haremos la siguiente observacion.

Observacidn. Por el Teorema [1.3.2 sabemos que. en las condiciones del teorema
anterior. la sucesion {r,} definida por (2.1) es convergente a la solucién de F(r) = 0.
comenzando en cualquier punto de la bola B(r,. Rg).

En consecuencia. si Iy = B(ry.Ry) la sucesion {i,} definida por (2.1) es
convergente a r°. solucién de F(r) = 0.

En este caso. para poder encontrar una funcién de la forma (2.3) que nos

proporcione una sucesion mavorizante de {,} tendremos que exigir que

. . t
WF )" Fliol] < =249 = iy Z ),

f’”o}

V por tanto
[ F'(20)]"  Flio)ll

>
T= Y,

Ejemplo 2.2. Consideramos el operador £ : R* — R? del Ejemplo [1.4.3. que
viene dado por F{r.y) =(zy — l.ry + 1 — 2y).

Como se vid en ese ejemplo. si tomamos

Q = B(zo.0.43) = [0.7.1.56] x [0.7.1.36].
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con 1o = {1.13.1.13) se tiene que

sup [[Lr(z.y)ll 0.7 = M.

(r.y)eEN

Entonces la sucesion {r,} dada por (2.1) v empezando en zq = (1.13.1.13) es
convergente a la solucion de F(z.y) = 0. Podemos encontrar una funcién de la forma
(2.3) que nos proporcione una sucesidn mayorizante de {z,} si tomamos r = 0.43. el

radio de la bola Q. En este caso nos queda

f(t) =043 — 17,

C

[aF}
[ (8]
wn

Figura 4.2: Grafica de f(t) = [0.43 ~ t]m/a

Otra funcion que también nos daria sucesiones mayorizantes es la funcién de la
forma (2.3) con
HF'(xo)] ' Flzg)
| l’- = I g.4083315,

v en general. las funciones de la forma

fity=r —11'"" con 0.4083815< r < 0.43. =

Por 1ltimo. comentar que al aplicar el método de Newton (2.1) a una funcién de

la forma (2.3). nos queda un proceso bastante sencillo. va que

—%=(1 — M)(r —1t).
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v la sucesidn que se obtiene es

bagr =t + (1 = M)(r — t,). (

[V
-1
—_

Podemos dar ahora una estimacion del error cometido aproximando r por t,. Si

llamamos £, = r — t,. sustituvendo (2.7) en E,,, tenemos
Enpi=r—topgi=r—t,—(1=M)(r—t,)=ME,.
Reiterando el proceso. se sigue que
Eppr = M"HE) = M

Observar que cuanto menor sea r tendremos una mejor estimacién del error. Por

tanto. en (2.5} v (2.6) nos interesa tomar

.o HF'(xy)] 7  Flrg)|] v o I[F'(20)]~" F(Zo)l|
- 1 - - - | — M

respectivamente.

En el Teorema 2.1 estudiamos el caso de que el grado de convexidad logaritmico
del operador F estuviese acotado por una constante menor que uno. Nos podemos
plantear ahora el estudio en otras situaciones. Por supuesto. la situacién ideal es

encontrar una funcion w que verifique
ILe(x)]} = wit) stlle— xof] <t = to.

Repitiendo el proceso de integracién visto con anterioridad. encontrariamos una
funcion f cuyo grado de convexidad logaritmico sea la funcién w. Esta funcién f nos
proporcionaria la sucesion mayorizante que nos da la mejor estimacién del error. Pero
esta situacion es muy dificil de comprobar en la practica. por lo que puede resultar
interesante analizar otros casos.

Una vez estudiado el caso de que el grado de convexidad logaritmico esté acotado
por una recta paralela al eje OX. podemos pensar en estudiar el caso de que el
grado de convexidad logaritmico esté acotado por una recta que no sea paralela al
eje O.X. Evitaremos asi el problema de tener raices miltiples que teniamos cuando
Lg(z) = M. con M constante. Ademads. para este caso. la expresién del método de
Newton es muy sencilla. va que no hay necesidad de efectuar divisiones. Buscaremos

una funcioén f cuvo grado de convexidad logaritmico sea de la forma

Lty =alr—t;. a.r>0.
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Teniendo en cuenta que L;(t) es la derivada de t — f(t)/ f'(t). integrando la

igualdad anterior. y exigiendo que r sea una raiz de f. tenemos

f( a
de donde se sigue que
fiy= —r=L
[t —r +(2/a)]

Para evitar problemas de continuidad en el intervalo [0.r]. suponemos r — (2/a <t
p p

para todo t € [0.r] o. lo que es lo mismo.

ar < 2.
En este caso. denotando 3 = {2/a) — r. nos quedan unas funciones de la forma
fi="21 srso0
[) = . r > U.
I+t

Con esto. tendriamos probado el siguiente resultado.

Teorema 2.3. Sea F un operador entre dos espacios de Banach X e Y. dos veces
diferenciable Fréchet en un conjunto convexo Qo < X. Sea ro un punto en el que
existe [y = [F'(ro)]™". v sea a = ||[oF(xy)|l. Si

HLp(z)|l < atr — 1 para ||&r — 1yf] <t — to.

conar < 2va<

ol

(2 — ar). entonces la sucesion de Newton (2.1) converge a 1",
solucion de F(r) = 0. Ademds se tiene que

“'Tn.+l - In” S ,'n+l —t, ¥ HI- - IY‘L“ S r—tn.

donde {t.} es la sucesion de Newton para resolver la ecuacion f(t) =0 con

r—t

3+t

2
flt) = J=——r.
Q
Demostracidn. Por los comentarios previos al enunciado del teorema. sabernos
que [|Lr(z)|l £ Lg(t) si||lr — zol] <t — to. Ademas

t
|ICoF(zo)|| = a flta) _ r3

-
filte) ~ r+3 7 2

IA

(2 —ar).

De la convergencia de la sucesién {t,}. v sin mas que aplicar el Teorema [IL.2.1. se
sigue el resultado. [



84 CAPITULO 4. NUEVAS SUCESIONES MAYORIZANTES

En lugar de considerar rectas. como en los Teoremas 2.1 y 2.2, podemos considerar
otro tipo de funciones. obteniendo asi. en funcion del grado de convexidad logaritmico.
nuevas condiciones para probar la convergencia de la sucesién de Newton (2.1). No
obstante. estos resultados son interesantes desde el punto de vista tedrico pero. en la
prictica. es dificil encontrar acotaciones cémodas para el operador Lg.

4.3 Sucesiones mayorizantes bajo condiciones de

Kantorovich fuertes

En el Teorema [11.2.2 encontramos. por medio del grado de convexidad logaritmico.
una sucesion mayorizante qie nos permite resolver la ecnacion F(z) = 0 en el caso
de que la derivada segunda de F esté acotada. Esta sncesién se constrifa aplicando
el método de Newton a la ecuacion p(t) = 0. con p un polinomio de segundo grado.
A continuacién vamos a generalizar este resultado al caso de que la derivada segunda
verifique una condicidn tipo Lipschitz

ICo[F"(z) = F"(za)] || € k|l — ol (3.1)

Este tipo de condiciones nos permitird garantizar la convergencia de la sucesion
de Newton en situaciones en las que las condiciones de Kantorovich no lo hace. como
en el siguiente ejemplo {62].

Ejemplo 3.1. Sean X =Y = [~1.1]. f: X — Y} el polinomio

viIg=20.

Sea M la menor cota que verifica
IS ol f ) = fiill € Milz =yl x.y € X.

— e

Observar que aM = 16/25 > 1/2. luego no se cumplen las condiciones de

Kantorovich y no se puede garantizar la convergencia de la sucesién de Newton

En este caso M = 38/5. Denotamos a = ||[f'(z0)] "' f(x0)|| = 2/5.

empezando en . Mds adelante probaremos la convergencia usando nuevos
argumentos. =
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Construimos la sucesién de Newton
ro=1 q
Insr = I — DnFlr,). To=I[F'(z,)]7" (3.2)

El siguiente resultado estudia la convergencia de la sucesion bajo la condicidn (3.1).

Teorema 3.2. Sea la ecuacién F(r) = 0. con F un operador entre dos espacios
de Banach X e Y dos veces diferenciable Fréchet en un conjunto convexo Q, C X.
Sea xq un punto de Qg en el que existe el operador Ty = [F'(ro)]—l. Supongamos
IToF (zo)ll < a ¥ [ToF"(x0)|l < by que F satisface la condicién (3.1) en Q. Sea p el
polinomio dado por

h o k., .
Pty =a—1t+—=t-+ =t". (3.3)
2 6
Si se verifica
ptm) < 0. (3.4)
con
2
nm = ————=== (35)
h+ Vb + 2k
entonces el polinomio p tiene dos raices positivas. ry v ry (r; < ry). Si ademds

Blze.m) C Qq. la sucesidn {rn} definida por (3.2) es convergente a .r°. solucion de
F(ry = 0 en Bl(rg.ry). v tinica solucién en B(zy.ry) siry < ra o en Bixg.ry) si
). ] 2

ry = ra. Por ultimo. se tiene también que

“In-ﬁ»l - In“ < tnsr — ta.

siendo {t,} la sucesion obtenida aplicando el método de Newton al polinomio p(t). a
partir de tg = Q.

Antes de demostrar el teorema. veamos un lema v algunas observaciones sobre el
polinomio (3.3).

Lema 3.3. Supongamos que F es un operador en las condiciones del teorema

anterior. Si r € B(xg.m). con m dado por (3.3). el operador grado de convexidad
logaritmico estd definido v ademas

(b + kfjr — rolDliTo F ()]

L= $r = 2ol ~ bllx = zoll]

ILe(z)l] <
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Demostracion. Observar que

| o[ F'ty) = F(z0)] dy = ToF'(2) = [ = ToF'(zo)(x = zo).

Q

Por tanto. teniendo en cuenta (3.1).

|
”r()FI(I) - I -— FQFI,(IO)(I —_ IU)“ = i

S To[Frty) = Frizo)] dy

Q

1
= ”/(; rO[F”(IO _1"' t(l‘ bt -L'O)) - F”(I())](I — Io)llt

. [} Ml — xoll®
< kfjz —-1‘0“'/(; tdt = ”—I)Z‘;JH

De aqui se sigue

IS , .
WCoF " (x) =1 < Slle = roll” + bllx — x|

Analizando el signo del polinomio £t* + bt — 1. deducimos una condicién suficiente
para que el segundo miembro de la desigualdad anterior sea menor que nno.
)

e = xoll < o=

En este caso. por el Lema de Banach. se sigue que existe el operador Lo F' ()]t

v ademas

l
L= (§lir = off* + bllx = zoll)

Con esto. teniendo en cuenta la expresion del operador Lg v que de (3.1} se deduce

HCoF ()] ™M <

que
ICoF"()|| < b+ kllr — 1ol

se prueba el resultado. [

Observacién. \amos a analizar un poco el polinomio dado por (3.3). Este

polinomio es de la forma de la Figura 4.3 con un maximo en

b4+ b+ 2k

t=M=——"— " <0
/\.
¥ un minimo en f = m > 0. con m definido por (3.3). Para que p tenga raices

positivas tiene que ocurrir que p(m) < 0. que no es otra cosa que la condicién (3.4).
En este caso. si denotamos r, a la menor de las raices positivas de p(t). se sigue

que r; < m (la igualdad se obtiene si en (3.4) también se da la igualdad).
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Figura 4.3: Ejemplo de polinomio de la forma (3.3)

El polinomio p tiene un punto de inflexiéon en t = —b/k < 0. Por lo tanto. en
el intervalo [0.r,]. p es decreciente y convexo. Es conocido que en esta situacién la

sucesion {f,} definida por

plty)

t - .
Pty

con ty, = 0.

n+l = tn

v p dado por (3.3). es creciente vy convergente a r.

Por iiltimo. comentar que la condicién (3.4) puede reemplazarse por otra condicién
mas sencilla de probar. De hecho. para que p tenga alguna raiz positiva. basta con
que p(r) < 0 para algiin r > 0. Un valor muy ¢émodo con el que probar es t = 1/b.
En concreto. podemos sustituir (3.4) por la condicidn

(1—-—l~-—£-—<0 (3.6)
26 0 6k~ '
mas sencilla de probar. aunque mas fuerte tnotemos que (3.6) = (3.4)).

Z. Huang {62] dio un par de condiciones equivalentes a (3.4) v mas comodas

de probar. ya que dependen unicamente de los coeficientes del polinomio p. Estas

condiciones son

6ab® + 9a*k* + 18abk < 3b° + 3k

tem
d

Bak? + 3bk + b < [b? + 233, (3.7)
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Demostracién del Teorema 3.2. Seguiremos un razonamiento analogo al de

la demostracién del Teorema II1.2.2. En nuestras condiciones tenemos que I, esta

definido. Ademas.
|z, — zof] = [FoF(zo)l] € a=t, —tq.

Observar que. ademas. r, € B(rg. m). con m definido en (3.3). En efecto. teniendo

en cuenta la observacidon anterior.
fzy —zoll| <a=t, <ry < m.
v por el Lema 3.3 existe Lg(zy) v. por tanto. podemos definir z,. Ademas.
Ty
Ia — Iy =/ Leir)dr.
o

Si r € {r9..r;] podemos escribir + = ry + s(r; — ry). con 0 < = < 1. Entonces.
por el Teorema de Tavlor

ToF (o) =ToF(xg)+(r —ry) +

o] —

rUF”(-EU)(I - -1-'()'2

- / ColF "y — F"(xo)](x — y) dy.
o

Como r — vy = s(ry — rg) = —s[oFlry).

AToF ()] < (L = s)ToFlxa)]| +

- ‘ /: LolF"(y) — F"ry)|(x — y) l‘l!/” -

Ahora bien. teniendo en cuenta (3.1).

o) —

T F (o)l = 201°)]

“/ ColF"(y) = F"(zo))(1 — y)dyH

1
/ ColF'(zo + s(& — ry)) — F"rg)|(x — 1) (1 — s)ds
0

i

i k
< kilr = 2o L L= sids = =z = ol

En consecuencia. como [t — zy|| = si|TyFirg)|| < sa.

Loy, ok
IToF() S (1 = sia + shs“a® + I;a3.53.
2 5

Si hacemos ¢ = sa. entonces

ICoF(x)f S a—t+

5

~
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v. por tanto. del Lema 3.3 se sigue que

(b+ kt)(a —1t + 1bt2 + £¢3)
ILr(x)] < . 5' v = L,(1).

' /L Ydt = ts — t.

Siguiendo la demostracién del Teorema II[.2.2 podemos sustituir en el

Asl.

HI"—11|

razonamiento anterior I, por r; v en general. r ., por r,.

Para demostrar la unicidad. se puede emplear la misma técnica que en la

demostracion del Teorema [[1.2.3. Con esto. queda probado el resultado. |

El analisis del método de Newton aplicado a polinomios de segundo grado
realizado por Ostrowski [82] es utilizado para estimar el error de la sucesién (3.2)
cuando el operador F cumple las condiciones de Kantorovich. Recordar que en este
caso se obtenia una sucesion mayorizante de (3.2) aplicando el método de Newton a
la ecuacion p(t) = 0. siendo p un polinomio de segundo grado.

En las condiciones del Teorema 3.2 la sucesion mavorizante de (3.2) se obtiene a
partir de un polinomio de tercer grado. Estudiaremos a continuacion el método de

Newton aplicado a p(t) = 0. siendo p un polinomio de tercer grado. en concreto. de
la forma (3.3).

Teorema 3.4. Sea p un polinomio de la forma (3.3). con dos raices positivas v una

negativa. Entonces la sucesion de Newton {t,} construida para resolver la ecuacidn

p(t) = 0. empezando en tg = 0. es convergente a ry. la menor raiz positiva de p.
Ademads . .
(ra = Sy = 1y S (2 = )
ra — I preal - ra—TnI o
r—a? R -6
donde
g — I's rn—7nr
r= . R=1-
Fg — 1 Fg+n
A ™
a=r—<l. #=R— <.
T ra

—ro es la raiz negativa de p v r, la otra raiz positiva.

Demostracion. La convergencia de la sucesion {f.} es conocida va que el

polinomio (3.3) es una funcién decreciente y convexa en el intervalo {0.r,].
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Para ver la estimacion del error. podemos escribir el polinomio (3.3) de la siguiente

0<r0.

manera .
p(l):g(rl—t)(rg—f)(ro+l). 0<r,§r3.
Entonces
' k ,
p(t)= —g[(rz —t)(ro+t)+(ry —t)ro+t) = (ry = t)(ry = t)].
Sillamamos a, = ry —t,. b, =ry —t, v ¢, = rg + {,,. tenemos
p(tn) _ (lnbncn
P(ta) bnCn + UnCn — by,
Como consecuencia
piia)
Aney =Ty =ty =1 = + P -
pta)
anb,c, aitc, — by)
= 1q b = .
" ann T A€y — ”nbn bn Cn + dyC, — anbn
Analogamente
3 = h;(cn—”n)
" boco + ane, —ap by,
Por lo tanto.
Ung (un>3 cn — by,
hﬂ-r] bn Cn — dy
Observar que
[a2% _bn _ (ro—rz)*an
Cn — (y (r()—rl)'f'ztn
¥ que
rg— I (ro —ra) + 21, rg — ry+2ry
r = < - =
ro—ry = (rog—ry)+2t, ro + 1y
De aqui se sigue que
5 4
Aniy S R (&) S RJ (an-l S
hn-i—l n bn—l

R Rl (29

1

o

i+ 1

)':

r .
Como § = R—. v teniendo en cuenta que h, = r, — r; - a,,. se deduce que
r

n

1 6- <r2_r1
an _— _—
R)~ R

RQ>

ra

9"
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v de aqui
9*"
R -6

Para ver la estimacidn inferior. notar que. a partir de (3.3).

4
/ 2
Un41 >, (“n) > r3 (an—l > ..

ry—ty < (ra—ryp)

bn+l bn. bn—l
Y41 ELE !
an+l_y g\~ 1 - 1 nel
P — =—-\{r— = —-a
b() r ra r
Por tanto.
n
a- s —T{ an
Uy 1 e n 2 &)
r—a- r
de donde se deduce "
a
{ra—ry) T Rl .
r—oa

Observaciones. e Para un polinomio de la forma (3.3) se puede demostrar que
ry < ra < ro. En efecto. con la misma notacidon que en la demostracion del teorema
anterior. se tiene que
ay ag Ty — I
by B E”o— ry
Por otra parte. analizando las raices de p’. esto es. m (minimo relativo de p) v .\

fmaximo relativo de p). tenemos que
r<m< =\ <rg.

De las desigualdades anteriores se deduce la relacién entre las raices del polinomio
(3.3).

e A partir de dicha relacion se prueba sin dificultad que r v R definidos en el
enunciado del Teorema 3.4 son ambos positivos v menores que uno.

e A la vista de la relacion anterior v de la estimacion del error dada en el Teorema
3.4. en la que aparece el cociente ry,r,. podemos pensar en comparar las expresiones
de an41 ¥ cnsy en lugar de aq.y v bayy. De esta forma la expresién del error vendria
dada en términos del cociente ry/ro < ry;r..

Procediendo como en la demostracion del teorema anterior. se sigue que

3

(n st < a, rg =+ ri

Cng1 Cir'l—rl
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. ro+nr
Desafortunadamente. la cantidad ——— por la que estamos acotando es mayor que
Ta—r

uno. y si seguimos el razonamiento de la demostracion del Teorema 3.4 obtenemos

una estimacion del error que depende de la cantidad

ro+rynr

ra —ryrg

que no tiene por qué ser menor que uno. como prueba el siguiente ejemplo.

Consideramos el polinomio de la forma (3.3) dado por

(t) e lp L2

PO=E 7% "3

En este caso tenemos r1=l.rﬂ_»=—1+\/§_\ rg =1+ /3_\
ro + ryry 2+v5 | 11+5\/5>1
ra—ryrg “2+V351+ V5 4

Este ejemplo nos hace abandonar la idea de obtener una expresion del error en

términos del cociente ry/rq.

A continuacion veremos un ejemplo en el que podemos aplicar el Teorema 3.2 v

en el que no se cumplen las condiciones de INantorovich.

Ejemplo 3.5. \olviendo a la situacién planteada en el Ejemplo 3.1. v

manteniendo la misma notacion empleada en esta seccion. tenemos que a = 2/5.

h=2/5yv k=6/5. Entonces

2 4 362 62 N 104
Jak* + 3bk + b =3 —Z + 32 - —— = =
ak= + 36 ) 353 =3 53 oF

2\ 3/2 o\ 3 -1
.2') 5 5) 123

Por tanto. se cumple la condicidn (3.7) v en consecuencia. se puede aplicar el Teorema
3.2 para probar la convergencia de la sucesiéon de Newton.
Sin embargo. como se puso de manifiesto en el Ejemplo 3.1. las condiciones de

Rantorovich no bastaban para garantizar la convergencia de dicha sucesidn. =

En algunos casos. la convergencia de una sucesiéon se puede establecer
indistintamente por el Teorema de Kantorovich o por el Teorema 3.2. Entonces.

podemos comparar las estimaciones del error que se obtienen en cada caso. Asi.
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supongamos que un operador F' cumple las condiciones del Teorema 3.2 v también
las del Teorema de Kantorovich. esto es.

I[F'(za)]7H(F'(z) = F'O)I| < il —yil. 2.y € Qo. (3.9)

1 . . . . . .
con ac < 3. En estas condiciones. las sucesiones mayorizantes se obtienen aplicando

el método de Newton a los polinomios p(t) dado por (3.3) v

g(t) = a—t+ St (3.10)

respectivamente.

Denotamos 5; v 5, a las raices de ¢. {s,} a la sucesién de Newton para resolver
q(t) = 0 con sy = 0. Son conocidas ( Teorema I[1.2.4)las siguientes expresiones del
error para {s,}:

\2"

R —S.,z(;g-.:l"———'. ,\=

< 1. 3.11
T ‘ (3.11)

'/)l 17
—

El lema siguiente nos da una condicién suficiente para obtener mejores
estimaciones del error a partir del polinomio de tercer grado (3.3) que a partir del

polinomio de segundo grado (3.10).

Lema 3.6. Sean p v g los polinomios definidos en (3.3) v (3.10). Si
k(1 + vT =2ac) < 3etc = b, (3.12)

entoncesry —t, < 5§y —s,.n 2 0.

Demostracion. Notar que

Ademas

) 2k @ [k |
P(é’]):({(S])TT 551—)—(‘ <T,' §Sg-.'-h—c < 0.

n r s
Por tanto. se tiene (ver Figura 1.4). rj < §; < & < ra 2L < 71
ake] Sa
A partir del Teorema 3.4 y de (3.11}. se sigue
t, < 6% < (F.— &) A g >0 (3.13)
ry —1i ' —ry)—m—mo——— S — 5 —_— = 8] — S,. n . J.
1 n — - I)R_H'ln - l)l—,\:'" 1 n —_ \
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Figura 4.4: Polinomios definidos en (3.3) v (3.10)

En efecto. para n = 0 se tiene r; < 3. Supongamos que (3.13) se cumple para
k < n. Entonces.

e g 07 (R0
‘r':—rl)m—”:—’llﬁ_{)gn R _ g
oA 0T (R=9) A

< (S — 3y

< (S2 =57

| ~ A" R — g2 I — A2 1+ A
~ R ’\-\n-bl ~
2(52—51)1—-?\27;251—5". [ ]

Ejemplo 3.7. Consideramos los espacios de Banach X = [0.1] x [0.1]. }* = R?
v el operador F : X' — Y dado por

oy Ly 3z
Fle.y)=|—+=—-r+ -+ — —-3y+1]. (3.14)
tz-y) <24 r s T Y )
Para resolver la ecuacion F(r.y1 = 0 por el método de Newton partimos de

(Tg.Yg) = (0.0). Entonces tenemos

: -1 4
F(FU) = ( L31' 'Buz- 3 ) .

, \ 307y 300 3y . 3ry
A =det[F(z.y)] = —F)T—T—T+'3_T'
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4.3.
v por tanto.
L [ ¥ 3 =
Flz.y)]7 =—| 8 , 2 .

De aqui se sigue que

- L 0
fo= [FI0.07 = ( 0 1/3 )'
—1/:

()-8

[oF(0.0) = ( 0 13

y. por tanto. a = ||[[F£(0.0)|] = 1/3.
La derivada segunda de F viene dada por la siguiente expresion matricial

S
0 1/2
F'(r.y) = — =
3/2 0
0 3y/4
Entonces.
0 0 0 0
—1 0 0 /2 0 —-1/2
[oF"0.0) = —_— = - -
0 -1/3 3/2 0 -1/2 0
0 0 0 0

v por tanto. {[[oF”(0.0)]| = 1/2 =b.

Ademas. tenemos que
r/4 0

ColF"(z.y) = F"(0.0)] =
ol F"(z.y (0.0} ( 0 —1/3 0 0
0 3y/4
—r/4 0
_ 0 0
- 0 0
0 —.l///4
[ |

v oasi. [|[Do[F"iz.y) = F"(0.0)]]] < max {%% -

que k = 1/4.

l
} = IH(I.J/)I!. de donde se deduce
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Construimos el polinomio dado por (3.3). que en este caso es
1 L, 14
ty= = —t+ 1+ —£.
pit) 3 + 4 24
Observar que se cumple la condicién (3.6). va que
1k |
260 600 3
Por tanto. p(f) tiene raices positivas. Asi la sucesion obtenida aplicando el método
de Newton a la ecuacién p(t) = 0 con ty = 0. es mayorizante de {r,}. definida por

(3.2). empezando en (0.0) v con F dada por (3.14).

Observar que en este caso también se verifican las condiciones de Kantorovich. va

que
—r/d 0
0 ~1/2
[oF (. y) =
¢ -1/2 0
0 —y/
V. en consecuencia.
I ", ; 3 § . .
T F (e oyl < 1= ey s N =1{0.1] < [0.1].
En este caso se tiene
13 1 ]
ac = == = — < —,
34 402

luego se cumplen las condiciones de Kantorovich. El polinomio (3.10) que nos

proporciona la sucesién mayorizante correspondiente es

Como

|-l—;|

- | + )
k(1 + vT=2ac) = ——4‘/— <3erc—bl = —.
se cumple la condicién (3.12). v obtenemos mejores estimaciones del error a partir
del polinomio (3.3).
Denotamos por r- a la solucién de F(r.y) = 0. con F dada por (3.14). {r,} a
la sucesion de Newton para resolver dicha ecuacién. r; v 5; son las menores raices
positivas de p(t) = 0 v ¢(t) = 0 respectivamente v {t.}. {s.} son las sucesiones de

Newton para resolver las ecuaciones anteriores. con ty, = s¢ = 0.
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iteracion

rl_’-n

S1 — Sp

0

W —

0.3695850618081907
0.036251 7284743574
0.0004701842187366
0.0000000820033027
0.0000000000000025

0.3905242917512699
0.1067190958417936
0.0163540286238108
0.0000014159342765
0.0000000000010632

Tabla 4.1: Comparacion del error
Por la teoria mayorizante sabemos que

lr™ = rull S =t

v también

ot —zall < 57—

n-

En la Tabla 4.1 comparamos las estimaciones del error obtenidas en ambos casos.
Como se puede comprobar. son mucho mejores las obtenidas a partir del polinomio

de tercer grado. en las condiciones del Teorema 3.2. =

Como vimos. la condicidn de que F” esté acotada. que aparecia en las condiciones
de Kantorovich. se puede debilitar a una condicion tipo Lipschitz sobre F’ [107] o
incluso a condiciones mas suaves de diferenciabilidad sobre F’ [96]. [8]. [13]. En
nuestro caso. también podemos pensar en dar condiciones sobre la derivada primera.
del tipo [[F'(x) — F'(y)l| < kllx — ylI*.

Al exigir condiciones como (3.1) obtenemos resultados distintos a los obtenidos
por IKantorovich y otros autores va que. si bien imponemos condiciones mas fuertes
al operador F obtenemos un dominio de puntos de salida mds amplio. como se vio
en los ejemplos 3.1 v 3.5.

A continuacion extenderemos los resultados de los Teoremas [11.2.2 v 3.1. dando

un resultado que generaliza estas dos situaciones. Para ello supondremos que F”
verifica una condicidn del tipo

ITo{F"(x)— F"(xo)]ll < kljz — xo]|F.

Notar que. para p = 0. tenemos ||[ToF"(z)]| < k+{|ToF"{z0)|| = A'. luego estamos
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del Teorema 3.1. En general. para p € [0.1]. diremos que F” es continua de tipo
(k.p)-Holder {3].

Teorema 3.8. Sea la ecuacién F(r) = 0. con F un operador entre dos espacios

de Banach X e Y. dos veces diferenciable Fréchet en un conjunto convexo ¢)y. Sea
. ) -

ro € Qo un punto en el que existe el operador inverso 'y = [F'(ro) . Supongamos

que F" verifica la condicién

ITo(F"(z) = F'(zo))|| S kllz = zoll”. £ >0. p>0. r e Q. (3.14)
v que ||[ToF'(x0)|| < a. ||[ToF"(x0)l] € b. Sila funcién
b, A o
f(t)=u—t+$f,-+———f”+-. t>0. (3.15)

2 (p+1)p+2)

N

tiene alguna raiz real positiva v B(rg.m) < Qg (m es la tnica solucidn positiva de
f'(t) = 0). entonces F(r) = 0 tiene solucién r* v ademds esta solucién es el limite de

la sucesion {r,} obtenida aplicando el método de Newton al operador F empezando
€n rqg.

Observacién. Antes de demostrar el Teorema 3.8, vamos a estudiar la funcion
dada por (3.13) que aparece en su enunciado. Analizando sus derivadas. vemos que
f" es creciente si t > 0 y. como f(0) < 0 v f'(#) > 0 para ! suficientemente grande.
la ecuacién f'(t) = 0 tiene una sdla solucion positiva. que denotaremos m. En
consecuencia. m es un minimo de f. La condicidn necesaria y suficiente para que f
tenga raices positivas es que f(m) < 0.

Como paso previo a la demostracién del teorema. veamos el siguiente lema.

Lema 3.9. Supongamos que F es un operador que cumple las condiciones del
teorema anterior. Si r € B(ry.m). siendo m el minimo de la funcidn f dada por

(3.15). entonces el operador grado de convexidad logaritmico estd definido v ademds

b+ ke — xolP M| ToF ()|
-

T p1

jllz = rollPt = bllx — zof

Demostracidn. Siguiendo las mismas técnicas que en resultados anteriores.
observar que

| To[F'(y) = Frteo)] dy = ToF'ter = T = LoF"(zo)(z - 2
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Por tanto. teniendo en cuenta (3.14).

IToF"(z) = I — ToF"(xo)(x — xo)|| =

| To[F(y) = Fr(20)] dy

1
= H/O FO[F"(IO + t(or — rg) — F"(l‘o)](l‘ — ro)dt

kllz = xofl”~!

1
< kflz - Iu[|p+l/ P dt =
6}

p+1
Asl.
HDoF (z) = 1| < P o = zollP*! + bllr = 2ol
. i ' ke :
Usando ahora que. {|r — rof] < m v que f'(t) = —‘—lf"’ +bt <1s510<t< m.se

sigue. por el Lema de Banach. que existe [[(F'(zr)]™" v ademas

l

b= 5l = zoll® = blle = 2ol

p+

IToF (o)™ <

Considerando la expresion del operador grado de convexidad logaritmico. la

estimacion anterior. v que de (3.14) se deduce que
NCoF" ()|l < b+ kljr — roll?.
se obtiene la acotacién buscada para el operador Lg. [

Demostracion del Teorema 3.8. El razonamiento es analogo al de las

demostraciones de los Teoremas [11.2.2 v 3.1. En las condiciones del teorema se tiene
i

que r; esta definido. Ademads. si r < [rg..ry]. podemos escribir r = rg + s(r; — Ig).

T

Entonces. desarrollando en serie de Tavlor la funcién [y F en torno a ro.
I " 9
roF(I)=FUF(10)+(J'_I0)+31-0F (I())(.T—IQ)-
+ [ TolF"ty1 = F'(xo)ltz = ) dy.
Io
Como r — rg = s(ry — o) = —s[oFl(rg).

ITo F (o) < (1 = s)ToFlxo)ll + o F"(zo)|l(x = 20)*]|

I

o) —

N r=
+ ||/ TolF"(y) = F"(zo)](x — y) dy

~Q
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Teniendo en cuenta que

T | ° 1
/ LolF'(y) — F"(zo)[(x — y) (lyl’ < kil - rui|'+p/u SP(l — s)ds

(]

_ Kz = zof?*?

(p+ 1)(p+2)

deducimos
IToF(2)] < (1= s)a + =bs?a® 5 i
— 3S)ja —0s d _—3 a” v,
oftell S = sl 3 T+ p+2)
Si llamamos t = sa. concluimos que
1 2 3 24+p
IToF(r)]l Sa—1t+ 5ht" + ————— %7

2 (p+1)p+2)

Entonces. el Lema 3.9 nos da la signiente estimacion para el operador grado de

convexidad logaritmico. Si r € [rg.x ;] v t = |0 — zo]]. se sigue que

Lolpe2 K 2+ - I
L) < (0 21+ $br° + Gariigem*7) (b + K1) = Lyt
B (1—bt — A r‘+v>' i
p+1

con f dada por (3.15).

Iy
Como rs — 1) = / Lr(r)dr. se deduce que r; esta definido v ademas
I

22— o1 = }

r ty
/ 1 [.F‘(I)(l.r S/ L‘f(f)(lf =t2-f1.
ro to

Podemos intercambiar r, por ro ¥ 7, por z; en el proceso anterior para obtener
ue rj esta definido v
3 A

il.l‘3 - IQ“ S f3 et f:r.

En general. siguiendo un razonamiento inductivo. probamos que

- ]
fl‘rﬂ‘l — Laj E fn+1 —t

-

En consecuencia. la sucesion {f,} mayoriza a {x,} v la convergencia de la primera

implica la de la segunda. [

Vamos a estudiar ahora el método de Newton aplicado a funciones f de la forma

(3.15). De acuerdo con la observacion que sigue al enunciado del Teorema 3.5.
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sabemos que f tiene dos raices reales positivas. que denotaremos r; v ro (r; < ra).

En consecuencia. podemos escribir
f(E) = (ri = O)(rs = Dglf). con g(ry) = 0 % gira). (3.16)

Daremos a continuacién un resultado que proporciona estimaciones del error

cometido al emplear el método de Newton en este caso. Este resultado generaliza los
Teoremas 3.3 v I11.2.4.

Teorema 3.10. En las condiciones anteriores. la sucesién de Newton {t.} para
resolver f(t) = 0. con f dada por (3.15) v ty = 0. es convergente a ry. la menor

raiz positiva de f(t) = 0. Ademas. para ry < r,. se tienen las sigulentes estimaciones
del error

Fa — T n I's —TI an
o <y g, < 2T D e
m—a- M - 82
donde
r r
=ML a=m—.
ra ra
m = min H(t). M = max H(#
t€f0.r] tefo.n]

T

gt —tra = tig'(t

Hit)= - .
glt) — (ry — tig'(t)

Demostracion. Como [ es decreciente v convexa en (0.r;]. tenemos

garantizada la convergencia del método de Newton a la raiz r; tomando como punto
de salida tq = 0.

Por otra parte. a partir de (3.16) deducimos que
fllt)y = =(ra = )g(t) — (ry = thg(t) +(ry — t)(ry — Hg'(¢).

Entonces. denotando a, = r; —t,. b, = r, — ¢, ¥ por un proceso similar al seguido
en la demostracion del Teorema 3.4. tenemos que

2_9Un)+bnglun) b 2 —glta) + ang'it,)
ansy = a . =bh )

’7 ) n-+1 n - .
f(tn) j’(tn)

En consecuencia.

m(‘}:\) < dnst _ (a_u\'f;ttn,r = bag'ltn) <f_n>
- bn g([n) —angl(tn) - hn/
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De aqui se sigue que

1 r )'-’" (L 1 < r )2"
— (m— < —=< — [ M—
m (m ra b, T M ra

Sin mds que tener en cuenta que b, = ra — ry + @,. se deduce el resultado. m

En el caso en que ry = ry. sabemos que la convergencia de la sucesion de Newton
a la raiz doble r; es muy lenta. Siguiendo un razonamiento similar al utilizado en la

demostracion anterior. podemos ver que

_(](tu) - ”-u![l({»u)
Q!I(tn) - ”-u!/l(tn) ’

”-n.+l = rl - tn-{»—l =y

Entonces. si
m = min H(t). M = max H()
tefiry] tefo.ry]
g(t) — (ry = t)g'(t)
29(t) = (ri = t)g'(t)

podemos dar las siguientes estimaciones del error

H(t) =

m'try <rp—t, < M.

4.4 Aplicacién a las ecuaciones diferenciales e

integrales

A continuaciéon vamos a emplear los resultados de la seccién anterior para estudiar
algunas ecuaciones diferenciales e integrales. dando resultados sobre convergencia v
unicidad de solucién para ellas.

Asl. por ejemplo. consideramos el espacio X = {y € C'[0.qa]: y(0) = 0} con la
norma

Yl = max |y ()| + X\ max [o' ()]
Iyl = mx 1y (0] + A s /(1)

con A > 0 que se determinard mds adelante.
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Vamos a estudiar la ecuacion diferencial

{ y'(t) —o(t.y(t)) =0

y(0) = 0. (1)

Suponemos que o(t.u) es continua vy tiene derivada segunda continua respecto a u en
la region
0<t<a. |u—yo(t)) €6 yo€ X.
Sea @ ={y € X:||ly —yol| £ 6} vy F: Q< X — ([0.qa] el operador definido por
Fy)(t) =y'(t) — olt.y(t)). y €.

El problema de resolver la ecuacidn diferencial (4.1) es equivalente al de encontrar
una solucién de F(y) =0.

Para yg € Q. tenemos
Fltyohu(t) = y'(t) = o, (£ ya(1)) y(1).
F'(yo)ry(t) = —o(t.yo(t)x(t)y(t).
con r.y € €.
Sea 'y = F'(yo)”'. Nuestro ohjetivo es encontrar una cota superior para {|[o]l.
Para ello sea r = ['y(y). Entonces r es solucion de la ecuacién diferencial
=yt + ol (toyo(t))r.
esto es. [23]. [100].

I(t) = r,'(f)/ ) ds.
[P

t
con u(t) = exp </ oL(s.yo(s)) (ls) .
)
Observar que
MaXee(o.qf [2(1)]

max |r(t)] < a— . !
le{O.n]] (Ol < MiNgo.q] [1(1)] Iyl
v que
max {'(t){ < max [o,(t.yo(t))] max [£(t)] + {lyll < Oyl
t€[0.a] :€{0.4q] £{0.a}
con

., MAaXegg.q) [(2)
#=1+amax o (t.yo(t))|— cefoa] [(1)]

t€(0.uj mlnte[ovul lL'(f. )i ’

En consecuencia.
| mfixt 0.a] L,.(t)
[lrt)“ S A+ a - €l “l[ f
MiNgfo.q] |u(t)]
A partir de esta cota podemos dar resultados sobre existencia v unicidad de

solucion de la ecuacion diferencial (4.1). aplicando los Teoremas 3.2 v 3.8.

(+.2)
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Teorema 4.1. Para yo € Q. supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:
(1) lyo(t) —o(t.yo(t))| < a’. te0.q]

(ii) loL(t.yo(t))] < M,. te€[0.a]

(iii) ol (t.yo(t))| < ¥. t € [0.q].

iv (fou)—op(tie)] < klu—v|. t€l0.a]l. ju—yo(t)] <8 v —yo(t)] <6.
L .

Sean 6, = ae* M 0 =1+ M 0,. B=6,+\bs.a=dB.b=¥B vhk=4kB. Siel
polinomio
k b,
p(f) = 613 + E’- — ! -1""([
tiene dos raices reales positivas ry < ry v se cumple m < § (m es el minimo de p).

entonces la ecuacion diferencial (4.1} tiene solucion y* definida en [0.a]. Ademads

ly* (1) = yo(t)| < ry. L E€[0.4]

<

la solucién es iinica en la region |u — yo(t)| < 1)

Demostracidn. Se sigue sin mas que tener en cuenta que

max {u(t)] < e min ju(f)] > e
t€(0.4] t€(.a]

e

. por (4.2). {|[Tofl € 6, + \0; = B. Como

ITo Flxo)|l < ITollll Fro)]] < Ba' = a.

e

". analogamente

IToF"(xo)ll < b (ITo[F"(y) = F"(ya)]ll < klly = yoll-

el resultado es consecuencia inmediata del Teorema 3.2. =

Notar que si tomamos b = 6, y el polinomio p tiene dos raices positivas distintas.
)
podemos garantizar la existencia de solucion tomando \ suficientemente pequerio.
Con un razonamiento similar. pero usando el Teorema 3.8. podemas enunciar el

siguiente resultado general. que incluye como caso particular el Teorema 4.1.
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Teorema 4.2. En las condiciones del teorema anterior. pero cambiando (iv) por
(1v?) Joua(t.u) — oy(t.v)| S K'lu — ¢*.  p>0. parat.u v v satisfaciendo

tef0.al. Ju—upolt) <& v —yolt) <.

Sean 6y = ne**™ 9. =1 + M 4,. B=0, + M. a=dB. h=¥WB vk=4kB. Sila
funcidn ;
([ = fj?p -+
fie) (p+ Dip+2)

satisface las condiciones del Teorema 3.8. esto es. tiene dos raices reales positivas

2

— !+ a

o] o

ri £ ravsecumplem <8 (m es el minimo de f). entonces la ecuacion diferencial

(4.1) tiene solucién y° definida en [0.a]. Ademds

Wt —yo(t)| < ry. e {0. a]

¥ la solucion es iinica en la region |u — yo(t)] < rs.

Nota. Si en lugar de exigir (iv) o (iv’) se supone que ol:(t.u) esta acotada

para t € [0.a] v ju — yo(t)] < 8. se cumplen las condiciones clasicas de Kantorovich.

v se obtienen resultados similares a partir de un polinomio de segundo grado (66]

Consideramos ahora la ecuacién integral

1
ris) =/ Kis.torot))ydt. s 2 {0.1]. (4.3)
0

donde A'(s.f.u) es una funcién continua en todos sus argumentos v tiene derivadas
continuas de cualquier orden. Definimos en un espacio de funciones X el operador F

de manera que F(r) = y. con

l s
y(s) = z{s) — /) Kis.t.o(t))dt.
JU

Queremos resolver la ecuacion F(r) = 0. Para ello. partimos de una aproximacion
inicial ry. Supongamos que X' v A son lo suficientemente buenos para que F'(zq) se

obtenga derivando bajo el signo integral. es decir. si = = F'(.rq)r. entonces

1
2(s) = 1(s) —/ N (s.t.xo(t))ix(t)dt. i4.4)
(3]

Es bien conocido [66]. {87]. que el operador [y = F'(1y)~! tiene la forma w = Co(y)
con

1
wi{s) = y(s) -j—/ Gls. t)y(t)dt.
0
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y G(s.t) resolvente de la ecuacion (4.4) para el micleo A(s.t) = K!(s.t.zo(t)).
Entonces. si

/01 |G(s.t)|dt < B. s¢&[0.1].

se tiene que ||Tolj < 1 + B.
A partir de esta cota. podemos establecer resultados de existencia v unicidad de

solucion para la ecuacion (4.3) como consecuencia de los Teoremas 3.2 v 3.8.

Teorema 4.3. En la situacion anterior. supongamos que ademads se cumple

<ad. s

(M

. 1
(1) '/(; KNis.t.ro(h)) dt — ro(s) [0.1].

1
(i1) 1/(; [\'32(~"-f~-l‘u(”)(u~§ <bH. se=0010.

1 |
(iii) |/ (A:(s.tou) = K2 (s.t.0) (lf,‘ < A'lu — vi. para s. u v v satisfaciendo s &
0
0.1, ju=~1rxo(s)] <& o —rgsi] < e
Seana=ad'(l+ B). b=b(1+B)vk=4k(l+ B). Siel polinomio

L .
p(f)zgf fsf -t +a

tiene dos raices reales positivas ry < ry v se cumple m < § (m es el minimo de p).
entonces la ecuacion integral (4.3) tiene solucién r* definida en [0.1]. Ademas

lz(t) = ro(t) < ry. 1 €0 1]

v la solucién es unica en la region [u — ro(t)| < r.

De forma similar. sustituvendo (iii) por

1 :
(ii1?) '/; (N (s.tou) — [\':";(s.l,.v)](lf{ < AMu —vciF. p > 0 para s. u v v satisfa-

ciendo s € [0.1]. Ju — ro(s)l <& v — ro(s)] <&
se obtiene un resultado a partir del Teorema 3.3 v la funcién

p 3
TP+ St —t+a

)= ——
(p+1)(p+=2) 2



Capitulo 5

La aceleracién convexa del

método de Newton

5.1 Introduccién

Como es habitual en el estudio de procesos iterativos para la resolucion de una
ecuacion escalar no lineal f(t) = 0. suponemos que f verifica las condiciones de
Fourier [83]. En este caso. sin pérdida de generalidad. consideranios una funcién f
estrictamente decreciente v convexa en un intervalo ja.b]. v que cumple f(a) >0 >
f(b). En otro caso cambiamos f(t) por —f(t). f(—=t} o — f(—t). En estas condiciones

es conocido que la sucesion {t,} obtenida a partir del método de Newton-Raphson

St
frty)

tusl = by to € {a.b.  flty) >0 (1.1)
converge a r. unica solucion de f(t) = 0 en [a.b]. Ademdis la sucesion obtenida es
creciente.

Sea g una funcién en las mismas condiciones que f en |a.b]. con g(r) = 0. v {s,}
la sucesién ‘
Y($n)
g'(sa)

Snt] = S — So = ty.

Las dos sucesiones {t,} v {s.} convergen a r. Ademds. ambas son crecientes.
Como vimos en el Capitulo 1. podemos comparar la velocidad con la que ambas

sucesiones convergen a r mediante un estudio del grado de convexidad logaritmico de

i
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las funciones f y g. Asi. en el Teorema 1.3.2 vimos que si L,(t) < L;(¢) para todo
t € [a.r]. entonces {s,} converge a r mas rapidamente que {t,}.

Utilizando este resultado intentaremos obtener una aceleracién punto a punto para
el método de Newton-Raphson. Es decir. dada {t,} por (1.1) tratamos de definir una
aceleracion {s.} tal que s,,; = G(t,). a partir de un operador (. Este tipo de

aceleraciones tienen gran interés. yva que una vez construido & nos permiten definir
nuevos procesos iterativos

Snel = ("(:n)

independientemente de la sucesién {f,}. Para esto. observar que el grado de
convexidad logaritmico de una recta es cero y. por tanto. es el menor grado
de convexidad logaritmico que puede tener una funcién convexa. Asi. la recta
g(t) = f'tr)(t — r) cumple las condiciones exigidas para f v su grado de convexidad
logaritmico es cero. Obviamente. la sucesion obtenida por el método de Newton-

Raphson para esta recta converge mas rapidamente que la sucesion obtenida para la
funcién f.

fremt —r
Figura 5.1: Aproximacion de una funcién por su recta tangente

Teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor para la funcién f. tomaremos la

cantidad f(t) — / (r)“ —r)* como aproximacién de la recta fiiri(t —ri.

9 .

El problema que surge es que r. en principio. es desconocido. Por ello hacemos
las siguientes estimaciones.
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Si consideramos g(t) = f(t) — / .(r)(’ — r)* entonces podemos aproximar
» " t R
g(tn) -~ f(tﬂ) - f+)_(tn - tn+l)-'

va que f"(tn) ~ f"(r). la sucesién {t,} converge a r v (t, —t,11)> ~ (t, — r)? debido
a que

. tn -r

lim ——— = 1.

neee ,n - ,n+l

como se comprueba facilmente.

Por otra parte. como ¢'(t) = f'(t) — f”(r)(t — r) entonces
g'(ta) ~ f(ta) = [P )(ln = b)),

Con estas aproximaciones tratamos de construir una aceleracién para el método

de Newton

T (S Y (U b Llftn) ( fta))°
T gt T ) = ) el
_ fltn) 2= [_!(I,,’i. (1.2)
20001 = Ly(ty)
Lema 1.1. Si llamamos
L ,
Gl =1- zjf(::)z— 2:::: == sz(ff) [1 Tz lL,m] ' (1.3)
tenemos que
it = L}(f;)(Lfm - ,L{'”“
201 — Ls(#))?
Demostracién. Es una comprobacion inmediata. n

Teorema 1.2. Si f es una funcion que satisface las condiciones anteriores. entonces

la sucesion {s,} definida por (1.2) es una aceleracién de la sucesién de Newton (1.1).

Demostracidn. Basta con que veamos que
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Teniendo en cuenta el Lema 1.1 v que la derivada de F es L;. se sigue que

r= Gl G LA = L)

1 - 7
ST FD) S E() T 21— L)

La aceleracion anterior nos permite definir un nuevo proceso iterativo.
Comenzando en tg € [a.b] tal que f(ty) > 0 definimos la sucesidn
taer = Glty) (1.4)

con (G dada por (1.3).
En los siguientes resultados vamos a ver que esta nueva sucesion es convergente a
r. solucion de f(t) = 0 vy que ademas esta convergencia es al menos de tercer orden.

con lo que mejoramos el método de Newton.

Teorema 1.3. Sea f una funcién decreciente v convexa en un intervalo la.b]
verificando f(a) > 0 > f(b). Sear & (a.b) tal que f(r)=0. Si f'(t) =0 v

Lpitthy <Lty < ] (1.5)

para todo t £ [a.r]. entonces la sucesion dada por (1.4) converge a r. solucion de

f(t) = 0. Ademadas esta sucesion es creciente a r.

Demostracidn. Observar que la sucesién dada por (1.4) se puede escribir

1 “
fngr = ;[F(fn,l'%'o.(fn)‘(
con )
Fit)y=1t - ——.
Y=
_ qtt) . it
Q(t) =t — 700 stendo  q(t} = _f’(f\'
Entonces. teniendo en cuenta que F'(t) = Ls(t) v Q'(f) = L,(1)

Fioty = Q'(t) = Lgtty + Lt)
LAl = L2 = Ly(t))]
(1=Lnn)

= ——L (L) = Lpt)).
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De (1.3) se sigue que F'(t) + Q'(t) = 0 en [a.r]. Entonces.

£+9,

35 [¢]

tl—-r=

FEQ,  (£19)

9

(z0)(to =)

para algin zg € (fg.7). En consecuencia. t; — r < 0. Por un razonamiento inductivo
se puede probar sin dificultad que t, < r ¥n € N.

A continuacion. veamos que {t,} es una sucesién creciente. Observar que

fitn)
t —t, = - t .
n+1 n f,“n')l-j([-!( n))
donde
2
)= —— .
U= 50—

Por las condiciones del teorema. f(t) > 0 v f'(t) < 0 en [a.r). Ademas. como
Lty <lenfa.rjy H(t) >0sit < 1. tenemos que t,4y — t, > 0.
Asi. la sucesion {t,} es creciente v acotada. por tanto tiene limite. Sea

u=limt, <r,

n—

Tomando limites en (1.2). v teniendo en cuenta que H(L¢(t,)) = 0. obtenemos que

f(u) = 0. Como r es la tinica solucion de f(t) = 0 en [a.b]. se sigue que u = r. ]

Nota. Una condicién suficiente para que se verifique la condicion (1.3) es que
f"(t) 2 0 en [ty.r]. En efecto. en estas condiciones se cumple el Lema de Altman
[.2.3. por tanto. L,(t) < 1;2 < 1. La otra desigualdad es inmediata. va que
Le(t) 202> Lp(t)sitefty.r].

Observar que esta condicién la cumplen los polinomios de segundo grado v los de
tercer grado decrecientes v convexos en [ty.r]. con coeficiente director positivo.

Después de esta observacién podemos enunciar la siguiente consecuencia.

Corolario 1.4. Sea f una funcién decreciente v convexa en un intervalo la. b]
verificando f(a) > 0 > f(b). Sear € (a.b) tal que f(r) = 0. Si f'(t) = 0 v
f"(t) 2 0 para t en [a.r]. entonces la sucesidn dada por {1.4) converge a r. solucién

de f(t) = 0. v ademds de forma creciente.

Se pueden estudiar otros casos de convergencia para este nuevo proceso iterativo
en los que la condicién (1.5) no se cumpla. Algunas de estas situaciones son mas
complicadas. ya que la sucesidn que obtenemos puede no ser creciente a r. En 53]

pueden verse condiciones que garantizan la convergencia en otros casos.
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Estudiaremos ahora el orden del proceso iterativo dado por (l.4). Como
consecuencia de un resultado de W. Gander {43]. veremos que. en general. el método

tiene al menos orden tres.

Teorema 1.5. Sea r un cero simple de f v H una funcion verificando H(0) = 1.

H'(0) = 1/2. H"(0) < >. Entonces la iteracién t,., = F(t,) con

es al menos de tercer orden.

2t . ..
En nuestro caso. la funcion H(t) = ﬁ esta en las condiciones de este

resultado de Gander. Por tanto. ¢l mérodo obtenido a partir de (1.4) tiene al
menos convergencia cubica. Sin embargo. para una clase concreta de funciones
(polinomios de segundo grado). se alcanza la convergencia de orden cuatro. Todas
estas consideraciones acerca del orden de convergencia se entienden para funciones
con raices simples. Para raices de multiplicidad mayor que uno. la convergencia es

lineal. al igual que sucedia en el método de Newton [103].

Veamos ahora lo que ocurre si utilizamos el método de la aceleracién convexa para

resolver una ecuacidn

p(t) = 0.

con p un polinomio de segundo grado.

Teorema 1.6. Sea p un polinomio de segundo grado v r una raiz simple de la

ecuacion p(t) = 0. En esta situacion. la aceleracién convexa del método de Newton

es un metodo de cuarto orden.

Demostracion. Sea G la funcidn dada por (1.3). Observar que G(r) = r.

Aplicando el Lema 1.1 a un polinomio de segundo grado tenemos

Lyt

)= ——
t 2L = L(1))?

v. por tanto. GG'(r) = 0. Derivando la expresidn anterior se comprueba que G”(r) =0
y también G"(r) = 0. Sin embargo.
(r)?

3PH
r(4) = - £
GWir) = T # 0
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En consecuencia. el método definido por (1.4) es de orden cuatro si lo aplicamos a

polinomios de segundo grado. (]

Nota. Observar ademas que la constante del error asintético [61] en este caso

viene dada por

i G = G P
B S VISR

En el teorema anterior hemos probado que la aceleracion convexa del método de
Newton para resolver la ecuacion p(t) = 0. donde p es un polinomio de segundo grado.
es un método de orden cuatro. Pero aiin se puede probar mas: en efecto. se tiene que.
en este caso. al hacer dos iteraciones en el método de Newton se obtiene el mismo

punto que al hacer una iteracién en su aceleracién convexa.

Teorema 1.7. Sea p un polinomio de segundo grado con dos raices positivas.

Supongamos. sin pérdida de generalidad. que

A 1
pty =0t —t +a. ab< -,

-

Denotamos {z,} la sucesion de Newton para resolver p(t}y = 0. v {t.} su aceleracion

convexa {1.4). con zg = tg. Entonces z;,, = {, paran > 0.

Demostracidn. Sea G la funcién definida en (1.3) con f = py

p(t)
Fity=¢t - ——.
p't)
Entonces )
b(bt? —a) — a(2bt — 1)?
EOE() = (26t — 1Y (2b(bt? —a) — (26t — 1))
_ b3 — )yab"f'“":,‘o- dabt + a*b—a = it
(26t — 1) (2b(bt* — a) — (26t — 1))
Por tanto.
= Fl(z1) = F(F(z0) = G(z) = Gltg) = 1.
= Flz3) = F(F(z)) = G(z2) = G(t) = ta.
v asi sucesivamente, =

Por dltimo. hacemos algunas consideraciones en el caso de que la aceleracién

convexa del método de Newton se aplique a una funcién con raices de multiplicidad
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mayor que uno. Vemos que. en este caso. la convergencia obtenida es lineal. No
obstante. la constante de error asintdtico en esta situacién es menor que la del método
de Newton y. por tanto. siendo procesos con el mismo orden de convergencia. sera
mas rapido el correspondiente a la aceleracion convexa del método de Newton [81].

Partimos ahora de una ecuacién

f(ty =0,

donde f(t) = (r —t)"g(t) con v~ > |l v ¢(r) £ 0. En esta situacidn se tienen los
sigulentes resultados.

Lema 1.8. Si f es diferenciable un niumero suficiente de veces entonces

- —1

L_((I‘) = —.

- =2

L =
f(l‘) N _1
v. en general.

~ —=(n+1)
L_um(") =

~—=n
Demostracion. Las igualdades anteriores se obtienen sin mas que sustituir. en

el punto r = r. el valor de f v de sus derivadas en la expresion correspondiente del

grado de convexidad logaritmico. ]

Teorema 1.9. Sea r una raiz de multiplicidad ~ > | de la funcién f. Entonces la
aceleracion convexa del método de Newton para resolver la ecuacién f(t) = 0 tiene
convergencia lineal. En esta situacion. si denotamos Cx v C, a las constantes de error

asintdtico del método de Newton y su aceleracion convexa respectivamente. tenemos
que

Demostracion. Sea G la funcidn definida por (1.3). Observar que G(r) = r.
Teniendo en cuenta la expresion para la derivada de G dada por el Lema 1.1 v las

expresiones de Ly(r) v Ly (r) cuando r es una raiz multiple. vistas en el lema anterior.
se sigue que
vim= =L g
Si usamos que la derivada de
fity
iUl
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es Ly(t). el resto de la demostracion se sigue inmediatamente de la igualdad anterior
y del Lema 1.8. .

5.2 La aceleracién convexa en espacios de Banach

Vamos a generalizar el estudio del método anterior a espacios de Banach. Partimos
de una ecuacién no lineal F(x) = 0 siendo F un operador F: QC X — Y. con X e
Y espacios de Banach y Q un conjunto convexo. Formalmente. podemos escribir el
método de Newton acelerado como sigue

]
Tpey = Iy — ’L[ + ‘-I;LF(.'I?,,)A,-‘I} CnF(x,) (2.1)

siendo A, = [/ — Le(x,)] ¥ Le(x,) el operador lineal que aplica X en X de la
siguiente manera

Le(z)(x) = [F' ()] F () |File)) " Pz )(x). re X

¥ que se introdujo en el Capitulo 1.

A continuacion estudiamos las condiciones que tienen que cuniplirse para que este
meétodo converja a una solucion de F(x) = 0. Para este estudio empleamos sucesiones
mayorizantes. en concreto. la sucesion obtenida aplicando la aceleracion convexa del
método de Newton a la ecuacién p(t) = 0 con p(t) una funcién real decreciente v
convexa en un intervalo {e¢.b]. con p(a) > 0 > p(b). Denotamos por r a la tnica

solucién de p(t) = 0 en [a.b]. Llamamos {t.} a esta sucesién. que podemos escribir
de la forma

r.11+1 = (2.2)

L 2= Lpt) pltw) {1 L L Lp(ta) } p(ta)
" 2(1 - L;;(tu)) Pl(ru:) s 2 1 - Lp(tu) p’(tn) ’

En primer lugar. damos un resultado general de convergencia. en términos de una
funcién p que mayoriza al operador F. Este resultado es similar al Teorema 1.4.4
dado por Kantorovich para probar la convergencia del método de Newton. o del dado
por Altman [4] para probar la convergencia del método de Halley.
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Teorema 2.1. Con la notacion anterior. sea rq € € un punto en el que existe
Fo=[F'(z0)]7" ¥ty € [a.b] tal que p(ty) > 0. Si se cumplen las condiciones

(€] IToF(za)) < — 2

A
" 17 t ]
(€ ITeF o)l < =Z88 si e ol < (= ta < i —to
0
" " t .
(Col TP () < 25 sills =zl < 1= t0 < 7 =t
0

entonces la sucesion dada por (2.1) estd bien definida v converge a r*. solucidn de
F(z) =0. Ademas x* € B(xg.1 — tg).

Demostracidon. En primer lugar. observar que en las condiciones del teorema.
la sucesion real (2.2) es convergente a r. va que. por [(3]. p™(¢) > 0 v. en consecuencia.
podemos aplicar el Corolario 1.4.

Veamos ademas que estas condiciones nos permiten definir £;. Observar que. por
el Lema de Altman.

ILrerojll S WDoF(xo T Flag)l] € Lotte) < 1/2 < L.

Entonces. aplicando el Lema de Banach. existe Aj' = (I — Lp(ry)]™' v
l
1AM =1 = Leteg)] ™Y € ——— —.
35 = 00 = Lot ™ S T

En consecuencia. r; estd bien definido v ademas. por (2.2).
. l -
v = zoll < {1+ Lo 1G] IToF oo

< _ [1_,1 Lo(to) ] plto)
- 21~ Ly(to)] p'lto)

A continuacion veamos que las condiciones [C]. [C.] v [C3] son ciertas si

=t'l—t0'

cambiamos r, por rg. En primer lugar. probemos la existencia de I;.

Observar que

1] = CoF'(e))|| = 1’/: CoF"(x) dal

< - / ;)"(flrlf:l—pt,lf<l
p'(to) Jio p'lto]

. r =1 7 , B! . R
Por tanto existe t] — I =ToF'(xy))] = ToF'(r )f . En consecuencia existe ['; v

[, =[[of ()] 'To. Ademas

) .- | p'(to)
ToF'(z)] || < = o
N F 0] S T e Fen S
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Con esto. [Ca2] v [C3] se siguen facilinente. va que

r FII - r F/ —-lI- F// < _p(to) p”(t) — .
“ 1 (I)” “[ 0 (‘rl)] g (I)” - pl(tl)Pl(tO) p/( l)

v analogamente
(¢ "y "

1T F (o) = N ToF " )] T F(2) ) < ~EL0I P70 p"(t),

p'(ty) p'lty) p'(ty)

Para ver [C] usamos el desarrollo de Taylor de F entorno a rq.

L 2
Fley) = Flzo) + Fllro)(ry = ro) + 5 F"(z0)(x1 — zo)’

L = )
+ 3/ F"(r)(ry — 1) dr.

Teniendo en cuenta (2.1).

l
F'lrg)(ry, — 1) = = Flry) — ;F"(IO)I-OF(IU)AJIr()Fl'IU)

v en consecuencia. de la bilinealidad de F”(1q). se obtiene

1 n ¥ -
Fry = —3F (IU)F()F(IMAOlr()F(I())

[(FUF(.E())).‘ -1‘-(.5,;‘[-01:(1‘(1))', ‘,"jruF(Iu)AJlr()F(Iuj

1 17
- =F"{ry)
N

[

e 1 L, o
- 3/ F'"(x)(2y = 2)* dr = =2 F"(0)ToF(20) A5 ' To F(z0)

—

N 1 Iy "
S+ = F"(ryry — ) dr

F"(20)(ToF(20))* + (A5 'ToF(x0)) + 3

S| —
V4

)
T

1, | i}
= EFI(Io)ruF(.Z'U)[[— AQIIFQF(I())
1 1= )
+ EF"(:O)[AEI ~ Ty F(1g) ;' Ty Flzg) + 3/ F"(xyr, —r)*dr
1 " -1 1 " 1 o " 2
= '\:F (-FU).’/OAO roF(IUI -_ EF (.TQ)I-()F(IQ_)_T/()+ ;/ F ‘IHII —I)- ([.I,'

l 1 = )
= EF”(IU)_’/O[AEI - 1]r0F(.T0) + 3/ F”I(I)(Il — I|-([I

- ¥ X0
1

) 1 111 V2
F'{zo)yg + 3/ F'"({r\xry — ) dr.

| —

donde yo = Lriry) NG 'ToFlxy).
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Tenemos entonces

l ” . 9
HToF(z|} < §||I'0F (zo)ltltyoll”

1
,/ FoF"(zo + t(xy — To))(Ty — o)’ (L — t)? dt
0

<_lp"(t0)( Ly(to) >2<PU0))2
T 3p(te) \I = Ly(ty) p'(ta)

_ l”l'l - I0||3

1
T3

! 2
/0 p(to + t(ty — L)) (1 — £)° ddt

2 pto)
3 3 a2
< _é!’(to) a __ Lt = 1) /“ (1) (ty = t) 1
Spte) (L —a) 2 plty) Ju (1) — ty)?

siendo a = L,(tg).

Por otra parte para la funcién p(f) tenemos que

) 1, ,
plty) = plte) + p'lte)(ty = to) + =p"(to)(t1 = to)°

-+ l_/ l Pl””)(’l —f)z(“.

-)' ty

pltg) 2 —-a
Plte)2 = 2a

Como t); —ty = —

. I, (o) 2—a 1, Hto) /2 —ayN?
pity) = plt) = 2p'(te) 20 + gpite) Lo (222

p'ltg)l —a (p'(te))° \1 —a
L MTAY 1) dt 1 t @ Lo VL 1) dt
*"5/%17(')('1—‘)( —gl’(o)mﬂ'g/mp()(l— dt.

De lo anterior se sigue que
ITLF (e )l = HoF'tan)] ™ ToF ()l

<_lp,(t0)P(t0) 03 _lpl(f())(fl—fﬂ):; “ ///(-t)‘fl_f)z

X ’ 2 3 7 ; p ‘3(“
Ipty) p'lig) (1 —al? 20800 pto) tq (ty — ty)

_plt1)
Pty

De aqui obtenemos. ademas. que ||z, — || < t2 — 1.

Por lo tanto. se puede probar por induccidn que las condiciones [Cy]. [C2] ¥ [C5]
son ciertas si sustituimos Io por I, para n = l.2..... con lo que la sucesion {z.}

esta bien definida y ademds |[z,.1 — .|| < tnsy — t,. es decir. {f,} es mayorizante
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de {z.}. De aqui se sigue que. para p € N. ||[Tnsp — Lnl| < tayp — .. Luego haciendo

p— > yn =0 tenemos que ||r° — rq|| < r — {o. ]

Nota. La ecuacién F(r) =0 puede tener otras raices en la bola B(rq.r — to) a
pesar de que la ecuacién mayorizante p(t) = ) tenga una \inica solucidn en el intervalo
[a.b]. Una condicién suficiente para que r° sea la tnica raiz de F(r) = 0 en la bola
anterior es que p(b) < b. Este es un resultado general sobre funciones mayorizantes
que puede verse en el libro de Kantorovich [66].

Al igual que vimos en el estudio del método de Newton. suele ser dificil el uso
directo del Teorema 2.1. ya que contiene una funcién desconocida p. Sin embargo.
si el operador F verifica unas condiciones del tipo de las de Kantorovich. podemos
determinar esta funcion y utilizarla para probar la convergencia del método (2.1). dar
estimaciones del error. etc. Al tratarse de un método de tercer orden tenemos que
exigir condiciones sobre la derivada tercera del operador. como hicimos en el Teorema
2.1 v como hace Altman [4]. o condiciones algo mas débiles como que la derivada
segunda verifique una condicién tipo Lipschitz. situacién analizada por otros autores
(109]. [33].

En lo que sigue supondremos que F : Q@ € X — Y es un operador dos veces
diferenciable Fréchet en un conjunto convexo abierto Qy < Q v que se cumplen
ademas las siguientes condiciones:

[C:] Existe un punto 1o = Q4 en el que el operador inverso [y = [F'(1q)]™! esta

definido.
[Ca] IITo(F"(z) = F(y))l < Kflr = yll. 2.y € Q. k > 0.

a = ||[[yFro)l. b= ||CoF"(rq1].

[C3] La ecuacién p(t) = 0 tiene una raiz negativa v dos positivas r; < r.. donde p es
el polinomio
k b
3 . 3
(f)z—_f - =t =t - aqa.

p 6 2
Como va vimos en la Seccion [V.3. en esta situacién se tiene que la sucesion
obtenida usando el método de Newton para resolver la ecuacién p(t) = 0 es
mayorizante de la sucesion de Newton correspondiente a aplicar el método de Newton
a F'(r) = 0. Nos podemos preguntar ahora si ocurre lo mismo al utilizar la aceleracién

convexa del método de Newton para resolver las ecuaciones p(t) = 0 y F(z) = 0.
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En estas condiciones sabemos que la sucesion {f,} construida por el método de la
aceleracion convexa aplicado al polinomio p. ¥ empezando en ¢, = 0. es convergente

a ri. La respuesta a estas cuestiones la encontraremos en el lema siguiente.

Lema 2.2. En las condiciones anteriores. la sucesion {t,} es mayorizante de {r,}.

es decir.

“In-‘f-l - In“ < tn+1 -t n 2 0.

Demostracion. Para cada n > 0. vamos a probar lo siguiente

(I.] Existe I', = [F'(z,)]7".

” P”“n)

11, CoF"(z)|] < — .
L] Rtz < ~20e
(IIL] ||T. F(zo)] < 2U0)
pita)

p(ta)
(IVA] NToF(za)ll € ==
p'(ty)
Lo haremos por induccion. Para n = 0 se sigue inmediatamente de las hipdtesis.
Supongamos que [I.].....[IV,] son ciertas. Probemos [L].....[IV,1].
En primer lugar. observar que. en este caso. el operador Lg(r,) esta definido v

ademas

ILF(za )l S WD F (o) [T P (zn J T 2 Frieo I To F izl

< [M = Lp(ta) < l.
p(ta)? 2
por el Lema de Altman 1.2.3.
En consecuencia. por el Lema de Banach. AJ! = [/ — Lg(r,)]”' también estd
definido v ademas 1
A1
1Azl < T Lo

Asi. tenemos garantizada la existencia del siguiente término de la sucesién. r

Veamos que también esta definido [ ;.

a+1-

Observar que

Inei

[ —ToF (£ney) = -/ C,F"(z)dr

<q

= -/ "o Fiz) = F(zgj)dr — ToF"(xg)(fasy — To).
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Asi, por [C,]. [Ca] v [Ca].

1
1 = ToF'(znar) < ”/ ColF" (2o + t(Znet ~ £o)) — F*(x0)|(£ns1 — <o) dtl[

, ke ,
+ ITo F{xo)lllznsr = zoll < Fll€ns1 = Loll® + bl|znsr — Zol|

ko, )
Flaet T Olasr = pltas) + 1 < L

IA

Entonces. por el Lema de Banach. existe [[oF'(z,+1)]7" v ademas

! !
NToF ()] < = <-

Il = ToF'(zna)ll = plltasr)

De aqui se sigue que existe 4y = [[0F'(£n41)] ' To.

Ademas. por (2.3).

, , _ ! (o)
1T F( 20}l = o F (zns)] ™M < == =L
p(tn-é-l) p(tn+l)

de donde se sigue [III,,,].

Por otra parte.

ITo F(ras)ll S UFo[F"(rner) — F'(zo)]l] + IToF"(zo)]]

pltasr)

S k“-rnq-l - J:U“ -+ b S krvz+l + b= p’l(f“+1) = /
p'lig)

con lo que probamos [IT,.,].

Por ultimo. veamos [IV ., ,]. Utilizando la técnica de Altman v teniendo en cuenta

el desarrollo de Taylor de F en torno a r.,.

3

. 1 1
F(In+l) = F(fn) - FI(.I'n)(.l‘n,.l — TIn)—+ ’;F (fn)(°rn+l — In)”

+ [P = P (2 — 21 da

Como rnyy — 1, = -[I + %Lp(xn).A;l]rnF(In). obtenemos

!
FI(-L'n)(In-é-l —I,) = _‘F(In} - ;FI(In)LF(In)-A;lrnF(In'

1
= —F(r,)— ;F"(‘J:n)rnF(rn).A:lrnf‘_(xn).

Por tanto.

! 1 s
Flraa) = —;F"(rn}rnF(xn).A;lFnF(rn_) + 317"(1:,1)(1'"“ R
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+ -/I".H[F”(I) _ F"(In)](-tn+1 - I)([l’ = —-})—F”(In)rnF(In)A;lr”F(I")

1 5 1
+ S F T )[TaF ()] + F () [Lr(2a) AL T F(xa)]?

+ ,if"m)rnﬂ.rn)Lm.r.,m:‘rnnrn)

+/ [F"(z) = F"(z2)](Lns1 ~ 1) dz.
Como AT' =1+ Lp(r,)A;' llamando y, = Lp(£,) AT, F(1,). se sigue que

F(In+1) e F”(In)[LF('rn)A:lrnp(‘r")lz

S| v—

Tn+l
+/ (F"(r) — F"(w ) J(Xney — 1) dr.

Asi. usando que

\ - R ‘lnp(tn)
ynll S NLrCza) AT F e € = —22—,
( l - ”n)p (fn.)
donde hemos denotado a, = L,(t,). se tiene que
ai‘n(f,n)"
(1 —ag, ) p'(ta)?

ToF oozl < <p”(1n)

mp—-

1

- H/ [")[F"(rn + HLnpy — 1)) — F"{.L’,,)](In.:,l - Iy )'1(1 - ”‘“!l
0

< L agpttn) |k

1 k
- ZilTn — Iy 3 — + = (I, -, 3.
—S(l_(ln)z Gl +1 “ s ) 6 +1 )

Procediendo de forma andloga con el polinomio p tenemos que

~

l l?‘p(fn) ok 3

-(ln+l - ,n)

tn = = +
Pllas1) S(l —ay ) 6

v. en consecuencia. [[[oF(rq.41)]] <

pttasr). de donde se sigue [IV,.(]. Asi. queda
probada la induccidn. ]

Lema 2.3. En las condiciones anteriores se tiene que
1" = znall _ [l = 2all)
i i+l 5( ") n>0. k>0
ro —tns ro—ta

r® — opll < (”I-—“’:ﬂ“>4 n>0 k=0

re —taa ro—rIn
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Demostracion. Como A;!' =] + Lp(r,)A;'. podemos escribir
1 o N
1+.—)-LF(I,1)_§“ =;(1~'-.§n )= <A

l
SATNAL+ 1) = AT (1 - §LF(IH)> .
Por tanto.

' —r, =17 =1, + A7} (1 - %Lp(rn)> [.Fiz,)

AT [P = Flan) = Flaa)(s” = 20) = SF"en)(e = 2]

+(r" = 1,) — éA;le(‘tn)rnF(rn)
1 -
— AN =) = AT F (2" = 1)

-1 -
n HI - I")

= ___\.;1[‘,1/ (F'{c)y = F'(rol(0” = 2)de + [ = A

]~ P A
— ;_L;lrnF"(.rn) (CoF(r))] + (o = .r")"',
Ademas [ — A7! = = AT [ p(r,). v como F"(r,) es simétrica. se sigue que

l
[1—_3:'](:'—.r,l'—s_L,TlrnFll(-L‘n){ .

(ThFira)) + (0" = .l‘n))]

1 <
~A'TLF(z,) [rn Flr e —r,) + 3[[',1["(.1',1}‘!' -

1| —

(" — .1:,1)1}

1 T’ 5

;A;lrnF"(rn)rn/ F'(rjr — .r)d.r[['nF(I,,} +(r° - .zfn)l
1

= SA;II'HF"(I") [rn/ F'ir)iz" - .r)rl.r} .
En definitiva.

I —rIpp = —A;lrn/r [F'(z) = F"lx)j(e” = r)dr

! - 2
—;A:IFHF"(I,X)[F”/ F"(.r)(r'-—:,nl.r} ) 2.4)

Entonces. teniendo en cuenta los resultados del Lema 2.2 v las condiciones iniciales

l

/j- ToF"(z)(r" - r)(l.z:i

1
S et = 2l [+t = )00 = e
0

e =Y . .
_[r_l_T /Op (fn-,—-t(rl—tn))(rl—l.n) (l—t)df
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”‘T- _ ’r"” : L
= | — Pad —-_ 2 1:.
[ ry — Ln ‘/t-n P ( )(rl ) ‘

por lo que. tomando normas en (2.4). obtenemos

{ P
e = znaall = IAT T F )l | [ TolF (o) = F¥(e)](" = 2} dz

l H
+ SIATHIT A F (o) T £ (20| T

k(ry —t,)? [[Ix'—.r,\llr
6[’( )(1-Lp(f)

" . 4
- B 1 = &n

St & > 0. como ||1: — I < rp —t,.

”.l'-— r . || < — k(rl —tn)s
TS TGt ) (L= Lo(ta))

p'(tn) [ o - - = ~]2 “‘T.—In” ’
2p"(1a)3 (1 = Ly(t,)) /:., psn = 2 ds ][ o=l

lz- —xnnr

rl_f'n

=(rl-fn+l)|:

sin mas que repetir para t, las operaciones hechas con r,.

Ahora bien. si & = 0. de (2.5) se deduce que

1 - 2 - _ 1
" — sl < = Pn) _ p (z)ry — z1d:z —“I Zai
IS -5 =1/

)p(tn)a(l_[-p(tn rl-ln
- , 4
o) [L_ﬂ] .
rl_tn

El hecho de que j|z" — .|| < r — 1, nos permite encontrar estimaciones del error
para la sucesion {r,} en términos de la sucesién real {t,}. Si k = 0. la sucesidn {t.}
se obtiene a partir de un polinomio de segundo grado. y mediante un procedimiento
similar al seguido por Ostrowski {32] podemos dar la siguiente expresion del error

para el método de la aceleracion convexa aplicado a un polinomio de segundo grado.



5.2. LA ACELERACION CONVEXA EN ESPACIOS DE BANACH 120

Lema 2.4. Sea p el polinomio dado por

ol o

p(f)z‘f,z—f-{'-(l,

Si p tiene dos raices positivas ry < ra v {t,} es la sucesion definida por (2.2). entonces

(ry —r)0%" r
n—tpn=—"-————_  n2>20. s r<r., §=—.
! " 1 —04" - ! - Ta

™
r —tnzﬁ. n>0. s1 rp=nr
Demostracién. Llamamos a, =r, —t,. b, = r,—t,.n > 0. Entonces
b b
P(f—n) = ;'lnbn- Pl(f-n.) = _,_(“n + bn)

Tenemos. por (2.4).

l
Anp1 =T — bys) = dy — Y 1+

v analogamente

by = n .
S i, + b (a2 + 62

Siry < rp.llamamos 8 = r;/r. < 1 v obtenemos

an [un]“ _ _ [uo
bn B bn - h bO

Teniendo en cuenta que b, =ry —t, = (ro — ry) + a,. se sigue la primera parte.

4qn

=0,

Ahora bien. si r; = r;. entonces a, = b, v. por (2.6). la segunda parte también es
cierta. .

En el caso & > 0 la sucesion {f,} se obtiene a partir de un polinomio de
tercer grado. Encontrar acotaciones cémodas del error por el método de Ostrowski
resulta complicado. En el siguiente lema hemos desarrollado una nueva técnica que
nos permitira encontrar estimaciones del error cometido al aplicar el método de la

aceleracion convexa a un polinomio de tercer grado. en funcién de las raices de dicho

polinomio.
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Lema 2.5. Sea p el polinomio dado por
b

2 \
-t —t -+ .
R

p(t) == + k> 0.
6 2
supongamos que p tiene dos raices positivas ry < r. v una raiz negativa. —ro. Sea
o q P - - <
...,. Sir1<r2.

{tn} la aceleracién convexa del método de Newton definida en (2.2)

entonces .
(ra = rp)0°
ry —tn ~ W n2>0.
donde
r'n —r —TI
A=2—T <l 4=VAL <1l
ro + r rs
Siry, = r,. entonces
1 T
L<r -t < L
_{n - - 3n
Demostracion. Podemos escribir el polinomio p de la siguiente forma

k
p(f) = —(:"1 b f)("'_) - f)(r(] - f).
6
Comparando los coeficientes de * se deduce que ry + 1y < ry.
L
Denotamos a, = ry ~t,. b, =r, —t, v ¢, = ry + ... Entonces. pty) = (—‘a,xbncn.

A )
UnCn — bocn) v p"(ta) = =(2¢,, — 2a, — 2b,). De (2.2) se sigue que

k
pl(tn) = g(anbn -

L Lelta) )pun)
z(l—Lp(tn)) )

(ln+l=rl_tn+1=rl—tn+<l i
map |1+ (14 Lelin) ) K bncy
-)-(l -Lp(tﬂ)) Gpl(tn)

' 62p'(tn)* (1 — Lyity))

-

k 3 a?] { R » I -y f\'[
=\5 ; i“n(bn - Cn)(b: +c )= b;C; .
6/ p(ta)3(1 = Lyta))t |
De forma parecida. se obtiene
63 . :
n lbn(“" _Cn)((l:l +Ci) —(lici:

k 3
ooy = |2 ;
i (6) Pt (1 — Lyt ¢

En consecuencia.
3

Anyy a;
= —=H(t,).
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8%
-1

donde o n A
SR ETRENRAT £2:1
azci + bylc, —a,)(a® +¢c2)
Notar que
H(t,) = B an 1 _ (ry — G:(t,,))(rg —t.)°
aibnq‘-l ("'.‘_C'(tn))(rl—tu)3
con G definida en (1.3). Como G(ry) = r;. G'{ry) = G"(ry) = 0. se sigue. para !
suficientemente cercano a r,
Gl” i \ y —
H(t) ~ (l)(r‘—rlJ'——{( )("‘—"1)'=r o
6f(ry) rg +r

Puesto que t, — r| cuando n — . se obtiene

3 n n
G L1 RN ("’_0>3 \(3T=1072 (v"‘il_)] e
bn bn -1 ’ bU ) ’ r2 \//K ‘

Luego.
93"
ry _tn "\'(f': — I ‘1"'7'1 —f,")—/-..
v A
de donde se sigue la primera parte.
Si ry = ry. escribimos p(t) = E(ry = 1)V (rg + 1), donde 2r; < ry. Con la misma
técnica v notaciones. obtenemos
2 3 3 / 2
a; — cqa; — C, {dn/Cn) —(dn/cn)” — 1
Apiy = g — T = s - - .
tay = 20q) (a7 + 23] (an/en) = 2) ((an/ca)? +2)
. L .
Teniendo en cuenta que —= < — v que la funcién

Cn 2

es creciente en [0.1/2]. deducimos

E L nse < a
1 3
v. por tanto. se prueba el teorema. [

Observar que las estimaciones del Lema 2.5 son igualdades cuando n = 0. esto es.
para t = tq. el valor mas lejano a la raiz de los que forman la sucesién {t,}. v donde
cabia esperar la estimacion fuese la peor de todas las dadas.

Con la ayuda de estos lemas. podemos demostrar el siguiente resultado que estudia

la convergencia v unicidad de solucion de la sucesién definida por (2.2).
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Teorema 2.6. Supongamos que se cumplen [C,]. [Ca] v [C3] v que. ademds.

E= B(.’l‘,.rl —tl)gQU'
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Entonces. la sucesién (2.2) estd bien definida. estd contenida en B v converge a r°,

solucion de F(z) = 0. Sir, < r, tenemos un método de tercer orden para k > 0 vy de

cuarto orden para k = 0. donde k es la constante introducida en la condicién [C,].

Siry = ra, la convergencia del método es lineal en ambos casos. También se tiene

que la solucidn es inica en

3 Bl(rg.r2) Ny, siorp < ra.

Ademas. podemos dar las siguientes estimaciones del error en funcién de las

del polinomio p:

B(rg.ra) N0 Qy Sl rp=r..

e Sik=0.
. lr-;—rl)()“"
lz* — x| <1y =1, = YD n 2> 0.
. r
51 rp < rj. H=-2L<i.
r
"o ry
T —In“Srl—fw=F- n 2. ry=r,
e Sik>Q.
- < ; (ry —ry)g?" >0
lir _In“—rl_'nNW n 2 0.
. ra—r —~r
sirp < ra. A== . 9=VL <1,
rg—r+rnrp ra
- r r :
lx* = zall </ = ts. COHFS"l—fnS3_n~ story=ro.

Demostracién. La primera parte se sigue inmediatamente del Lem

a 2?2

rarces

de

los resultados conocidos sobre sucesiones mavorizantes v del hecho de que la sucesion

real {t,} es convergente. Que el método (2.1 tiene convergencia cubica para k > 0

se deduce del Lema 2.3 v del Teorema 1.5.

Para probar que (2.1) es un método de orden cuatro para k = 0. usamos los Lemas

2.2.2.3 v el Teorema 1.6. v deducimos. para | < ~ < 4.

" = 2nerll _ ri~tasr ] (1 —6"")

gl — 0.

lz* = zall> = (ry —t,) (ry —ro)2~1 1 — 647!
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Sin embargo.

i I — I'nty 1
lim I w1l < — < .
n=x |zt =Lt T (= r)?
Por otra parte. teniendo en cuenta el Teorema !.6.
i I — I'nyy
Iim Ie? = Tnsall > 0.
R =
Para ver la unicidad. supongamos que r’ es otra soluciéon de F(z) = 0 en B.

Entonces. reemplazando r* v ry por r’ v ry en la demostracion del Lema 2.4 (lo iinico

que se necesita es que sean raices de f(r) =0 v p(t) = 0 respectivamente). tenemos

3n+1

< ... < u =p3"”.

' = znall [l = 2all]

ra—tnyy ra— i, ra — tg

con o e =zl
P ra—ty

Notar que. si ry < r,. entonces p < 1. Por otra parte. si r; = r,. entonces p < 1
v ademas ro —t,.y =r) —thsy — 0 cuando n — .

En ambos casos tenemos

an+l

“r,—'rn+l||5(r2_ln«rl)p — 0.

Asi. ' = lim,—~ r, = r". con lo que tenemos probada la unicidad.

La estimacion el error dada se obtiene de los lemas 2.4 v 2.5. con lo que se concluye
el resultado. [

El siguiente estudio consistira en obtener unas estimaciones intermedias entre la
sucesion en el espacio de Banach v su mavorizante. empleando la técnica que Gragg
v Tapia [49] usaron para el método de Newton. desarrollada en el Capitulo 3. v
que también ha sido usada en métodos de tercer orden por otros autores {109]. En
nuestro caso. la sucesion {t,}. mayorizante de (2.1). se obtiene aplicando el método
de la aceleracidn convexa a la ecuacion p(t) = 0. con

k., b,

p(t):af +§t'—t+a. (-

(V]
-1
—_
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Teorema 2.7. Sean 7> v o> respectivamente la menor raiz positiva v la dnica raiz
n Y T P A

positiva de
on(t) = kat3 =t + 6,

wa(t) = kot + 1t =&,

donde
ry — tng ! ,
v = —-—-—-—-— () = T — T > 0.
n (rl — tn)J n H n+1 nll

Entonces se tienen las siguientes estimaciones a posteriori:
g, S lr" — ]| <77 < rp =t
lx° = sl S 7 = 0a.

Demostracion. Observar que. por el Lema 2.3.

lr* = zall = llxn = zactll S 27 = 2all = l20 = Lagall]
< “I. - an-é—l“ < kn“'r- - -rn”:j'

En consecuencia. o,(||z° — r,||) > 0.

Por otra parte.
—ta1 <0.

On(rl _tn) = kn(rl _tn)3 — i —fn) +‘5n =0". _(ln-v'-l

Como 0,(0) > 0.y [lz° — r.]] € ry — t,. se sigue que

Para obtener las cotas inferiores. usando de nuevo el Lema 2.3. observar que

Sn = |l27 —rall £ le® — znmll < knlle® — In”3-
por tanto. w,(||lz” — z,||) > 0.
Como v, es una funcidn creciente v 1:,(0) < 0. se sigue que ', tiene una unica
raiz. que ademds es positiva: o. De aqui.
lx* = zall 2 ;.

Por iiltimo. teniendo en cuenta que 0,(77) = ko(77)% — 77 + &, = 0. se obtiene

177 = zapill < kalle” = 2ol < ka(7)°
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5.3

Corolario 2.8. En las condiciones del teorema anterior. se tiene
0.896, < ||z°* — z,|| < 1.36,.

Z* = Zpiall < 0.56,.

Manteniendo la notacién del teorema anterior. tenemos que

Demostracion.

©On tiene un minimo relativo en
1

Tu = V3kn

Ademas o
0> (Dn.(".n.) = (Sn - ETn-
Por consiguiente.
N 1
L2 ('n
kn(“" = ——3’2 < 5=
37327
v on(36,/2) < 0. de donde se deduce que
. 3,
“:I" - J"""r'[]l S Tu B
v
. Oy
“llj' —_ ;I,'"+1H S T“ - (5" —;
Por otra parte. sea o la raiz positiva de
3 \
tU+t -0,

U'u(t) = 3782

Como wn(t) < wn(t) parat > 0.7, < o),
Por ltimo. basta con verificar que u,,(0.896,,) < 0.
5.3 Otro estudio de la convergencia para la

aceleracién convexa

La aceleracién convexa del método de Newton para resolver una ecuacién escalar
p(t) = 0 viene dada por la expresion
(3.1)

l

t'n.+l = tu - ;

l pit.)
L+ -
]. - Lp(f'n.)] p,(t"-)
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p(ta)p”(ta)

=
p'(ta)”
En la Seccién 7.2 va hemos estudiado bajo qué condiciones este método converge a

donde L,(t,) =

t*. solucién de p(t) = 0. asi como la estimacion del error obtenido. También sabemos
que este es un metodo de orden tres en general. pero que aplicado a ecuaciones
polindmicas de segundo grado. la convergencia es de orden cuatro.

Como en otros métodos. la técnica empleada para estudiar la aceleracién convexa
del método de Newton en espacios de Banach consiste en mavorizar la sucesidn en
el espacio de Banach por una sucesion real. La sucesidn real que se obtiene de
manera natural en este caso se construye a partir de un polinomio de tercer grado.
Como consecuencia de los comentarios anteriores. puede resultar interesante buscar
condiciones para que la sucesion mayorizante se obtenga a partir de un polinomio de
segundo grado.

Consideramos ahora le ecuacién Fir) = 0. siendo F un operador entre dos
espacios de Banach con derivadas de Fréchet de segundo orden continuas en un abierto
convexo ). Siguiendo la técnica de dividir un proceso iterativo en dos. empleada por
Dong Chen en [37] v [33]. podemos escribir formalmente el método de la aceleracion

convexa para resolver dicha ecuacion de la siguiente forma

Un = Iy — rnF(In)
Y : 3.2)
Tnyl = Yn + ELF(In)f[(-En”.I/n_-rn)~

donde [, = [F'(r.)]™!. Lr(rn) = Da Fxn ) Do F(xa) y Hizn) =1 - Le(r.)]™t.

Supondremos a partir de ahora que se cumplen las siguientes condiciones:

(I) Existe un punto ry € Q donde el operador [y = [F'(1y)]"! esta definido. Ademas

IToll < 3.

(II) |F"(z)|| < M para r € Q.

~

(II) |F"(z) = F"()ll < Vjz — y|| para .y € O
(IV) llyo — zol} < 1.

(V) EI polinomio

A, 1 n
()= =t"— =t + —=. 3.3)
Pl =50 3073 ‘
. . N 2 . . .
donde M*" + — < k°. tiene dos raices reales positivas.

23 =
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Podemos escribir la aceleracién convexa del método de Newton para resolver la

ecuacion p(t) = 0. con p dado por (3.3). de la siguiente forma

s = 4 _ ba)
pl(tn) (34)
n+1 S n 2 [ - L ’n) Sn nlt-

Observar que en este caso. por el Corolario 1.4. el método (3.4) es convergente a

ri. la menor raiz de p(t) = 0. Para estudiar la convergencia de (3.2) necesitaremos
los siguientes lemas.

Lema 3.1. En las condiciones anteriores podemos descomponer F(r..,) en una
suma de la forma

In+l Yn
Flz,41) =/ F'a)(rasy = o) dr +/_ FUa)znsr = yo)dr

Yn

+ /y" F”(I)[I - H(In)](.’/n —ridr + /‘”n{[:‘”(l‘) - F"(-Tn”fl('r")(y" _I")(II.

v In

Demostracion. En primer lugar. notar que

F(In-{»l) = F(Inv-l b= F(.'/r‘.v’ - F,(.'/n)(~r':~q-l - Yn) + F('/Y) + F,(.,/n)('rnﬂ"l = Yn)

Tnset
= / F'(aWaney = 2rde + Flya) + F'(ya)(Lnsr = Yn)-
Yn

Por otra parte.

F(ya.) = /yn F'z)(yn —r)de + F(z,) + F'(22)(yn — L)

= /." F' (e Wy, — r)dzx.

Y

F'{yn (Tns1 — yn) = i F o ey = yn)dr + F(oa)(Lnsy — yn).

In

v teniendo en cuenta la simetria del operador bilineal F"(z, ).

L s
F,(In)(-rnq'-l —.l/n:i = _;F”(In,}H(-rn)(yn — )"

Entonces.

/yn F'(r)(y, — r)dr — %.’7"(.17,,)[‘[(1:,,)(yn —I)”
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1
= [ F'en + = ) = 201 = ) di
1
= [ FMaa Hiza)m — 20301 — ) dt
(0]
= [ P+ g = 2l = Hlza)l(gn = 2020 = ) dr
(0]
l )
+/ [F"(Zn + t(yn — In)) = F (22| H(2o) (Yn — T2)3(1 = ) dt
Q
—/ F"(x)[I = Hion)|(yn — 1) dzx

-‘r/ (F"(r) = F"(x H(x, ) (yn — o) dr.

¥ en consecuencia. se sigue el resultado. [

Lema 3.2. Continuando con la misma notacion se tiene. para n € N.

l
I Cal < = ;
(1) ITq < S
l
e b
(I1,) [[H(z,)| < T
L,(t,)
(I11;) W] = H{r,) ll_l_"LpT

(1‘/71) “.’/n—-rr\“ < sa =i,
(‘-n) ”‘rn+l - .'/n“ .<_ ,‘n+l - 3aq.
("'ln) |IF(In+l)” < pltasr).

Demostracion. Paran =0.(/[y). ([ly). (IV5) y (15) se siguen inmediatamente

de las condiciones (I)-(V). Para probar (///,). teniendo en cuenta la expresion del

inverso de un operador ({92]). se sigue que que

H{rgy={I - [-F(-Foil_l = z Lr(ro).

Asi.
I - H(zg) = - Z[-F(l‘u = —Lp(xo)H(xg).

v por tanto.
L,(to)

ny — < ( To) . —r
11— H(zo)|| S | LrizallllH(xo}]| < 1= La(to)
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Como suele ser habitual en estos casos. lo realmente dificil de probar es (Vo).

Con la ayuda del Lema 3.1 podemos escribir

T

F(z,)= 1 F'(r)(xy, — r)dz + /jo F'(z)(z; — yo)dr

Yo

vo " . Yo 1 "
+/ F (I)[l—H(Io)](.’lo—-l—‘)d-l‘"i‘/_ (F"(r) = F"(z0)]H(x0)(yo — 7o) dz

1

=/0 F'(yo + t(xy = yo))(x1 — yo)*(1 — t) dt
! " \

+/0 F(zo + t(yo — To)) (L1 — Yo)(yo — Lo) d!

1 B

+[) F”(IQ '1""”'/0 - Tu”[[ - H(IQ)](UU _IQJ-(I - f)llt

1
'3-/ [F"(xg + tiyo — xohr — F"(xg)|H(xg)(yo — xo)7 L.
0

Asi '
HF(roll € 5 lley = ol + Mliry — yollllye — roll
M LN N
+ 5 = Hizo)llllyo = woll® + S llyo — zoll Ml H (20) ]
.\[ 4 |ll/0 bt .l'()“2 .
< —{l —sp)"+ ——(2.ML -\ -
=5 (1 o) N = Lp(fu))( ILrtzo)ll + Nllyo Io“)
A , s~ to)? , )
< Sty = se) - 120 = o) (2M33 + N,

2(1 - Lp(t()))

Ahora bien. teniendo en cuenta la hipotesis (V). se sigue que

"[ A j Sg — ¢ 3 n _\'
HE(r)l < St —s9)° + S50 —to)” (.\[“ + _)

2 (1 = Ly(ta)) 23
L’ N kz‘j(SO— lo)s

< =(t; —sg)" + ——— 7

S gt =) (1 = Lp(te))

Aplicando el Lema 3.1 al polinomio p dado por (3.3) se obtiene

, ko . k*3(se = to)?
pity) = E(’x = sgl” + m-
v por tanto. {| Flry)] < ptty).
Empleando la misma técnica. v siguiendo un procedimiento inductivo. se puede
probar que (/,) — (V'/,) se cumple para todo n € N. (]

Una vez vistos estos lemas podemos enunciar el siguiente resultado sobre la

convergencia del método de la aceleracion convexa en espacios de Banach.
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Teorema 3.3. Continuando con la misma notacién anterior. consideramos el

operador F: Q C X — Y. con X eY espacios de Banach y Q un abierto convexo de

X. Supongamos que F tiene derivadas de Fréchet de segundo orden continuas en .

Dado un punto xo € Q. supongamos que se cumplen las condiciones (I)-(V) y que
B(yn.rl - f]) cQ

Entonces el método de la aceleracidn convexa (3.2) es convergente. Ademds.
Iy Yy € Blyo.ri—n). neN.

el limite x* = lim,—e x,, es solucion de la ecuacion F(x) = 0 v se satisfacen las

siguientes estimaciones del error

I =zl S = twe =gl <7y —see mE N
Demostracidn. Se sigue inmediatamente a partir de los Lemas 3.1 v 3.9. [

Notar que. por el Lema 2.4, podemos expresar ry — ¢, en funcion de las raices del
polinomio p definido en (3.3). Tenemos asi

."I
(ra =)0 . r
ry —tn = o n > 0. sSirp<ra. = —
1 — & r
I .
r—te=—. n>0. sir =r.
_111 e

9.4 Ejemplos

Concluimos este capitulo con unos cuantos ejemplos en los que se utiliza la aceleracién
convexa del método de Newton para resolver distintos tipos de ecuaciones. En primer
lugar y. para funciones reales o de R? en R?. se compara la velocidad de convergencia
a la raiz del método de Newton (orcen dos). de su aceleracién convexa (orden tres)
y de otros procesos cldsicos iterativos de tercer orden. A continuacién. se estudian
unas ecuaciones integrales analizando los resultados acerca de existencia v unicidad

de solucién que se obtienen.
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En el primer ejemplo veremos que la aceleracién convexa del método de Newton
para resolver una ecuacién polinomica de segundo grado mejora sensiblemente los
resultados obtenidos por los métodos mas conocidos de tercer orden. el método de
Chebyshev [26], [37], [33]. [38]. v el método de Halley [1]. [4]. [25]. [36]. [38]. [52].
(109], v por supuesto. al método de Newton.

Ejemplo 4.1. Consideramos la ecuacidén
p(t) = (t — 10)(t —20) = ¢+* — 30t + 200 = 0. (+.1)

Denotamos {s,} la sucesion de Newton para resolver (4.1) v {f,}. {u.} v {va}
las sucesiones de Chebyshev. Halley v la aceleracién convexa del método de Newton

respectivamente. Estas sucesiones vienen dadas por las siguientes expresiones:

_ o plsn) _ s =200
Tl T e P (sn) T 2s, =30
;o
fn-l—l = f'x - [I + Lp( ")} pl(tn)
2 p(ta)
- (17 — 301, +200)(5¢2 — 150, + 1100)
- 3(t, — 15) '
2 Pug) 2(ui = 30u, + 200)(u, — 15)
Upe] = Uy — = lu, — ~ =
2 — Lotun)| p'ltuny) (3ui — 90u, + 700)
! [1 . 1 P{tn)
Un =!'p — = -
+ 2 T TS Lo | PO
(3vi = 90v, + 700) (v — 30v, + 200)
= L'n -_— .

s = 30v, +250) (v, ~ 13)
St empezamos en sg = ty = ug = vy, = 0 obtenemos las sucesiones que se muestran
en las Tablas 5.1 v 5.2. Como era de esperar. la sucesién {tv,}. obtenida por la
aceleracion convexa del método de Newton. converge a la solucién de (4.1) mads

rapidamente que las otras sucesiones. (]

Ejemplo 4.2. Nos ocupamos ahora de resolver el sistema de ecuaciones dado
por F(z.y) = 0. siendo

Flz.yy=(a? =y =23 = +y+ 1.

La sucesion de Newton para resolver dicha ecuacién viene dada por

(In+l~yn+l) = (‘Tn-yn) - r‘\-rns.’/n)F(In-yn)-
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iteracion

Sn

tn

0

It = W I

0.000000000000000
6.666666666666667
9.333333333333333
9.960784313372549
9.999847409731033
9.9999999976 71694
10.000000000000000

0.000000000000000
S.I4S145148148148
9.936934743362793
9.999995122930333
10.000000000000000
10.000000000000000
10.000000000000000

Tabla 5.1: Métodos de Newton v Chebyshev

iteracion

Un

Un

0

[ . A

0.000000000000000
S.57T1428571428571
9.930430528375734
9.999999925494193
10.000000000000000
10.000000000000000
10.000000000000000

0.000000000000000
9.333333333333333
9.999847409731033
10.000000000000000
10.000000000000000
10.000000000000000
10.000000000000000

Tabla 5.2: Métodos de Halley v de Newton acelerado
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donde

| 3y° 4 1
F(I“’y") = [FI(IH-.I/H)]-l = 3_7/ +1

6rny3 2r 2
En este caso se tiene la siguiente expresién para el método de Newton:

3yt + 27 + 6y + |

Ln+t t

6ry?
2% + 1
Yn+1 R
3y
Para obtener la expresion de los métodos de Chebyshev. Halley v aceleracidn
convexa del método de Newton nos sera de utilidad conocer la matriz asociada al

operador lineal Lg(r.y). que en este caso es

y(3riyt =23 — 6y = 1) 2y - 1)

Lrir.y) = ——
FLE ) = S 0 1P = 1)

En funcion de este operador podemos definir los métodos iterativos anteriores
como sigue. El método de Chebyshev es

l
(Sn-'r-l-,n-(vl) = (*“n*,r‘.) - [[ -+ _-)-LF(SYI‘[H) r(sn-,n)F(‘5ﬂ~f'n)‘

es decir.

. B (LdsZtl =200 — 612 = 1)(3s282 =263 — G612 — |
Sl = ~4 -)\Zf:l
(fh = 1)*
T 18588
ther = tp— ("“?1 — (1”)%(’?1 -1
Yn

Para el método de Halley podemos dar la siguiente expresion

(Unpy-Unt1) = (Ug.Uy)

- it[ + 27 - LF(lln.L'n)]-lLF(un.L'q)]r(Lln.L',,)F(lln.L'n)

o. equivalentemente.

bun(Jujr; — 202 — 602 — 1)
Untt = Uup —
Yuivd +2v2 + 603 + 1
2un(vd = 1)?
(203 + D(9uie? + i-—GL' ~ 1)
valvd = 1)
Ln-(»l - Un —




140

CAPI{TULO 5.

LA ACELERACION CONVEXA DEL METODO DE NEWTON

iteracion

In

Yn

0

o~ Y D e W —

-
<

6.000000000000000000
3.336419753086419753
2.183486059447010306
.806201995430546569
.137006139001477947
.732101431071650477
.732050814916382536
.732050807568877460
.132050807568377294
.732050807568877294

3.000000000000000000
2.037037037037037037
1.438355269870421386
1.120022383336509062
1.012402260381869450
1.000151311360582637
1.000000022890509658
1.000000000000000524
1.000000000000000000
1.000000000000000000

Tabla 5.3: Método de Newton

Por ultimo. la aceleracion convexa del método de Newton viene dada por

(u"n+l-:n+l) = (LL’,,. :n) -

o —

=\ + I - [_F(u:n.:,,)]"IIF(LL'n.:,l)F(lL'n.:,,).

Efectuando las operaciones correspondientes. llegamos a

Wra =

\

wy —

“n+1 = ~n

2.2 L 93 LGl o a2 93 a2
(Qwiz; + 2z + 627 + 1)(Bwiz? =222 =622 — 1)
2w z2(3wi=3 + 223 + 622 + 1)

~n

Q.2; .3 _'_‘))

=2+ 12 - 1)

n\sn -

Si comenzamos todas estas iteraciones en el mismo punto

(.1,'0.!/0) = (50. fo) = (llo. Ug) = (lL'O. :Q) = (6-'3)

obtenemos las sucesiones dadas en las Tablas 5.3 a 3.6.

Como se puede observar en estas tablas. la aceleracién convexa del método de

Newton nos proporciona en cada iteracién la mejor aproximacion a la solucién.

Ademas. trabajando con esta precisién. llega a la solucién exacta un paso antes

que los métodos de Chebyshev v Halley v cuatro antes que el método de Newton.
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iteracion Sn b
0 6.00000000000000000C | 3.000000000000000000
l 2.71943984021 7446527 | 1.727937814357567444
2 1.830721648025601499 | 1.138820258396739643
3 1.733249320860063453 | 1.003038870277247239
4 1.732050823057711034 | 1.000000046343271498
5 1.732050807568877294 | 1.000000000000000000
6 1.7320503807563877294 | 1.000000000000000000

Tabla 5.4: Método de Chebyshev

iteracion U, Un
0 6.000000000000000000 | 3.000000000000000000
l 2.527771600300525920 | 1.581818181813131813
2 L774166519412615274 | 1.057032561548124306
3 1.73209939-4264064235 | 1.00011335014505706-1+4
4 1.7320502807569220348 | 1.000000000000974628
3 1.7320503807568877294 | 1.000000000000000000
6 1.732050807368877294 | 1.000000000000000000

Tabla 5.5: Método de Halley

lteracion w, Zn
0 6.000000000000000000 | 3.000000000000000000
l 2.19593044552644 1461 | 1.173690932311621967
2 L.72675374-449040593338 | 0.998931852656109923
3 1.732050203990691682 | 1.000000000352383045
4 1.732050807568377294 | 1.000000000000000000
3 1.732050807568377294 | 1.000000000000000000

Tabla 5.6: Aceleracion convexa del método de Newton

141
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En el siguiente ejemplo. estudiamos una ecuacion con raices miiltiples. Diremos
que r” es una raiz multiple de la ecuacidn F(r) = 0 si el operador F'(zr") no es
inversible. Esta situacién ha sido menos tratada v. en general. es mas complicada
que el caso de raices simples [91]. La convergencia a la solucién suele ser muy lenta.

incluso en el caso de ecuaciones escalares.
Ejemplo 4.3. Consideramos el sistema dado por F(z.y) = 0. donde
Flz.y)=((r +y -2 (z —!/)2) .

¥ cuya inica solucion es (r*.y") = (1. 1).
Tenemos en este caso que Lp(r.y) = LI. con I el operador identidad en RZ.

En consecuencia. la aceleracién convexa del método de Newton viene dada por la
expresion

3. o In +3 yo+3
(In-f-l-.'/n-ly-l) = (In'.l/n) I~ {F‘Inn’/n)] I[T('L‘n-.’/nJ = < 1 . ! 1 )

12

Por otra parte. el método de Newton es

) In L
WTnel-Ynst ! = .

el de Halleyv

) 1., . I =2 oy, +2
(Tont1-Yns1) = (Ln.yn) — 'ilF (I't'.{/n” [:‘(In-.'/uJ = ( 3 . 3 .
v el de Chebyshev coincide con la aceleracion convexa del método de Newton en este

caso.

Estudiando las sucesiones escalares que aparecen en estos métodos. v que
denotamos

Sp+ 1 tn + 2 wy, + 3
Sn+l = —_— ,n+l = ———3 . un+l = —4

se puede ver sin dificultad que dichas sucesiones son convergentes a uno. empezando

[ V]

en cualquier punto de R. Ademas la sucesion {u,} converge mas rapidamente que
{t.}. vy estaasuvez mas que {s.}. En la siguiente tabla se comparan estas sucesjones.
tomando como punto de salida sg = ty = ug = 0. Como se puede ver (Tabla 5.7). la
convergencia a la solucién en todos los casos es muyv lenta. [

En el siguiente ejemplo. utilizamos la aceleracién convexa del método de Newton
para probar la existencia y unicidad de una ecuacion integral (ver también [25]. [26].

[39]).
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iteracion

Sn

tn

Un

0

Ut W= Wty

o

[/ |

Y

10
11
12
13
14

15

0.0000000000000000
0.5000000000000000
0.7500000000000000
0.3750000000000000
0.9375000000000000
0.9687500000000000
0.9343750000000000
0.9921875000000000
0.9960937500000000
0.9950463750000000
0.999023-375000000
0.99951171387500000
0.9997558593750000
0.999877T9296875000
0.9999:389643437500
0.9999694824213750

0.0000000000000000
0.6666666666666667
0.3833338333333389
0.9629629629629639
0.9876543209876543

0.9958347736625514
0.9986282578875171
0.9995427526291 724

0.999347538420972-41
0.999949 1947365747
0.9999830649121916
0.9999943549707303
0.999998 1133235763
0.99999937277452356
0.99999979092484 19
0.9999999:303032306

0.00000000000000000
0.75000000000000000
0.93750000000000000
0.98437500000000000
0.99609375000000000
0.99902343750000000
0.99975585937500000
0.99993396484375000
0.99998474121093753
0.9999961385302734-16
0.9999990-4632568363
0.99999976153142095
0.99999994039535527
0.99999998509883381
0.99999999627470970
0.99999999906867 748

Tabla 5.7:

Newton

Sucesiones de Newton. Halley v

aceleracion convexa del método

de
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Ejemplo 4.4. En el espacio X = (0.1} de las funciones continuas sobre el

intervalo [0.1]. con la norma del maximo.

llzll = max Lr(s) .

consideramos la ecuacion F(r) = 0. donde

1
F(z)(s) = x(s) —s+%/0 scos(z(t))dt. r < C[0.1]. s € [0.1].

Con la notacién habitual. y tomando como punto de salida la funcién £, = To(s) = s.
obtenemos. usando las definiciones de las derivadas de Fréchet de primer v segundo
orden.

s gl
F'(z)zis) = r(s) — 3/ Lit)ysen(z(t))dt.
Q

~

(F'iz)] (s = y(s) +

1
/ yitycos(z(t))dt.
0

20(1)
1t
con ®(t) =1 — —/ tsentz(t))dt.
2 Jo
R
F'(z)ry(s) = —;/ L(Hy(fycos(z(1)) dt.
- J0
para r.y.z € C[0.1] v s € [0.1]. A partir de aqui se deduce
sin |
a=b= i . k= ! .
2—sinl +cosl 2—=sinl +cosl

Asi. el polinomio que nos proporciona una sucesién mavorizante es

_kas b, ,
p(t)—gf —Ef -t 4+ a
l 3+ 3(si : 9 ; , s
- 6(2 —sinl + cos 1)[f +3(sin 1)t° = 6(2 —sin 1 + cos 1)t + Gsin 1].

Las raices positivas de p son
rp = 0.6095694860276291. r, = 1.70990829134757.

En consecuencia. el Teorema 2.6 nos asegura que f(r) = 0 tiene una raiz en B(zry.ry)
y. ademas. esta es la unica raiz en B(rq.r,).

Denotamos {s.}. {t.} v {un} respectivamente a las sucesiones de Chebyshev.
Halley y aceleracidon convexa para resolver la ecuacién p(t) = 0. Cada una de ellas

nos proporciona una cota del error para la cantidad

”I- - In“'
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Ty — $p

ry —t,

Ty — Up

_w o — O] S

0.6095694860276291
0.0534834953243040
0.0001520166774545
0.000000000004280+4
0.0000000000000000

0.6095694360276291
0.0495130055348365
0.0000984825547302
0.0000000000009129
(0.0000000000000000

0.6095694860276291
0.0349873:303274992
0.0000560164474543
0.00000000000012138
0.0000000000000000

Tabla 5.8: Cotas del error

siendo {r,} la correspondiente sucesion de funciones obtenida para cada método. En
la Tabla 5.8 se muestran algunas cotas del error.
Observar que las mejores cotas se obtienen con la aceleracion convexa del método

de Newton. Para esta misma ecuacion y. usando el método de Halley. Déring [39]
obtuvo la cota

|2 — r2]| < 0.000825.

Posteriormente. Candela and Marquina. {25]. {26]. dieron las cotas
" = ra]| < 0.00037022683427694

and

l2° = ra|] < 0.000149870296353502

empleando los métodos de Chebvshev v Hallev respectivamente. Notar que las cotas
P A 3 3 P q

que se muestran en la Tabla 5.8 mejoran sensiblemente las anteriores. ]

Como se ha puesto de manifiesto en la tercera seccion de este capitulo. la
aceleracion convexa del método de Newton tiene un interés especial cuando se aplica
a ecuaciones f(r) = 0. donde F es un operador que verifica que F”(r) es constante.
Aunque en general se trata de un proceso iterativo de tercer orden. en esta situacién
se alcanza orden cuatro y. la convergencia es mucho mas rapida que por el resto de
metodos de tercer orden (ver Ejemplo 4.1). Para finalizar. vamos a estudiar una
ecuacion integral que surgié del trabajo de S. Chandrasekhar [31] relacionado con las
teorias de la transferencia radiactiva. el transporte de neutrones v la teoria cinética
de gases (ver también [92] y las referencias que alli se citan). Esta ecuacién satisface

que la derivada segunda del operador implicado es constante.
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Ejemplo 4.5. En el espacio C[0.1] de las funciones continuas sobre el intervalo

[0, 1}, dotado de la norma del maximo. se considera la ecuacién F(z) = 0. donde

1 S
F(I)(s)=ax(s)/o " sV dt — z(s) + 1.

s+t
cons€[0.1].ze€Cl0.l]]y0<a<?
A partir del Teorema 2.6 vamos a obtener inforimacién acerca de la existencia v

unicidad de solucién de dicha ecuacion integral. Las expresiones de las derivadas del

operador F son

() dt — r(sj.

s+t

1 1
F'(zic(s) = a:(s)/(; 5;fl(“df+a'”$)/0

1

S

Vs

F'(ziry(s) = nr(s)/

0o s+

y(t)dt - ﬂ!/(-~‘)/ \

0 s+
donde r. y. = € C[0.1]. s € [0.1]. Observar que F"(z) es constante. Tomando como

I{t) dt — r(s).

punto de partida la funcién ry = rg(s) = 1. v para el caso particular de a = i/4.

obtenemos (ver [37] para mas detalles)
o]l = 1.53039421.
Asi. manteniendo la notacion empleada en el resto del capitulo. tenemos
o F o)l < ITollll Flzo)ll = (1533039421 )a log 2 = 0.2651971 = «.

1T F " (ro)ll S IITollIl F (o)l = 2a = b

v &k = 0. Con estos datos. construimos el polinomio
p(t) = at* —t +a.

Las raices de este polinomio son r; = 0.2870485 v r, = 3.4837317. Sabemos. por

tanto que la ecuacidn integral anterior tiene una solucién en la region {s — L < ry.
que ademas es tinica en |s — 1| < ry. Por iltimo v. usando de nuevo el Teorema 2.6.
podemos dar unas expresiones del error en funcion de las raices de p:
N 4'1
(ro —rp)0 Iy

- _ < — ——— = —=10.038239635.
12" = zall < ——3= — =0.08239635. =

Podemos mejorar los resultados obtenidos en los ejemplos de la Seccion IV.4

sin mas que utilizar. en lugar del método de Newton. su aceleracién convexa.
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Para finalizar. comentar que. como la aceleracién convexa del método de Newton
es el proceso iterativo de tercer orden que mejores resultados nos da cuando lo
aplicamos a un operador con derivada segunda constante (ver ejemplos 4.1 y 1.3).
seria interesante efectuar un estudio de este método sobre ecuaciones definidas por

operadores cuadraticos generales [90]. esto es. de la forma
Bz + Lr+y =0.

donde B es un operador bilineal simétrico entre dos espacios de Banach X e V. L
es un operador lineal de X en }" e y es un punto dado de }Y. Un gran nimero de
problemas son casos particulares de la ecuacién anterior. como la propia ecuacién
de Chandrasekhar estudiada en el Ejemplo 1.5. v otros que aparecen en teoria de
elasticidad. problemas de transporte de neutrones o doblaniiento de vigas. Sobre este
aspecto. hay una extensa bibliografia. de entre la que citamos los textos de Allgower
v Prenter {3]. Ames [5]. Anselone v Moore [6] v Argyros [9]. [L1].
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