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INTRODUCCION

N E Steenrod en el afio 1.972 [St 3] escribe

“Gran numero de los teoremas b&sicos de la Topologia, y
algunas de sus méas afortunadas aplicaciones en otras
dreas de las matemdticas son solucicnes de problemas
de extensién particulares. ..... . Muchos problemas de
extensién permanecen sin resolver, Yy gran parte del
actual desarrollo de la Topologia algebraica esta
inspirado por la esperanza de encontrar wuna solucién
general” .

Anteriormente, S.T. Hu en el préloge de su libro Homotopy
theory [Hu 4] escribe:-

"El principal problema en teoria de homotopia es el
problema de la extensién™.

Este problema estd planteado del modo siguiente-

Sean X e Y dos espacios topoloégicos, A un subespacio de X y
f A —— Y una aplicacién continua yCuando existe una
aplicacién continua g X —— Y de tal manera dque la
restriccioén de g a A coincide con f ?

Si A tiene la propiedad de extensién de homotopia en X
respecto de Y, este problema sélo depende de la clase de
homotopia de f y, por lo tanto, es equivalente plantearlo de
una forma mas general:

Dada una aplicacion continua f° A ——— Y yCuando existe



una aplicacion continua g - ¥ —— Y tal que f e h =g ?

(h denota la aplicacion inclusién de A en X)

Otros importantes problemas de la Topologia algebraica son

casos particulares del problema de extensién. Por ejemplo -

1) El problema de la retraccién: Es el anterior problema
cuando ¥ = A vy { es la aplicacién identidad en A.

2) El problema de la homotopia: Dadas dos aplicaciones
continuas f,g: ¥ -——— Y tales que ft& = g,a ,Cuando
existe una aplicacién continua F: ¥ x I ——— Y de
tal modo que F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(x) para cada
x € £ vy F(a,t) = f(a) = g(a) para cada a € Ay cada
tel?

3 El problema de la clasificacién: Dados dos espacios
topelogicos X e Y, se trata de enumerar las clases de
homotopia de aplicaciones continuas ' X —— Y, vy
de discernir cuando dos aplicaciones dadas son hom¢topas
o no Notemos la intima relacién de este problema con el

de la homotopia.

la discusién del problema de la clasificacién cuando X es la
n-esfera S% e .Y un poliedro condujo a Hurewicz a definir los
grupos de homotopia M (Y,yg) en 1935 ([Hw], grupos de gran
importancia en el desarrollo de 1la Topologia algebraica.
Conviene recordar que el grupo fundaméntal (y(Y,yg) en la
notacién de Hurewicz) habia sido definide en el afio 1895 por

Poincare [Po]



El concepto de gradeo de Brouwer condujo a la enumeracién de
las clases de homotopia de aplicaciones de una esfera en si
misma [Bru] Ademas dos de tales aplicaciones son homotopas
s1 y solo si tienen el mismo grado M4s tarde, Hopf en un
articulo de 1933 [Ho. 1], que Withney en [W.2] situa como el
punto de partida de la teoria moderna de clasificacion vy
extension de aplicaciones, clasifica las aplicaciones de un
complejo n-dimensional en una n-esfera S". Hurewicz [Hv II1I)
en 1936 estudi¢ el teorema de Hopf reemplazando la esfera SP
por un espacio cuyos grupos de homotopia de dimensién menor
que n son triviales.

S1 X es un complejo de celdas finito e Y la circunferencia
st, el problema fue resuelto por Bruschlinsky ([Brs]. La

enumeracién de las clases de homotopia de aplicaciones de 2

en
S es debida a Hopf [Ho 3]. Estas clases forman un grupo
ciclico infinito. Freudenthal [F.H. 2] y Pontrjagin ([Pn 1]

extienden el resultado demostrando que el conjunto de clases

de homotopia de aplicaciones de S™! en SP (7

net (ST) en notacién

de Hurewicz) es ciclico de orden 2 para n > 2 Mas tarde,
Pontrjagin [Pn 2] obtiene wuna enumeracién de clases de
homotopia de aplicaciones de un 3-complejo en 52

Whitney en 1937 [Wi 1], demuestra el teorema de
clasificacién de Hopf, basdndose en un teorema de extensién, y
utilizando por primera vez argumentos de cohomologia (palabra
que €1 es el primero en utilizar). El teorema de Hopf en
términos de Whitney queda asi

“Las clases de aplicaciones de K' en S estan en



correspondencia (1-1) con los elementos del n-ésimo grupo
de cohomologia de K «con coeficientes enteros La
correspondencia est4d dada por deformacién de la aplicacién
f en una normal y tomando la clase de cohomologia del
oociclo resultante. En particular f es hométopa a cero si
y s6lo si, la clase de ocohomologia correspondiente es
cero
(Una aplicacion f : K —— S® es normal si f(p) = Py para cada
punto p de K que esté en el (n-1) esqueleto de K. Py es un
punto fijo de ST)
En el mismo articule Whitney da una nueva versien del
tecrema de Hurewicz, y aflade
"Los teoremas anteriores siguen siendo c¢lertos si
reemplazamos S® por un espacio Y localmente contractil
cuyos r-é€simos grupos de homotopia son (0 para
r <n y reemplazamos el grupo de los enteros por el
n-ésimo grupo de homotopia de Y como grupo de

coeficientes en las cadenas y clases de cochomologia™.

Fue Samuel Eilenberg en su articulo de 1940 "Cohomology and
continuous maps” [E.2] quien desarrollé los elementos
fundamentales de la teoria de obstruccién para el estudio de
los problemas de extensién y clasificacién de aplicaciones
continuas.

Considera en  diche articulo  aplicaciones continuas
f: K ——— Y, donde K® es el n-esqueleto de un complejoc de

celdas geomeétrico arbitrario K e Y un espacio n-simple, vy



estudia cudndo existe una extensién continua de f a g+l para
ello asigna a f una cocadena con coeficientes en M,(Y), vy
demiestra que es un cociclo (cociclo obstruccién). Cuando este
cociclo es cero la aplicacién puede extenderse. Define también
la cocadena diferencia y generaliza los teoremas de Hopf y los
de Hurewicz-Whitney.

Mas tarde en otro articulo del afio 1.941 [E.3] traslada los
resultados obtenidos en teérminos de cohomologia a términos de
homeleogia.

N.E. Steenrod estudia y —resuelve el problema de
clasificacién para una aplicacién f: ¥ —— S® donde XP*! es
el (n+l)-esqueleto de un complejo, como consecuencia de un
teorema de extensién, introduciendo nuevos productos de
cociclos

S.T. Hu [Hu.2] en 1. 948, utiliza la (co)-homologia de Cech
para tratar los ©problemas anteriores en el estudic de
aplicaciones continuas de un complejo cualquiera X en un
espacio Y Es también Hu [Hu. 3] quien estudia la “"obstruccidén”
a extender una homotopia e introduce los conjuntos
obstruccadn.

La Teoria de obstruccién ha sido desarrollada por muchos
matematicos, que la estudiaron en diferentes contextos
(complejos de celdas, CW-conplejos etc..) y con diferentes
hipotesis bajo las que se prueban los teoremas, (simple
conexidén, n-simplicidad e£c..), Es un intento de encontrar una
solucién general al problema de la extensién y clasificacién

de aplicaciones Entre los matemdticos que més han contribuido



a su desarrollo podemos mencionar , al margen de los citados,

a Postnikov [Ps], P. Qlum [0.1], Mc Lane [E M.1] etc. .

En el afio 1.977 Yu T. Lisitsa [Li), en el marco de la Teoria
Shape, para obtener algunos teoremas de clasificacién de
clases de homotopia fundamental de sucesiones fundamentales,
desarrolla una Teoria de obstruccién en la que utiliza
invariantes de Teoria Shape: 1los grupos de homologia vy
cohomologia  de Aleksandrov—Eech, [Al] [C}], los  grupos
fundamentales de Borsuk [Be] y los grupos de cohomotopia.

T Porter en [P.1], desarrolla una teoria de obstruccién en
pro-categorias. Utilizando una teoria de cohomolegia con
coeficientes en un pro-grupo abelianc por é1 construida,
obtiene obstrucciones para extensiones simples en la categoria
pro-Kang, donde Kang es la categoria de los complejos conexos
punteados de Kan y aplicaciones simpliciales punteadas. No
hace calculos por no poseer la maquinaria adecuada.

L J Hernandez [He 2] en 1.985 ha desarrollado una Teoria de
obstruccién para aplicaciones propias en el marco de las
pro-categorias, utilizando una cohomoclogia con coeficientes en
un morfisme de pro-grupos. Se restringe al estudio de
aplicaciones propias de un complejo de celdas [St.2, pag 100},
localmente compacto y segundo numerable, en un espacio
arco-conexo Y con un final de Freudenthal [F.H.1].

Los cdlculos de clases de homotopia propia en esta teotria
son extraordinariamente complicados y s6lo consigue

efectuarlos en algin caso.



Nuestro propésito en este trabajo es construir una Teoria de
obstruccidén en una categoria adecuada que nos permita deducar
cuando una aplicacién propia tiene una extensidn propia o no

Nos restringiremos a espacios con un numero finito de
finales propios [Dm-He] y que puedan ser construides con un
nimero finito de celdas no compactas (espacio homeomorfo a
I®xJ) de manera analoga a como se contruyen los CW-complejos
[Wh 2] pero con aplicaciones de pegada propias.

Para cumplir este propésito necesitamos las herramientas vy
metodos adecuados Invariantes de homotopia propia que Jjueguen
aqui el papel que los grupos de homotopia de Hurewicz M y la
homelogia singular Hy [E 4] juegan en la teoria clasica de
obstruccidn.

Todos los invariantes que se utilizan en esta memorila, estar
estudiados en profundidad en la memoria "Sobre invariantes de
homotopia propia y sus relaciones” [Ri] realizada por nuestra
compafiera del Colegio Universitario de la Rioja, M. T. Rivas.
Alli se desarrollan las propiedades de los grupos de homotopia
propia Ry [&e], Jr, [He.l] y su relacién con los de homotopia de
Hurewicz. También se desarrollan Teorias de homologia propia y
se estudian las relaciones entre estas homologias y homotopias
mediante unos Teoremas de tipo Hurewicz. Asimismo estéa
definida alli la categoria a la que nos restringiremos para
lograr el propésito fijado

El capitule I de la presente memoria es un resumen del

trabajo mencionado.



La categoria que consideraremos es la de los complejos
cubico propies finitos [E-H-R], que resulta ser adecuada para
el estudic de las homologias propias definidas por L J
Hernandez, M T Rivas, y el autor. Estos complejos estan
construidos de manera analoga a los complejos simpliciales,
pero con cubos compactos (I®) y no compactos  (I¥xJ%)
(I = [0,1], J = [0,0)).

Estudiamos aplicaciones propias definidas en un subcomplejo
A de un complejo ciubice propio finito X en un espacio
topoldgico Y arco-conexo, con un sdélo final propioc y que
verifique ciertas condiciones de simplicidad en sus grupos de
homotopia c¢lésicos y en los de homotopia propia. Para tratar
la extensién propia de estas aplicaciones a todo el
complejo,si se estudian la parte compacta (la correspondiente
a los cubos compactos), y la no compacta (correspondiente a
los cubos no compactos) por separado, (una aplicacidén continua
{ de un compacto en un espacic topoldgico es siempre propia)
es suficiente con los invariantes de homotopia propia
estudiados en [Ri] y los de homotopia clasicos. Sin embargo,
las extensiocnes obtenidas (cuando se obtienen) pueden no ser
compatibles. Es por tanto necesario estudiar ambas partes del
complejo a la vez y para ello es preciso construir una
(co)homologia con coeficientes en un morfismo de grupos
abelianos (el que nos es valido es el que liga los grupos de
homotopia de Hurewicz con los de homotopia propia definidos
por L.J.Hernandez). A la construccién de esta cohomologia

dedicamos el capitulo II. Estudiamos en primer Ilugar la



categoria cuyos objetos son los morfismos de grupos abelianos,
y demostramos que es una categoria de modulos sobre un anilloe
de matrices que determinamos. A continuacién se estudian los
epimorfismos y objetos proyectivos en esta categoria, con
vistas a demostrar mas adelante un Teorema de Coeficientes
Universales, que sélo en buenas condiciones es analogo al
clasico. A continuacién se definen estas nuevas homologias,
que se construyen generalizando las teorias de homologia
propia tratadas ya en [Ri] y definidas en [E-H-R].

El capitulo III lo dedicamos a estudiar diferentes maneras
de inducir morfismos en la cohomologia definida en el capitulo
anterior por una aplicacién propia, dependiendo de las
propiedades que ésta verifique.

En los capitulo siguientes IV ,V, y VI se desarroclla la
teoria de obstruccidén para aplicaciones propias. Seguimos los
pasos de los tratados cldsicos [Hu.4), [G.W.1 y 2], y en
muchos casos los Teoremas quedan con enunciados anélogos a los
que en ellos se demuestran.

En el capitule IV definimos un cocicle obstruccién, que
denotamos SC™!(f) para una aplicacién propia f: KB ——— Y.
Este cociclo tiene propiedades andlogas para aplicaciones
propias a las que tiene el cociclo de Eilenberg para
aplicaciones continuas: f puede extenderse propiamente a ol
siy s6lo si SCn*l(fi =0.

En el capitulo V, planteamos el problema de la homotopia
propia y definimos la cocadena diferencia propia (AR(F)) .

Estudiando las propiedades de esta cocadena, obtenemos un



Teorema de extensién andlogo al de Eilenberg: j]xn-l puede
extenderse propiamente a KM! si y s8lo si SCl(f) ~ 0
Definimos conjuntos obstruccién propia para extensién vy
homotopia y se resuelven estos problemas para buenas hipétesis
sobre el espacio Y. Acabamos este capitulo dando wuna
caracterizaciéon de los complejos cibicos propios finitos que
son homotépicamente equﬁvalentes de manera propia a J

En el capitulo VI nos planteamos el problema de clasificar
las clases de homotopia propia de aplicaciones propias y
concretamente el problema de enumerar los n-clases de
homotopia propia que hay en una (n-1)-clase, este problema se
resuelve pero no de una manera muy efectiva. A continuacién
nos restringimos al caso en el que los grupos de homotopia vy
homotopia propia del espacio Y son triviales hasta una
determinada dimensién. En este caso, con los resultados
obtenidos anteriormente y definiendo wunas obstrucciones
propias primarias andlogas a las c¢lasicas, obtenemos unos
buenos resultados que resuelven los problemas de extensién,
homotopia y clasificacién propia planteados Terminamos la
memoria calculando algunos conjuntos de clases de homotopia

propia.

La memoria esta ordenada por capitulos y estos a su vez por

parrafos. En cada parrafo se han numerado conjuntamente

10



definiciones, lemas, teoremas, etc.. por orden de aparicion.
Las referencias que se hacen a otros lugares de la misma
memoria pueden tener uno, dos o tres guarismes S1 tienen uno
sole (p ej. 3) significa que lo referido estd en el mismo

capitule y parrafo en que no encontrameos, si tienen 2
(p e3.2.3) lo referido se encuentra en el mismo capitulo,
pero en distinto pérrafo, si tiene tres (p. ej. I1I.2.3) se
encuentra en distinto capitulo y parrafo.

El simbolo y indica final de demostracion.

La bibliografia estd ordenada alfabéticamente, dando
prioridad en cada letra a los articulos o libros de un sélo
autor. Dentro de cada autor los trabajos van ordenados por

orden cronolégico.
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CAPITULO I

NOTAS SOBRE INYARIANTES DE HOMOTOPIA PROPIA

Hablaremos en este capitulo de los invariantes de homotopia

propla que se utilizardn en capitulos posteriores Todos ellos

han =1dn  tratados en  la memoria “Sobre invaraiantes de

1

howmntopila propla y sug relaciones” cuya autora es Maria Tex

D

o
iayat

Pivas Aqui esimplemente los definiremos y recordaremos la

m

ropledades wWAS Anteregantes que verifican v lag que con mas
refigisn §6 ntilizan en capitulcos posteriores

En el parrato 1, ze infroducen los conceptos tundamenutales
de teoria de howotopla propla, asi come las categorias en las
que trabajaremes
ry

En el parrafo 2, rtrataremos de algunos grupos de homotopia

propia, de las formas que hay definirles, y de la relacion

L]

gque tienen con les grupos de homotopia clasicos Ty

En el parrafo 3, hablaremos de las Teorias de {co)homologia
zingular propia y final propia definidas en [E-H-R].

En el parrafo 4, recordaremos los homomorficsmeos de tipo
Hurewicz que hay entre las Teorias de homotopia y homologia
tratadas en los parrafos anteriores, asi como los Teoremas de
tipo Hurewicz que pueden obtenerse

Este capitule es un resumen de la memoria mencionada No

hemos prerendade hacerle exhaustive, ni hemos seguide el maismo

12



orden Nuestro objetivo es, simplemente, enumerar 1os
conceptos Yy resultados que son necesarios en el desarrollo

posterior de la presente memoria.

1.- Notacién y preliminares

A lo largo de toda la memoria utilizaremos las siguientes

notaciones
n

I es el intervalo cerrado [0,1] ; "= Ix.” . xI
n

J es el intervalo semiabierto [0, o) ; N e R
"

K es la recta real ; Rt = Rx - xR

EP = {x € R® [lIx]l = 1},
s = (x € R (x| = 1}
e = {x € R ||Ix| < 1};
el = R I - (" x{0}) n 2 0;

e = 0= E0= (0}

Un n-cubo propic es un subconjunto de K" de la forma Kyx.. xXp
donde Ky =1 ¢ K =J. El n-cubo se dice compacto si Kj = I
para cada i = 1,... .. ;0. En otro caso el n-cubo se dice no

compacto.
Llamaremos borde del n-cubo propio y lo denotaremos 3(Kix. .xKp)
al siguiente subconjunto de Kyx... .xKj

{(ty. ty) €Kpe. xKg| 31 €{1,..n} tal que, t; =0 6 1 si

Ey =1 ¢ bien ty =0 s1 Ky = J}

4

Llamaremos int(K¢x... .xK a  (KpoooooxKg) SS0(Kyx. .. .xK

n) n)

13



Definicién 1 - Dados dos espacios topolégicos X e Y, diremos

que una aplicacidén §f: X —— Y es propia sii f es continua y

ademas j‘l(K) es compacto para cada compacto-cerrado K de Y.

Definicién 2. - Diremos que dos aplicaciones  propias

f,g: £ — Y son hométopas propiamente y denotaremos f .."_-'?g 511
existe una aplicacién propia H: X x I —— Y verificando que
H(x,0) = f(x) y H(x,1) = g(x) para cada x € X. También diremos

que H es una homotopia propia entre f y g.

Definicién 3. - Dado un espacio topoldgico X y un subespacio

A de X, A es un subespacio propio de X, sii la aplicacién
inclusién i: A — — X  es una aplicacidén propia. En tal caso
diremos que (X,A) es un par propio de espacios topolédgicos.
Dadas dos aplicaciones propias f,g : (X,A) —=— (Y,B), donde
(X,A) e (Y,B) son dos pares propios, diremos que son hométopas
relativas a {(A,B) (¢ simplemente relativas a A), sii existe
una homotopia propia H entre § y g que ademas verifique

que H(A xI) €B. Lo indicaremos asi: f ~p 9 (rel{A,B} o rel{A}).

Definicién 4 - Llamaremos rayo en un espacio topolégico X a

un aplicacién propia @& : J —— X. La pareja (X,Q) se dice

que es un espacio con rayo base.

Definicién 5.- Sean (X,a) e (Y,B) dos espacios con rayo

base. Una aplicacién propia basada f : (X,a) — (Y,B) es una

14



aplicacién propia que ademas verifica: f(Q(t)) = P(t) para
cada t € J.

Dadas dos aplicaciones propias basadas f,g :(X,a) -— (Y,B).
Una homotopia propia basada entre ellas es una homotopia
propia entre f y g que ademas verifica H(a(t),s) = B(t) para
cada t € Jys € 1.

Un par propio con rayo base es una terna (X,A,Q) donde X es
un espacio topolégico, A un subespacio propio de X y @ un rayo
base en A Llas aplicaciones propilas entre pares propios
basados son aplicaciones propias de pares propios a las que
pedimos que sean basadas en el sentido de la definicion 5. las
homotopias entre dos aplicaciones propilas de pares propios
basados son  igualmente homotopias propias de pares propios
basadas.

Anadlogamente puede hablarse de triples propios, triples

propios basados, etc, ..

Definicién 6.- Sea (X,A) un par propio. Diremos que A es un

retracto propio de X, sii existe una aplicacién propia
r: X —— A tal que r o i = idA, donde 1 es la aplicacidn
inclusién de A en X e idy es la aplicacién identidad en A.

A es un retracto por deformacion propia de X 51 ademas
ler >y idy.

Si ademds la homotopia propia H : ¥ xI -— X entre 1 or
e idy verifica que H(a,t) = a para cada a € A, diremos que A
es un retracto por deformacién propia fuerte de X.

Diremos que dos espacios X e Y son homotépicamente
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equivalentes de manera propia sii existen dos aplicaciones
propias f: X — Y y g Y -— X de tal manera que f':gggpidy
y gof ~p idy. A f y g les llamaremos equivalencias de

homotopia propia.
Recordaremos a continuacién algunos resultados sobre
aplicaciones propias que se utilizardn en el desarrollo

posterior de esta memoria.

Proposicién 7. - Sean f: X — ¥ 'y g: Y -—= Z dos

aplicaciones propias Entonces
i) S1 f y g son propias entonces g of es propia
11) S1 f es suprayectiva y g of propla entonces g es propia

111) Si g es inyectiva Yy g of propia entonces f es propia

Proposicién 8. - Sean A y B subespacios propios cerrados de X
tales que X = A UB y sean f{: A —> Y y fo: B -——— Y dos
aplicaciones propias que verifican f{|y ng = fol 4 np - Entonces
la aplicacién f: X —— Y definida por f|, = f; v flg = fs

es propia.

Propogiocién 9.- Sean fi: ¥y —— ¥4, i € 4 , una familia de
aplicaciones entre dos familias de espacios: Entonces
ITfy : NX; —— TIY; es propia si y sélo si f; es propia para

cada i € 4.

Definicién 10.- Un final propio en un espacio topolégico X es
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un clase de homotopia propia de aplicaciones propias @: J-— X
El conjunto de los finales propios de un espacio X se denotara

por F(X) [Dm-He].

Defipicién 11.- Sea f: X — Y una aplicacién propia y A un

subespacio propio de X. Una aplicacién propia H: AxI — Y se

dice homotopia parcial de f si H(a,0) = f(a) para cada a € A.

Definicién 12 - Sea (X,A) un par propio. Diremos que A tiene
la propiedad de extensién de homotopia propia en X respecto de
Y, sii toda homotopia propia parcial H: A x I — Y de una
aplicacién propia arbitraria §: X —— Y se extiende a una
homotopia propia F: X xI ——— Y de .

Si A posee la anterior propiedad respecto de cualquier
espacio Y, diremos que tiene la propiedad absoluta de

extensién de homotopia propia en X.

Una categoria importante en el desarrollo de esta memoria
es la de los complejos cubicos finitos propios y aplicaciones
propias.

Sea at = Ky x ... x Ky un n-cubo propio (notar que es un

n
subespacio de R™). Si g es un isomorfismo lineal y t una
traslaci¢on en RY (g 2 n) al subespacio de RI que es de 1la
forma t ¢ g(aP®) lo llamaremos también n-cubo propic y ‘lo

denotaremos O,. Los O-cubos son los puntos.

Una (n-1)-cara de a® es un subespacio de la forma :
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Ky x X Kj x 1 xKj,yx... xK donde 1=20061si1K =1y
1=20s1K =J Una (n-1)-cara es también un (n-1)-cubo

Los subespacios de Oy de la forma t o g(an‘l) se llamaréan
(n-1l)-caras de Oy. Iterando este proceso pueden definirse todas
las caras de menor dimensién. A la unién de todas las caras de

O, la llamaremos borde de O y lo denotaremos por 40 o por én'

Definicién 13 - Un complejo cibico propio finito X, es un

subespacio de R™ junto con una familia finita de subespacios
5= {Oi}§=1 verificando
(1) 0; es un n-cubo propio para alguin n con 0 < n < m

. b 3
(11) ‘%ioi =X
(11i) 51 04 es una cara de Oy y Oy pertenece a &, entonces 04

pertenece . .
(iv) Si 04y Oj pertenecen a ¥ entonces 04 P\Oj es vacio o
€5 una cara comin

Un subcomplejo ciubico propio de X es un subespacio A de X
junto con una subfamilia &’ de ¥ que satisface la condicidn
(111) y ademas queéﬁspi = A (es evidente que se satisfacen
las condiciones (i) y (div) ).

Al par (X,A) lo llamaremos par cubico prgpio finito.

Al subcomplejo de X formado por todos los cubos de dimensién
menor o igual que r, lo llamaremos r-esqueleto de. X vy lo
denotaremos por XK.. (En el ﬁrabajo que sirve de referencia a
este capitulo los r-esqueletos son denotados por X¥).

Llamaremos dimensién de X y denotaremos dim X al méximo

de las dimensiones de sus cubos.
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Llamaremos también complejo cubico propio finite a todo
espacio homeomorfo a uno de los definidos anteriormente
Una categoria que engloba a la anterior y que es mas general

es la de los CW-complejos propios y aplicaciones propias.

Definicién 14 - Un CW-complejo propio es un espacio de

Haussdorff X, junto con dos conjuntos de indices A, y By para
cada entero n > 0, tales que Ag = By vy Ay N By =¢para n»>90
y aplicaciones propias :
O  EP ————— X paracadan:0 y Q€A
QﬁntEn'li————> X paracadan>0 y P €B
verificando las siguientes propiedades
i) "Ut ¢Yn(cn) =X  paratodon>0 y YEA UB,
donde c® = e 51 yEA y M= si yE By
ii) Q\,“(cn) N oMM = @ salvo para n=m y y=38
1ii) %n]c’] es (1-1) para todo n20 'y Y EA UBR
iv) Sea X, =’HK (ILY'"(C”) para todo m tal que 0 s m< ny
todo Y € 4, U By
Entonces
¢,an(sn-—1) C X,y para cadan>1 y Qa €A,
%n(sf‘-’ x{0} US™2 xJ) C X, paracadan:2 y PER
0p' (E°) < X,
v) Un subconjunto F de X es cerrado en X si y sélo si para
cada n 2 0y cada Y €A, UBy (er‘)'l(F) es cerrado emn
EPsi YEA 6 en EM!xJ si yYeEB, (n>0)
vi) Para cada n > 0 se verifica

a) 9" (E?) esta contenido en la unién de un mimero finito
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de conjuntos de la forma ¢f(o™), para cada G E Ay
b) %n(En"l x J) (n > 0) esta contenido en la unién de un
nimero finito de conjuntos de la forma ¢3™(c™) para

cada P ER,

Las aplicaciones %n se llaman aplicaciones caracteristicas,
los subespacios @,"(E®) n-celdas compactas de X y los
subespacios %n(En‘lx J) n-celdas no compactas de X. La unidén
de las celdas de dimensidén menor o igual que n, se llama
n-esqueleto de X y se denota X,. 51 X, =X para algin n, se
dice que X es de dimensién finita. El menor n para el que esto
ocurre se llama dimensién de X. Si no existe ningin n tal que
X

n = X diremos que X es de dimensién infinita. 5i X tiene sélo

un numero finito de celdas se dice que es finito.

Definicién 15 - Un CW-complejo propio X diremos .que es

regular si para cada n > 0 y Yy €A UBy Q{n' Sh—— X es
inyectiva, donde I® es E® si Yy EA o bien EMIx Jsi
YEB, (n>0)

Notemos que q;\]n- ;s Qyn(i‘n) es un homeomorfismo

Todo complejo cubico propio finito es un CW-complejo regular
tinito

Recordaremos algunas de las propiedades mas importantes de

los CW-complejos propios.

Proposiocidén 16.- Sea X un CW complejo propio e Y un espacio

topolégico y sea f: X —— Y una aplicacién. Entonces:

i) f es continua si y sdlo si § o Q)Y“ es continua para
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zada om0y Y EAL U R
11 S1 ¥ oes fimite, f es propia s1 v solo g1 s tI)Y“ gg

propia para cada nox 0y ¥ €A U R

U eubeompledjo de un CW-complejo propio I ez un eubespacic L

R

de ¥ ganto con dog  subconjuntos AI'1 v de A Y By

T
rezpectivamente para cada n oz 0 (A'U = B‘u), tales que
a) L= U (DY“(r:n) para todon =2 0 y Y& Ax‘x WJ E«x“
nY
b} %"(Zn) clL para todon 2> 0 y Yy E A UBE
Las uniones e 1ntersecciones arbitrarias de subcomplejos son
subcomplejos
Tode subcomplejo es de nuevo un CW-complejo propao
1 L es un subcomplejo del (W-complejo X, L es un subespacio

propic de ¥ Por lo tanto, tode subcomplejo de un complejo

sukico propae finito es un subespacio proplo

Teorema 17 - £i X es un CW-complejo propio famateo y L es un

subcempleje de ¥, entonces L posse la propiaedad abroluta de

sxtenzion de homotopia propa

Ty

Un C(W-complejo propio puede describirse como un espacio

zelular {pegandc celdas con aplicaciones de pegado propiac}

Definicién 18 - Sean X e Y C(W-complejos propios Una

‘

. ~ 3 N1 ) G— 7 Y e~ ~ a9
aplicacion g = X — Y se dice que es celular si1 g(X;) €Y,

para todo n > 0.
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Teorema 19 - (Teorema de aproximacién celular propia)

Sea X un C(W-complejo propio finito e Y un complejo cubico
propio finito o bién un CW-complejo propio‘regular finito de
dimensién menor o iqual que 3.

Sea f- X —— Y una aplicacién propia tal que f|y es celular
para algﬁn suboomplejo M de X (M puede ser ﬁj ). Entonces,
existe una aplicacién celular y propia g: X — Y tal que
gly = fly v 9y f mediante una homotopia propia estacionaria
en M.

Este resultado puede generalizarse a una aplicacién propia
f (¥,A) —— (Y,B) donde A es un subcomplejo de X y B un
subcomplejo de Y, wutilizande la propiedad de extensidén de

homotopia propia y el Teorema 19.

2.~ Grupos de Homotopia propia.

Sea (X,A) un par propio de espacios topolégicos y @:J — A
un rayo base en A,

Sean los triples propios (gn,qn‘l,ﬁ) v (=0,§%'1,1) donde
D* = D® xJ §P‘1 =% %3, 2 =% xJ, (* es el punto base
de sy, DA =D"x3/D"x0 y g1 =5l g /sy

Z. Eerin define en [Ee] 1, (X,@) como el conjunto de clases
de aplicaciones propias basadas §:(8%,2) -—— (X,a) bajo la

relacién de homotopia propia basada, vy (X, A Q) como el
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conjunto de «c¢lases de homotopia propia de pares propios
basados del tipo f‘(_Qn,_S:n'l,-*—) —— (X,A,@) bajo la relacién

de homotopia propia de pares propios basada.

L.J Hernandez define en [He 1] 1. (X, Q) vy

=1\ XIAIQ) de

Il
manera analoga pero utilizando para el primer caso
aplicaciones propias del tipo f:(gg,l) — (X,Q) y para el
sequndo aplicaciones propias del tipo f:(;ﬁ;gg‘l,l) — (X,A,Q)

Pueden darse definiciones alternativas de estos conjuntos
de la siguiente manera:

S1i n > 0, ;n(X,Q) es el conjunto de las clases de
aplicaciones propias f: (I™xJ,9I™xJ, I™x0) —— (X, Q,Q(0))
tales que f(x,t) = Q(t) para cada (x,t) € 8I® xJ, bajo la
sigulente relacién: dos aplicaciones f y g estan relacionadas,
si existe una homotopila propia

H (IPxJIxI ,0I1%xIxI, IPx0OxI) -— (X,Q,Q(0))
tal que H(x,t,0) = f(x,t), H(x,t,1) = g(x,t) para (x,t) € I%xJ
y H(x,t,s) = @(t) para cada (x,t,s) €93I%"xJIxI. Denotaremos
fodpg (rel(dI™xJ, I®™x0))

Estos conjuntos admiten estructura de grupo para n 21 (son
abelianos para n 22) respecto de la siguiente operacién -

Sean f,g representantes de ¢ y I € L (X,@) respectivamente,
£+ N es el elemento de 1, (X,@) representado por la aplicacién
propia h definida por

f(2ty,tg, . ... .ty t) si 0s<ty s 1/2
hity, tg, Lty t) =

g(Ztl—l,tz,,t t) si 1/2 < tl < 1



Para n =1 se utiliza la notacién multiplicativa Een.
J5(X, @} es el conjunto de clases de homotopia propia

(rel{0}) de aplicaciones propias del tipo f:(J,0) —— (X,Q(0))

Para n > 1 1,(X,A,@) es el conjunto de las clases de
aplicaciones propias
§: (IPxJ, 1013, T 1x3, IPx0) — (X, A, Q,0(0))
tales que f(x,t) = Q(t) para cada (x,t) € ™! xJ bajo 1la
sigquiente relacién: dos aplicaciones f y g del tipo anterior
ectan relacilonadas si existe una homotopia propia

Ho (IPxIxI, I™IIxI, ™ IxIxI, I™x0xI) — (¥, A @, 0(0))
tal que H{x,t,0) = f(x,t) v H(x,t,1) = g(x,t) para (x,t)& IPxJ
y H(x,t,s) = @(t) para cada (x,t,s) € T I %I, Denotaremos
fyp g (rel(I™Ixd, ™3, 1myx0)) (I denota la (n-1)
cara de I correspondiente a x; = 0 vy T™-1 denota 1la unién
del resto de las (n-1) caras de IM)

Con la operacién anteriormente definida estos conjuntos son
grupos para n 2z 2 (abelianos para n 23). Para n = 2 utilizamos
notacién multiplicativa y conviene notar que un elemento 1 de
Jn(%,A,a) representado por una aplicacién propia f tal que

f(IRxJ) €A es el elemento neutro.

Para definir R (X,a) y I, (X A Q) podemos considerar
aplicaciones propias del tipo
fuo(IPxJ,9I%%J,8I%%x0) ——— (X, @, 2(0)) con  f(x,t) = qt)

si (x,t) €9IMxJ
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§foIBy 3 IRl il phmlyn) (XA, @, 0(0)) con f(x,t) = Q(f:

1 (z.t) e Tl

Ve ey

(0]

bajo las msmas relaciones que para L (X, @) y ZI.(X 4a)
respectivamente

Con operaciones como la definida anteraormente J (X,(t) es
grupe para n 21 (abeliano =1 n 22) y L (¥ A Q) es grupc para

-, ~
2L

(abelianc para n 2 3)
Jy(%.) es o) conjunto de los finales propioz de X Denotamos
par " el fipal propio representado por Q&
Los grupos Ip pueden definirse de una manera menos ‘rigada’
como Sique
Sea I un espacioc homeomorfe a I™ % J, 1 I®™x1 —— E un
homeomcrfisme, 0E = 1(a(I% ~J)) vy e = 1(v xJ]) donde
v =1{1, ,0) € I® Entonces I (%X, 8,) puede definirse como el
conjunte de clases de homotopia propia (rel(dE)) basadas, de
aplicaciones propias del ftapo
f {(E,0E,e) —— (X, A, Q)
T (3.@) es el conjunto de clases de homotopia propia basada

de aplicasicnes propias del ripo

7 (6E,e) —— (X,Q)

Dade wun par propio (X,A,Q), existen sucesiones exactas

asociadas a el, tanto en I como en I
P ; 0 1. x
— L (La)-% 1A a) 25 1 (Xa) 25 1 (% 40) —

: _—‘;I(X,A,a)—é'—? ;U(A’Q> - LO(X‘Q)
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d
s Lﬂl,_,,,“,fr:"'——’ ‘&.‘ A, g =% L‘L )_d_‘.l(X,A,G) e e
C—— Ly (3.A,Q)—— Ty(4,a) =% J(3.Q)
1; ¥ Ja estan anducadas por las apliacaciones inclusion Vv @

asta definiada de la manera natural

X, v 1, para n > 1l son funtores de la categoria de los
egpaclos con rayo base y aplicaciones propias en la de 1los
grupos (abelianos si n 2 2). Para n > 2 son también funtores
de la categoria de los pares propios oonh rayo base v
aplicaciones propias en la de los grupos (abelianos s1 n 2 3).

Ademas las sucesiones exactas de homotopia propia son

funtoriales respectc & aplicaciones proplas entre traples

Estos grupos de homotopia propia estan relacicnadas con los
grupos de homotopia de Hurewicz N de la siguiente manera
Dado un espacio topoldédgice X que admite una aplicacion
propia @ - J —— X, exlste una aplicacidn
B Toyp (X,0(0)) — L(X.@)
que es homomorfisme para n > 1, definida de la saquiente
manera

Sea 7 un  elemento de 7T X,(0)) representado por

T+l (
$o (I a1y 5 (X o)) [Hu 4.1V)

Consideremos la aplicacioén propaa

)

IMNIx0 W IMx0x] U aIPxIx] —— X  dada por

G(x,t,0) = f(x,t) - 81 (x,t) € IBxI



Gix,0,8) = a(s) si (x,t) € I*xJ
Gly,t,s) = U(s) s1 (y,t,s) €8I x 1 x 1
Utailizande la propiedad de extensidon de homotopia propaa,
podemos encontrar
FroI™mIxl ———— X

que es una extension propia de G Entonces

Fi: I®™»J ———— X
definida por Fl(x,s) = F(x,1,s8), representa un elemento
§€;t(X,CX) Definimos (pa(n)r:@ @y e una transformacion

natural entre los funtores M, ., y 1

Notemos que s1 - (IPxJ, 91® x J, IT" x 0) —— (¥,Q,Q(0)) es
una aplicacién propia que representa un elemento §€__§I‘(X,Q),es
rambién del tapo (I® x J, 9I™ x J, 4I™ x 0) —— (%,Q,Q(0)) vy
representa por tanto un elemento ¢’ € I (X, @)

La aplicacion ¥ L (X, @) -—— N (X, @) definida por Y(§) = &~
{es homomorfismo para n > 1) da lugar a una transformacion
natural entre los funtores I, v L,

Puede definirse otra transformacidn natura1<3'=§n———»ﬂh come
sigue - Sea f- (I™ x J, 3I™ x J, 9I™ x 0) ——— (X,Q,Q(0)) que
representa a un elemento § de I, (X, ). Lla aplicacion
Dpf (IM,I®) — (X,@0)) definida por Quf(x) = f(x,0),
representa un elemento ¢’ de My (X,Q(0)).

Entonces 9 C B (X,@) — 1 (X, Q) se define por - 9(¢) = ¢

Con tode lo anterior se obtiene que la siguiente sucesidén es

exacta
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T Mg (,000)) T (X)) - (X, @) -5 (X,a(0)) -
T X, Q) — R(X, Q) — my(X, Q)
Una sucesidn exacta analoga puede obtenerse para el caso
relativo Ademds el siguiente diagrama

Mg (X,4,0(0)) X, (XA Q) L L, (X, 4, Q) e, (X, A, Q(0))—
fa

Q

d J/ d d
n(a,ag0)) —2 1 (Aa) Yo g (aa) 2o A, Q(0))—
i ) Sn-p(8,Q) B (A, -1 (4, Q(0))
ez conmutativoe d es el operador borde de las respectivas
fucesiones exacta asocladas al par

El homomorfismo jugara un 1mportante papel en el

desarreole de esta memoria.

Defipicién 1 - Un espacic X se dice (1) n-conexo si1 lo=s

grupos _T_ﬂ(X,(I) son triviales para tode q < n Yy todo rayo «
en X.

¥ ze dice {(B)-n-conexo sii los grupos gq(X,Cx) son traviales
para todo q £ n y tode rayo @ en X.

Igualmente se define que un par propio es (IL)n-conexo o

{I)n-conexo

El grupo RI4(X,Q@) actia como grupo de operadores en la
sucesi6én exacta que relaciona los grupos M, y 1 en el caso
absoluto. En el caso relativo es J (A, () el que actua en la

sucesion exacta (La accion de _&(X,Cx) en T, (¥, Q(0)) es la de
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BUL 1T.0); que es un subgrupe de Ty (T, 0(0))

Definici - z '
icién 2 Un espacio X se dice (Dn-simple 12 para

todo rayo @ en X L (Z,Q) actua trivialmente en T (¥,)
Analogamente se define el concepto de {L)n-simplicidad
Un espacio ¥ se dice (M) n-simple sii para todo xg € X
HI(X,XO) actia trivialmente en T (X, xq)

Para el caso relativo las definiciones son analogas

Ee interesante observar que dados dos rayes @ y § en un
espacio X, =1 existe una homotopia propia entre ellos, los
grupos cde homotopia propia =Tn(X,Oz) y =l_n(X,[S) son 1somortos
Por lo rtanto s1 X posee un sole fainal propio podemos asociarle
un grupo que denotaremos T(¥) tal que I (X)) T L(X,Q) parx
cada rayo en ¥

Por la misma razon, si A tiene un soélo final propio, para
cualesquiera dos rayos en A, .y P, I (XA Q) = I (X AD) v

podemos asociar al par un grupo que denotaremos 1p(X,A)

Definicién 3 - Para cada n 2 1, denotamos por O(n(X,(I)

al subgrupe de I, (X,@) generado por los elementos de la
forma § - ut donde ¢t € I (%, Q) u E_gl(X,(!) v u§ es la
accion de u en § |

Para n > 2, denotamos Of‘(X,A,(x) al subgrupo de 1.(X. 4&,@)
generado por los elementos de la forma ¢ - ut donde

e 1 (XAaq), ueER(AQ) ¥ u t es la accién de u en §
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NBY,a) v (%f(X,A,a) son subgrupos normales de Ly (X, ) vy

et

I, (£,A,() respectivamente OJ(X,Q)' contiene al subgrupo

conmutador de I (X. @) vy (AZ(X,A,Q) contine al subgrupo

conmutador de I5(X,A,Q) Entonces definimos los grupos
abelianos-
I (%) (% AQ)
L) = iy LI AE) =
O, a) 0(%,A,Q)

En el sentido menos "rigide” de la definicion de los grupos
L. (a traves de un espacio E homeomorfo a ™13y, el grupo
;:(X,Q) (cuando E es el mismo In*%<J), tiene la sigulente
interpretacion geomeétrica
g:(X,Q) es el conjunto de clases de aplicaciones proplas del
tipo ((I™ xJ), vxJ) — (X,@) (v = (1,0,..,0) €I

An&élogamente  ocurre  con ;;YX,A,Q), para el que las
aplicaciones son propias del tipo

(IPx J, 3(IPx T}, vxJ) ——— (%,A,Q)
y la relacion es la siguiente . f y ¢ perteunecen a la misia
clase 311 exlste una homotopla propila de pares entre ellas.
[R1 III.3].

51 X tieme un soélo final propio, definimos ;n*(X) como el
conjunto de clases de homotopia propia de aplicaciones propias
del tipo

3(IM x J) ——— X,
51 A tiene un solo‘final propic, definimos ;m*(X,A) como el

conjunto de clases de homotopia propia (de pares) de
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aplicaciones propias del tipo
(IM % J), 8(I® % J) ——  (%,A)
Para cada rayo base en ¥, la aplicacion inclusién induce una
biyeccion natural entre los grupos ;n*(X,Q) % én*(X), a

+
través de la cual podemos dotar a I, (X) de una estructura de

grupo abeliano gue no depende del rayo & elegado

Cuando X es (I)n-simple, como (&?(X,a) = 0, se sigue que
L' (fa) = (X0

Como cenmsecnencia, €1 L es un espacio (I)n-simple y tiene un
: : * v :
solo final propio I,7°(X) es una anterpretacion geometrica de

Analogamente ocurre con ;ﬂ*(X,A) y L,(%X.4) cuande A tiene

3

un solo final propio y el par (X,A) es (I)n-simple

Recordemos [W G 1 2 2] que s1 un espacio €5 arco-conexe y
(m)(n+l)-sample, el conjunto de clases de homotopia de
aplicaciones continuas del tipo 8(1“*2) -———— X es bilyectivo
de una manera natural con T 4 (X, %) para todo punto x5 €X A
traveés de esta biyeccién se 1nduce en este conjunto, que se
denota My (%), una estructura de grupo abeliano que no depende
del punto xg elegido (n = 0)

Analogamente con los grupos de homotopia relativos Cuando A
e arco-conexo y el par (X,A) es (M)-n-siuple, N (X, 4) es el
conjunto de clases de homotopia (de pares) de aplicaciones del
tipo

(IB, 0I%) ——— (X, 4)



f1 ¥ es un  espacie  arco-conexe, (I) n-simple, (M)
{n+lj-simple y tiene un solo fanal propic, el homomorfismo
Oy Mpep (X, Q0)) —— L (X, Q) induce un homomorfismae
Qnet Moy (¥} —— I,(X) que no depende del representante
del final de X a traves del que es inducido

Igualmente sucede en el caso relativo Cuando A es

arco-conexo y tiene un solo final propio y el par (X,A) es

(m){(n+1)-simple y {I)n-simple

3.- Grupos de homologia propia.

Defipicién 1 - Un n-cube sangular propie en un espacio
topologico X es una aplicacion propia T - Ky x x Ky — X
donde Ky x ¥ Y es un n-cubo propio  Se dice degenerado s2

existe 1 € {1, ,n} tal que T(xq,. ,%j, .,x;} no depende de x4
(en este caso Ky = 1 pues T es propia).

Llamamos @ (X), al grupo abeliano libre generado por todos
los n-cubos singulares propios de X y Dy (X) al generado por los
n-cubos  singulares propios degenerados de X. Denotamos C,(X)
al grupe cociente Qn(X)f Dn (X)

Para cada 1 = 1, ,n consideramos las inclusiones

(!ilz Ky x ..x Ky_yx Kiyyx . x Ky — X;x. xK; definida per
Ol (xg. Xy Xgaro %) = (X %gog DX, %)
donde 1 =0 ¢ 1 si1 Kj=1 v 1 =0 s1 Kj=2J

Estas inclusicnes ainducen homemorfismos
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DY 0¥y ——— (%)

*
para el caso ki =] sge considera (Qil) =0

Definimos oy Qu(%) ———— O _((¥) per
: o i, 0 1,
8a(T) = 2 (- 1)} (2] T- ()" T)
Como dy_y dp = 0 vy dp(0p(X)) © Dy y(X) queda inducido
8y - Cpl¥) ———— Gy (¥)

Cen 1o que obtenemos un complejo de cadenas que denotamos

Ce (X)

Definicidén 2 - Llamaremos n-ésimo grupo de homolagia

singular propia de X y lo denotaremos por J (¥) a
Hn(Ca(3)).

Dado wun par propio (X,A), denotamos C4(X,A) al complejo
cociente C*(X)/C,(A) y llamaremos n-eésimo grupe de homologia
singular propia del par (X,A) vy lo denotaremos J (X, A) a

By (C4 (X, 4))

Sea G un grupe abeliano. Aplicamos a C4(X,A) el functor
aditivo contravariante Hom(-;G). Al complejo de cocadenas que
obtenemos lo denotamos C*(X,A;G) Llamaremos n-eésimo grupo de
cohomologia singular propia del par (X,A) con coeficientes en
G y lo denotaremos por J*(X,A) a

H(C*(%,4;G)).

Sea S4(X) el complejo de cadenas de los cubos singulares de

X IM] (S3(%Z) es un subcomplejo de Cu(X)) C*(X)/S*(X) es un

complejo de cadenas

Definicién 3 - Llamaremos n-¢simo grupe de homelogia final



propiro (X,A) y un grupe abeliano G

Dada una aplicacién propia f: (¥,A) ——— (Y,B) 1induce, de
la manera habitual, homomorfismos
Jn(f) = fs @ Jp(E A) —— Jp(Y,B)
Entf) = fa @ Eg(X,8) ——— E (Y. B)
de esta wmanera, Jy v Ey son functores covariantes de la
categoria de los pares propilos (¢ espacios topolégicos en el
cago abscluto) y aplicaciones propias, en la categoria de los
grupos abeliancs y homemorfismes. J* y E' son  functores
contravariantes
Dade un par propio, existe una sucesion exacta asociada al
par
= I (XL 8) = Jo(8) = I (X) — Jp(X,8) — ]
analogamente para E.
Las homologias singular, saingular propia y final propia
estan relacionadas mediante la sigulente sucesién exacta
= Hp(X,A) — J (X,A) — Ej(X,A) — H_{(%,4) —
Andlogamente para el caso absoluto
De igual manera que en homologia singular, pueden definirse
las homologias E, y J4 con coeficientes en un grupo abeliano G
Las (cojhomologias propias Ey J; (E*,J*) satisfacen un
reorema de los coeficientes universales andloge al que

verifica la (oo)-homologia singular Hy (H*)
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IIm algoratmo de calculo puede darse para las (co)homologias
He Ey T4 en la categoriz de los complejos cubicos propios
finitos v apliczciones propias El teorema clave para tal

algoritmo es el siguiente -

Teorema 4 - Si X es un complejo oibico propio finito

1) Ip(EL ¥pey) es un grupo abeliano libre generado
por {14{x)} donde x es un generador del grupe ciclico
wntinito  Jp((0,,90,) e i (0n.00,) ——  (X.Kq) es la
aplicacién inclusién de un n-cubo propio Oy en X

Sig=nmn Jq(xn'xn—l) =0

11) En(Xn Z,oy) s un grupo abeliano libre generado por

{14(%)} donde x es un generador del grupo ciclice infinito

E. (05, d0,) v Oy un n-cubo propio no compacto de X

Siq=n  Eg(fp X y) =0

Los generadores de E (¥, X, 1) v de I (%,.%,1) log denotamos
tambien Op
111) Para todo q > n (1) Jq(Xn) =0

(2) Eg(Xy) =0

Consideramos las aplicaciones

4y InlEp Xpg) = Jpg (Epy) = dn (g Xng)

dp © Ep(Xp, Kpg) = Ep 1 (Xpy) ——— Epi(¥poy. ¥p2)
y de manera andloga a la homologia singular obtenemeos que
{Jq(Xq,Xq_l), dg} v {Eq(Xq,Xq_l), dp} son complejos de cadenas
de grupos abelianos libres ocuya homologia es precisamente

Je(X) v Eg(X). respectivamente
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Para caleular la  homologia  Jp (Ey) de wun  par de

complejos cubicos propios finitos (X,A) consideramos el

couplejo de cadenas {Jq(xq'xq—l)' dg} {Eq{ q q-l)' dp)) donde

Xq = Xq U Ay Jq(Xq, q—l) esta generado por los mn-cubos
propios de X que no estén en A | Eq(-iq,iq_l) sélo por los no
comparctos)

Este algoratmo de cédleculo puede extenderse a CW complejos

propios finites de dimensién menor o igual que 3.

a . . ) : .
Sea Oy un n-cubo propio de X correspondiente a K; x . xK;

con K.i,= o= Kjg =Jd vy Ki,,= . ..= Kj =1 Llamamos M,y al
subespacic de 0y dade por bt ot tig = 1 (s1s=0, M_q-= ,Zf)
En cualquier otro caso M 4 es un (n-l)-simple o un

{n-1)-cubo compacto)

Sea ly_{ el siguiente subespacio de X, Ly = UM ¢ (unidn
extendida a todos los n-cubos propios de X) L, ; es un
complejo de  belas clasico  ([Bu-R-S]1.1), con  tantas
{(n-1)-bolas (son (n-1)-cubos compactos o (n-l)-simples) como

n-cubos propios no compactos tiene Xp .

Teorema 5 - (1) Jg(Xg) = Hq(xn'Ln-i X J)

Ho 1 (Ip-q)

n

El interés de estas homologias es para el estudio de
espacios no compactos, pues si X es un espacio compacta se

verifica
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JAE) = Hq(X) para todo g
) =0 para todo g

Conviene hacer mnotar que Ey(X) es el grupo abelino libre

sobre el conjunto de finales propios de X

Eetas homologias (Jg¢ y E4) pueden obtenerse utilizando

solamente n-cubos propios de la forma IM e et [He 1]

4 .- Teoremas de Tipo Hurevicz.

Sea (¥.A) un par propio y @ un raye base en A Para n = 1

vamne a definir una aplicaciém (si1 n > 1, homomorfismo) de

tipo Hurewicz que denotaremos Py

p‘[ ) ;rdl(xrAfa) B Jn+1(X,A)

del siguiente modo

de T,(X,A,Q) representado por una

Sea & un elemento I

aplicacién propaa
o (Ixa, 113, TRly g, IR x 0) —— (X, A, Q,Q(0))

Esta aplicacién es también del tapo

(I% %3, 3(T"x J)) —— (X,4)

v por tanto induce:

fo o Jpag(I®x 3, (IR J)) —— 1.((X,A)

J 1(1n x J, 8(I® ¥ J)) es un grupo ciclico infinito Llamamos

@ .1 al generador cuyo representante es la aplicacion identadad

Myl ———— IMy 3 Definimos

Pr (&) = fa(Ch,y)
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Analogamente podemos definir p;

para el caso absoluto y
n >l

si g (%,Aa) —— (Y,B,B)

es una aplicacidén propia, el
siguiente diagrama,

I.(%.4,Q) 3

es conmitativo

El saguiente diagrama es también conmutativo

Jdn(4,Q) L » 1a(X,Q) ~——231———4 ;n(X,A,a)
b1 Py Py
JnA(A)“—*}i‘—* Jne1 (X) BE

- Tnet (X, 8)
Relaciona parte de las sucesiones exactas asociadas al par en

homerepia y en homologia Sin embargo p; no conmuta exactamente
-

con las dos sucesiones exactas.

9
I0(3,4,Q) ———— T (A.Q)
p p
0
Insg (2.8) ————  Jp,q(A)

en este cuadro se verifica : p.d = (-1)®3.p

Analogamente a como hemos definido p; puede definirse Py

Py @ In(X,4,@) ————  E (X4
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Denotamos por p, el homomorfismo “clésico” de Hurewicz.

Estos tres homomorfismos pp , Py Y p]l relacionan las

sucesiones exactas de los grupos de homotopia propia , T y X

y de los grupos de homologia propia H, J y E de la manera

siguiente -
El diagrama
fa ¥
Moy (X,4,0(0)) — L (X, A, Q) —— L (X, A,Q)
Py Py Pr
1 P
Hpyy (X, 4) > Ipg1 (X 4) ——— Ep i (X,8)
es conmutativo. En la parte en que antervienen los

homomorfismos borde es “casi’ conmutative Exaotamente

0

L (X, AQ) —— T (X,A,Q(0))

p1 pﬂ

=

0
Enet (1.4) ———— Hy(X,4)
9 opy = (1)1 pyo®

Analogamente en el caso absoluto.

Para n > 2 se obtiene

Teorema 1 - Sea (X,A) un par propio con Wy(X), My(4), éo(X)
Yy Io(8) triviales. Dada una aplicacién @ : J —— A
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propia, si1 (X¥,A,Q@) es (M)n-conexo vy (L) (n-1)-conexo, entonces

T

DA (X A0y ———— 3 (X, A)

es un isomorfismo.
En el caso absoluto obtenemos:
Teorema 2. .- Para n>1. Sea @ :J ——— X ©propia

con  Mg(X) vy _Ig(X) triviales. Si (X,a) es (M)-n-conexo y

(1) (n-1)-conexo, entonces

Py I (2, Q) 4 (X) es isomorfismo para n x> 1
Py ';n*(X,(I) - J () es i1somorfismo para n = 1

—
—



CAPITULO II

(CO) HOMOLOGIA (G") G.

A lo largo del presente capitulo trabajaremos en la
categoria Mof Ab ocuyos objetos son homomorfismos de grupos
abelianos . Dados dos de tales objetos f: A —— Ay vy
h: Bl —— 52 un morfismo g = (9, 9o}, entre f y h, es
un par de homomorfismos de grupos abelianos gy Ay —— By vy
9o  Ap — By tales que gg of = h o gy

Morf Ab es una categoria abeliana Es mas, en el parrato 1
demostraremos fgue se trata de una categoria de mddulos sobre
un anillo de matrices R gue determinaremos

En el parrato 2, estudiaremos come son algqunos objetos
proyectavos en Morf Ab

En los parrafos 3 y 4 introducimos una Teoria de
(co)homologia con coeficientes en un homomorfismo de grupos
abelianos, que jugard un papel muy importante en el desarrollo
posterior de esta memoria. En el parrafo 5 daremos para esta
(co)homologia un algoritmo de calculo en la categoria de los
complejos cubicos propios - finitos basado en 1los ‘que ya
conocemas de las .homologias singular Hs«, singular propia e, ¥
final propia Ex

En el arrafe 6 se prueba un Teorema de coeficientes
p P
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universales para esta nueva Teoria
Ab denotar4 la categoria de los grupos abelianos y My la
categoria de los R-médulos a derecha.

En alquna ocasién denotaremos f: A —— B como f(A,6B)

1.- Categoria Morf Ab

El objetivo de este parrafo es demostrar que Morf Ab es una
categoria de modulos a derecha sobre un anillo de matrices R,
para ello se define un funtor S de Morf Ab en My y se demuestra
que es fiel, 1lleno y representative, por 1lo cual es una
equivalencia de categorias. Por consiguiente ambas categorias

son esencialmente la misma. [M.II.4]

Teorema 1 ' La categoria Morf Ab es una categoria de moddulos

sobre el siguiente anille no conmutativo R

b
R = {-: o l a,b,c €2 }

Demostracidn. - Definimos el functor covariante

9]

. Morf Ab —— Mg del modo siguiente.

Sea f. 4 —— B un objeto de Morf Ab. S(f) es el grupo
abeliano A @B juﬂto con la siguiente operacién exteriof de. R
(.). (A®B)x R—— A ®B,

a b
(x,v) (0 c ) = (x.a, {(x).b + y.c)
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Se comprueba immediatamente que S(f) es un R-médulo a
derecha.

Sea b = (hy,bhy) un morfismo entre dos objetos de Morf Ab
fvag.

S(h): S(f) — S(9)

es ¢l R-homomworfismwo definido por.

5(h) (x,y) = (hy(x), hg(y)) para todo (x,y) €35(f).

Vamos a estudiar las propiedades de S. Se demuestra
trivialmente que 5 es fiel.

Veamos a continuacién que es lleno.

Sean f. Ay—— Ay YV ¢ Bj—— By dos objetos de Morf Ab
y sea BE Morfp (S(f)., S(g)).

Sien 5(f) = 4 ® A, y 5(g) = By & By consideramos sus
estructuras de grupoe abeliano, podemos  garantizar la

existencia de los siguientes homomorfismos de grupos.

1 Ay —— A 4 =12

by - A B Ay —— Ay j=1,2

ij . By ——— B ®By j=1.2

pg. By ® By —— By j=1,2
verificando

pj ey = ldyy j=1,2

pjedg =0 si j=k k=1,2

10 Py v 1g0pg = ddg g o
analoganente con i; y b}

Definimos.

By=py oB iy &y ———— By
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Br=rp B c1gt A By
Se comprueba 1nmediatamente que —B= (Bl,ﬂz) € Mor (f,g) vy
ademas S(E) = B.
Por idltimo comprobaremos que S es representativo Sea M

un R-médulo. Consideramos los sigulentes subgrupos de M-

es claro que M = 4 @ A

Sea { . Ay — Ay el homomorfismo de grupos definido por

0 1
f(a)= 2. (0 0) para cada a EAI
entonces f € Morf Ab y ademds S(f) = M. #

De 1o auterior deducimos que dado un R-modulo M, para

recuperal los  subespacios de los que es5 suma directa basta

con multiplicar M porfl G\ y (0 0O\, para recuperar el
0 0 0 1
homomorfismo del que proviene, basta con multiplicar M por

b o

pues

,(11 10 o fo 1
X\ o] = X0 o) * X (o 0
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2.-Objetos proyectivos en Morf Ab

Sea {(A,B) un objeto de Morf Ab, estudiaremos en este
parrato cuando f es un objeto proyectivo en funcién de A y B
Lo haremos con lenguage de homomorfismos en lugar del lenguage
de R-modules por ser aquél mas natural en el desarrollo de
esta memoria. Comenzamos estudiando cdémo son los epimorfismos
en Morf Ab y caracterizamos los monomorfismos de Ab que son

objetos proyectivos en Morf Ab.
lema 1 - Sea p = (py,pp) un morfismo de la categoria Morf Ab
entre dos objetos f(A;,A) vy 9g(Bf, By} p es un epimorfismo

en Morf Ab si1 y solo si p; y pp son epimorfismos en Ab.

Demostracidén -~ Suponemos que p es epimorfismo, por lo tanto

s1 h g —— 1 es un morfismo tal que h o p = 0,
necesariamente h = 0.

Veamos en primer lugar, que p; es epimorfismo en Ab!:

Sea hy: By —— C un homomorfismo de grupos abelianos tal que
hy epy = 0.

Consideramos en Morf Ab 1: C—— 0
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y hg—>1 con h = (hy,0),
trivialmente h op = 0, de aqui se sigue que h = 0, luego hy = 0
y por lo tanto py es un epimorfismo.

Comprobemos ahora que pp es también epimorfismo:
Como antes, sea hy: B —— C un homomorfismo de grupos
abelianos tal que hyepy =0
Consideramos ahora:
Cy = Coker py
y los homomorfismos
hy By — G la proyeccidén natural, vy
1-¢—C definida por

1(e) = by g(b) donde b € By y es tal que hy(b) =c¢

Se sague que (hy, hg) (py,pp) = (0,0), luego (hy hy) = (0,0)
y por lo tanto hg = 0, luego py epimorfismo

51 py Y pg son epimorfismos, es evidente que p es

epimorfismo. ¥
Propogsicién 2 .- 5i un monomorfismo de Ab p(P;,Py) verifaica:

i) Py y Py son objetos proyectivos en Ab
ii) Py = Cocker p es un objeto proyectivo en Ab,

entonces p es un objeto proyectivo en Morf Ab.

Demostracién : En orden a probar que p es objeto proyectivo,
sean g: b(By, By) — a(4{, Ay) un epimorfismo vy
f- p(Py; Pg) — a(4y; Ay) un morfismo.
Debemos encontrar un morfismo ?t p —— b de tal manera que

g e ?'= {f Consideremos el diagrama:
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By - Bo

41 e

a—— #

A

_“‘3 P2 ‘—"‘—‘) Cocker P = Po

Por ser P; un objeto proyectivo en Ab y gy un epimorfismo
existe ?’1 Pl — Bl tal que fl = glofl
La sucesién Py N S Po . B Py es exacta corta y Py

un objeto proyectivo en Ab, por lo tanto existen

r'.Po"—"—'——) P2 Y

q * Pp ——— Py verificando:
a) poer = idp,
b) qe°p = idP]_
Yy qer =10

d)poq+r05=idyz

¢

) Pep

Consideramos fgor: Pg—— Ay y el epimorfismo gp Bo—— Ay
Como Py es un objeto proyectivo existe

?‘0: Pg —— By verificando

9z o fg = fger
Con todo lo anterior vamos a construir

fg' Pp —— By de la siguiente manera:
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Entonces, A; op=Dbo fyfeoqep+ ?‘o Peq=Dbo f{
Luego el par (?',?é) = ? es un morfismo en Morf Ab y por

~ ~ ~ - ~
otra parte gy o fg =ggobo fioq + gg ofgeP = acgye fioq +
*f2°f°5=12°P°C1+f2°r°_P=fz(P°q+r°-P)=f2

’

Como 91 0?: = f

o~
obtenemos g o f

]
—
*

Proposicién 3 - Sea p(P{,Pz) un objeto proyectivo en Morf Ab.

Entonces Py, Py y Cocker p = Py son objetos proyectivos en

Ab
Demostracion - Py proyectavo:

Sea f{: Py —— A un homomorfismo y g B —— A un
epimorfismo

Consideramos b(R,0) y a(4,0). Claramente g = (g,0) es un
epimorfisme en Morf Ab. Estamos entonces en la siguiente

situacidén-
b
R—
g l
A_é__)
ft////ji /////;'

D D
o

~

luego existe una elevacién de f = (fq,0) , ]? = (?1,0), 1

resuelve el problema
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Pg proyectivo:

Sea fg: P —— A un homomorfismo de grupes y g: B —— A

un epimorfismo. Como antes podemos formar:
A
| s
- B
//12

2

D e (D

(0,g) es un epimorfiasmo, (0,fz) un morfismo, luego existe una
~~ o~ ~
elevacién f = (0,15), fo resuelve el problema.

Pg proyectivo:

Sea f: Py —— B un homomorfismo y g: A -——— B epimorfismo,
T: Pp ——— Py 1la proyeccién natural. Entonces f; = § o] es
un homomorfismo de P, ——— B. Estamos ahora como en la

o~
situacion anterior, luego existe una elevacién fy de fq, tal
N —
que g ofy=1 oF
~ ‘ ~
Por otra parte f; ep = 0; como Py = Cocker P, existe f4:Pyp—4
~ ~
de tal manera que fgep = fg.
-~
Veamos que f; es la elevacién buscada de f.

S¢lo queda por ver que g e ?3 = f.

~ -
Sabemos  que go fy =1 ecp.
luego go fgepP =1 °p,

como p es un epimorfismo se sigue que

~
ge fg =1 #
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For lo tanto un monomorfismo p:.Pl — P, es un objeto
proyectivoe en Morf Ab si y sélo si Py, P,, y Cocker p son
proyectivos en Ab

Recordemos también que en una categoria abeliana la suma

directa de objetos proyectivos, es un objeto proyectivo

3.- HOMOLOGIA G,

Dado un espacio topolégico X, podemos asociarle el complejo
de cadenas de los cubos singulares S.(X) [M]. Igualmente
podemos asociarle el_complejo de los cubos singulares propios
Ca(X) [E-H-R]

Observemos que para cada n, Sp(X) & C,(X), y podemos
considerar por tanto una inclusién 1 Sp(X) —— (X)),
(15 = SC(¥)) que es un objeto en la categoria Morf Ab. Ademas
0

el par de homomorfismos de grupos (9 donde 9, es el

s %)
operador borde en el complejo Sx(X) y d, el operador borde en
el complejo C»(X) forman un morfismo en la categoria Morf Ab.

Si denotamos 9 = (@ d.) y consideramos (SC,(X),d), es

SI
inmediato comprobar que se trata de un complejo de cadenas en
la categoria Morf Ab, que denotaremos SCx(X).

Recordemos que tanto Sp(X) como Cp(X) son grupos abelianos

libres para todo n, por lo tanto son objetos proyectivos en la

categoria Ab. Ademds, para cada n, Cn(X)/Sn(X) es el grupo
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abeliano libre de los n-cubos singulares propios no compactos,
que también es un objeto proyectivo en la categoria Ab. Se
sique de la proposicién 1.2, que SCx(X) es un complejo de

cadenas de objetos proyectivos.

Vamos a calcular la homologia del complejo de cadenas que
acabamos de introducir. Por el teorema 1.1 sabemos que Morf Ab
es wuna categoria de mddulos, podriamos utilizar aqui el
lenguaje de moédulos y luego recuperar informacién a través del
tuntor S, sin embargo utilizaremos el lenguaje de Morf Ab que
es wWAs natural para los objetivos de esta memoria.

El subcomplejo de los ciclos de SCx(X), gue denotaremos
Zgee (X) o simplemente por Z,(X) si no hay lugar a confusién, es
el formado por 1lpes @ Zga(X) —— Zo4(X), donde Zg(X) es el
subcomplejo de los ciclos de S4(X) v Zoa(X) el de los ciclos de
G (X)

Igual ocurre con el subcomplejo de los bordes que es,

1]ggs: Bga(X) —— Bea(X)
donde Bgy(X) es el subcompejo de los bordes de S;(X) y Bee(X)
el de los bordes de (4(X). Como antes, lo denotaremos B4 (X)

o simplemente By (X)

efinicié .~ Llamaremos n-eésimo grupo de homologia propia
de un espacio X y lo denotaremos por G,(X) a
Ga(X) = Hp(SCe(X)).
Se comprueba inmediatamente que Gu(X) = (lj)s: Hp(X) — Jg(X),

donde (1;)s es la aplicacion inducida por la aplicacién
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inclusién 1, Recordemos otra vez, que, como consecuencia de

1 1, Gy (¥} puede interpretarse comoc un modulo sobre R.

De manera natural pueden definirse los grupos de homologia
relativa: Gn(X,A) = Hi(SC4(X,4))
donde  SC (X,A) es la inclusién 10 Si(X,8) — Ci(X,A)

Asociado al par propio (X,A) existe el siguiente diagrama

de filas exactas y columnas semiexactas.

0 —— SCpy(A) — (1 (B) = SCG (X, 8) ——— 0
il ! |
0 —— SC,(A) ———— SC(¥) ——— SC_(X,A) —— 0

Aplicando el lema de la serpiente obtenemos la sucesion
exacta de homologia asociada a (X,A).
= Gpyy (X,A) — Gp(A) — Gp(X) — Gy(X,A) — Gy y(8) —
Asimismo dada una aplicacién propia f:(X,A) —— (Y,B)
queda inducida  f4 : Gg(X,A) — Gy(Y,B)
siendo fa = (f12 ; f20 )
donde, fy¢ © Hp(X,A) — Hy(Y,B)

es el homomorfisme inducido por { entre los grupos de

homologia singular y
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for o+ Ip(X,8) ——— J (Y, B)
es el homomorfismo inducido por { entre los grupos de
homologia singular propia.
Se deduce inmediatamente que dos aplicaciones propias
f.g- (X,A) —— (Y,B) hométopas propiamente inducen el
mismo homomorfismo en la homologia Gy.
Esta homologia G; verifica una propiedad de escisién
débil,con las mismas hipétesis que se necesitaban para la

propiedad de escisién de la homologia singular propia J,

4 .- Cohomologia G*

Sea f: Gy —— Gy un objeto de Morf Ab. Si aplicamos
al complejo de cadenas SC4(X) el functor aditivo contravariante
Hom(-; 1)

Hom(-;f): Morf Ab —— Ab
obtenemos el complejo de cocadenas (Hom(ln;f);a) (d=Hom (9;1)),
que denotaremos  Hom{SCy(X),f) o simplemente (SC*(X;f)) Yy

cuando no haya lugar a confusién SC*(X)

Definicién 1. - Llamaremos n-ésimo grupo de cohomologia

propia de X con coeficientes en f y denotaremos por G*(X;f) a

H, (Hom(SG(X).f)).
Naturalmente pueden definirse grupos de cohomologia relativa

aplicando el functor Hom(-,f) al complejo de cadenas SC,(X,A) y
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computando homologia, es decir
GR(X,A;f) = Hy (Hom(SCy(X,4);f))

En el parrafo anterior hemos observado que asociada al par
propio (X,A) obtenemos una sucesién exacta corta de complejos
de cadenas

0 —— SC4(A) —— SCe(X) — SCi(X,A) — 0

Notemos que S5;(X,A) y C,(X,A) son grupos abelianos libres
y Cocker 1, = Ch(X,A)/f%JX,A) ([E-B-R]) es también un grupo
abeliano libre, por lo tanto los tres son objetos proyectivos
en la categoria Ab, como 1l S (X,4) —— C (X, A) es un
monomorfismo, se sigue que SC (X,A) es un objeto proyectivo en
Morf Ab para cada n (proposicion 2.2), luego la sucesioén
exacta anterior es escindible. Aplicandole el functor Hom(-;f{)
obtenemos la siguiente sucesidén exacta corta de complejos de
cocadenas
0—— Hom(SC4 (X,A);f)—— Hom(SC4(X),f)—— BHom(SC4(A),f)—— 0

Es inmediato notar que da lugar a una sucesién exacta larga
de cohomologia asociada al par propio (X,A):

— GMELAf) — ML f) — GP(A;f) — C™(X,4;f) —

Lyemplo

Cohomologia de X = {P} con coeficientes en un homomorfismo
f: 6 —0C
Notemos que Sp(X) =0 = G(X) para n>1,

por lo tanto

o~
——
bd
el
L}
o
"

Jn(X) para n21,

luego Gn(k) = 0: 0 —— 0,

de donde GHMX;f) = 0
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Sin=20 Sg(P) = & =Cy(P)

tenemos el siguiente diagrama:

= S,(P) ——— C(P) = 0
= Sg(P) —Lo— Cy(P) = Z

\\\\\hl \\\\
G, i S

by
» Go

GB(P) = {(by,hg) [Bhyelg = f oby]
Existen tantos pares como {(gy,gg) € GyxGy [j(gl) = gg}
es decir GO(P) = Grafo {. Notar que si Gy = 0 se sigue que
GO(P) = 0 Si Gy = 0 entonces GU(P) = G,.

S5.— Cadloulo de la (co}homologia (G*) Gsx en complejos

oibicos propios finitos

En el parrafo 3 del capitulo I, hemos recordado brevemente
la definicién, para un espacio X, de los grupos de homologia
singular propia Jp(X) y de los de homologia final propia Ej(X).
Estos grupos de homologia, asi ocomo los grupos de homologia
singular de X (H; (X)), pueden calcularse en la categoria de los
complejos ocubicos propios finitos computando la homologia de
los siguientes complejos de cadenas :

{J (X Xq-l) } {E Xq-l)tdz} Y {Hq q’ q- H]

Jq(Xq, q~1) es el grupo abeliano libre generadoe por los
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q-cubos de X. {Eq(Xq,Xq_l),dE} es el grupo abeliano libre
generado por los g-cubos no compactos. {Hq(xq'xq—l)'dn} es el

grupo abeliano libre generado por los g-cubos compactos

Si Og €5 un q-cubo propio de X e 1 :(cq,aoq) — (Xq,Xq_l)
la aplicacién inclusién. Un g-cubo de X es un elemento de
Jq(Xq,Xq_l) de la forma 1i,(x) donde x es un generador de
Jq(oq,aoq) = € e i es el homomorfismo inducido por i entre
Jq(oq,boq) y Jq(Xq,Xq_l)

Si Og es compacto Jq(oq,éoq) = Hq(oq,aoq) Y Eq(oq,aoq) = 0.

Si Og €s no compacto Jq(oq,aoq)= Eq(oq,aoq) v Hq(oq,aoq)= 0.
Sea: dj - Jq(xq'xq-l) —_— Jq-l(xq~1) —_— Jq-l(xq-l'xq-Z)
dg v dy se definen idénticamente, sin mas que cambiar J por E
vy H respectivamente.

También diremos que 1i,(x) es un ocubo de la estructura
esqueletal de X.

Veremos que la (co)homologia G, puede calcularse con la
estructura esqueletal de X

Denotaremos a Jq(xq'xq-l) por Cq(le) y a Hq(xq'xq-l) por
Sq([X[) a los correspondientes complejos los denotamos por

Ce(1X]) v Sa(IX]). Notemos que S,([X|) < Cy(|X]). [E-BH-R]

Para el desarrollo de este parrafo necesitamos tener
caracterizadas las equivalencias de homotopia de cadenas en

Morf Ab en funcién de la homologia de las mismas
En [Hi-S) IV-4 se propone el siguiente ejercicio: Sean C y

D dos complejos de cadenas con C; y D médulos sobre un anillo
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R unitario para cada nz 0 y C

n =0 =D, para cada n < 0. 51

C y D son de objetos proyectivos y ¢: C —— D es un morfismo
de cadenas, entonces @ es una equivalencia de homotopia si y
s6lo si los homomorfismos inducidos por @ en la homologia:

@ Ha(C) —— Hy(D)
son todos isomorfismos.

Este resultado sigue siendo valide cuando C y D son
complejos de cadenas en una categoria abeliana cualquiera, la
generalizacién es facil de hacer utilizando técnicas analogas
a las wutilizadas por Hilton y Stammbach en el capituloe
anteriormente referido y siguiendo la indicacién que dan para
resolver el ejercicio.

Recordemos que Morf Ab es una categoria abeliana y mas
concretamente de médulos sobre un anillo de matrices unitario
R, (Tecrema 1.1). Por lo tanto el anterior resultado es

valide en Morf Ab

Sea X un complejo cibico propio finito. Podemos asociarle
come en el parrafo 3 del presente cépitulo, el complejo de
cadenas de objetos proyectivos de la categoria Morf Ab, SC,(X).
Asimismo, utilizande les conceptos y la notacién sefalados
anteriormente, también podemos asociar a X el complejo de
cadenas de Morf Ab que denotaremos SC.(|X|) Y que esta
formado como sigue: SCn(]X[) es el homomorfisme  inclusién
1] Su(1X]) —— Cu(]X]) y el operador borde que se
considera es el par formade por (dg,dj).

Notemos que SCy(|X|) es también un complejo de cadenas
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de objetos poryectivos en Morf Ab pues: Sn({X]), Cn([X[) v
Cn(1XI)/Sn(|X[) = E (X,,%, 1) son objetos proyectivos en la
categoria Ab.

Sabemos por [M] y [E-B-R] que las aplicaciones inclusién:

ig: Se(|X]) —— S4(X)
ie: Cx(|X]) — Cx(X)
producen isomorfismos en las respectivas homologias Hy y Js,
ademds i = (ig,i¢): SC4(|X|) —— SC4(X) es un morfismo de
cadenas en Mof Ab, y es inmediato comprobar que produce
isomorfismo en los homeologias correspondientes
Ga(|X]) ——— G« (X).

Por consiguiente, aplicando el resultado del comienzo del
parrafo, i es un equivalencia de homotopia.

Recordande que un funtor aditivo transforma una equivalen-
cia de homotopia en una de equivalencia de homotopia, vy
teniendo en cuenta que Hom{-;f) es wun funtor aditivo,
concluimos que para calcular la homologia y cohomologia G y GH
de un complejo cubico propio finito Dbasta wutilizar 1la
estructura esqueletal.

Recordemos que para CW complejos propios de dimensién menor
o igual que tres el algoritmo de célculo para los homologias
Hx, Jx, y Ex sigue siendo valido. Por lo tanto para estos
espacios, repitiendo el ©proceso anterior, también puede
extenderse el algoritmo de cdlculo de la {co)-homologia Ga

Siguiendo un proceso andloge, se demuestra que para
calcular la homologia relativa de un par (X, A) (G4 (X,4))

puede utilizarse el complejo de cadenas SC,(|X,A|), donde
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SCB(!X'Al) = |1nl: Hn(xn'in-l) > Jn(Zp Xpg) . Ep =3, VA
y Hn(in'inrl) es el grupo abeliano libre generade por los

™

n-cubos propios compactos de X que no estan en A Jp (XX 4)
es el grupo abeliano libre generado por todo los n-cubos

propios de X que no estan en A.

6.— Coeficientes Universales

Hemos demostrado en el pdrrafo 1 que Morf Ab es una
categoria de moédulos sobre un anille R que hemos determinado
como un anillo de matrices, si R fuese un anillo hereditario,
C un R-complejo libre y t un funtor aditivo covariante de la
categoria Morf Ab en la categoria Ab obtendriamos, como en
VI-4-2 [Do] 1la siguiente sucesidn exacta escindible para cada
n

0 s tp B G~ H G~ £ H_,C —— 0
0 “n n 1 n-1
donde tg y ty son los primeros funtores derivados del funtor
aditivo t y Hy la homologia en el lugar n-ésimo del complejo C
Por desgracia el anillo R no es hereditario como se pone de

manifiesto en el siguiente ejemplo

Eregplo 7

Sea M el grupo abeliano 1libre con tres generadores
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M= <Y, 2>,
Definimos MxR—>HN como sigue:

a b
(mx + ny + pz) (O c) = amx + (bm+cn)y + cpz

S5¢ comprueba inmediatamente que con esta operacion M es
un R-wédulo a derecha que ademas es libre, pues los elementos
{X,0,0) (0,0,Z) son una base para el R-médulo M.

Siu embargo, el subgrupo de M generado por 2X e ¥

My = <2I,Y> no es proyectivo.

Observande con cuidade la demostracion del teorema de los
coeficientes universales [Do], se comprueba que para obtener
una sucesion exacta corta escindible en una dimeusién
determinada ng, es suficiente que C sea un R-complejo libre, t
un funtor aditivo, que los submodulos formados por los bordes
de dimensién ng-l y ng-2 sean libres, y que el subcomplejo de
los ciclos sea libre.

Por lo tanto, generalizande tode esto a una categoria

abeliana cualquera puede obtenerse el siguiente teorema

Teorema 2.- Sea C un complejo de cadenas de objetos
proyectivos en una categoria abeliana C7§? tal que el
subcomplejo  formado por los ciclos es de objetos proyectivos
y los subobietos de Gy v Gg formades por los bordes eun
estas dimensiones K _, v BE,_o son objetos proyectivos, y sea t

un funtor aditive t: Cf% ————— —  Ab. Entonces, si t e

w
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covariante, la sigulente sucesién:

0 —— o0 —2%— By (t0) B 0 —— o
es exacta Yy escindible, donde ty y ty son los primeros
functores derivados del functor t y a@ y P aplicaciones
inducidas por ti y td siendo i la inclusién de Z,(C) —— G
y @ la aplicacién borde 8: G —— By Si t es
contravariante la sucesién que se obtiene es:

0 —— tyH 4C 2 H(tC) % tHC —— 0

Vamos a estudiar qué ocurre en la categoria Morf Ab con
los complejos SC,{E) y SC,(|X|). Sabemos, por parrafos
anteriores, que ambos son complejos de cadenas de objetos
proyectivos

Demostraremos que los subcomplejos formados por los

ciclos Zges(X) v Zges (1X]) son también de objetos proyectivos.

Proposicién 3 - El monomorfisme inclusién
1n|ZSn © Zgy(X)- > Zen(X)

es un objeto proyectivo en Morf Ab.

Demostracién - Después de la proposicién 2.2, es suficiente
probar que Zg (X), ch(X5 y ch(X)/ Z5,(X) son objetos
proyectivos en Ab.

Zg, (%), Zg,(X) son subgrupos de los grupos abelianos
libres 5,(X) vy (%) respectivamente, por lo tanto son grupos

abelianos libres.
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Notemos que Zg, (X) = Zc (X} N Sy(X) por lo tanto

Zc (}) Ze(X) _ 2oy (X)) + Sp(X%)
Zs, () Zo.(3) N Sy(E) S,(X)
ZCr(X) +Sn(X)
Notemos que es un subgrupo del grupo
Sp(k)

abeliano libre Cn(X}/Sn(X) y es por lo tanto un grupo
libre. #

Andlogamente ocurre con Z(C,s)iiXH,

Considerando el funtor aditivo contravariante
Bom(-,f) : Morf Ab —— Ab
donde { es un homomorfismo de grupos abelianos, obtenemos el

siguiente teorema restringide de los coeficientes universales.

Teorema 4 - Si en el complejo SC,(X) los bordes de dimension
n-1 y n-2 son objetos proyectivos, se obtiene en dimensién n
la siguiente sucesidn exacta corta escindible:

0 — Ext (Gp_y(X),f) — G®(X:{) — Hom(G,(X),f) — 0

Vamos ahora a estudiar alguna condicién para que los
bordes de dimensién n en el complejo de cadenas SC,{X) sea un
objeto proyectivo en Morf Ab.

Bsca(®) = lplpsn : Bsy(¥) — Bey ()
donde Bg (X) y Bén(X) son los sub-Z-médulos bordes n-ésimos de
Sp(X) y G(X) respectivamente, 1, es la aplicacién inclusidn

1,0 Sp(¥) — Cu(X).
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Bg (X) y Bg,(X) son objetos proyectivos en Ab, pues son
subgrupos de los grupos abelianos libres S, (X) y C,(X). Vamos
a estudiar gué ocurre con Bcn(X)f Bg,(X).

Denotaremos por B(C!S)n al € médulo bordes n-ésimos de
Ca(X) £ 5p(%)

Podemos formar el siguiente diagrama conmutativo:

0 Sy (%) = Gouy () B4 Gy (1) [ Sy (%) — 0

9 0, d,
Bgp(X) — B (X) — B(CJ"S)n(X)

donde dy, d, y d; denotan los operadores borde de los
correspondientes complejos de cadenas y fp,y es la proyeccién

natural que, evidentemente induce

T: Ben(X) /]  Bgu(X) — Beessynl®)

Sea T = Im ? Notemoe que T es un objeto proyectivo en
Ab, pues es un subgrupo del grupo abeliano libre Cn(X)f Sp(X)

Como consecuencia la sucesidén exacta corta

0 — Ker § ——— B (X)/ Bg, (X) » T > 0
escinde, luego

Be, () /Bg,(¥) = Ker 1 & T (1)

Como T es libre BCn(X)/BSn(X) serd libre cuando lo sea

Ker .f Estudiaremos, por tanto, Ker -)‘_
Sea [x] un elemento de By (X) /Bsn(X) tal que -f-( {x]) = 0.

[x] =x + Bg con x € B, luego existe una cadena y en (4 (¥)
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ral que dy(y) = x. Sea y = Y z; T; donde z; son nimeros enteros

y Ty son (n+l)-cubos propios. Llamamos y; a Ezj Tj donde Tj
son los (n+l)-cubos propios compactos de y e yp a 223 Ty donde
Ty son los (n+l)-cubos propios no compactos de vy,

entonces y = y;+yp. Notemos que podemos considerar yy € Sp.q(X)

Y fnet(Y) = yg. Como  f([x]) =0

se sigue que  d3(yg) = 0 € Bc/5),(X).
luego x € 5,(X),

ademis 3y (%) = 8g(x) = dp(dg(y)) = 0,
por lo tanto x € Zg (¥}

Entonces x €Zg (X) N B, (X)

Por otra parte es trivial que si % € Zg (¥) N B (X)

entonces

Como consecuencia de todo lo anterior

ZSn(X) N BCn(X)
BSn(X)

Ker?=

que es un subgrupo de Hp(X).
Vamos a expresar ahora Ker ? en términos de la sucesién

exacta que conecta los grupos de homologia Hy, Jiy y Ey.

= EpL(X) -iaﬁn(X) ﬁ-—‘-» Jn(X) S, E (%) — Ho () —

Proposicién 5.- Ker -]‘_ = Ker g5 = Im gy = Cocker gj
Demostracioén . — Sea [x] € Hp(X) tal que [x] €Ker T
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Como x €& Zg (¥) N B (X) entonces gg({x}) = 0 luego

Ker }- C Ker gq

Si [x] € Kergg se sigue que x € Zg, Yy ademas
ge[x] =0 € J,(X), como  go([x]) = |[x]; se sigue que
[x] € Be, (¥) y por tanto

Ker gg € Ker }_ #

Como consecuencia de todo lo anterior obtenemos

Proposicién 6 - Bge, (X) es un objeto proyectivo en Morf Ab

s1 y s6lo 81 Ker gp es un grupo abeliano libre.

Corolario 7 .- Si Hp(X) es un grupo abeliano libre,

entonces Bge (X) es un objeto proyectivo en Morf Ab.

Vamos ahora a demostrar un teorema de los coeficientes
universales en las condiciones generales que nos encontramos
en el complejo de cadenas SCi(X). Lo haremos para el funtor
aditivo contravariante Hom (-,f), donde f es wun objeto de

Morf Ab.

Teorema 8. - Sea K; un complejo de cadenas de objetos

proyectivos en Morf Ab de tal manera que el subcomplejo de los
ciclos, que denotaremos Z,, és de objetos proyectivos. Entonces
para cada n obtenemos una sucesidén exacta corta

0 —— N — Hy(Hom(K:f)) — ¥ —o 0

donde M es un subgrupo de Hom(H (K;),f), y N es un grupo del
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que Ext(H _y(¥y),f) es un cociente.

Si los bordes de dimensién (n-1), B,_;, es un objeto
proyectivo en Morf Ab, entonces M = Hom (Hj(Ky),f). Si By g es
un objeto proyectivo, entonces N = Ext(Hp_;(Ks).f).

Ademds si Bj_; es un objeto proyectivo la, sucesién

exacta corta anterior escinde.

Demostracién - Por comodidad t denotarad el funtor

Hom(-,f) Utilizaremos ambas notaciones a la vez. d denotara
el operador borde de K;.
Notemos que los complejos (Z4,8) y (B4,d) son tales que
0 =0 y por lo tanto Hq(Z*) = Zq y Hq(B*) = Bq para cada q.
Consideremos la sucesién exacta de complejos de cadenas

J 2

0 —— Z, -+ K > By, — 0

donde j es una inclusién y @ el operador borde.

En general esta sucesién no es escindible pues By g
(bordes de una dimensién menor a la de K;), no son objetos
proyectivos.

Aplicamos el functor t = Hom (-;f) y obtenemos:

0 —— Hom( By_y;f) %o Hom (Kyif) 225 Hom (Zy;f)
para convertir esta sucesidén en exacta nos resfringimos a
Im(tj) y tenemos la sucesidn :

0 —— Hom( By 4:f) ;qu Hom (K4.9%) jLi_, Im (tj) — 0
que induce la siguiente sucésién exacta larga en los grupos de

homologia :
An. 3) '
= H_((Im t)e) —= Hy 4 (Hom(B,.;f))L*Hn(ﬂom(&;f)) sl

B ((Im t5)e) —2% s (Hom(Byif)) —— -
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donde An dencta el morfismo de conexién.
Como Hy ((Im tj)s) = Im tjy y Hy(Hom(By,f)) = Hom(By:f),
la sucesién queda

£ )
e ) s

s In (tip ) 273 Hom(B,:f)
— In(tiy) —2"— Hom(Byif) —
de donde obtenemos la sucesidén exacta corta
0 — Cocker Ay —— Hy(Hom(K;;f)) —— Ker 4 — 0
Repitiendo un proceso andlogo al wutilizado en la
construccidén del homomorfismo de conexién (lema de la
serpiente) se comprueba sin dificultad que Ay es la
restriccién a Im(tjy) de tiy ,siendo i la aplicacién inclusién
it By — 2y
Vamos a calcular Ker Ap:
Sea x € Ker Ay - Ker Ay © Im (tj;) © Hom(Z,:f). Entonces
x @ Zy, —— f y por pertenecer a Im (tj;) es tal que existe
X * Ky —— f verificando tjn(i) = x es decir: X eJy = x
ademas A&y (x) = 0, luego t; (x) = 0, por tanto
0 =xoiy: By — f
Por consiguiente x est4d en Ker Ay si y s6lo si es un
morfismo de Z, en f que se extiende a las cadenas K y se amula
en los bordes B.
Como Hy (K;) = Zn/Bn' Ker A, puede interpretarse como

un subgrupo de Hom (H;(K:).f).

Suponemos ahora que By 4 es un objeto proyectivo en
Morf Ab. Entonces la sucesién exacta corta
0z Loy Lom, o

escinde y por lo tanto
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td )
0 —— Hom(B,_y,f) —— Hom(Kjf) —jﬁle Hom( Z,if} — 0
es exacta corta. De aqui se sigue que todo morfismo de Z; en f
extiende a un morfismo de Kn en f, luego en este caso

Ker A, = Hom(H (Ks),f).
Caloulemos ahora Cocker Aﬁrlz

Hom ( By ¢.f)
Aoy (IB(t4,)

Cocker An—l“

es decir esta formado por todos los morfismos x: By 4

—— f’
moédulo aquellos que extienden a K ¢
Por otra parte, como Z 4 es un objeto proyectiva se

obtiene:

HBom (Bj_4.f)
Ext (Hy ((K).f)= . (1)
(tip 1) (Hom(Zy 4:1))

En efecto, consideramos la sucesién exacta corta

0 —— By Az o B (K —— 0

y obtenemos la sucesién exacta larga de los functores

derivados.
tian
0 — Hom(Hy_ (Ks) , ) — Hom(Zy;:f) — Hom( By yif) —
—Ext (Hp((K¢).f) —Ext (Zpeyif) —

Como Z, 4 es proyective Ext (Z, (;f) = 0 y de aqui se sigue

(1)

Ademés
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Hom (Bj_{/f)
Hom (Bp_y:f) tipg g (Im{tip_y))

Cocker Ap_y
tip 4 (Hom(Zg 4;f)

tln—l (Im(tjn_l )

luego Ext (Hp_y(Ke),f) =

es decir Ext (H;_{(K4).f) es el cociente de Cocker A, { por el
subgrupo de los morfismos de B _, en f que extienden a Z _,
médulo aquellos que extienden a Kp_i.
Ahora, si By o es un objeto proyectivo, repitiendo el
WisSmMe Proceso gue antes con
0 —— 2y = Ky — By —0
obtenemos .  Cocker Ay | = Ext (Hy ;(K4)f).
S¢lo nos queda por comprobar que la sucesidn exacta corta
0 —— Cocker Ay —— H_(Hom(Ky ;) ~%~ Ker A, —— 0
escinde cuando By _{ es proyectivo. Para ello basta con
encontrar un morfismo g : Ker Ay —— H (Hom(Ky ,f) tal que
@o g = idger an - [Pp 2.7.4)
Como B i es proyectivo la sucesién exacta
0 —— I, —>— K, —%— B ——0
escinde, en particular existe r @ Ky — Z; tal que
r oj = idy, .
Sea n : Z, — H(Ky) la proyeccién natural y sea

Y=nr @ Ky —— Hy(K)
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notemos que Y j = 1 .Como T es epimorfismo,
tn: Hom(Hy (Ks);f) ——— Hom(Zy,:f)

es monomorfismo.

Como ademds Hom(H;(Ks);f) vy Hom (Z4):f)) son complejos
cuyo operador borde es cero, Hp(Hom(Hs(Ky).f))=Hom(Hy(Ks) f) v
lo mismo ocurre con Hom(Zp.f).
Por tanto  (tN)y = tN: Hom(Hp(K4);f) —— Hom(Z;,{)
es un monomorfismo. Como Y 3j = 1. th = t(y j) = tj ty
luego

(tMa = (tI)s - (tY)s
(t3)e : Bp(Hom(Ke);f) ———— Hy(Hom(Zyf) = Hom(Zyf)
(t¥)s : Hy(Hom(Hy(Ky),f) ———— BEj(Hom(Ky f))
y
Hom(Hy(Ky ) f)

Recordando la sucesién exacta larga que da lugar a la
sucesién exacta corta del enunciado del teorema
~+—— H (Hom(Ky;{)) JB_L{ Im tig _&n, Hom(B,;f) — -
Como B_, es proyectivo Im tj, = Hom(Z,;f) y obtenemos :
Hy (Hom (K4 f)) —gsg)f'Hom(Zn;f) AL Hom(Bp:f) — -

TEn).,
Ker Ay = Hom(H (K ), f)

(tn)s Q.

(tN)e = (t3)s (tY)e = (tN)s Q@ (tY)s

(t3)s

como tf, es monomorfismo se sigue que

luego el morfismo g que buscabamos es (tY)y Yy la sucesién

escinde #
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Partacularizando a SC4(¥) para un espacio ¥ obtenemos
6 — N —— GMEf) — M —— 0
€1 Bge,.y ¥ Bggp-; 50D proyectivos la sucesién exacta
0 —— Ext (Gpy(X);f) —— GR(X;f) — Hom(Gy(X),;f) —— 0
escinde 51 Bge,_, es proyectivo

0 —— N —— GMX;f) —— Hom(G.(X);f) —— 0

nl

escinde

Ejemplos

A continuacion daremos 2 ejemplos de caloulo de grupos de
cohomoloyia G™(X;f) En ambos ejemplos consideraremos el mismo
espacio X y cambiaremos el homomorfisme de grupos f En el
primero de los dos ejemplos no se verifican las hipotesis del
teorema 6 4 (teorema "clasico” de los coeficientes
universales) y tampoco la tesis del mismo Sin embargo en el
segundo, aun no cumpliéndose la hipoétesis, si se verifaca la
tesis

Para efectuar los calculos utilizaremos los resultados
del parrafo 5 y los algoritmos de cdlculo de las homologias H,
y Jg alli recordados.

El espacio ¥ que utalizaremos es el (W complejo propio

finito que tiene la siguiente estructura esqueletal:

una 2-celda no compacta W
una 2~celda compacta W
una l-celda compacta k
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una l-celda no compacta a

una 0-celda v
verificando :
0w =a+ k-a=k
oW = 2k
%k =0
da =v W'
a Y a

Es éste un CW complejo propio finito que no es regular,
sin embargo no es dificil comprobar que para este caso los
algoritmos de cadlculo siguen siendo validos. Por otra parte,
resulta sencillo dotar a X de una estructura regular. Para
ello necesitamos dos 2-celdas compactas, dos 1l-celdas no
compactas, ocuatro l-celdas compactas y tres O-celdas.
Légicamente los calculos con la estructura regular son
similares, pero mds pesados y por ello preferimos hacerlos con
la estructura ya descrita.

En lo que sigue <a; " - a

generado por ay‘ - a

Calcularemos en primer lugar las homologias Hy(X), Jg(X)
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v G4(X) Para ello calculamos el complejo de cadenas SC.([X1]).
A los generadores de los grupos de homologia Hq(Xq,Xq_l) y
Jq(erXq-i) los denotaremos con las mismas letras utializadas

para las celdas correspondientes.

SCuIxly =0 : 0 —— 0 para todo n2z 3
SC(IX1) = 1, <@> — <, >

SCy{I¥l) =1y : <k> —— <k,a>

SCe(IXl) = 14 CV> ——— <V>

i son todas aplicaciones inclusién

Caloulamos ahora ciclos y bordes de este complejo de

cadenas

ZoonllXl) =0+ 0 ——— 0 para todo nz 3
3502(1){[) =0 0 —— <0-20'>
qu(]X()zlq: <k>» —— <k>

ZS%(IX[)clzot <V> — <v>

By (IXf) = 0 0 —— 0 para tode n2 2
Bscd(!XH“lB‘ - <2k>» — <k>

Bsco(lxl) = 130 : 0 — <v>

Entonces las homologias Hy(X), J4(X) de X son -

By(X) =0 Jp(X) =0 para cada nx 3
Hy(X) = 0 Jg(X) = <@-20'> = Z
Hi(X) = <k[2k> = 2, Jg(X) =0
Ho(X) = <V> = Z Jo(X) =0
Como Gy =13 © Hy ——— Iy obtenemos
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Gp(X) =0 0 ——— 0 para todo n2 3
Co(X) = 0~ 0 ——— <w-20'>
G((¥) = 00 <k|2k> — 0
Gg(X) = 0: <cv> —— 0
Sea ahora f: 2 —— 2 definida por f(r) = 2r para

cada r €2

Vamos a calcular GZ(X;f). Lo hacemos directamente
Aplicamos Hom(-,f) a SC4(IX]) vy obtenemos :
0
1
Hom (1g;7)
L8
Hom (14.f)
L3,
Hom (15:1%)
14,

“~

Hom (15,1)=0
G%(Xf) = Ker 8,/ Im(§,)

Ker & = Hom (15;f) = <h.h'>
donde h = (h{hg) es el morfismo de Morf Ab tal que

1
hyt <@,0 > — Z y hy(®) =2, hy(@) = 0

4

y h' = (h‘l ,ho) es el homomorfismo de Morf Ab tal que -

hy: <@> —— 2 y hy (W)

L}

hy: <@> ——— 2 ocon  hj(@) = 0
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it

-

c@W> ——— 2 con hlz(w) 0y h‘Z(m‘) =1

bt

=]
g
«l

1]

[}

(51, Ip) EIm81 , =1 existe g (91.92)€ Bom (14, 7)

tal que g od =7 Entonces gy(k) =r y ggp(k) =2r

91(W) = gged(®) = gyq(2k) = 2gy(k) = 2r
Jo(@) = gped(W) = gp(2k) = 2gp(k) = 4r
Go(0') =  gped(W') = gg(k) = 2r
Por lo tanto Im §; = < @ >, donde @ = (@y,Qy) v
@y (@) = 4
Uy (@) = 2
Notemns que @=2(h + h")
- <h h=>
luegs G*(X,f) = = <h, b [2(h+b")>
< 2(heh ) >
Por tanto G(%,f) = Z2®Z,

Notemos que en este ejemplo Bge,(X) no es un objeto
proyectivo en Morf Ab, pues BSCL(X) = lBA~ <2k » — < k>
y Cockex 134‘ < k|Zk > = 22 que no es un objeto proyectivo en
Ab. Sin embargo,‘ BSC0= lpy- O

< v> si dque es un
objeto proyectivo en Morf Ab. Por lo tanto no se verifican las
Lipotesis del teorema 6.4, aunque del teorema 6.8 podemos
concluir que

Cocker Ay = Ext (Gy(X),{]



Yamos a comprobar que no se verifica la tesis del teorema
6 4, para ello calculamos en primer lugar Hom (Gg(X);f)
Hom (Gp(X);{) = < ¢>
donde 9 = (9;.02) con
9: 0 A

G C020> — 2y Po(-20') =r € 2
por tanto

Hom (Gg(X):f) E&Z‘

Caleulamos ahora Ext (Gy(X).f) = -
t.ll(HOm (ZSCI(X)'T))

Coupatamos How (Bge, (X))

S1 ¥= (¥y.¥g) € How (Bge,(X),f), debe verificar las siguientes

relaciones .
¥ (2k)=1r € Z
Yo (2k)= 2¥5(k)
por otra parte f oWy (2k)= 2r,
luego Yo(k)= 1.
Por tanto Hom (Bge, (X).f) = <¥> = 2
donde ¥y <2U>— 2 con ¥ (2k) =1

¥ <k>-— 2 con ¥o(k) =1

tiy (How (Zge,(X).f)).
Hom (qu(X),f) = <>

donde Ny. <k> — Z con ng(k) =1

(o8]

Ny <k> -— Z con Ny (k)
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Ahora bien g = (g7.99) € ti (Hom (Z,5,(X);f)) © <y> =21

existe g = (§;,3g) € (Hom(Zsm(X);)‘))A verificando g =g o2

Coma gy(2k) = gq(34(2k)) = gy(2k) = 2gy(k) = 2c €22
gg(k) =3g(ig(k)) = Jalk) = 29y(k) = 2¢
gp(2k) = 4c

Por otra parte debe ocurrir que
92(2k) = f o gy(2k) = 2g91(2k) = 4c

Entonces ti, (Hom(ZSCA(X);)')) = < 2y >

de donde Ext(Gy(X),f)) = 22

La conclusidén del teorema 6.4 es que la sucesién:
0 —— Ext (G (X);f)) — G%(X;f) — Hom(Gy(¥);§)) — 0
es exacta y escindible
Como Ext (G((X),f)) = 22
G2(X;1) = 2,8 2
v Hom(Gg(X).f)) = 2
obtenemos Lo— 2o ® Z — Z
Y en un prancipio parece que latesis de 6.4 se verifica  Sin
embargo, examinando con mas preofundidad la aplicacaoén
B:G%(X;§) —— Hom(Gy(X
veremos que no es sobre
Esta aplicacién P proviene de tj en la sucesién exacta
larga“
£+ Hom (Bge, (¥ f)(—-*f 201, 1) 81 (t3,) 23 How Bge,(X)if) — -+
En este ejemplo Bgeo (k) =0 ¢ 0 —— 0
luego Ker Ay = Im(tj) € Hom(Zg,,(X);f)

y en este ejemplo Hom(Zscz(X),‘f) = Hom (Gy(X),f) =< ¢ >
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Veamos que Im(tjg) = Hom(zsczgx).'f)-

9 = (91,92) € Im(tjg) 51 existe g € Hom(1l,f) tal que

g=9gc°]
Como Hom(1l,;f) = <h,h'>
debe ocurrir gy(w)=red gg(W)=2r gg(®)=r'

ent.onces como
gp(0) =0

Y 9p(0-20")=Tp ¢ Jp(@-20") =J3(0-20" ) = Gp(@) -2 (W' )= 2r-2r" =
= 2{(r-r') e 2 &

luego Ker A, = <2¢>

y por lo tanto ﬁ(GZ(X;f)) = <2¢>=<@>= Hom (Gg(X).{)

Observemos que 81 se verifica el teorema 6. 8
0 — <y|2y > —— <h,h'|[2(h+h' )>—— <2¢>—— 0
En este caso ademds esta sucesion es escindible pues <2¢> es
un grupo libre

Eyegplo 2. -

Siende X el mismo espacio que en el ejemplo anterior.
Consideramos f- 2— 2 el homomorfismo identidad. Pretendemos
caloular G2(X;f)

Como en el ejemplo anterior
G2(%;f) = ker&zflmfsl = Hom(1y; 1) fIm 8,
En este caso
Hom(1ly;f) = <h,h’'>
donde h = (hy, hy) esta definida por:

hy: <> — 2 vy hi(w) =1
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hy €0,0'> — 2 y hy(w) =1 hy(w) =0
v hi= ( };1, h’z) estd definida por

Nyr <@> —— 2 y hy(@) =0

hy <0,0'> — 2 y hp(e) =0 hy(®) =1

Caleunlamos Imdt

g € Imd; si existe g€ Hom(1;;f) tal que g ¢d=g
gy(k) =1 gplk) =
gy{w) = gy9(w)

gy (2k) = 2r €22

Go(W) = ggo(w) go(2k) = 2r €22

L]

Go(W®') = god(W') = gp(k) =r
luego Im 61 = <> donde @ = (Q,Uy) y estas verifican
o (@) =2 Up(W) = 2 (W) =0
es inmediato que @ = 2h+h’
Por consigujente G4(X;f) = <h, h'|2h+h'> =
=<h, h+h'| h+h+h'>=<h> = 2
Vamos a calcular ahora Coker A¢:

Como en el ejemplo anterior, Coker Ay = Ext(Gy(X);f)

Ext (Gy(X),f) = Hom(Bsc:SX),f)/t.il(Hom(z,q(X) ()

Calculamos Hom(B“,&(X ). f)
Si ¥ € Hom (BSO£X),'f) debe verificar
¥, (2k)=r €2 ¥,(2k) =1 € 2
por otra parte ¥,(2k) = 2¥,(k) luego r € 22
entonces Hom (Bsci(x)"f) = <y>
donde ¥, <2%k>— 2 con ¥ (2k) = 2
¥y <k>—— Z con ¥, (2k) =1
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Caloulamos ahora tiy (Hom (stX);f))
Hom (Zgg(X);f) = <>
donde N, <k> — Z con My(k) =1
g <k> — & con Tg(k) =1

como antes g € tig(Hom (Zge,(X),f)) © < ¥>

s1 exaste G £ (Hom (Zg¢,(X);f)) verificando g=19ei
Como
gy (2k) = Gy (ig(2k)) = gy (2k) = 2§ (k) = 2c €22
gg(¥) = 9glig(k)) =gfk) =gy(k) = 2c
ggl2k) = Zo
Entonces tig (Hom (Zge(X),f)) = <y >
luego Ext (Gy(X):f) =0

Calculamos ahora Ker A2

Por la misma razon que antes, Ker Ay = Im(tj,) © Hom (ZSCQ(X);)‘)

v Hom (Zgc(X),f) = Hom (G,(X).f)
Hom (ZSG{X)'” = <> = (01,02)
v @ =0 Up(W-20') =1

g€Im(ry,) =1 exaste € Hom (1,,{) tal que g = gej
ge<h,h'>
ivego  gy(@) =1 = 3p(@) Y 9p(@') =1
como g1(0) =0

G (W-20") = Gpig(@-20') = Go(W)- 2gy(®' )= r-2r' € 2
luego Im(tjy) = <a> = Hom (G,(X).f)

y se verifica-
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0 ——— Cocker Ay — G%(X,§) — ker Ay — 0

) —— 0 — Kh> —_— > — 0
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CAPITULO III

HOKOMORFISHMOS INDUCIDOS

A lo largo del presente capitulo (X,A) y (X',A")
denotaradn pares propios de comptejos  cibicos propios
finites

Sea ¢ (X,A}) ———— (X',A') una aplicacidén propaia
Estudiaremos diferentes maneras que tiene ¢ de inducar
homomorfismos en (co) homologia dependiendo de las propiedades

que verafique Estudiaremos cuando estas formas coinciden

1.-Portadores

Defipicién 1.~ Un portador para una aplicacién continua
¢ X —— X' es una correspondencia que asigna a cada cubo O de
X un subcomplejo E; de X' verificando las dos condiciones
siguientes:

i) Si O es un cubo de X, entonces ¢(0) C E;

ii) Si O es una cara del cubo T, entonces E;C E,

Puede definirse portador para una aplicacién continua
¢ (X,A)——> (X',A') de la misma manera pero exigiendo la
siguiente condicién adicional

iii) Si 0 es un cubo de A, entonces Eo c A
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A menudo denctaremos un portador por la familia de
subcomplejos (E;} de X' que tiene asociada y llamaremos a Ej
subcomplejo portader del cubo O.

Si1 la aplicacion ¢ es propia , el subcomplejo portador de
un cubo no compacto debe ser no compacto. En efecto, sea O un
cubo no compacto de X y h: J ——— 0 una aplicacién propia,
como O es cerrado en X, la aplicacién g = ¢\U ch: J —— X' es
propia. Si Eg fuese compacto , por ser g propia, se seguiria
que J es compacto , lo cual es absurdo.

Puede definirse la “interseccién” de dos portadores {E4}

y {Fg} como la correspondencia que asocia a un cubo 6 de X el

subcomplejo E; N Fy de X'. Obviamente obtenemos un mnuevo
portador.
Definicidén 2.- Llamaremos portador minimal de la aplicacién

¢ al que asocia a cada cubo 0 de X, el minimo subcomplejo de X'
que contiene a ¢(0).
Notemos que este portador esta “contenido” en cualquier

otro portador de la aplicacidén ¢

Definicién 3 - Sea ¢ una aplicacién propia. Un portador {Eg}
de ¢ se dice lleno si
i) Para cada cubo compacto 0 de X , E; es del tipo de
homotopia de un punto.
ii) Para cada cubo no cémpacto T de X, E& es del tipo de

homotopia propia de J.
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Teorema 4 - Dada una aplicacién propia ¢: X —— X' y un
portador lleno {E;} de ¢, podemos asociarles un morfismo de
complejos de cadenas de Morf Ab.

G - SC([X]) — SCG(1X7])

de tal manera que.

Si 0€ S([X]) 0y (0) € S4(|Egl)
Si 0€ Ce(]X]) 0% (0) € Cu (| Egl )
Demostracion - 0’ v ¢g° se construyen por induccion.

Qy' se construye con técnicas analogas a las utilizadas en
21 6 de [St 3]
Vamos a continuacion a construir Qg% .
Sea Oun generador "compacto” de (p([|X|) definimos:
O (0) = 1y o 04! o In(0)
donde Ly SpUXD) —— C(IX])
Iy: Sp(IX 1) — Cu(IX'])
son las aplicaciones inclusidn.
Obviamente , si v es un vértice de X:
%(v) = Gyt (V)
Sea ahora O un l-cube no compacto de X, sea v el vértice
de 0, entonces -
Gp” (30)= Q% (v) = ¢y' (v) € E,CE,
Ejtiene el mismo tipo de homotopia que J, por lo tanto:
Jg(Eg) =0
como 64}'2 (v) =6¢’1 (v) = tb'i (V) = 0, ¢y(V) es un ciclo de
dimension cero de E; luego es borde de una l-celda ¢y de E;

Definimos Gy?(0) =4 .
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Es evidente que 3047 (0) = ¢4%(90).

Suponemos ¢y definida en Cy(|X|) para cada n < p Sea ©
un generador de Ci(lX]) , BGGEC5_1(|X|y
Como  90y%(30) = ¢4%(330) = 0, ¢4%(30) es un (p-1) ciclo de Eg.
teniendo en cuenta que Jp-l(Ec) = 0 se sigue que %2(6 0) es un
(p-1) borde de E; , luego existe una p-cadena cp en Estal que
d(cp) = dyZ (30).
Definimos 02(00) = cp-

Se comprueba inmediatamente que Q4 = (%l,%"") verifica

todas las condiciones requeridas en el emunciado

Notemos que, en principio, la eleccién de @y no es inica
En el siquiente teorema estudiamos la relacién existente entre

dos posibles elecciones

Teorema 5.- Sea ¢: X —— X' una aplicacidén propia y sea
{Eg} un portador lleno ascciado a ¢, entonces dos elecciones
cualesquiera del morfismo definido en el teorema anterior, ¢y v

¥g son homoétopas.

Demostracién. - Vamos a construir una homotopia de cadenas
Dy = (Dg”,Dy?)

Dy: SCy (X)) —— SCyyg(IX'])
por induccién

dimensién cero




SCy(l1X]) ———— 0

g / %\\V. / D,

SCi(IE[) — SCy(IX'}) —— 0
Detinimos Dy = (D}, ,D%) como el par (0,0)

Sea v un vértice de X . Q*H&) y v’l(v) es una O-cadena
Y por consiguiente un O-cicle de E, como Hg(E,) = 0, existe
una l-cadena en E,, cy, tal que
3(c1) = Gyl (V) - Wyl (v)
definimos Dol(v) = ¢y
y por lo tanto a(Dol(v)) = ¢*l(v)- v’l(v), luego-

9D (v) - DLy(v) = Gl (v) - wl(v)

De2(v) = Lo Dnl(fé(v) )
donde g Sg(IZ']) —— Cg(lX'])
1o - SglIX]) ——— Cy(IE])

son aplicaciones inclusiémn.

Ee claro que Dy = (Du1 ,D02) es un morfismo de SCy(|X|) en

SCo(IX" ).
dimensién p
Suponemos construida Dq para cada q <p Yy p=21.
SCp(IZ]) = SCpog (1X])
Dp ¢¥ ¥y . Dp—l

0

SCpp (IX']) —— SC(IX°])
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Sea O un generador de SP({Xl). Consideramos en SP(IEDI)

la siquiente cadena:
0y! (0) - Wy (0) - Djy (30)

Vamos a comprobar que se trata de un ciclo. En efecto:
3ty (0) - wyl(0) - D‘M(eo)) = 3ty!(0) - 2wyl (0) - Dy {(d0) =
= 641 (30) - wl(30) - o} p-1(80)

Notemos que por construccién para cada (p-1) cadena z de

. i
1 (X)) oDp_y (z) + Dp.z(z = - ¥l (z)
en nuestro caso z = 90
luego ap} p-1(30) = ¢y (30) - W' (30) - D ,{830) =
= ¢yl (90) - yl(d0)
por lo tanto %1(0) - w,i(a) ~ Di_z(ao) es un p-ciclo;, como
Hp”Eo‘) = 0 se sigue que podemos elegir una (p+l)-cadena Cps1
de Swl({Ec“ verificando-
3(cpy) = 81(0) - wyl(o) - Dy ;(30)

Naturalmente definimos Dpl(c) = Cpy1-

Vamos a definir ahora Dp2 : Cp(]Xl) —_— CPH(]X']).
Naturalmente si © es un generador compacto de CP(KXH
definimos:

2 =1 1 -1
D “(0) = lp,Dp .1p (o)
donde, como antes,
1p t SpUIED) —— GUED ¥

I+ SpUX D) —— G
son las aplicaciones inclusidn

Sea ahora € un generador no compacto de C‘.p(IXI),

consideramos la p-cadena de Cp“Eo[)

%Z(0) - ¥2(0) - D2 (30)
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Y Se comprueba como antes que es un p -ciclo Como JP(IE0|)=O

podemos elegir una (p+l) cadena Cps1 €N Cp-rl(lEol) tal que-

) ‘ 2
6(»cp+1) = §°(0) - Wgt(0) - p-1(80)
Igual que antes definimos
2 =
Es claro que Dy = (Dg',Dg?) es una homotopia de cadenas.
Notemos que Dy' es una homotopia de cadenas entre {y' vy

¥.1 Y que D’z es una homotopia de cadexias entre %2 Y v'z. "

Sea f+ Gy ——— Gy un morfismo de grupos abelianos.
Aplicandoe a las construcciones anteriores el funtor
Hom(-;f) - Morf Ab ——— Ab obtenemos

Hom(dy.f) = % Hom(SC4(|X]);§) ——— Hom(SC4(IX[),{)
Es 1nmediato comprobar que Sof* = ¢* o 8
de donde sigue que @ induce
¢ GHIELf) ——— (L)

Notemos que Q)* depende del portador llenco elegido para ¢,
y no de la construccién de ¢y una vez fijado el portador.

Por otra parte,si dos aplicaciones propias ¢,¥: X — X'
tienen asociado el mismo portador lleno {E;} inducen a traves

de él1 los mismos morfismos en cohomologia.

Supongamos ahora que dada la aplicacién propia ¢ le asociamos
dos portadores llenos {E4} y {E&} de tal manera que uno esta
“contenido” en otro (por ejemplo, E; C E;, para todo O). Es
claro que toda aplicacién inducida a través de (E;} esta

tambien inducida a traves de {E:,} y por 1lo tanto las
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aplicaciones inducidas en cohomologia por ¢ a través de ambas

portadores coinciden (%*: %?)

Como consecuencia de todo lo anterior si el portador
minimal asociado a una aplicacién propia § es lleno, podemos
concluir que el morfismo inducido en cohomologia es umnico,

debido a que todo portador lleno contiene al portador minimal.

Definicién 7 - Una aplicacién propia ¢ X —— X' se dice

solvente si su portador minimal es lleno.

Yeorema 9 .- Sea ¢ ¥ —— X' propia, solvente y celular y
gsea {E;} el portador minimal de ¢ . Entonces existe un unico
morfismo

Oy SCa(|X[) —— SC4 (X))

asociado al portador minimal {Eg}.

Demostracioen - Recordaremos la construccién inductiva de Oy

y veremos que la eleccidn de las imdgenes es unica.

Si 0 es un O-cubo (vértice) , como ¢ es celular, ¢{0) es
un vértice, luego su portador minimal es ¢(0). Por lo tanto 1la
eleccién de ¢y4'(0) y (4%(0) es unica.

Sea ahora ¢ un generador de Cq(!X]). Notemos que Eg,
subcomplejo portader de 0,es un subcomplejo de X;. Por lo tanto
en E5 no hay (q+i)-—cubos, de aqui se sigue que Cq“(lEG[. )= 0.

¢y’ (30) es un (g-1) ciclo de Cq-1(IEgl) . Como Jq_l([Eol)?O,

se sigue que %2(60) es un borde, por lo tanto existe una
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p-cadena Cp de Cq(lEol) tal que acp = W(ao)

Ahora biemn, ¢ Cq('Eot)-""'”"—’ Ca-1 (1EgH)
es 1inyectiva. En efecto, basta recordar la sucesién
semiexacta

d

d
> Cgpt (1Egl) = Ce([Egl) —— Cq_y ([Egl) —
0=1Im aw = ker 9.
Come 0 es inyectiva, sélo existe una cadena Cp de tal manera
que dcy = OyZ(30)
Repitiendo un razonamiento analogo, cambiande simplemente

S por C y H por J se obtiene la unicidad de %1, y por lo

ranto tb, es unica "
Framplos

1) S1 (X,A) y (X',A') son dos pares propios de complejos
cuibicos propios finitos tales que A es subcomplejo de X y A
es subcomplejo X', la aplicacion inclusién

it (X,A) —— (X' ,A")
es propia, celular y solvente. Notemos que el minimo
subcomplejo portador de un cubo O de X es el subcomplejo

formade por 0 y todas sus caras.
2) Si ¢ X —— X' es una aplicacioén propia y “simplicial"

(envia vértices a vértices y cubos a cubos), entonces ¢ es

solvente
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2 - Subdivisién

Definicidén 1 - Sea (X,A) un par propio de complejos cubicos

propios finitos. Diremos que el par de complejos octibicos
propios finitos (X',A') es una subdivisién de (X,A) sii:
1) El espacio topolégico subyacente de ambos complejos es
el mismo.
2) Cada cubo de X (A} es unién de cubos de X' (A') que

estan contenidos en é1.

Proposicidn 2.- Sea (X',A') una subdivision de (X,64),

entonces las aplicaciones identidad
¢ (X,A) —— (X' ,A")
¢ (X', A) — (X,4)

son solventes

Demostracién - ¢: Dado un cubo Ode X, el minimo subcomplejo

de X' que contiene a ¢ (0) es la subdivisién del complejo de X
formado por O y sus caras. Este complejo es trivialmente
contractil y si es no compacto, del tipo de homotopia propia
de J.

¢': Dado un cubo -0' de X', el interior de G' esta
contenide en el interior de un solo cubo de X, 0. El minimo
subcomplejo E; de X que contiene a ¢'(0')es el formado por 0y
todas sus caras. Se sigue inmediatamente que ({Eg] es un

portador lleno
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Usande los portadores de la proposicidén anterior asociamos a
¢ v a ¢
Gy SCi([E]) — SC(IX'[)
0 SCa(|X'|)—— SC.(IX])
Considerames la aplicacién identidad
id : (X,A) — (X,4)
que, trivialmente, es propia, celular y solvente. Sean idy e
id* los morfismos inducidos asociados al portador minimal.
Notemos que las aplicaciones id y ¢'e¢ tienen el mismec
portador minimal , por consiguiente:
idy = Gye Oy
luego id* = ¢* o ¢*
Considerando ahora la aplicacién identidad:
id': (X',A") — (X' ,A")
también es propia, celular y solvente.
Repitiendo el razonamiento anterior, como id' y ¢<¢' tienen
el mismo portador minimal, se sigue que:
(1d)* = (¢)e ()"

Entonces obtenemos:
Teorema 3.- Si (X',A') es una subdivisién de (X,A) las

aplicaciones inclusién ¢ y ¢ definidas anteriormente son

propias y solventes e inducen isomorfismos en cohomologia.
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3.- Morfismos induoidos en oohomologia

Dada una aplicacién propia ¢: X —— X' dependiendo de
las propiedades adicionales que verifique, existen al menos

tres formas de inducir morfismos en la cohomologia G®

1- 581 ¢ es simplemente una aplicacién propia, a través de ¢
podemos definir -

Gy’ Sp(X) — S, (X') con ¢g!(T) = ¢oT

Gy Cu(X) — C(X') con ¢4%(T) = ¢oT
ademas, @y = (fy’ O%)  SC4(X) —— SCy(X") es un morfismo de
cadenas.

Si f: Gy —— G, es un morfismo de grupos abelianocs,
aplicandoe el funtor Hom(-;f) obtenemos el morfismo de
cocadenas -

*:SCH (X' f) —— SCL(X:)
y a través de ¢’ podemos definir
o' : GUX f) —— GUX.)
haciendo o ([h]) = [¢* (m)].

Igualmente puede repetirse el proceso para pares propios
y cohomologia relativa.

Conviene . notar que no entra en Jjuego la estructura

esqueletal de X ni la de X'.

2 - Sea ahora ¥+ X —— X' una aplicacién propia y celular.
Para cada n, podemos definir la siguiente aplicacién propia de

pares propios:
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¥ (EpXpy) > (X" Epy)
restringiendo el dominio de ¥ al n-esqueleto de X.

Repitiendo el proceso de (1) con ‘¥ obtenemos:

[}

(¥p)e't Bp(Xp, Xpq) — Hp(Xp' Xny)

(¥p)e?: In(n Zp ) — Jn(%y' Iny)
Denotando Wy a ( ¥,)s' v ¥y¥ a ( ¥p)at es inmediato
comprobar que Wy = (Yg' ¥g?) © SCe(X]) —— SC([X'])
es un morfismo de cadenas. \

Aplicando ahora el functor Hom(-;f) obtenemcs el morfismo
de cocadenas’
¥ = Hom(¥y:§): SC*(IX'|;§) —— SC*([X|:f)

y a través de el:

¥ GR(X ) —— GR(X;f)

En este caso, tode lo anterior plantea el siguiente
problema

Dada una aplicacioén y: X ——— X' propia y celular, sa
denotamos W* a la aplicacioén inducida por ¥ en la cohomologia
G cuando se considera en ¥ y X' su estructura celular (2) vy ¢*
a la inducida cuando X y X' se consideran solamente como
espacios topolégicos (1) pCuéando ¢* = V*? 6 mAs precisamente

(Cuando es conmutativo el siguiente diagrama?

G (IX]:f) = G (L)
V* ‘to” (1)
Gh (IX'];f) = G (X';f)
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G® (|X];f) denota el grupo de cohomologia G inducido a través
de la estructura esqueletal.

La respuesta es:

roposijicié .= El diagrama (1) es conmutativo.
Demostracién. - Podemos formar el siguiente diagrama:
1
sorny 2L o))
2
vl Yo

1 L
SN .
S(IX'])| == Cc(E'])

I,
Il
% ¥ 2
S{|X]) 13, C{IX])

donde los cuadrados:

S(IX[) — C({X])

~

V:l \\\\‘ ¥y’
S(|I']) — C(IX"|)
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S(|X]) —— C(|X])
%\ \ e
S(E' ) — C(|X'])

son conmutativos, pues ¥y = (¥g!, Wg?) v @ = (01 ¢%) son
morfismos de cadenas.
Los morfismos I = (I1.15) e I' = (1'1,1'2)
I SC(IX]) — SC(IX])
17 :5C(X ) — SC(IX" )
son equivalencias de homotopia. (cépitulo II, parrafo 5)
Ademas [M] [W.G.2], el siguiente diagrama es conmutativo
salvo homotopia.
S(X]) '—\-{é’ S(X

I Iy

Por [E-H-R] el siguiente cuadrado es asimismo conmutativo

salve homotopia

2
cqxy —tm gy

F T

(b'l.

C(x) —%5 C(X')

Por lo tanto, el cubo del principio de la demostracién es

conmutativoe salvo homotopia y de ello se sigue el resultade
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buscado #

2

3 - Consideramos ahora ¥ celular, propia y solvente. Ademas
de las dos anteriores maneras de inducir wmorfismos en
cohomologia consideramos la inducida a través del portador
minimal {Eg} de ¥.

Se observa fé&cilmente que la manera de inducir Wy
{(considerando s¢élo a ¥ come aplicacién propia y celular) esté
asociada al portador minimal.

En efecto, sea 0 un generador "no compacto” de G ([X[) vy
h: ™! % J — 0 un homeomorfismo. Recordemos que ¥(0) C Es v
notemos que C,(|E5|) — C,([X]) es el monomorfismo inclusién.
Coma C,(|0]) = J4(0,90) es un sumando directo de G, (|X|) podemos
formar el diagrama conmutative

Ve

CallX]) ——— Cu(IX"])

2
(o)
Catlol) —F C(IEgl)

luego v,z(o_) = Etini, donde T son generadores de C,(|E4l) v
ty son numeros enteros.

Analogamente si Oes generador de Sp(|X]).

Se sigue de lo anterior que Wy = Ty, siendo Ty el
morfismo inducido en las cadenas cuando se considera ¥ como

una aplicacion propia, celular y solvente.
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Conclﬁgién.~ Si Xy X' son complejos cubicos propios finitos
y ¢ X ———— X' una aplicacién celular, propia y solvente,
los morfismos inducidos por ¢ en cohomologia G* de cﬁalquiera

de las formas descritas en este capitulo son el mismo.
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CAPITULO IV
EXITENSION DE APLICACIONES PROPIAS

En este capitulo y en los siguientes (X,A) denotara un
par de complejos cubicos propios finitos X, denotara el
n-esqueleto de I y 3%1 denotard A U X,. Y sera un espacio
topolégico arco-conexo con un unico final propio.

El problema que nos planteamos es el siguiente: Dada una
aplicacién propia f: in —— Y (n22) ;Bajo qué condiciones
puede extenderse § propiamente a §;+1?. Para resolverlo,
asociaremos a f una cocadena de Hom(SCu, (|%X,Al); 9,(Y)) (donde
P,(Y) es el elemento de Morf Ab, @ (Y): my(Y) — 3, 4(Y)) ¥
demostraremos gque cuande esta cocadena es 0, { puede
extenderse.

En el parrafo 1, demostramos que toda aplicacidn
propia g: A —— Y admite una extensién hasta ix, y s1
My (Y) = 0 la admite hasta X,

En el péarrafo 2, definimos la cocadena mencionada y nos
dedicamos a estudiar sus propiedades. Demostramos que es un
cociclo.

En el parrafo 3 estudiamos la accién de una aplicacién
propia, celular y solvente scbre el cocicle definido en el
parrafo anterior.

Como consecuencia, dada una aplicacién propia - A — Y,

si puede extenderse propiamente a Xp, tenemos un método para
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saber si puede hacerlo a todo X, se trata de estudiar las coca-
denas ({obstrucciones) que se pueden asoclar a las sucesivas
extensiones de f.

Utilizaremos el funtor aditivo contravariante Hom(-,G) en
dos categorias, a saber: Ab y Morf Ab. En el primer caso G

serd f,(Y) o bien I {(Y), en el segundo G ser4d el homomorfismo

e (Y) -

1.~ Indice de extensidén propia

efinicién 1 - Dado n € 2, una aplicacién propia f: A — Y
se dice n-extensible propiamente sobre X, sii existe una
aplicacién propia g: ig‘ — Y de tal manera que § es la
restriccién de g a A.

Diremos que g es una n-extensién propia de f y la

denotaremos fn-

Proposicién 2.- Toda aplicacién propia f: A —— Y es

l-extensible propiamente sobre X.

Demostracjion. - Sea @: J —— Y un representante del final

deY e yy=a(0).

Para cada x € A definimos g(x) = f(x).

Para cada vértice v de ¥~\A definimos g{v) = yp.
Sea 0 un l-cubo compacto que no esté en A

, hi' I —s ¢

un homeomorfismo, vy y Vg los vértices de 6y B: I —— Y un
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camino que une g{(vy) Yy g(vg) Para un punto cualquiera x de O
definimos
g9(x) = B enI(x)

Sea ahora 6 un 1l-cubo no compacto, h: J —— 0 un
homeomorfismo , v el vértice de O y B: I —— Y el camino
que une g(v) con (0).

Definimos la aplicacién propia:

¢ J —— Y por

o(t) = B(t) 51 0 st <1

G(t) = a(t-1) sit 21
Para un punto cualquiera x de 0 definimos

g(x) = goh~l(x)

Entonces g es una aplicacién propia definida en todo Xy .

Definicién 3. - Llamaremos indice de extensién propia de una

aplicacién propia f: A —— Y al supremo de los n € N para
los que f es n-extensible propiamente.
Es claro que el indice de extensién propla siempre

existe.

Proposicién 4 .- Dos aplicaciones propias f,g: A — Y

hométopas propiamente, tienen el mismo indice de extensién

propia.

Demostracién.- Sea ¢: X, — Y una n-extensién propia de f§

y F: Ax I——Y una homotopia propia entre f y g. Por ser
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A un subcomplejo del complejo cubico propio finito X;, tiene
la propiedad absoluta de extensién de homotopia propia
(Teorema I-1-17), y por 1lo tanto F se extiende a una
homotopia propaia

H X x I— Y

tal que Hlayr =F Yy Hlg,xo= 0

Definiendo y: X, — Y

por y(x) = H(x,1) para cada x € i-n
obtenemos una n-extensién propia de g. "

Proposicién 5.- Sea Y e Y' dos espacio topolégicos

arco-conexos y con un sélo final propio, (X',A') y (X,A) dos
pares de complejos cubicos propios finitos , h: ¥ —— Y' una
aplicacién propia y g: (X',A') —— (X,A) una aplicacién
celular propia. Si f: A —— Y es una aplicacién propia
n-extensible propiamente sobre X, entonces la aplicacién
propia f°" =hofoeg: A" — Y°' es también n-extensible

propiamente sobre X'.

Demostracidn Sea @: X, —— Y una n-extensién propia de f,

por ser g celular, g(in‘ K= in .

La aplicacién Y=hoo °g|%h in‘ — Y
nos proporciona una n-extensién propia de f'. ¥
orolari - Si (X,A) es un par de complejos cubicos
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propios finitos, el indice de extensién propia del par no
depende de la estructura del complejo cibico propio finito
del par.

la demostracién es inmediata aplicanco el Teorema de

aproximacién celular [I.1.19] y las proposiciones 4 y 5

Proposicién 7. - Sea f: A—— Y una aplicacién propia. Si

Mg(Y) = M (Y) = 0 entonces f es 2-extensible propiamente.

Demestracién - Sea f; una l-extensién propia de f , O un

2-cubo no compacto de X y h: IxJ —— O un homeomorfismo.
Notemos que las aplicaciones propias:
bg = f1o b | 1xq0) ugoyxa: IX(OJU{0}xI — ¥

y by = f0 b | (1343 C {1} xJ ——— Y
son dos representantes del final propio de Y, es mas, podemos
considerar ambos como representantes de dos elementos x5 V Xy
de ;D(Y),

De la sucesién exacta que conecta los grupos de homotopia
propiafy, Ta v B

e () —— 4y (Y) —— Ly (Y) —
como M(Y) = 0 vy Z(¥Y) =0 (Y tiene un unico final propio},
se sigue que L(Y) = 0, luego Xp = Xy y por lo tanto fyeh[yrygy
se extiende propiamente a una aplicacién
H: IxJ —— X

Definimos para cada x € ©

£5(x) = Hoh}(x)
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Sea ahora O un 2-cubo ocompacto y h:12 — © un
homeomorfismo
La aplicacién hy = fgo h | gg% 012 — ¥
representa un elemento x; € W (Y) = 0, por tanto existe una
aplicacién H: 12— ¥ tal que H| 612 = hy
Para cada x € 0 definimos

fa(x) = B o bl(x)

Con lo anterior hemos obtenido una extension propia de f a X5. 4

Notemos que por tener Y un sélo final propio, { es
siempre 2-extensible al subcomplejo U de X determinado por
todos los cubos no compactos. En efecto, sea 0 un 2-cubo no
compacto v h' IxJ —— O un homeomorfismo.

Las aplicaciones propias

hg = f1 o bl gyt (0} xI — ¥

"

son dos representantes del final propio de Y, luego existe una

homotopia propia H: IxJ—— Y
de tal manera que H(0,t) = hp(t)
y H(1,t) = hy(t) para cada t € J.

Definiendo ahora fo(x) = H o h’i(x) para cada x € O obtenemos
una 2-extensién al subcomplejo U.
Esta aplicacién puede no ser compatible con fq: —Xfi — Y

pues fy|p1.o, Puede no coincidir con folfi1xo,- Ahora bien la
aplicacién B: I— Y

definada por
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w0

~—
las

S
|

= fy ° hlzx(gy (2¢) 51 0 <t <1/2

w

—
t

~
I

= fg o hlyy oy (2-2¢) 51 1/2 <t <1
representa un elemento de M (Y). Si este elemento no es 0 las
aplicaciones no son compatibles, si es cero si 1lo son.
Cuando My(Y) = 0 garantizamos la compatibilidad y 1la

Z2-extensibilidad de §.

2.— Cociclo Obstrucién

En este parrafo y en los siguientes Y es un espacio
topélogico que ademds de tener un sélo final propio y ser
arco-conexo es (M) n-simple y (T)(n-1) simple.(n22)

Estas condiciones para Y garantizan (ver [Hu.4.IV.16] y

[T.2.3]) que

fh

(Y. vg) n, (Y) para cada yg € Y

Y G- (Y.Q)
del final propio de Y.

1}

In1 (Y) para cada representate Q

Nn.(Y) denota las n-esferas libres de Y salvo homotopia

nf
vy Jo1(Y) es el conjunto de clases de equivalencia de
aplicaciones propias

g: (I®xJ) —> Y

bajo la relacién de homotopia propia [I.2]

Consideramos la teoria de cohomologia definida en [II.4]

con coeficientes en el homomorfismo de grupos.

0 My (Y) — o (V) [1.2]
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A este objeto de Morf Ab lo denotamos por @ (Y) o simplemente
por ¢y
Notemos que las hipotesis sobre Y garantizan que Iy _4(Y)

es abelianc incluso para n = 2.

En II.5 garantizamos que los complejos de cadenas
SC4(|X,A|) y SC4(X,A) son homotépicamente equivalentes. Como
Hom (-;9,(Y)) es un fuctor aditivo, \ Hom(SC*(]X,A[);¢n(Y)) Y
Hom (SC4(X,A),9,(Y)) son homotépicamente equivalentes.

Por otra parte, recordemos que

SC (1%, A1) = 10 Hy(X, % 4) — 3,35, %)
Jn(in,‘)-(n_l) es el grupe abeliano libre generado por todos los
n-cubos de X que no estan en A, Hn(ig,inrl) es el grupo

abeliano libre generado por los n-cubos compactos de X que no

estan en Ay 1, es el monomorfismo inclusién.

Consideramos la aplicacién propia

f: in-———aY
Esta aplicacion determina una (n+l)-cadena

SC™1(f) = (S™1(f), C™1(f)) de Hom(SCpq(|%,A]);q,(Y))

del modo siguiente:

S™U(§): By (Rpyy.Xp) — My (¥)
esta definida por Sn‘”(f) (0) = (ﬂé)* 030 p;1(0)

donde 1) pyl: H . (0,6) —— M,(0,0,+) es el inverso del

isomorfismo de Hurewicz

2) 9 Tred (0,6,,) — nn(é'*) es el operador borde
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de la sucesidén exacta de grupos de homotopia M asociada al par
(0,0).

3) (flghe: MplG.2) — MY, f(x)) = M(Y)
es el homomorfismo inducido por fib en los grupos de homotopia
-

Notemos que aunque elijamos otro punto *' € 6, el
elemento Sn*l(f)(o) que obtenemos en T (Y) es el mismo, pues
Y es (W)n-simple.

C™(£): Inay (e Xp) — Jpg (¥)

est4 definida por:
si 0 es un n-cubo compacto cMl(1)(0) = g (S™}(f)(0))
§i 0 es un n-cubo no compacto C™!(f}(0) = (jla)*oaop{4(0)
donde 1) 954: Jn+1(0,6) —— ;n(o,é,a) es el in;;rso del
isomorfismoﬂae tipo Hurewicz [ver I.4].(Qes un rayo base en @)

2y & I I (0,5,&) — :gn_1(6,a) es el operador borde
de la sucesitén exacta de grupos de homotopia 1 asociada al par

propio (0,6).

mn

3) (flg)e: Ineg (0.®) — T (Y, f o) = 1 4(Y)
es el homomorfismo inducido por (f{a) en los grupos de
homotopia propia I.

Notemos que, como antes, aunque elijamos otro rayo Q' en

0, el elemento C“*l(j)(o) que obtenemos en J,_((Y) es el mismo,

pues Y es (1) (n-1)-simple.

Definicién 1 - Llamaremos cocadena obstruccidén propia

(n+l)-dimensional de f a la cocadena sc+l 4y,
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Suponemos ahora f: il —— Y. Si Y es (n)l-simple,
entonces My (Y) es un grupo abeliano, como ademas Ry(Y) = 0, de
la sucesién exacta:

b
e B (V) —— Wy (Y) —— Ip(Y) — Bp(Y) = 0
se sigue que I45(Y) es biyectivo con un grupo abeliano.
Entonces M (Y) y I4(Y) son grupos abelianos y, si Y es

(1)0-simple, podemos definir SCQ(f).

Para n =2, &1 los conjuntos nO(_ml)' no(in), ;—‘_O(iml) Y

_I_o(-X-n) son triviales y ademids el par propio (X,,1.%,) es
(M) n-conexo y (1)(n-1) conexo, podemos definir "globlalmente”

la cocadena obstruccién como sigue:

Notemos, en primer lugar, que las condiciones sobre X;,y,

y X, garantizan [Teorema I.4.1.] 1la existencia de los

epimorfismos de tipo Hurewicz:

Pr: Tnyt (Xp41. Xp, @C0)) » Hpyy (Xp41.%p)
Py -.In(iml'in'a) — » Inet (Xney - Xp)

—

donde @ es un rayo base cualquiera en X;.

Entonces definimos

. P d 5.

S:Hpyg (Xml'_x-n) = Ty (Eml'in'a(o) )/ nn(in'a((’))_——’ Ta(Y)
. v ¥ pT. __._3 v ‘S’.»
Cdne1 Cnet - Xn) & In(Ene1 - Xp) — Inq (3,0 —— 1 4({)
S = fgo0 a°pn-1 Y C= fgpo Bopl'l

C esta bien definida pues f4od anula ker p, . En efecto, sea b

-
=

un generador de ker p,, b = x - gx donde x € 1, (§n+1'§n)'

g E-l—‘l(in) Y g.x indica la accién de g en x (Teorema 1.4.1.).
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Entonces -
fa 09(b) = {4 0d(x-gx) = f4(dx-3(gx)) = f4(dx-g(dx)) =

=Fa(0x) = fa g(0x)) = f4(9x) - fu(g) fa(9x).

Como f4(g) €% (Y) y éste actia trivialmente en I, (Y) se sigue

que fgod(b) =0
Andlogamente se comprueba que S esta bien definida.

Proposicién 2.- Si los conjuntos Mo (Xn,1). no(in), __‘Eo(iml)

;o(fn) son triviales, vy el par propio (‘im-l'in) es (7) n-conexo
Y (1) (n-1)-conexo, entonces, para n 2 2
cml(g) = ¢ y sMi(f) = s

Demostracién. - C, C™I(f): Jp,1 (% %) —— I4(Y)

Vamos a comprobar que C(0) = Cn*l()‘)(O) para cada (n+l)-cubo de

Ine1 (Enet - Xp)-
En primer 1lugar suponemos que O es no compacto.

Consideramos entonces el diagrama conmutativo [ver I.4]
pft

C: Jm-l (.X.n-:-l'in) ¢ -}n(.xml'in'a) 2 ? §m1 (Xn'a) > In-g (Y)

| | [ Ao

. P . .
C“"’()‘)(o):Jml(o,o)e—ign(o,o,o:) —— 1,4(0,q)

un sumando directo de Jmi(-fml,-fn) luego

Jpe1(0,.0) es
C (0) = C™l(f)(0).

Suponemos ahora que O es compacto. Ahora consideramos el
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siguiente diagrama conmutativo [ver I.4]:

X
=n

Po P ?
5 Hml(iml'in)‘_—ﬁ“ Tt (iml'in'u(o))'—) nn(in,a(ﬂ))——t% T (¥)

] o),

S™1(£)(0) By, (0,0) <2 n,,,(0,0,(0))-%5 n (6, a(0))

Hp41(0,0) es un sumando sumando directo de J iml'.in)'

nel € luego
C(o) = ¢ S(0) = ¢ S™L(f)(0)= C™L(f)(0).

Como consecuencia (S.C) = SC™*1(§). #

Optamos por la definicién cubo a cubo (local) de la
cocadena obstruccién para evitar restringir la categoria de
los complejos oibicos propios finitos a la de aquellos que
s6lo tienen un final propio. En efecto, de la sucesién exacta
que conecta los grupos de homotopia propia N, I y I.

o m(Ky) —— L) —— Ty(X) —— (X
se sigue quez_go(fn) = 0, luego _in s6lo tiene un final propio y
como n 2 2, X sélo tiene un final propio.

No obstante, tendremos en cuenta que, en las hipétesis
de la proposicién es posible definir “globlamente” la cocadena

obstruccién, y lo utilizaremos mis adelante.

Volvemos al caso general (f:fn—-a Y). Sea O un (n-1)-cubo
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Lo compacto que no estd en Ay sea h:(IPxJ,3(I"xJ)) — (0,00)
un homeomorfismo.
Podemos considerar la aplicacién propia:
g = (flag) hfa(Inx 3y HI™I) ——— ¥
g representa un elemento de I _4(Y) [I.2], precisamente

CM1(£)(0). Es decir C™1(£)(0) = [f];].

Notemos que si g representa el elemento 0 de I, ((Y),
existe una extensién propia de g a IfxJ, gy [RiIV.3.9].
Considerando gy h~! obtenemos una extensién propia de { a ©
Jgualmente ocurre con 1los (n+l)-cubos compaoctos, pero estos

ahora determinan elementos de M, (Y), y también

s™L(£)(0) = [f]3]

y si f|30 representa al elemento cero de M (Y), { puede
extenderse propiamente a 0. Por lo tanto:
Teorema 3 - la aplicacién propia f: in -———— Y tiene una

—

extensién propia sobre X, .4, siy sélo si SC“*I(f) = 0.

Si  Xp,y tuviese infinitos cubos, no podriamos garantizar

que la extensién fuese propia.

Teorema 3.- SC™!(f) es un cociclo de SC™I(|X,A]; @ (Y)). Lo

llamaremos cociclo obstruccién propia (n+l)-dimensional de f.

Demostracién. - S(sc™!lisy) = (8(s™1(§)), &c™1(4y)

5s™1(5) = 0

(La demostracién es andloga a ia efectuada en [Hu 4,VI.3.1])
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Comprobaremos ahora que SC“"l(f) = 0.

Sea O un generador “compacto” de Jn+2(-x—n+2, -iml)
S(CP*(f)(0)) = ™(f)(30) = gs™I(f)(30) = @ (BS™I(f)(0)) =
= 0(0) = 0.

Sea ahora O un generador no compacto de sz(imz, -im»l)‘
Podemos considerar O como un complejo cubico propio finito
(n+2)-dimensional. 0 denotara el (n+l1)-esqueleto de O yb.el

n-esqueleto. Consideramos el diagrama ,conmutativo :

\
. Py .
Ina2( 0. 0) — Iny(0,0,Q)
: T .
Jpe1(0) = 1.(0)
j* j* O

(1)

H - J,(0, 0) —FPs 1,(0,0,0) - 1._,(0, Q) ji’én-x(Y)
@ es un rayo base en O, p} denotan homomorfismos de tipo
Burewicz. j; son homomorfismos inducidos por la inclusién en
las sucesiones exactas del par (6"0').

En (1) 8 oj; = 0, pues son dos homomorfismos seguidos de
la (1) sucesién exacta asociada al par propio (6,'0.).

El homomorfismo de grupos :

B = faedop™: J5,4(0,0) — 1,4(Y)

est4 bien definido. (Estamos en las condiciones de 1la
proposicién 2). Ademas H(nM) = C™1(f)(n) para cada (n+1)-cubo N

de 0.

Notemos que dado x € J;,0 (O, 6) se verifica
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Hojg 00(X) = fg0d 0y o 8 opl_l(x) =0
Ademas Hojy 0d(x) = 8H(x) = §C™1(§)(x) &
Teorema 4.- 5i gg, gy: —X.n'—" Y son dos aplicaciones propias,

hométopas propiamente. Entonces
SC™1(gq) = sC™1(gy)

Demostracioén - Sea, O un generador no compacto de

‘Jml (Xml '—in)
™ (gg)(0) = (gp|g)e =2 Py (T)
c™1(gy)(0) = (ggjg)s8 © PL(0)
Vamos a comprobar que (gnlé)* = (gllé)*
(9o(6)+ © Ine1 (0.0) —— Ty (Y, gp(@))
(9178)+  pe1 (0.0) —— T4 (¥, gy(a))
Como Y solo tiene un final propio I,_((Y, gg(Q@)) =01 (Y, gg(@)).
Ademas B (Y,B) actta trivialmente en JI,_;(Y,B) para todo P
rayo en Y, por lo tanto en I,(Y). Las aplicaciones
fo v f1: 9(I®XxJ) —> ¥
representan el mismo elemento si son hométopas propiamente
(sin necesidad de ser relativa la homotopia). Como gy y g; son
hométopas propiamente, gol;J Y gll& también lo son, luego
(9olghe = (a1la)e: Zaes(6) — Zpy(¥).
Recordando que #(Y,yg) actdia trivialmente en M (Y,yg) para
todo yg €Y y repitiendo el mismo proceso con los grupos de
homotopia M, obtenemos |

sc™l(gg) = sC™1(gy)
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3.- Accién de una aplicacién propia celular y solvente

en SC*1(f).

En este parrafo vamos a considerar la siguiente situacién
¢: (X,A) ——— (X',A') es una aplicacién propia, celular y
solvente entre dos pares de complejos cibicos propios finitos.
{': A'~——— Y una aplicacién propia que posee una n-extensidn
propia ﬂ{ in-——% Y. De aqui se sigue que la aplicacién
f = {'e ¢[A es también n-extensible propiamente, Yy una
n-extensién propia viene dada por fp = fp'e ¢t§n. Podemos
construir S@”l(jn') y SC“”(fn)‘ Vamos a estudiar como estéan
relacionadas estos dos cociclos.

Por ser ¢ solvente, su portador minimal es lleno y por lo
tanto ¢ induce un uUnico homomorfismo de cadenas definido a
través de este portador, ademas es el mismo que el que se
induce considerando a ¢ como aplicacién celular [Cap.III]). Por
lo tanto, existe un unico morfismo de cocadenas
o*: Hom (SCu(|X',A"|); @u(Y)) —— Hom (SCu({X,4]); @n(¥)).

En estas circunstancias, se verifica

Teorema 1.- SCm*l(fn) = ¢ﬁ(SCm*1(fn'))

Demostracidn. -

¢ (SCM(£R1)) = SCMH(110) o Gy = (5™ (5,0 ) oyt O (5 )e 2)
bastara demostrar que se verifica:

1.~ Sn+1(fn-) ° %1 = Sn+1(]<n)
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y 2.~ M5 ) o g2 = Cl(g)

1.- Sea O un generador de Hm! n+1' - El subcomplejo
correspondiente a O en el portador minimal {E;} de ¢ es de
dimension (n+l) {pues ¢ es celular).

Consideramos el siguiente diagrama conmutativo:

p~ ! D o (‘%ﬂ\é’}‘.

S (5)(0) Hp, (0,0)—T5n,,(0,0,04)—5— 7, (0,0,)——T
l%’ lm‘

n+d o Pﬂ- n+l pn 9 n
Hpy1 (Bg77 Eg) Tnet (B¢™ B, 6(0) )= 7y (B, 6(0) )

T T

qnﬂ(f ) Hpgp nl’ My )T (T nl'no)”"’"’“ mi'no)

Og Y Mg son puntos de 0 y Ty respectivamente.

al

Ty s un (n+l)-cubo compacto del subcomplejo portador de 0,E;
Luego Hml(’qi,ﬁi} es un sumando directo de Hml (E I"*I,Eﬁn).
O} : Hpyy(0.6) —— Hyy (B ER
es una aplicacién inducida en las homologias (es en realidad
una ¢ ) Q(G) =ZN; (suma finita)
Sea k = (f'[gn)s 0 3 opgts By (BPMLES) — m(Y)
Entonces:
SM1(£,)(0) = k « 41(0) = K(ENg) = Tk(ng) = T (1, )(my) =
= ™) (Eng) = S5 ) (Gt (o))
luego S™I(fh)(0) = S™I(1,7) o ¢y

2. - a) Sea 0 un “"generador compacto” de Jmi(‘iml'in)' Debido a
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la conmtatividad del diagrama

- - 1 - -
Hpyt (Xpy1-Xp) * Ine1 (Xne1- &p)
4 2
3s ¢,
- =, 1‘ -, -,
Hml(xml'xn ) ’ Jml(xml'xn )
obtenemos -
CoHL (£ ) 02 (0) =0 (S™ (£ )) o0} (17H(0)) = 9o 5™ (1) (0)) =

= C’“un)(o)

b) Sea 0 un generador
El subcomplejo portador de
que J, y tiene por lo
denotaremos por b, ademas
las hipétesis del Teorema

tanto existe

—

no compacto de Jn+1(§n+1,xn).

0, E; es del mismo tipo de homotopia
tanto un solo final propio que
el par propio (EJ“II E;t) verifica

de tipo Hurewicz [I.4.1 ] y por 1lo

p_t - dn-t (Eoml'Eon) ’ Jn+1(Eoml'Eon)

y se obtiene el siguiente diagrama conmutativo :

C™1(§,): Jp,q (0, c)~f—‘ﬂ

) (n\)

(o, 0 ag)— I, (0 ag)—— T, 1 (Y)
0y O 0 \ )
(n\F—“G +*
P d
k dpeq (B ER) 8 1 (EMLER, b)—— 1, (E],b)

Como antes llamamos
k= (f5 [gn)s «d opyt:

0y2 (0

(E n+l E Il.) _ N

Ine1 Zo-1(Y)

= %1, (finito)
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Ty son (n+l)-cubos del subcomplejo portader de 0, Ej .

Vamos a ver a continuacién como lleva k a cada unc de los
cubos T seqgin sean estos compactos o no.

i) Simjes un cubo no compacto,Jn,y(1.7;) es un sumando directo

de Jpuq {Ean*l,Eon), y el siguiente diagrama es conmutativo:

dolee)-
X:Jp,4 (EOM1’EOn) — &(EUM1'EGn‘b) — oy (Eﬁn’b)LLqu‘n—l(Y)

L, L* L* (Jf‘“\ﬂi >*

™ (10 ) (My) :Jpep (Mg M )3T (Mg Ty @) —Ty g (g, @)

iy son las aplicaciones inducidas por la inclusién i: Ty — Eg .

es inmediato que k(7W;) = le(fn' (M)

ii) S1 1y es un cubo compacto, entonces Jnet (M3.T4) = Hpag (0. 0;)

y se obtiene el diagrama conmtativo:

.1 1
P S €T s
K: Jpgq (XY, BR)—— ;,‘(E?‘.E;‘,b)j—ﬂ' T (B3, b) le )__In_ﬂ‘f)
Tl . ]\qn ¢ ?

Haat (EBFL, ER)—Rum ) (BB, D, b0) j— oy (BB, b(0) )2 g (Y)

Lo L L Agw.

L] p o
Hpeg (T, Tl ) Ty (M5, Ty, t) — Ty (T

donde 1, son homomorfismos inducidos por la inclusién

iy —— EU,Q son los homomorfismos que conectan T y T en
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la sucesién exacta que relaciona los grupos de homotopia n, I
Yyl y 1 el homomorfismo inclusién.
Entonces
k(ng) = @(S™ (1 ) (mg)) = (17 ) ().
De todo le anterior se deduce:
CH(£)(0) = k o ¢2(0) = k(Iny) =3 k(ny) =
=T ™ (g () = (1) (Eng) = () o P (o),

\
luego SC™1(f "0 ) = ¢*(sC™I(f,)). #
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CAPITULO V
EXTENSION DE HOMOTOPIAS PROPIAS

En este capitulo, como en el anterior, (X, A)
denotar4a un par de complejos cibicos propios finitos e Y
sera un espaclo topolégice arco-conexo, c¢on un sélo final
propico, (M) n-simple y (1) (n-1)-simple.

Nos planteamos el siguiente problema: Sea n > 2, dadas
dos aplicaciones propias

fo, fy: X—— Y
tales que existe una homotopia propia G entre fﬁ'fn—x y fl'fn-l :

JCuéndo es posible encontrar una extensién propia de G a todo

o]

a*x1 7. Para abordarlo, construimos el siguiente par de
complejos cubicos propios finitos (f,g), con
”~ ~
X =1xX, A=1xA
donde I es el l-cubo [0,1], considerado con la siguilente

estructura de complejo cubico propio finito: dos O-cubos {0} y

{1} y un l-cubo compacto i. Notemos que

o~
I, =0xX UI xX 1 U 1xX
Entonces §n=’X\nu?=Ox§nqu‘X—n~1ulxXn
— A
A X, lo denotaremos por X,

Podemos también, basandonos en fg, fy y G, definir la
aplicacién propia

A

F = (fo,G,fl): Xn —_— Y como
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Ftﬂ)(.inzfo ‘ FlIXin-d:G ; F'lxi;,:fl,
A
Estudiaremos la obstruccién a extender propiamente F a Xml,

SC"”(F), y con ello la obstruccién a extender G propiamente a

IXxXX Veremos qué propiedades verifican estas obstrucciones

a -
y como consecuencia, volviendo al problema de la extensién de
una aplicacién propia, obtendremos un teorema de extensién

para aplicaciones propias anidlogo al teorema de extensidén de

Eilenberg para aplicaciones continuas.

En parrafos posteriores generalizaremos el problema hasta
aqui planteado tratande de saber cuando dos aplicaciones
propias f,g: £ —— Y son hométopas propiamente relativas a A.
Con los métodos introducidos, resolveremos el problema cuando
Y verifica algunas hipétesis adicionales, asi como los grupos
de cohomologia G del par (X,A) con coeficientes en ¢ (Y).
Come consecuencia obtendremos una caracterizacion de los
complejos cubicos que son homotépicamente equivalentes de

manera propia a J.

1.-Cocadena diferencia

Sean fg, fy: ‘X-n—-—-a Y dos aplicaciones propias tales que

fﬂg—fn—l y fllfn-i son hométopas propiamente, a traves de la

homotopia propia G.

Como hemos indicado anteriormente tenemos definida
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F = (f4.G,f1): /X?n———a Y.
y asociada a F podemos considerar
SC™1(F) € Hom(SCp, (IT,A]):0,(Y)).

Sea 0 un n-cubo de X que no estd en A, podemos considerar
G como un generador del grupo de homologia Jn(‘fn, -i-n-l)' (si 0
es compacto, también es  generador del grupo de homologia
Hn(in,in-i))' iXx 0 es un {n+l)-cubo de ,fm»l que no esta en ry
por lo tanto i X O es un generador de Jm1(§ml'§n)
(Hpet (fml,l)}n) 81 0 es compacto).
Entonces  k: SCy(|X,A|) —— SCp,; ([X,4])
donde k = (ky,kq) con ko(0) = 1x0
Yy kl(O) =1x0 si O es compacto,
es un monomorfismo.

Notemos que k: SCi(|X,Al) — SC*H(ISI\,X[)

no conmuta con el operador borde.

- Definicién 1.- Llamaremos cocadena diferencia n-ésima (n 2> 2)
de f5 y f;, y la denotaremos por AMF) o A%(fy,G,fy) a la
siguiente cocadena de Hom{ SC,(|X,Al); @,(Y)).
AMF) = sC™1(F) ok
AM(F) = (d%(F), D*(F)) = (S™I(F) ok, C*I(F) oky).

Notemos que :

d®(F): Hy(Xy, X y) — T(Y)
y estd definida de modo andlogo a la cocadena obstruccién
clasica [VI. 4 Hu 6].

d®(F)(0) = S™(F) (ixo0)

D*F): (%, Xpq) — T4 (Y)
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se define del siguiente modo

DMF) (0) = C™*(F) (i x0)

En el capitulo IV, veiamos que cuando My(Y) es un grupo
abeliano podiamos definir SCg(j)‘ Por lo tanto, en las mismas
circunstancias , podemos definir SC2(f) ok o lo que es lo
mismo Al(F).

Nota - Cuando fofimd = fl'ih—1 y G sea la homotopia “constante”
denotaremos A™F) por AMfy, f4) v F = (fg. f1)-

Como consecuencia inmediata del Teorema IV.2.2 obtenemos:

Teorema 2 - Existe una homotopia propia entre fg y fjy
extendiendo G si y solo si AM(F) = 0.

Como consecuencia del Teorema IV.2.4 obtenemos:

A
Teorema 3 .- Si Fy F: X —— Y son dos aplicaciones
propias tales que son hométopas propiamente entonces

AMF) = AMF' ).

En el capitulo anterior hemos demostrado que SCﬂ*l(f) es
un cociclo cuando f: iﬁ‘ —— Y es una aplicacién propia.

Veamos que ocurre con AR(F).

Teorema 4 .- §AMF) = sc™i(f,) - sC™(1,).
Demostracién @ Vamos a medir la conmutatividad del siguiente
diagrama
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|

SChe1 (1. 4]) > SCayp([%. A1)
/\ , / 3
SC, (X, A]) X > SCq (X A])
AR (F) SC™!(F)
@ (Y)

8A%(F) = §(d™(F), DM(F)) = (8d™(F), 8D™(F))
Sea 0 un generador de Jp,y(Xp,y %)
§DM(F) (0) = DMF) (3(0)) = C*}(F) (ixd0) (1)
Por otra parte ix0 es un genmerador de Jo,gp(Ro.g. Eoyy).
luego 0=§mmHm)uxo)=@“w)§uxon=
C™1(F) ({1} x0 -{0} x 0 - ixd(0)) =

C™(F) ({1}x0) - C*U(F)({0}x a) - C¥*L(F)(ix3 (0))=

C™1(§)(0) - C™(f4)(0) - C™1(F)(ixd (0))

luego CM*U(F) (ixd (0)) = C™*(;)(0) - C™*(14)(0)
y después de (1)
SDMF)(@) = CM(fy)(0) - C™i(fg)(0).
Con la otra parte del par se sigue un proceso anadlogoe y

obtenemos :

8 d™(F)(0)

L}

s™1(5,)(0) - S™(§4)(0)

y por fin,  8AR(F) = S™(f )(a) - s™(fy)(0). 4

Vamos a analizar ahora, como en el capitulo anterior,
cémo actuia una aplicacién propia celular y solvente entre
pares de complejos cibicos propios finitos sobre la cocadena

diferencia.
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Nos encontramos ahora con la siguiente situacién:
¢: (X,A) —— (X',A') es una aplicacién celular, propia y
solvente, fq', fy": Yn' — Y dos aplicaciones propias, hométopas
praopliamente en _X-r"_l a través de una homotopia propia G'.
Entonces fg = fg's® y f; = fi' «¢ son hométopas propiamente
en _X—n-l a traves de una homotopia propia G = G'. (idy x ¢).

Notemos que idf x ¢ es también celular, propia y

solvente, por lo tanto: \

(idg XAO)’ = 1d x ¢y
Denotando k' = (ky'.kg"): SCL(IX",A'|) — SC 1(|X A 1),
¢’ a la restricci6én de idyx ¢ a ?n' F = (fg.G.f1) v

F' = (f3.G,fy) (Notar que F = F' o¢'), obtenemos:

eore 5.- AMF) = ¢4 (ARF))

Demostracién .-

oY (AR(F')) = AR(F')ody = SC*I(F') o k' o ¢y =
= SC™*L(F )o(id x @) ok = (id x ¢*) o SC*I(F') o k =
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= (id x ¢)¥osC™I(F') o

que por el Teorema IV.3.1 es igual a SC®(F') o k = A® (F)

2.— Teorema de extensién propia

En este paArrafo demostraremos un teorema de extensién
para aplicaciones propias andlogo al teorema de extensién de
Eilenberg para aplicaciones continuas, para ello

desarrollaremos previamente los lemas previos necesarios.

Sea n 2 2, consideramos IM™xJ, llamaremos ¥ a 9{I®x.J)
considerado como complejo cibico finito, Ej al subcomplejo de
K, {1} x 1y g, y E; 2l subcomplejo de K formado por la
unién de los restantes n-caras de K. Notemos que Ej y E; son
del tipo de homotopia propia de J. Llamaremos @ al l-cubo de K

{1} x{0} x ... x {0} x J, que estd en Eg N E{.

Lema 1 - Dada una aplicacién propia f: (E;, @) —— (Y.¥) y
un elemento x de I, 4 (Y, y), existe una extensién propia ¢

de {f a K que representa a x.

Demostracién.- Sea gg: (K, @) — (Y,¥) un representante de x.
Como E; retracta propiamente a @, gglgi y f son hométopas
propiamente a la aplicacién “constante” rayo Y de E; en Y,

luego existe una homotopia propia

F: Egx I —— Y
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tal que F(x,0) = golm(x), F(x,1) = f{x)
y Flaxi(x.t) = gp(x) = f(x)
para cada x € By, y cada t £ I .
Llamamos 8 a Flf, 1 (= Flgox1)
Ey es un subcomplejo de E; luego tiene la propiedad de
extensi6n de homotopia propia en Ej [Teorema I.1.17]. Entonces
g1 definimos
hi(Egx {0}) U(EgxI) — Y

como Bl x {0y = 90lE, Y Blixy =6
h se extiende a una homotopia propia

8: EgxI — Y
Definimos ahora la aplicacién propia

g K—Y
como gl = f Y g,Eoz-é'on {1}
Entonces g4 gp (rel @). En efecto, construimos la homotopia

G KExI — Y

haciendo | F(x,t) six € E;
G(x,t) =
8(x,t) si x € Eg
Y g es una extensién de f que representa a x. ¥

En términos andlogos puede enunciarse un lema para cubos
compactos y M, (Y). En ef;aoto K denotara el complejo 9I%, Eg
serd el subcomplejo {l}xIn‘1, E; el subcomplejo formado por la
unién de los restantes (n-1) caras de X y kg = (1,0...0).
Notemos que Ej y E; son del mismo tipo de homotopia que un

punto y que toda aplicacién f: (K,kg) —— (Y,yg), representa

126



un elemento de M, (Y,yy). Esto permite demostrar, de manera

analoga al lema anterior, el siguiente lema.

Lema 1° - Dada una aplicacion continua f: (Ey, k) — (Y,yg)
y un elemento x € 7, (Y,yg), existe una extensidén propia g de f

a K que representa a x .

Lema 2.~ Dada una aplicacidén propia
Foi (0xXT) U(Ix3y) —Y
y un elemento o de Hom (SC,(|X,Al); @ (Y)), existe una
N

extension propia F de Fg a X, de tal manera que A™(F) = ¢

I

Demostracidn . - c = {cg,0g)

Sea G un generador no compacto de Jp(%,.%,4) VY
h- I™1x J ——— ¢ un homeomorfismo. Consideramos
-~
idpx h: I x (Il x J) —— X

0x (I™1x J) U Ix(I™xJ)

y llamamos Ey
y Eq = 1x ™l g
por el Lema 1, la aplicacién propia
Gy = Fpolidp x h)|gs B —— ¥
tiene una extensién propia G: d{I Iy J) ——— Y, que
representa al elemento c¢p(C) € -1 (Y).
Definimos Fg = G o (idy x h)™! g1 x gy @ (I x0) ——— ¥
Sea 0 un generador compacto de Jn(in'in—l)' (es también

generador de H“(Yn,in_l)) y h: I® ——— 0 un homeomorfismo.

Consideramos ahora idy xh: IxI® —— X, llamamos
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Eg = {1}xI®, E, = {0}xI® U IxI® y aplicamos el Lema 1' a
Gy = Fgo(idg x h)|g,: By —— ¥

y obtenemos G: 3(Ix I®) — Y que representa a ¢y (0) € M(Y)
Llamamos F; a la aplicacién propia.

Fg =G o (ddjx ) ap y gy 3(Ix0) ——— ¥

N

Definimos ahora F: X, ———— Y haciéndola coincidir con
F;en 9(Ix0). F es propia pues 9(Ix 0) es cerrado en X, y hay
sélo un numero finito de cubos. Ademas

a"(F)(0) = S™I(F)(ix0) = [Flaggx oy = [Fg) = ¢1(0)

DA(F)(0) = C™*U(F)(ix0) = [F|aixoy] = [Fg] = oz(0)
luego A™F) = ¢ #

Corolario 3 : Sea b € Hom (SC (|X,A]l); ¢,(Y)) un cociclo y

sea g ‘)fn——————"Y una aplicacién propia tal que SC“"‘I(g) es
cohomélogo a b. Entonces, existe una aplicacién propia

gy: X, — Y tal que SCp,4(9y) = b y ademas glli'n_1= g[in_l

Demostracién. - Como b ~SCn+1(g) podemos elegir una cocadena

c € Hom{SC, (X, A]); @(Y)) tal que b-SC™l(g) = &c.

Definimos Fg: {0} x Xy U IxX 4y — Y

como Fg(t,x) = g(x) para cada x € X, y cada t € I,
N\

por el Lema 2, existe una extensién propia de Fy, P X— Y

tal que AMF) = ¢

Sea g: -X’n—-—é Y la aplicacién propia dada por

gy(x) = F(1,x) para cada x € X.
Entonces por [1.4] 5 (A™MF)) = Sle(gl)-—SCn"‘l(g)

como & (AMF)) = 8¢ = b-SC™! (g) se sigue que SCn*l(g‘) =b. 4
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Seguimos considerando n 2 2 , construimos el complejo
cibico propio finito L=93(I®xJ) U (1/2x I®1xJ)

Llamamos Eg = 1/2xI™!xJ, E; = 3([0,1/2] xI™!xJ)~int Ep.
E; = 3([1/2,1)xI™!xJ)NintEy, y @ = 1/2x 0 x....x 0x J. Notemos
que @ estd en Eg, E; y E; vy que los tres son del mismo tipo

de homotopia propia que J.

Sean Kg = EUE, , K4 =EjUE)\, K, =E  UE
Lema 4 -El complejo cubico propio finito L es (1) (n-2)-conexo.

Demostracién.- L es un espacio contractil, luego n.(L) =0

para cada r € N.

De la sucesién exacta que conecta los grupos de homotopia

=
=

Y

=

o My (L) = L (L) o B (L) — (L) —

se obtiene que I.(L) = .. (L) para cada r € N.
Vamos a calcular Jiy (L):
Por [5e], sabemos que A (L) = nr(T('I:,oo); Po) donde .

~ ~

L es 1la compactificacién de Alexandroff de L, (L = LuU{e})
T (L) = (h: T— T|h(t) = = siy solo sit =1}

Y Py (l,1) —— (i:,eo) es el camino dado por
Pe(t)=(1/2,0 . 0,t/1-t) para cada t de I tal que 0 < t <1y
Py(l) =

f es una n-esfera junto con un (n-1)-disco cuyc borde es el

ecuador de la esfera, ademds tiene una estructura simplicial

heredada de L. En estas circunstancias, segun el Corolario
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14 6 de [Hu.3]
T (T(L,e0). Pg) = A (F) para cada r 2> 1

donde F es la frontera de la estrella de o« en 'I: Notemos que F
es la unién de dos (n-1)-esferas unidas por un hemisferio, por
le tantoe

n(F) =0 si 1 <r < n-1 Y

n,(F)z 2862
luego:;r(L) =0 para cada r tal que 1 < r < n-2.
Como My(L) = 0 = My(L), se sigue que I4(L) = Ay(L) vy He(l)

es 0 pues es claro que L tiene un sole final propio. ¥

Lema 5 - Sea f: (L,a)—— (Y, ¥) unaaplicacién propia y sean

xj los elementos de I, 4 (Y, Y) representados por f|g, , entonces

X0=X1+X2

Demostracion : L es (M)(n-1)-conexo y (1)(n-2)-conexo, entonces

el homomorfismo de tipo Hurewicz:
Py Zng(L,@) — Jy(L)

es un isomorfismo. )

Consideramos la sucesién exacta de homologia J asociada
al par (Ly,Lyg) (Iy = L)

S () dp(ly) S Ip(Iplyg) ——
como J (Ly ) = 0 se sigue que j; es un monomorfismo luego

3x0P g Ing (L,@) — Jp(Ly Ly y)

es un monomorfisn;o.

Consideremos ahora el caso particular en el que f=idL,

entonces Xy esta representado por la aplicacién inclusién
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Ty §—— 1L i=0,1,2

Llamamos S{ al elemento de Jnlln Ly 1), Jeopy(x4). Notemos
que también esta representaado por la aplicacién i Ty Ky— L.

Como j*opl es un monomor fismo y Sp = Sy + S,
deducimos que B Xg = Xy + Xp

El resultado puede generalizarse inmediatamente a las

condiciones del lema. 4

Si llamamos ahora L = 3I™ U (1/2 xI*1), By = 1/2 x 1!

E; = 9([0,1/2]xI™1yJ)~intEy, Ep = 3([1/2,1] xI™!)~untEg,
ao= (1/2,,0), K0=E1UE2, K1=EOUE2
Yy Ky = Eoid El, procediendo de manera an&loga obtenemos

el siguiente lema

Lema 5° - Dada una aplicacién continua f: (L,@5) — (Y,yq)

si x4 son los elementos de M, (Y,yy) representados por f]xi,

Entonces
XO = X1+X2
. " A . . .
Lema .~ Sean F',F": X, —— Y dos aplicaciones propias

tales que F'(1,x) = F"(0,x) para cada x €X_y. Definimos

A .
F: ¥, — Y como sigue

F'(2t,x) 51 0 < t <1/2
F(t,x) =
F*{2t-1,x) si 1/2 <t <1
Entonces, AMF) = AMF') + AM(F")
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Demostracién: Veamos primero que DR(F) = DYF') + D*(F").
Sea 0 un generador no compacto de Jn(.fn'-fn-l)

y h: 1™1%J — 0 un homeomorfismo.
Sean L, Ej, E{ y E; como en el lema 5.
Definimos la aplicacién propia

A - .
G: X, Uu(l/2x X)) —Y haciendo

Gixn =F y G(1/2,x) =F (1,x) = F'(0,x) para todo x € —in'
Consideramos idy xbh: IxI™xJ — IxX y definimos la
aplicacién propia
M=Go(idyx h)|y: L—>Y
Sean Xg, Xy Y Xp como en el Lema 5. Entonces,

DMF)(0) = C™(F)(ix0) = [Fo (idyxh)] dIx1™1x7)] =

=[G (idpxh) [ grug] =%

DMF')(0) = C™*(F )(ix0) = [F' o (idyx h)| 3MIx 1™y =

={Go(ldIXh),E0UE2] =X1

DME")(0) = C*N(F")(ix0) = [F" o (didpx h)| AIx11x3y] =

= [G o (ddyxh) | Eo UEI] =%

Ahora bien, por el Lema 5 F o Xg = Xy o+ Xg
luego DM (F) (o) = DM(F')(0) + DM(F")(0)
De manera andloga, pero utilizando el Lema 5' para los

generadores  de Hp (X, fn—l )(también son  generadores de

Jn(_in, X,.y) obtendriamos
d*(F) (o) = d"(F" )(0) + d™(F") (o)

Para los generadores compactos de Jn(fn,'in_l) se hace
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como en demostraciones anteriores, por lo tanto:

AMFE) = AR(F') + AR(F' ). s

Teorema 7 .- (Teorema de extensién de Eilenberg )
Sea f: -in — Y una aplicacién propia. Entonces, ﬂ-fn—k

puede extenderse propiamente a ney S1y sélo si sCM*l(p) ~ 0

Demostracion.~ Sea g: X,y ——— Y una extensién propia

de  f|%,.;. Definimos

F: fm-l — Y como sigue:
F(0,x) = g(x) para cada x E—in
F(1,x) = f(x) para cada x Efn
F(t,x) = f(x) = g(x) para cada t €I y x Efn
Por [1 4) S(AM(F)) = SC™(F) - sc™!(g|5.)
como g|y, se extiende a g, SC““(gI'i‘n) = 0.
luego schtl(5) = § AR(F)

Inversamente, suponemos que SC™!(F) ~ 0, luego podemos elegir
una cocadena ¢ en Hom(SC,(|X,Al); @(Y)) tal que dc = Schtl ()
Por ei corolario 3, existe una aplicacién propia

gy: _X;.‘ ——— Y
tal que gy|X,;= fl¥n; Y ademis SC""‘I(gl) =0

entonces [Teorema IV.2.3] gy se extiende propiamente a X,.i 4

Por consiguiente sucede comc en teoria de obstruccién

clasica. Para ir extendiendo propiamente una aplicacién propia
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vamos estudiando las obstruciones que se nos presentan, &1
todas van siendo cero podemos seguir extendiendo la
aplicacién. Si en algin lugar la obstruccién no es cero pero
es homéloga a cero, para extender propiamente la aplicacién
bastar4 ocambiar convenientemente los valores de la misma
sobre los cubos de mayor dimensién del ultimo esqueleto al que

habiamos extendido.

3.- Conjuntos obstruccién
Sea f: A —— Y una aplicacién propia.

Definicién 1. - Llamaremos conjunto obstrucién  propia
(n+1)-dimensional de {f y lo denotaremos 9“*!(j) a

gmlogy = {SCm*l(fn)]fnes una extensién propia de f a‘ig}
Si f no es n-extensible propiamente, entonces 9“*1(f) es el
conjunte vacio.

Notemos que 6™1(f)c Hom(SCp,(([X,Al); ¢,(Y)), sin embargo
como toda cocadena cohoméloga a una obstruccién es ella misma
una obstruccién, [Corolario 2.3] Bn*l(j) es unién de clases de
cohomologia. Podemos por tanto, definir Bn*l(f) como el
siguiente subconjunto de G®*!(X, 4; ¢n(Y)):b

Gn*l(f) = {[SC“*l(fn)]!fnes una extensién propia de f a'ii}
donde [SC”‘I(fn)] es la clase de cohomologia de SCm*i(fn),

Obviamente f es (n+l)-extensible propiamente si y solo si

el elemento cero de G™Il(x, 4, 9n(Y)) pertenece a 6™1(4).
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Proposicién 2. - Dos aplicaciones propias f,f': A — Y
homotopas propiamente, tienen los mismos conjuntos obstruccién

{n+l)-dimensionales.

Demostracién.- Si ninguna de las dos aplicaciones extiende
propiamente a _X_n la proposicién es obvia.

Suponemos que f se extiende propiamente a in' Sea f, una
extensién propia de f y sea F: A I — Y una homotopia
propia entre f y {'. Como F es una homotopia propia parcial de
fn en Ay A es un subcomplejo de an existe

G: ‘X—n XTI — Y tal que G es propia,
G(x.0) = f4(x,0) y G(a,t) = F(a,t) para todo a € A.
Es claro que Gy: -fn —— Y, definida como Gy(x) = G(x,1),

es una extensién propia de f',luego fn.’.‘:‘pGl,lo que implica que

SCMl(fy = sc™l(g) 4

Sea (X',A’') un par de complejos cubicos propios finitos
y sea ¢: (X,A}) —— (X',A') una aplicacién propia, celular y
solvente. Si f': A" —— ¥ es una aplicacién propia que puede
extenderse proplamente a Yn" f =1 o@lA es una aplicacién

propia que puede extenderse propiamente a X.

Sea ¢*: G™(X',A"; g (9)) — GM*U(X 4 g (Y))

el homomorfismo inducido por ¢ en cohomologias. Entonces

Proposicién 3.- ¢'(8™!(57)) ce™l(y)
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Demostracién_.- Sea z € 81 (f'), luego z = [SC""l(fn’ )] donde

fn' es una n-extensién propia de f'
6 (z) = O*([SC* (£, ) 1) = (O (SC™I(57) )] = [SC™(fp7e0)]) =
= [SCMI(5)] e8™i(f). 4

ogicién 5.- Si Y es (M) r-simple, (;_) (r-1)-simple vy
ademas G-*1(X,A; @.(Y)) = 0 para cada r tal que n<r < m,
entonces la n-extensibilidad propia de f implica la

m-extensibilidad propia de f§.

Demostracién. — Como f es n-extensible, BM™!(f) % & ; ademas

como GPH(X, A; P,(Y)) = 0, se sigue que 815y = 0, y por

lo tanto f se extiende propiamente a X .. De aqui se sigue que

9n+2(f),,¢ y como Gn"'z(X,A;tpn(Y))=0 obtenemos OM™Z(f)=0

—

Por consiguiente { se extiende propiamente a a2

Continuando el proceso obtenemos que f se extiende

propiamente a X, . #

Corolario 6.~ S5i Y es (M)r-simple y (1) (r-1)-simple y ademas
Gr“(X,A; @ (Y)) = 0 para cada r > 1. Entonces toda aplicacién

propia f: A—— Y tiene una extensién propia sobre X.

Demostracién.- Notemos que en este caso Ny (Y) es abeliano y

tiene sentido SCZ()‘), que es 0, y se puede continuar el

proceso. #

136



4.- Indice de extensién para homotopia.

Trataremos en este parrafo el siguiente problema:
Dadas dos aplicaciones propias f,g: ¥ —— Y tales que
flA = gla (Bajo qué condiciones podremos garantizar la
existencia de una homotopia propia G: Ix ¥ —— Y tal que
G(0,x) = f(x), G(1,x) = g(x) para cada x EX, y G(t,a) = f(a)
= g(a) para cada t €1 y cada a € A? Cuando esto ocurra
diremos que f y g son hométopas propiamente relativas a A y
lo indicaremos fypg(rel A).

Si A = ¢ el problema se traduce en determinar cuando f y
g son hométopas propiamente.

Notemos que este es un caso particular del problema de

extensién. Podemos, por tanto aplicarle el método de
obstruccién.
Definicién 1. - Dos aplicaciones propias f,g: X —— Y

tales que flA = g[A se dicen n-hométopas propiamente relativas
a A, sii
3 v 930 B —— ¥
son hométopas propiamente relativas a A.
Debido a que Y es arco-conexo, es inmediato que todo par
de aplicaciones propias f, g: X —— Y , que coinciden en A,

son O0-hométopas propiamente relativas a A.

Definicién 2.- Llamaremos indice de homotopia propia del

par (f,g) relativo a A al supremo de los n € N para los que
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f y g son n-hométopas propiamente relativas a A.

Sean f, g, f',g° ¥ — ¥ aplicaciones propias talées

que fla =gla = f'la =9 Ia

Proposicién 3.- Si § y g son hométopas propiamente (rel A) a
§' y g' respectivamente , entonces los pares (f,g9) v (f'.9")

tienen el mismo indice de homotopia propia relativa a A.

Demostracién. Sea F una homotopia propia entre f' y f, G

entre gy gy H entre f{ik Yy g]ik.
Definimos H: ka I]——Y haciendo para cada x(Ei&:
F(x,3t) si 0<t< 1/3
H (x,t) = H(x,3t-1) s1 1/3 < t <2/3
G(x,3t-2) si 213 <t <1

H' es una homotopia propia relativa a A entre f' vy g’ .4

Supongamos ahora que fyg son (n-1)-hométopas propiamente
relativas a A. Sea H una homotopia propia entre ]‘[‘x‘n__1 v
g?iwd. Consideramos como al principio de capitulo

F= (fHg): B— Y.
Asociada a F esté la cocadena diferencia AP(F). Por el teorema
1.4 sabemos que

SAMF) = sCM1(g) - sC™1(f)
ahora bien, como en este caso { y g estan definidas en todo X,

se sigue que
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SC™1(5) = sC™l(g) = 0, luego
SAMF) = 0
por lo tanto 8 A®(F) es un cociclo y representa una clase de

cohomologia de GPM(X,A;@(Y)) que representaremos por AP(F).

Como en 1.2 podemos asegurar :

Lema 4 - A™F) = 0 si y solo si existe una homotopia propia

H' entre fl'x"n y glfn gue es una extensién propia de H.

En el pdrrafe 1, para definir la cocadena diferencia,
hemos utilizado el par de complejos cubicos propios finitos
(E,Z) y el morfisme k: SCx(|X,A]) — SCx“(li,Xl) . Recordemos
que k es un monomorfismo, pero no un isomorfismc. Podemos
convertir k en un isomorfismo construyendc un nuevo par propio
de complejos cubicos propios finitos que demotaremos (X*,A*)
donde
* =% =1IxX A* = IxA U (3IxX)

Notemos que Xpy = IxXp U OxXp .y U Ix Xy UIxA U (A x X)
y I¥ = IxX, 4 U 0xX, UlxI UIxA v (I x X)
por lo tanto Jg.4 (‘X-nti,-i;)(ﬂml (-ixr-l'f;)) esta generado por los
(n+1)-cubos ((n+l)-ocubos compactos) de x* que son de la forma
i x 6, siende O un n-ocubo (n-cubo compacto) de X.

Como consecuncia k: SC (|X,A}) —— 5C )I(IX*,A*I) es un
isomorfismo de grado +1 de complejos de cadenas.

Aplicando el functor Hom(-, @,(Y)) obtenemos que
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k: Hom(k;Qy(y)): SCT(IX*, A% qnly)) — SC(IX, AL 9y (y))
es un isomorfismo de cocadenas de grado -1

Es claro que en este contexto, A™(F) es la imagen por k

de SC™I(F).

Teorema 5. - A™F) ~ 0 si y solo si existe una homotopia

propia H' entre [}, Yy gl|§, que coincide con H sobre X _,.

Demostracioén - % (SC™1(F)) = AB(F)
luego SC™1(Fyo k = AM(F).

Aplicande el teorema 3.7 y teniendc en cuenta que k es un

isomorfismo se sigue el resultado buscado. #

5.- Conjuntos obstruccién para homotopia

Sea f: X —— Y una aplicacidén propia dada, y sea
O(X,A;f) el conjunto de todas las aplicaciones propias H de
siguiente tipo

HZIXn_i'—’"‘*Y

tales que H{D,x) = H(1,x) = f(x) para cada xefn_l
H(t,a) = f(a) para cada a€Ay tel
En este conjunto damos la relacién de homotopia propia
relativa a (91 x_in_l U Ix A). Al conjuto cociente resultante lo

denotamos por R*(X,A;f). En é1 definimos lasiguiente operacién:

Si @, y @, son dos elementos de RM(X,A;f) representados
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respectivamente, por Hy y H,, «a = .0, es el elemento de
RMX,A;{) representado por la aplicacién propia
H: IxXyy — Y definida por
Hy(2t,x) si0<ts< 1/2
H(t,x) =
Hp(2t-1,x) 81 1/2 <t <l
Se comprueba facilmente que esta operacién dota a

RP(X,A;f) de estructura de grupo.

Lema 1.- 1la aplicacién &: RP(X,A;f) —— GM(X,A;0,(Y)) que
asigna a cada elemento & € R®(X,A;f) representado por H, el
elemento de Gn(X,A;(pn(Y)) representado por A®{{,H,f),es un
homomorfismo .
la demostracién es consecuencia inmediata del Lema 2.6.
Cuande pueda haber lugar a confusién denotaremos el

homomorfismo &, por gfn.

Teorema 2. - Sean f,g: ¥ —— Y dos aplicaciones propias
tales que ﬂin—i Yy g]‘iml son hométopas propiamente relativas

a A. Entonces

En(RME, A 1)) = E(RM(X, A ;1))

Demostracién.- Sea K: Ixfn._l—--a Y wuna homotopia propia tal

que K(0,x) = f(x), K(1.x) = g(x) y K(t,a) = f(a) = g{a)
para todo a €A y para todo t €1I.

Sea @€ RMJX,A ;{f) representado por H. Consideramos
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B IxI_ — Y

definida por:

K(1-3t,x) si0<tzg1/3
B (t.x) = H(3t-1,x) si 1/3 < t < 2/3
K(3t-2,x) si2/3 5 ts 1

Notemos que H*(O,x) = H*(l,x) = g(x) para cada x E‘in—I Y
que H*(t,a) = g(a) para cada a €A y cada t €1 , por lo
tanto H* representa un elemento B de RM(X,A ;g).

Adem4s §jn((¥) estad representado por AM({ H,f) vy
%(B) est4 representado por An(g,H*,g)

Aplicando el Lema 2.6 obtenemos :

AMg, B, g) = - AM{.K,g) + Ap(f.H,f) + Ap(f.K.g) = A%(f H,f)

Por consiguiente, tj-n((t) = §gn(ﬁ).

Luego En(RM(E, A (1)) € Eq(RM(X, A q))

El otro contenidoc es similar. #

Después del teorema anterior podemos  concluir que el
subgrupo f;jn(Rn(X,A ;f)) de G*(X,A ;@,(y)) depende unicamente

de la (n-1)-clase de homotopia propia relativa a A de §.

Defipicién 3. - Sean f y g: X —— Y dos aplicaciones propias

tales que ﬂA = glA. Llamaremos conjunto obstruccién propia
n-dimensional del par (f,g) y lo denotaremos OR(f,g) al
subconjunto de G*(X,A ;@,(y)) cuyos elementos son las clases

de cohomologia que tienen por representante AM(f,H,g), donde H
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es una homotopia propia relativa a A entre |3, , v 9l 5,
Si fy g no son (n-1)-hométopas propiamente relativas a A

8%(f,g) es el conjunto vacio.

Proposgicién .- Sean f',g': X —— Y dos aplicaciones

propias hométopas propiamente (relativas a A) a f y g

respectivamente . Entonces O®(f,g) = 6%(f',g").

Demostracién - Sean Fy vy Fy homotopias propias relativas a A
entre f y f' y entre gy g' respectivamente Sea z un elemento
de 6™(f,qg) representado por A®(f,H,q).
Construimos F: I x'fg_l————»Y' como sigue
Fy(1-3t,x) 0 < t< 1/3
F(t,x) =¢ H(3t-1,x) 1/3 < t <2/3
Fé(3t—2,x) 2/13 <t g1
F es una homotopia propia relativa a A entre f' y g'.
Por el Lema 2.6,
AMf . F,g') = - AR(f,F(.f") + AR(f.H,g) + AMg,Fp,9")
Como AR(f,Fy,f') = A™(g,Fp.9") = 0,
8™(f.g) cO™(f',g").

El otro contenido es andlogo. 4

Sea (X',A") un par de complejos cibicos propios finitos
y sea ¢ (X,A) —— (X',A') una aplicacién propia, celular y
solvente. Dadas dos aplicaciones propias f',g': X' —— Y

tales que f'(a') = g'(a’) para cada a' €A' obtenemos f=f'of
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Yy g=g'e0, (f.g: X —Y) tales que f(a) = g(a) para cada a€ A.
Si o' eM(X LA [ey(Y)) — GML(X,A [gy(Y))

es el homomorfismo inducido por ¢ en cohomologia, como en 3.3

obtenemos

Proposicisén 5.-  ¢'@®™!(f',g')) co™l(4,q)

Lema .- Dos aplicaciones propias f,g: ‘X —— Y, son
(n-1)-hométopas propiamente relativas a A, si y soclo si

6%(f,g) es una coclase del subgrupo §In(Rn(X,A;f)) en el grupo
de cohomologia GM(X,A ;g (Y)).

Demostracidn. - Sean H y H' dos homotopias propias relativas
a Aentre f[5,, Y 9%,y
Definimos K: Ixfn_l — Y como sigue:

H(2t,x) s1 0 < t < 1/2
H' (2-2t,x) si 1/2 <t <1

Notemos que K(0,x) = K(1,x) = f|'fn_1(x) para cada x E-X-n-l
y ademds K(t,a) = f(a) para cada a € Ay cada t € 1. Por tanto
K representa un elemento @ de R®(X,A;f). Entonces §_fn((!) esta
representado por AP(f,K,{).
Por el Lema 2.6
AM(§.K,f) = A(f H,g) - AR({,H',q)

luego [A™(f.H',g)] = [A"(f.H.9)] - Esu(@)
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¥ por tanto 8™(f,q) c [AMf,H,q)] + §fn(R“(X,A;f)
Sea ahora B un elemento cualquiera de R(X,A;f) representado
por una homotopia propia K. Entonces §In(l3) = [AMf,K, f)]

—

Definimos H': I x i —— Y por:

K(2t,x) 81 0 < t = 1/2
H' (£,x) =
H(2t-1,x) s1 1/2 <t <1
Notemos que H (0,x) = ﬂ‘gn_l(x) , H' (1,x) = gl‘gn_l(x)
Y que H'(t,a) = f(a) = g(a) para cada a € A.

Entonces, aplicando otra vez el Lema 2.6, obtenemos
AM(f,H',g) = AM{,K, ) + AP({,H,q)

por tanto AR(f,H',g)] = gjn(B) + [A%f.H,9)]

de donde se deduce que  [A™({,H,g)] + f;fn(Rn(X,A;ﬂ) cO™(f,q)

La otra implicacién es trivial . 4

Lema 8.- Dos aplicaciones propias f,g:X — Y son n-hométopas

propiamente relativas a A si y sélo si BB(f,g)= t,fn(Rn(X,A;f))‘

Demostracién - Sea  H: IxX, —— Y wuna homotopia propia

relativa a A entre f y g.
Sea H' =H[1,Yo Por el Lema 4.4, AM(f,H ,g) =0
por tanto 0 € 6®(f,g) y por el lema anterior

6%(f,q) = &n(RR(X. A1)

Supongamos  ahora  que % (f,g9) = §fn(R"(X,A;f)) .

entonces 0 € B8™(f,qg) y por tanto existe wuna homotopia
propia H:Ix Yn—-l —— Y verificando H{0,x) = f{i’n_l(x),
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H(l,x) = glfn_l(x) y H(t,a) = f(a) = g(a) para todo a € A
y tal que [AR(f,H,g)] = 0, luego AM{,H,g) ~ 0.

Del Teorema 4.5 se sigue que f y g son n-hométopas

propiamente. #
Teorema 9 - Dos aplicaciones propias f, g: X —— Y tales

que coniciden en A y son (n-1)-hométopas propiamente relativas
a A, determinan un Unico elemento de Cocker gj—n, que
denotaremos X™(f,g). Ademds, f y g son n-hométopas propiamente

relativas a A si y solo si  ®(f,g) = 0.

Demostracién.- Del Lema 7 se sigue que 8"(f,g) es una coclase

de subgrupo §fn(R"(X,A;)‘)) en el grupo G*(X,A;¢u(Y)), luego
determina un unico elemento del cociente

GR(X,A;9,(Y)) / &n(RRM(X,4:1)).
Este elemento es Y™(f.,g).

La segunda afirmacién del Teorema se deduce del Lema 8.,

Llamaremos a *(f,9) elemento caracteristico
n-dimensional del par (f,g).

Denotaremos a Coker gj‘n por Ofn(X,A; on(Y)).

Aplicando repetidamente el Teorema 9, obtenemos:

Proposiciémn 10 - Sea f: X — Y una aplicacién propia dada.

Suponemos que Y es un espacio (M)r-simple y (D) (r-1)-simple y

ademas Ofr (£,A; 9. (Y)) =0 para cada r tal que n<rxm
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Sea g: X — Y una aplicacién propia tal que f[& = g]A
Entonces, si f y g son n-hométopas propiamente relativas a A,

también son m-hométopas propiamente relativas a A.
Corolario 11 - Sea Y un espacio (M)r-simple, (I)(r-1)-simple
y ademds GT(X,A;9.(Y)) = 0 para cada r tal que 1srs dim(IN\A).

Entonces, dos aplicaciones propias f,g: ¥ — Y tales que

f’& = g!A son hométopas propiamente rlizlativas a A.

Como consecuencia de todo lo anterior obtenemos:

Proposicidén 12 .- Suponemos X arco-conexo, con un sélo final

propic Entonces, son equivalentes:
i) X es homotépicamente equivalente de manera propia a J.

ii) M (X) =0 y L 4(X) = 0 para cada r 2 1.

[}
o

iii) X es (M)r-simple y (D)(r-1)-simple y G (X;q.(X))
para cada r tal que 1 < r < dim X.

iv) X es (M)r-simple y (I)(r-1)-simple y O (X; @ (X)) = 0
para cada r tal que 1 < r < dim X, donde i: ¥ —— X es

la aplicacién identidad.

mostraci - Se hace una demostracién circular. Sélo
seflalaremos alguna implicacién que no es inmediata
ii)=1iii) Como My(X) = 0, X es (M)r-simple para todo r

De la sucesién exacta
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——— Tg(k) —— Mg(k) — L {X) — Ly (X) —— My (¥}
como Mg(¥) v I (X) son triviales se sigue que X, (X} =0. Por lo
tante ¥ es (T)(r-1l)-simple para todo r
Ademds @ M () — L _4(X) es el homomorfismo O, entre loz

0

grupos 0, luego GY(X; Q.(X))

1v) = 1) Vamos a construir, esqueleto a esqueleto, una

homotopia propia F:i Ix X ——2X
tal que 1) F(0,x%) = x para cada z £ X
v 2) Fly x 1 factorice por I

Notemos que dado un rayo base en X (@ J —— X) podemos
definir una aplicacién propia, que llamaremos “constante rayo
", mue envia todos los cubos compactos a ®(0) y los cubos no

compactos sequn X

Come X tiene un final propio, debe ftener al menos un
l-cuboe no compacte Oy Sea hg,” J -—— 0y un homeomorfismo
Consideramos thr1

Pasamos a definir F:
€1 v es un vertice de X, como X es arco-conexo, podemos elegar
un camino § en X que une v con hg,(0) Definimos ahora

Fo(t,v) = B(t) para cada t € 1.
Notemos que Bh“i es O-hométopa propiamente a 1i: X — X
mediante Fy.
Consideramos
§= (i,Fg. 9}104)' (0x XI)VU(IxXO) U(1xX) — X
Como My(¥) es abeliano y X (1)0-simple, Al(g) tiene sentido y

ademas representa un elemento de Q; (X;94(X)) = 0, luego
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podemos extender F al l-esqueleto de Y.

Repitiendo el proceso obtenemos F en las condiciones
requeridas.

Llamamos ¢ X— J a la aplicacién que verifica
ehdi= h o@. Como toda aplicacién propia ¥:J — J es hométopa
propiamente a la aplicacién identidad de J, ¢oh: J — J es
hométopa proplamente a la aplicacién identidad de J.

Por otra parte h (@ es homStopa propiamente a i, luego X

y J son homotdpicamente equivalentes de manera propia. g
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CAPITULO VI

CLASIFICACION
Como en capitulos precedentes, (X,A) denotara un par
propio de complejos cibicos propios finmitos e Y serd un
espacio topolégico arco-conexo, con un solo final propie,

(Min-sample y (I n-1)-simple

Dada una aplicacion propra - A —— Y, queremos

ssrudaar el conjunto E  de todas las  aplicaciones  propaas

]

idne

L]

-

B
tet

—— Y gue zon exten de 4 E esta davadado en
~lases de hemotopia propia relativa a A El problema que nog
planteamcs es enumerar estas clases mediante invariantes
apropiados del rtipo de hometopia propia  Resolveremos el
problema cuande X e Y verifiquen hipoétesis adicionales a las
exigidas hasta ahora

feguiremos un proceso analoge al seguide hasta el
mopento Y en principlo restringimos el problema a calcular las
vlases de n-homotopia propia que hay en una clase de
{(n-1)-homotopia propia. Abordaremcos este problema en el
parrafo 1
En el parrafo 2 exigiremos a Y condiciones mas fuertes

Vv, €n estag clrounsranclas, introduciremos nUevos 1nvariantes

del tipe de homotopia propia que llamaremos, como en teoria
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clasaca, obstrucciones pramarias. En funcién de estas
cbstrucciones resolveremos en parrafos posteriores, siempre en
las nuevas condiciones para Y, los problemas de extension, v

clasaficacisn

1.-El1 problema de la clasificacién.

fea 8 una (n-1)-clase de homotopia propia relativa a A
@ determina de manera unica un grupo cociente de G“(X,A;qln(Y))
{Teorema V 5 2],que denotaremos por Ogn(X, A;0,(Y)).

Elegimos una aplicacidén propia §- X —— Y como
representante de 8 A cada aplicacién propia g € 8 podemeos
hacerle corresponder el elemento caracteristico X®(f,g) en el
grupe Ogn (X,A;q,(Y)) [Teorema V.5.9]. Esto da origen a la

siguiente definicidn

Definicién 1 - Un elemento @ de Qm(X, A @ (Y}) se dice
j-admisible s11 existe una aplicacion propia g de 6 tal que
f.g) =«

Denotaremos por Am el conjunto de los elementas

de Qgn(X,A;0,(Y)) que son f-admisibles

Propogicién 2.- S1 { y g son dos aplicaciones propias de 6

Entonces el conjuto Am s la imagen de Amn por la traslacaon

en Qgn (X, A;0,(Y)) determinada por el elemento caractaristico
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del par (f,g) En simbolos
Afn = Zn(f,g) + Agn

Demostracion - Sea O un elemento de Afn, por tanto, eXiste una
aplicacion propia h £68 tal que YM(f,h) = a.
Sean K, H IxX y—— Y dos (n-1)-homotopias propias relativas

a A, entre f vg v § v h, respectivamente

Construimos H I)(i;_l————»Y como sigue:
K({1-2%, %) g1 0 =« t «1/2

H*(t,x) =
H{2t-1,x) g1 1/2 st o 1

obviamente H* es una homotopia propia entre g y h relativa a A
Aplacandoe el Lema V 2 6, obtenemos

A%(g,B* h) = - A%§,¥,q) + A"(§,H,h), luego

[A%(1,H,b)] = [AMg,H' b)) + [AM(f,K,q))
For el Lema V 5 7, sabemos que
a=x"(f,h) = [AB{f,Hh)] + gfn(pn(x,A;)‘)); luego
R.B) = (IBMg H b))« [A%§.K,9)]) + §pn(RMO A1) =
=([A™g B, B) 1+ L (RM(X,4,1)))+ ([AP(£.K,9) 1)+ (§4n (RM(E, 4;)))
Por el feorema V 5 2,

bn(RRE A01)) = bq(RM(X,A9)) = Gn(PM(X, A/h))
luego  Y™(§.b) = x™(g.b) « X*(f.9)
como ™(g.h) € Agn se sigue que

A CXM(f.g) + Ap

La demostracion del otro contenide se hace de manera analoga

Teorema 3 - El conjunto {} de las n-clases de homotopia propia
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relativa a A contenidas en 8, esta en correspondencia (1-1)

~on el conjunto Agm, siendo §{ un representante de 0

Demostracaon -~ El Teorema V.5.9 garantiza que cada elemsnto

g € 0, determina un elemento X®(f,g) de Agn. Ademas (1, 9)
unicamente depende de la n-clase de homotopia propia relativa
a A de g En efecto, supongamos que ¢, h € 8 son n-homdtopas
propiamente relativas a A; por el teorema anterior, sabemos
que

e = (L g) + M (g.h)
Del Teorema V 5.9 se sigue que ¥™(g,h) =0,
luego 2.0) = XR*i.9)
Denotamos por 8; los elementos de 0 De lo anterior se deduce
que la aplicacion

*f.-) Q—— am

definida por 5. -108;) = (M5, 9)
donde g es un representante de 6; esta bien definida Ademas
es trivialmente sobre

Suponemos que existen Oy y Gj, representados por g y h
respectivamente, tales que x“(f,—)ei = X*{f,-) Gj
entonces (g, b) = xMf.h) - AP(f.g) =0

luego g y h son n-hométopas propiamente relativas a Ay 8 = Bj

por tanto X{f,-) es biyectava 2
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2. Obstrucciones primarias

i)

er

En este parrafo y en los siguientes Y ademas de

arco-conexo y tener un sélo tinal propio, sera un espacie

(M) (n-1)-conexo y {1} {n-2)-conexo {(n = 2)

Ademas 1 n=2 1,(Y,) serd un grupo abeliano para
a.

J— Y representante del final de Y

cada aplicacien propia
cada

O

Notemos que, para n> 2, My(Y,yy) =0 par

Vo £ Y. LtY.®) = 0 para cada aplicacion propia Q@:J — Y,
Y es (M)(ni-simple,

por tanto I (Y. @) = 0 Como consecuencia

(I){n-1)-simple y tiene sentido hablar de M (Y) y de I (Y)

En el caso mn =2, M(Y,yg) = 0 para cada yp €Y y por

tanto Y es (M){(n)-simple

= N (Y, (0)) — (Y, @) — Iy (Y, a) —= (Y, @{0))-—

se sigue que la aplicacidn
1 LY, @) —— (Y, Q)

es suprayectiva De [Ri I 5.4] sabemos que X (Y,) actua en

Jy(Y, ) por “conjugacion”; como Iy(Y,() es abeliano,la accion

er trivial y per lo tanto Y ez tambien V1-simple.
r —/

Sea ahora f: A —— Y una aplicacaén propia. De la

FProposicaén IV 1 2, se sigue que § puede extenderse de manera

como ademas My(Y) = 0, § puede extenderse

propla a il?
propiamente a -X-z (Proposicion IV,1.8) De la Proposicién V 3.5

se deduce que f puede extenderse propiamente a X;.
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El pramer conjunto obstruccién no travial con que nos

encontramos es 0™1(f), vamos a estudiarlo a contimuacion

Sea B- J —— Y un representante del final propio de Y y
Gﬁt A —— Y la aplicacidén “constante rayo P" definida en
V 512, del Teorema V.5.10 se sigue que 95 y { son
{n-1l)-hométopas propiamente (A juega aqui el papel que alli
Jugaba ¥ y el conjunto vacio el que alli jugaba A) Podemos

suponer que f| eB[An—l pues por la Proposicién V 3 2, dos

An-1 %
aplicaciones homotopas  propiamente,  tienen  lof  m1SmOs
wonjuntos obstruccion La homotopia que consideramos entre
BB}An-l v tlpn., ef la "constante

Para estudiar la extension a Ay de erfta homotopia,
formamos la cocadena diferencia An(BB,)‘) que ahora es un

. I 710 s I [ < \

elemento de Hom{SC,(]A]l). 9,(Y)) Es obvic que A (95,)‘) £s un
cociclo, luego representa wuna clase de cohomologia de
) W \
GHA, g (Y))

Vamos a estudiar An(BB,f) = (d"(eﬁ,f), D"(Gﬁ,j’}) Das
detenidamente

Sea 0 un n-cubo compacto de A,

d™(8g, 1) (s) = sml(F)(ixq) (F = (85.1))

Sf“'l(F)(i x0) es el elemento de M (Y) representado por Fla(i,: o)

"

ahora bien, F|j , a0(x) = B(0) para cada x € 1x40

Bo) para cada x € 0x 0.

L}

Y Flo v, G(X>
Como ademas  Fly , aol¥) = B(O), sl(Fy(2 ¥ 0) es el elemento
de M, (Y) representadc por tlg- (0,80 —— (Y,B(0)}

De 1la misma manera puede verse que s1 O es un n-cube no
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compacto, DR(F)(0) = C*U(Fj(i « 6) es el

frd

lemento de T,y (Y)

representads por flo' (0,90) —— (Y,[)

Definicién 1 - A la clase de cohomologia de GR(A;Q.(Y))
representada por AP(BB,f) la denotaremos por X™f) v la
1lamaremos elemento caracteristico de f

Notemos que X®(f) no depende del rayo base elegide

Recordemos que un par propic (X,A) tiene asociada una
sucesion exacta de cohomologia

‘> * -
= G (V) B GR(A; g (Y)) 3, GM*L(X, 4,0, (Y)) 6 (X, 9, (V) —

Definicidén 2 - Llamaremos obstruccién pramaria a extender f

propiamente sobre X y la denotaremos por QP*l(j) al elemento
de GPU(E, A g (Y))

) = & 1M1

Proposicidén 3 - B“H(f) es un conjunto unitario cuye unico

elemento es precisamente ﬁf”l(f).

Demostracién - En primer lugar demostraremos que ﬁf”l(f) es
un elemento de Bn*l(f).- Para ello, consideramos las dos
slguilentes aplicaciones:

fno Ogn: 3, —Y

Gyv £, —— Y es la aplicacién “constante rayo B" definida en

(V5 12) y f, es la extension propia de f definida en X \A
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como la aplicacion constante rayo B.  f |3, = Bpn |%,; luego
son hométopas  propiamente a través de la  homotopia
“constante” Entonces, GBn fn) € Hom(SCL(IX]).9,(Y)). es la

extensi6n travial de A"(Bﬁn, fn)

luego (A% (Byn, 1)) = [A“(eg. fa)]

Entonces (@)™(5) = 8FM(f) = 8 ([A%(Bgn, £)])
esta representado por b(A“(Gﬁn fn)) = S(‘r‘”(j ) - .Cm'](eﬁn
come SCMl(Gﬂn) = 0

deducimos que 5(61‘(9,3!\, fa)) = SO

Ineqo 8 1M(f) = @ (§) esta representade por SCn*l()‘n)

v por lo tanto & y®(f)eomliyy

Sea ahora Y un elemento cualquiera de 8n*li5), v esta
reprecentado por una obstruccién SC’"I(g) donde g- En__'Y es
una extensién propia de f De la proposicién V 5 10 se sigue

que g y f, son (n-l)-hométopas propiamente relativas a A

Suponemos entonces que g[‘gn_l = fli‘n_l y consideramos
AR(fp.9)
§8%(fy,9) = SC™H(g) - SCR* ()
antonces seml(g) = SC"”(jn) + dAMf,.9)
luego [sC*1(g)] = (SC™(f)] =8 ¢* (f) 4

Volvemaz de nueve al problema de la homotopia propia
Sean ahora f,g° % —— Y dos aplicaciones propias tales que
fla = gla De la proposicien V.510 se sigue que f y g =05

(n-1)-homotopas propiamente (relativas a A} a la aplicacion
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“constante rayo B¢ 95, podemos suponer que j[fh—f=g!fm4= Bﬁ!fh—i
v definir como antes X®(f) v x™(g), que ahora son elementos
de GMI, 9, (Y) )

Sean ahora H y H'- Ixigkl-*——AY dos homotopias propias

entre f’fh—; y glih_l F = ({,H,g) v F'=(f,B ,g) son dos
PaS
aplicaciones propias F, F': X

— Y, tales que F{g = F'IZ
De la Proposicién V.5 10 se sigue que F y F' son (n-1)-hométopas
propiamente relativas a A, a la aplicacién “constante rayo B

Consideramos AMF,F') € Hom (SC, { |S§\,X]; 0n(Y))

Entonces, S(AMFE.F ) = sCl(py _ scitlipy,
Inego [SCM(E )]} = [SC™I(F))

Como AM(f,H,g) =SC™*(F)ek

¥ AR(f, H,g) = SCML(F ) ek,

concluimos que [AR(f,H,g)) = [AM({,H ,g))

De todo esto deducimos la siguiente proposicidn

Proposicién 4 - El conjunto obstruccién propia n-dimensional

BM(f,g) es unitario, a su Unico elemento lo denotaremos GR(f,q)
y lo 1llamaremos obstruccién primaria de homotopia propia

relativa a A. Adema

w0

, se verifica 3% @™(f,q) = ®(f) - ¥(g)

Demostracion.— La primera afirmacién estéd ya demostrada.
Por ser f}-X-n_l = glin—l = eﬁl.x-n-l
consideramos A f,g) = An(f,gﬁ ) - An(g,eﬂ )

S, 9)) = 1AM F,9)]) = [8%(F,85 )1~ [A™Mg, B, )] =2"(f) - xPlg) ¥
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Del Lema V 5 7 y de la proposicidn anterior obtenemos

Corolario 5 - i;fn(R“(X,A,j)) =0

Y Om (X, A; g, (Y)) = G*(E, A ¢ (¥))

3.- Teorema de extensidn propia primaria

En este parrafo, mediante las obstrucciones primarias vy
los resultados de capitulos precedentes, daremos solucién al
problema de la extensidén propia para el caso en que

dim(XN4) = n+l

Defipnicién 1 - Un elemento del grupo de cohomologia
GRya; P,(Y)) es extensible sobre X si pertenece a Im i*, donde
iYEMX; Qu(Y)) —— GR(A; g (Y))

es el homomerfisme inducido en cohomeloegia por la anclusion

propia 1 A —— X

Teorema 2 - Dada una aplicaciéon propia §: A -— Y, las
siguientes tres afirmaciones son equivalentes:

1) i puede extenderse propilamente a X ¢
ii) @wl(g) =0

1133 ¥™(f) es extensible sobre X

—

Demestracion - 1§ puede extenderse propiamente a X, 4 s1 y #olo

1 el conjunto ohstruccioén 8™1 () contiene al elemento 0 de
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aM1(x,4 ; ¢, (Y)) En las actuales condiciones para Y, em+l (1)
z0lo contiene al elemento aﬂ*l(f) (Proposicion 2.3), luego las
afirmacicnes i) e 11) son equivalentes.

@5y = &¢™(f) donde & es el operador de conexién de
la sucesion exacta de cohomologia asociada al par (X,A)
e O (Y)) 2D GR(agy (1)) - GR(E A (Y)) —
Wity =0 eiy solosi  YMM(f) € Ker 8 = im i*

Inego ii) y 1i1i) son equivalentes

Corolario 3 - 5i dim(X¥N\A) < n+l. Una aplicacién propia

f A —Y ¢

@

extiende propiamente a todo X, s1 y sdlo si su

elemento caracteristico Y®(f) es extensible sobre X

La eiguiente generalizacién del Corolario 3, es una

consecuencia inmediata de V.23 5.

Teorema 4 - 51 Y es (Mjr-simple, (1)(r-1l)-simple y ademas
GY*I(X,A;mr(Y)) =0 para cada r tal que n < r < dim(EN\A},
entonces una aplicacion propia §° A —— Y puede extenderse
de una manera preopia a X, &1 y s6lo =i el clemento

varacteristico de f, X™(f), es extensible sobre X.

Notemos que =1 n > 2, como Y ez (M)(n-1) conexo Yy
(I)(n-2)-conexo, es trivialmente (M)r-simple y (I)(r-1)-simple
para cualquier r. En este céso pueden obviarse del enunciado
estas dos condiciones.

Sin=2,Y sigue siendo (M)r-simple para cualquier r,
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y puede obviarse esta condicién del enunciado, sin embarge
debemos seguir exigiendo que Y sea (I)(r-1)-simple

Observemos que en particular las hipoéteis del Teorema 4
se ocumplen siempre que T (Y)=0 =13, _4(Y) para cada
n < r < diam(X\NA) Cuando esto ocurra, lo indicaremos diciendoc
que @ = 0 para cada r tal que n < r < dim (INA) No sera
suficiente que @, sea la aplicacion 0 entre dos grupos
distintos del grupe 0, ni siquiera que unicamente M. (Y} =0

para cada r tal que n < r < dam(E\A)

4 - Teoremas de Homotopia propia primarios

Teorema 1 - Dos aplicaciones propias f,g: ¥ ——— Y tales
que flA = ng son n-homdtopas relativas a A, s1 y solo =1
W(f.g) =0

Demostracion - Sabemos que f vy g son homdtopas

propiamente relativas a A si y sé¢lo si 8%(f,g) = tjn(Rn(X,A;j)}
{Lema V 5 8]

En las actuales condiciones para Y, ﬁfn(R“(X,A;f)ﬁ = 0
[Corolario 2 5] Ademas 8%(f,g) consta de un solo elemento
w'({,g) [Proposicien Z 4] Inmediatamente se deduce la

afirmacion del teorema #
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Fara & = ;5 Obtenemos inmediatamente el saguiente

corolarao

Corolario 2.- Son equivalentes:

1) {y g son n-hométopas propiamente.
i) o(f,9) =0
iii) ™) = ™(9)

Si dim X = n es inmediato:

Corolario 3 - { y g son homdtopas propiamente s1 y solo s

) = 1% (9)

Como consecuencia del Corelario 3 y de la Froposacién V 5 10,

ohtenemoes inmediatamente-

Teorema 4 - 1 Y es (M)r-simple (I)(r-1)-simple vy ademas

Gr(X,A;mr(Y)) = (0 para cada r tal que n < r < dim X, entonces

dos aplicaciones propias §,g: X — Y son homotopas

propiamente  si y solo si x™(f) = ®g).

Los comentarios posteriores al Teorema 3 4 son validos
tambien aqui, con la salvedad que ahora es suficiente para que
se verifique el Teorema que M (Y) = 0 = T _4(Y) para cada r

tal que n < r s dim X.

162



5.-Teoremas de clasificacién propia primaria.

Lema 1 - Si Y es (M)r-simple, (@) (r-1)-simple y
Gr*l(X,A;(pr(Y)) = 0 para cada r tal que n < r g dim (¥\4),
entonces, para cada aplicacion propia - X —— Y y para
cada elemento ¢ de G“(X,A;(pn(Y)), existe una aplicacién propia

g X —> Y tal que ”A = gla y o%f,9) =c

Demostracién - Sea z un cociclo de Hom(SCL([X,A]);¢,(Y)) que
representa a ¢ Del Lema V.5.2. deducamos que existe una

aplicacion propia h: X, —— ¥ tal que  higy = flfpg ¥
ademas A™(f,h) = z. Entonces:

0 =8z = 8(A%(f,h)) = SCW1(h) - sci(y)
Como SC™1(f) = 0, SC™!(h) = 0 y por lo tanto h puede
extenderse propiamente a §n+1‘ De la Proposicién V.3.5 se sigue

que h puede extenderse a una aplicacion propia g: X — Y tal

2] = ¢

que 1|y = gla Ademas, @"(f,g)=[A"(f,g)]=[A"({.D)]

&1 A =@, podemos enunciar el Lema 1 de la siguiente manera

’

Lema 2 - Si Y es (m)r-simple, (;)(r-l)—s;mple v
Gr"l(X;(pr(Y))= 0 para cada r tal que n < r < dim X, entonces,
para cada elemento ¢ de G"(X,'(pn(Y)), existe una aplicacion

propia g: X — Y tal que ™(g) = ¢.

Como en el parrafo anterior, los comentarios posteriores al

Teorema 3 4 son tambien validos aqui.
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Consideramos una aplicacién propia §f° X ——— Y Sea
E el conjunto de todas las aplicaciones propias g: ¥ —— Y
tales que glh = fIA Come para cada q < n , nq(Y) =0 vy
;_[q—1(Y) = (0, existe una sola (n-l)-clase de homotopia propia

relativa A Vamos a calcular cuantas n-clases hay en E

Teorema 3 - Si Y es (WM)r-simple (I)(r-1)-simple y
GF*1(X, 4,0, (Y)) = 0 para cada r tal que n < r < dim (E\A),
entonces las clases de n-homotopia propia relativa a A de E
estan en correspondencia (l1-1) con los elementos del grupo
G""(X,A;(pn(’:r')} La correspondencia viene dada asignande a cada
clase 6, de E representada por la aplicacion propia g, el
elemento W*(f,g) de GM(X,A4,0,(Y))

n

Demostracién - Del Corolario 2.5 sabemos que

O (X, 4,9, (Y)) = GHX, A, ¢, (Y))
Por tanto, del Lema 1, =se sigue que todo elemento de
Ojn(X,A;(pn(Y)) es f-admisible, luego

= GM(Z,A04(Y))

Afn

La conclusidn de este Teorema se sigue de 1.3.

S1 A= ﬁ’ el Teorema 3 puede enunciarse como sigue’

Corolario 4 - Si Y es (M)r-simple, (T)(r-1)-simple vy

—

G”“(X,qw,,(Y)) = 0 para cada r tal que n < r < dim X, las
n-clases de homotopia propia de aplicaciones propias f X— Y

estan en correspondencia (1-1) con los elementos del
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grupo G"(X,"pn(Y)). La correspondencia viene dada asignando a
cada clase O, representada por la aplicacién propia g, el

elemento YM(g) de GMX,; @ (Y)).
$i dim ¥ = n, obtenemos:

Corolario 5 - Las clases de homotopia propia de aplicaciones
propias f- X ——— Y estan en corre‘spondencia {1-1) con los

elementos del grupe G™(X.q,(Y))

De los Teoremas 3 y 4.4 y del corolario anterior se obtienen

inmediatamente el sigquiente teorema

Teorema 6 - Si Y es (M)r-zimple, (1){r-1)-simple y ademas
GH(X, A0, (Y)) = 0 = GV(X,4,0,(Y))

para cada r tal que n < r = dim (¥\A4), entonces las clases de

homotopia propia relativa a A de E, estan en correspondencia

{(1-1) con los elementos del grupo de cohomologia G™(X,A; 9, (Y))

la correspondencia viene dada asignande a cada clase 6p,

representada por g, el elemento de W'(f,g) de G"(X, A,q.(Y))

En particular las hipétesis del Teorema 6 se cumplen siempre

que M (Y) =0 =71 _4(Y) para cada r tal que n < r sdim (X\A).
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6.-Ejemplos

En este parrafo vamos a calcular algunos conjuntos de
clases de homotopia propia de aplicaciones propias f- X — Y,
haciende uso de los teoremas de clasificacion primaria del
parrafo 5 del Capitulo VI. Estos teoremas expresan dichos
conjuntos en teérminos de los grupos de cohomeleogia propia
Gn(X,A;(pn(Y)) Tendremos que calcular estos grupos. Podemos
hacerle directamente ¢ utilizando el Teorema de los

coeficientes universales del Capitule II Los calcules pueden

ser larges Sin embarge cuando M (Y) = 0 y T ¢4(Y) =G, ¢
cuando A (Y) = G y=Tn_1(Y) = 0, estos calculos se simplifican

Como en los ejemplos que desarrollaremos nos encontramos en

este caso, vamos a estudiarlo.

Proposicién 1 - Sea X un complejo cubico propio finito e Y

un espacio topologico tal que Mp(Y) = 0 y I, 4(Y)= G Entonces
GH(X;¢,(Y)) = EMX,G)
donde EF(X;G) es el n-ésimo grupo de cohomologia final propia

definido en [E-H-R]

Demostracion - GM"(X,9,(Y)) = Hy(Hom(SC4 (|X]); ¢4(Y)))
En este caso (@, - 0 — G).
Podemos definir un morfismo de cocadenas,
8: Homyy, (SCa(|X]); §u(Y)) —— Hom(Cy([X]) / Su([X]); G),
donde Howy, es el funtor Hom en la categoria Morf Ab y Hom el

mismo funtor en la categoria Ab, de la siguiente manera:
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Dado ({1, fz) € Bom(SCq(|X]); @u{¥))

0 ———

induce de manera wunica §: Cq(IXl) qu(iXi) — G

Dada f define inmediatamente fi1 ¥ fg.luego 8 es un isomorfisme

Por lo tanto

Hy (Hom(SC (1X]); 94(Y))) = Hy(Hom|

GR(E; Q. (Y)) = ER(X,G) #

(FEINTGA RO
luego

Efectuando un proceso analogo obtenemos

Sea ¥ un complejo cubico propio finite e Y

Proposicién 2 -
1(Y) =0 Entonces

un espacio topolégico tal que My (Y)=G y T

GR(X; g (Y)) = HMX,G)
donde HP(Y,G) es el n-ésimo grupo de cohomologia singular de X

con coeficientes en G.

Sea X un complejo cubice propie finito. Vamos a

7 -
homotopia propia de

Frepplo J
clases de

(11 RE),)

caloular el conjunto de

aplicaciones propias f° X —— R?
R2 e: un espacio contractil, luego HY(RZ) = 0 para todo r
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Ademas por la Proposicisén 5.3 III [Ri] Io(R%) =0, 1(R%)= 2
Y ___}q(Rz) = para tode q > 1
Entonces del Teorema VI 5 6 ze sigue que
(X R%], = G2(X; gp(R%))
Como nz(Rz) =0 vy _A(RZ) = 2, de la Proposicién 1 obtenemos.
G%(X;9y(R?)) = E2(X,2)
Para la cohomologia E' existe un teorema de los coeficientes
universales, luego tenemos la sucesién exacta escindible
0 —— Ext(E;(X);2) — EZ(X;2) — Hom(Ey(X);2) — 0
luego E2(X;2) = Ext(E{(X);2) & Hom(Ey(X);2)
Como E;(X) es el grupo abeliano libre de rango el numero de

finales propios de X, se sigue que Ext(El(X);Z) =0

por lo tanto EZ(X,‘Z) z Hom(Eg(X);2)
Fremgple £ - Sea ahora X una superficie de genere finite a la

que se ha quitade el numero finito q de puntes. Como antes
caleculamos [X,R2]P
No es dificil ver que una superficie de este tipo admite una
estructura de complejo cibicoe propio finito Por lo tanto
(ejemplo 1)

[X.RZ], =Hom(Ey(X);2).
Ademas [Teorema I.3.5] saiaemos que Eo(X) = Hy(L;).

En este caso Ly consta de q circunferencias,

%
luego B(ly) = 267 @ Z
Yy por consiguiente
3
XR%),z286""-82
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Fregplo 3 -  Vamos a calcular [X,Rs}p donde X es el mismo
espacio que en el ejemplo 2.
Como R® es un €spacio contréctil nr(R3) = (0  para todo r

Ademas [Ri 5 3 ITI]  1(R%) =13 (R%) =0 y _,(R%):=2

Como antes {X,Rs]p = GZ(X;%(R3))
como qxz(l?:‘) es ¢: 0—— 0,
se sigque que {X,Rajp =0

Evidentemente, este resultado puede generalizarse a R y se
obtiene

[X,IP.I‘]IJ = 0 para cada n 2 3

Fremplo o - ¥ es ahora el interior de una P.L variedad
compacta M con borde no vacio. Vamos a calecular [X,szp
Como en el ejemplo 1, aplicando el Teorema VI.5 6, se obtiene;
(X, R%), = G%(X;9,(R%))
por las miesmas razones que el el ejemplo 1
G2(X; 9o (R2)) = E2(X;2)
Volviendo a aplicar el teorema de los coeficientes universales
obtenemos
0 —— Ext(E(X);2Z) — E?(X;2) — Hom(Ep(X);Z) —— 0
Como Ey(X) es un grupo abeliano libre Ext(E{(X),;Z) = 0
luego F2(X;2) = Hom(E4(X);Z).
Vamosz a calcular Ep(X) Por el Teorema del collar para
variedades PL, sabemos que todo entorno dél borde de ¥ (dM) es
de la forma oMx [0,1], en K seran oMx [0,1)

Aplicando otra vez el Tecrema I1.3.5

169



E; (%) = Hy(9M)

Por los Teoremas de estructura de grupos abelianos H;(dM) e

]

suma directa de grupes abelianos libres y grupos ciclicos

Entonces Hom(Ep(X),;2) = 2 &.7..@ Z

Por lo tanto, el conjunto de clases de homotopia propia de
aplicaciones propias del interior de una PL variedad compacta
con borde no vacio en R? es isomorfo al grupo abeliano libre

de rango el primer mumero de Betti del borde de la variedad

Eremplo 5 - Sea ¥ un complejo cibico propio finato de
dimensién n, queremos calcular [X,]R“Jp

n.(R") = 0 para todo r y L (R") = 0 para cada r tal
que (0 < r < n-1

Por el Corclario VI 5 5
[X:Rn]p = GME; o, (RM))
como M (B™) = 0 y_ 1. _((R") 2 2, de la Proposicién 1 obtenemos

GMZ o (R™))

h

EMNZX;2)
y por el Teorema de los coeficientes universales

EM(X.2) = Ext(E,_4(X);2) & Hom(E,(X).2)

I

Fregple ¢ - Sea X el interior de una J-variedad compacta
orientable con borde no vacio M. Calculamos [X,F’ﬁ]p .
Del ejemple anterior se sigue

{X,R3]p = Ext(E4(X),2) @ Hom(E4(X);2)
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Come antes Eo(%) = Hy(Lg)

En este caso Lo es una union de superficies crientables, por lo
tanto Hy(Ly) es un grupo abeliano libre luege, Ext(EZ(X),Z)=tfl
Asiwismo Eq(X) = Hp(Ly)

y Hptly) ec el grupo abeliano libre de rango el numero de
tinales de X

Por lo tanto X,R3 =2 &..... ® 2.
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