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Introduccion

La cuestion de la estabilidad de sistemas hamiltonianos es una pieza fun-
damental en el estudio de problemas, tanto en Mecanica Clasica como en
Mecénica Celeste (véase por ejemplo [11, 19, 53]). Ademds, es un tema de
gran interés matematico. No obstante, el problema es dificil de abordar, in-
cluso para sistemas de dos grados de libertad donde, a pesar de ser el caso
mas simple y donde més estudios hay realizados, todavia quedan situaciones
especiales sin resolver.

En este trabajo nos centraremos en el caso de un sistema hamiltoniano
con dos grados de libertad definido por una funcién analitica H(qy, ¢z, Py, Ps).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el origen es un equilibrio
aislado del mismo. Para determinar su estabilidad en ocasiones es suficiente
conocer la estabilidad del mismo como equilibrio del sistema lineal asociado.
Mas concretamente, si alguno de los valores propios tiene parte real positiva,
entonces el equilibrio es inestable en el sistema lineal y también en el no
lineal. Sin embargo, no es tan facil deducir la estabilidad no lineal, o también
llamada estabilidad en el sentido de Lyapunov [31], cuando alguno de los
valores propios es igual a cero o cuando todos ellos son imaginarios puros.
Puesto que en un sistema hamiltoniano los valores propios aparecen en cua-
ternas +a =+ bi, para que el equilibrio sea estable es condicién necesaria que
a=0.

El caso que nosotros estudiaremos es aquel en el que los valores propios del
sistema lineal asociado son imaginarios puros, esto es, de la forma +iw,, +iws
con wy,ws > 0. Cuando los valores propios o frecuencias son distintos, el ori-
gen es linealmente estable, y lo mismo ocurre cuando las frecuencias son
iguales y la matriz asociada a la forma lineal es diagonalizable. Nuestro ob-
jetivo es conocer si en un sistema de estas caracteristicas la estabilidad lineal
del origen se conserva o no en el sistema no lineal. En determinadas situa-
ciones basta examinar H,, la parte cuadratica del hamiltoniano H, cuando
éste se desarrolla en serie de potencias en torno al punto de equilibrio.

Tras una transformacién lineal adecuada, Hs puede ser expresada como
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VIII Introduccién

una suma o una resta de osciladores armoénicos con frecuencias wi,ws. Si
la forma cuadratica es definida, es decir, aparece como una suma de oscila-
dores, la estabilidad no lineal del origen se sigue directamente del teorema
de Dirichlet (también del lema de Morse y de los teoremas de Lyapunov)
(13, 31, 51, 84, 92|. Por contra, cuando la forma cuadratica es una resta de
osciladores, ésta es indefinida y entonces la estabilidad no lineal no se sigue
de manera directa y su estudio exige nuevos resultados. En este supuesto, se
dice que el origen es un equilibrio de tipo lagrangiano ya que esta misma si-
tuacién aparece en el problema restringido de tres cuerpos [5, 14, 64, 84] para
los equilibrios lagrangianos Ly y Ls, descubiertos por Lagrange en 1772 [42].
Estos puntos fueron calculados como un caso particular del problema de tres
cuerpos no restringido, pero fueron considerados una curiosidad puramente
matematica, sin encontrarse ningiin ejemplo entre los cuerpos del sistema
solar. Mas tarde, en 1906, Max Wolf descubre un asteroide, Achilles, que se
mueve muy proximo al punto L4 del sistema Sol-Jupiter. A Achilles le han
seguido més de medio millar de asteroides que orbitan en las proximidades
de los puntos lagrangianos Ly y L5 y que reciben el nombre de asteroides
troyanos.

La investigaciéon de la estabilidad no lineal de estos puntos (Ls y Ls)
ha motivado la aparicién de diferentes resultados a lo largo de la historia.
Algunos de éstos, aunque pensados inicialmente para resolver el problema
restringido de tres cuerpos, logran dar soluciones generales aplicables a otros
problemas.

En 1961, Arnold [6] enuncia el principal resultado sobre estabilidad para
equilibrios en sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad, vélido en
ausencia de resonancias entre las frecuencias del sistema w; y wy. Aqui se
exige la llamada condicién general de irracionalidad, esto es, nwy — mwy # 0
para cualesquiera n y m numeros enteros. Considerando la forma normal
[5, 12] hasta orden 4 del hamiltoniano, la estabilidad del origen se deduce
si se verifica cierta condicién de no degeneracién. Esta puede expresarse en
términos de un determinante, Dy, que se calcula a partir del término H, de
la forma normal. Asi, si Dy # 0, el origen es estable.

En 1962, Leontovich [54] presenta una aplicacion del teorema de Arnold
referida al problema restringido de tres cuerpos. En este articulo, deduce la
estabilidad de los equilibrios lagrangianos para cualquier valor del pardme-
tro de masas que verifique la condicién de estabilidad lineal, con la posible
excepcion de un conjunto con medida de Lebesgue nula.

En el mismo ano, Moser [66] demuestra que el teorema de Arnold es
también valido bajo condiciones mas débiles para las frecuencias del sistema
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que las dadas por Arnold. M&s concretamente, el teorema es igualmente
valido cuando w,wy satisfacen que nw; — mwy # 0 para cualesquiera n,m
nimeros enteros con 0 < |n| + |m| < 4, es decir, cuando las frecuencias
del sistema no verifican una condicién de resonancia de orden menor o igual
que 4 (las llamadas condiciones restringidas de irracionalidad), siempre que
D, # 0.

Con esta nueva version del teorema de Arnold, en 1967, Deprit y Deprit—
Bartholomé [19] completan el estudio de Leontovich realizando, de forma
manual y durante 6 meses, todos los célculos de la normalizacién hasta orden
4. Prueban que el conjunto de medida nula, cuya existencia adelanté Leon-
tovich, esta formado por tres valores. Dos de ellos se corresponden con las
resonancias 1:2 y 1:3, y el tercero con un caso degenerado del teorema de
Arnold, cuando D, = 0.

El problema de las resonancias 1:2 y 1:3 es abordado de forma gene-
ral por Markeev [59] en 1968. Mediante transformaciones de Birkhoff [12] y
el teorema de Chetaev [51, 63] establece dos criterios generales de estabili-
dad, uno para cada una de las resonancias anteriores, dados en funcién de
los coeficientes del hamiltoniano. Més tarde, en 1969, Markeev [58] aplica
el resultado conseguido en [59] al problema restringido de tres cuerpos, de-
terminando asi la inestabilidad de los puntos lagrangianos en presencia de
las resonancias 1:2 y 1:3. Ademas de estudiar los casos resonantes, estudia
qué ocurre cuando Dy = 0. Asi, presenta una generalizacion del teorema de
Arnold, aplicable cuando las frecuencias wy, ws satisfacen que nw; —mwsy # 0
para 0 < |n| + |m| < 2k para algun valor de k. En esta versién del teorema
de Arnold, las condiciones sobre las resonancias son mas débiles que en el
teorema proporcionado por Moser por lo que el resultado permite estudiar
la estabilidad del origen en casos donde los teoremas anteriores no son apli-
cables. Con este resultado més general, Markeev estudia el tinico caso en el
que Dy = 0 en el problema restringido de tres cuerpos, concluyendo que los
puntos lagrangianos son estables.

En 1970-71, Alfriend [2, 3] aborda las cuestiones de estabilidad en los
casos resonantes del problema restringido de tres cuerpos pero de modo di-
ferente a Markeev, llegando a las mismas conclusiones que éste. Al mismo
tiempo, obtiene una primera aproximacion de las érbitas periddicas alrede-
dor de L4 e investiga el movimiento alrededor de L, cuando w; y wo estan
proximas a las resonancias 1:2 y 1:3. También Nayfeh y Kamel [41, 67, 68, 69|
estudian estas dos resonancias, lo que da una idea del interés que suscita el
problema en estos anos.

En 1974, Sokolsky [85] trata el problema general de la estabilidad cuando
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las frecuencias del sistema son iguales, es decir, para una resonancia 1:1. Si
w) = wy = w, los valores propios son de la forma +iw y con multiplicidad
igual a 2 cada uno. Caben entonces dos posibilidades; o bien la matriz del
sistema lineal es diagonalizable y tenemos estabilidad lineal, o bien no lo es,
en cuyo caso tenemos inestabilidad lineal. Tratando estos dos casos de forma
separada y trabajando en la misma linea que Markeev [59], Sokolsky da
condiciones sobre los coeficientes del hamiltoniano que permiten caracterizar
la estabilidad en el sentido de Lyapunov tanto en el caso linealmente estable
como en el linealmente inestable. En este sentido, baséndose en [85], Sokolsky
deduce que, en presencia de una resonancia 1:1, los puntos lagrangianos del
problema restringido de tres cuerpos son estables [87]. Es interesante hacer
notar que la resonancia 1:1 marca el limite entre la estabilidad lineal y no
lineal, y en general, el limite de la estabilidad no lineal. Por tanto, cuando
esto ocurre tiene lugar una bifurcacién, que es la denominada Hamiltonian
Hopf [64, 91], que en [1] se denomina troyana por su relacién con el problema
restringido de tres cuerpos. Aunque el caso de la resonancia 1:1 no va a ser
tratado en esta memoria, cabe senalar que es muy interesante debido a que,
aunque no haya estabilidad lineal, la presencia de términos de mayor orden
en el hamiltoniano puede llevar tanto a la inestabilidad como a la estabilidad
en el sentido de Lyapunov.

En 1977, también Sokolsky estudia de modo general el caso en el que
alguna de las frecuencias del sistema es nula (resonancia de orden 1) [86]. De
nuevo lo hace distinguiendo si la matriz del sistema lineal es diagonalizable o
no y aplica el resultado al problema restringido de tres cuerpos. Asi, demues-
tra que entonces los puntos lagrangianos son inestables, tanto linealmente
como en el sentido de Lyapunov.

Con todas estas contribuciones, la estabilidad de los equilibrios en el pro-
blema restringido de tres cuerpos queda resuelta, a la vez que se obtienen
resultados que pueden aplicarse a otros problemas similares. Sin embargo,
la aplicacién de estos criterios, y mas concretamente, el teorema de Arnold,
puede requerir el calculo de la forma normal del hamiltoniano hasta un orden
elevado. Esto implica, la mayoria de las veces, muchos céalculos, por lo que
algunos autores tratan de encontrar teoremas generales que eviten el calculo
de la forma normal para decidir la estabilidad. Asi, Russman [75] en 1976
enuncia un resultado afirmando que, en ausencia de resonancias, siempre
se tiene garantizada la estabilidad de los equilibrios en la superficie H = 0.
Notese que en el problema restringido de tres cuerpos ya ocurre esto, el tinico
valor del parametro de masas que obliga a llevar a cabo una normalizacion de
mas grado no corresponde a ninguna resonancia y ya Markeev demuestra la
estabilidad del punto lagrangiano para ese valor. Lamentablemente Russman
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no da ninguna indicacién sobre su demostracion.

En 1986, Meyer y Schmidt [65] dan una version nueva de la demostracion
del teorema de Arnold que simplifica la original. Dicha prueba se basa en el
teorema de la curva invariante de Moser [66, 84] y utiliza variables complejas
[35]. En 1989, Schmidt [81] vuelve a retomar el problema de la estabilidad
de los puntos lagrangianos en el problema restringido de tres cuerpos. Con
la ayuda de un ordenador, obtiene la forma normal del hamiltoniano hasta
orden 6. De este modo no sélo corrobora los resultados numéricos obtenidos
por Deprit y Deprit—Bartholomé para el problema restringido de tres cuer-
pos, sino que ademas consigue dar una expresion de Dy en términos de las
frecuencias wi, ws tomadas como parametros.

En la literatura aparecen otros muchos problemas [10, 33, 34, 36, 40,
62, 76, 83, 90] en los que se emplean los resultados de Arnold, Markeev y
Sokolsky. Mencionamos, por ser en cierto modo precursores de esta memoria,
el problema del satélite geoestacionario, que Lopez—Moratalla analiza en su
tesis en 1997 [20, 56|, y el problema de un cuerpo celeste de forma irregular,
que Riaguas estudia en la suya en 1999 [73, 74]. Ambos problemas aparecen
analizados de forma similar al problema restringido de tres cuerpos.

La mayoria de estos problemas dependen de parametros externos que
hacen que, con una elecciéon apropiada, podamos encontrar situaciones que
escapan a las hipotesis de los resultados citados. Si el problema es unipa-
ramétrico, como el problema restringido de tres cuerpos, los teoremas de
Arnold, Markeev y Sokolsky son suficientes para estudiar la estabilidad. Sin
embargo, cuando el nimero de parametros es mayor, podemos encontrarnos
con situaciones de resonancias de orden mayor que 4 6 de degeneraciones,
tanto en presencia de resonancias como en ausencia de ellas. Lanchares et al.
en [47, 48] ya dan cuenta de este hecho en el problema de una particula de
polvo orbitando en torno a un planeta bajo presion de radiaciéon y un campo
magnético uniforme. Los equilibrios de este problema son similares a los del
problema restringido de tres cuerpos y resultan de interés en otros campos
de aplicacién [10, 52, 53]. Salas et al. [76] determinan la regién de estabilidad
lineal del problema y posteriormente en [48] estudian la estabilidad no lineal,
quedando garantizada en todos los puntos del espacio de pardametros donde
existe estabilidad lineal salvo en aquellos para los cuales Dy = 0. Algunos de
estos puntos corresponden a resonancias de orden mayor o igual que 5, como
se pone de manifiesto en [47].

Pese a la existencia de numerosos problemas de aplicacién y de resultados
para algunos casos particulares, hasta 1999 no se enuncia ningin teorema que
intente generalizar los resultados de Markeev y Sokolsky para resonancias de
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orden mayor que 4. En esta fecha, Cabral y Meyer [15] establecen un criterio
general para resolver la estabilidad del origen en un sistema hamiltoniano
con dos grados de libertad que engloba los teoremas de Arnold, Markeev y
Alfriend. La demostracion es una extension, en cuanto al método, del teorema
de Arnold y se basa en la utilizaciéon del teorema de la curva invariante de
Moser y en el teorema de Chetaev.

Indepedientemente, en 2001, Elipe et al. [26, 27] se basan en considera-
ciones geométricas para determinar la estabilidad en el problema restringido
de tres cuerpos, verificando los resultados de Markeev y Alfriend para las
resonancias 1:2 y 1:3. La novedad de este trabajo radica en la introduccion
de las variables de Lissajous [18, 21, 22, 23| para el estudio de las resonan-
cias, asi como un conjunto de invariantes que permite obtener el flujo fasico
de la forma normal sobre el espacio reducido. A partir de la estructura de
las orbitas en un entorno del origen se puede deducir la estabilidad, lo que
constituye un criterio geométrico.

Tomando como punto inicial este trabajo, el objetivo principal de esta
memoria es proporcionar una prueba de la validez del criterio geométrico y
mostrar la relacion con el teorema de Cabral y Meyer. Para ello estructuramos
esta memoria en tres capitulos.

En el capitulo 1 se hace un resumen de los resultados basicos sobre esta-
bilidad, a la vez que se establece una relacion entre la estabilidad del origen
como equilibrio de un sistema hamiltoniano y el caracter del mismo como
punto critico del potencial efectivo.

En el capitulo 2 se estudia la estabilidad en casos resonantes mediante
un criterio geométrico. En dicho criterio, a partir de la variedad invariante a
la que pertenece el equilibrio y, una vez expresado el hamiltoniano en forma
normal, la estabilidad del equilibrio queda caracterizada por la existencia de
orbitas acotadas alrededor del origen en el nuevo espacio fasico que surge tras
la normalizacién. También se analiza su relacién con el teorema de Cabral y
Meyer y otros resultados de Markeev y Alfriend.

Finalmente, en el capitulo 3 se analizan las bifurcaciones y el flujo fasico
para la resonancia 1:3.

Completa la memoria un apéndice con algunos resultados que son nece-
sarios para las demostraciones que aparecen en el capitulo 3.
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Capitulo 1

Estabilidad de sistemas
autonomos

1.1. Introduccion

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales auténomo con n gra-

dos de libertad
2= f(2), (1.1)
conz€e€DCR"y f: DCR"— R” una funcién de clase C'(D).

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales garanti-
za que dado (ty,n) € R x D, existe una unica solucién ¢ de (1.1) que satisface
la condicién inicial @(tg) = 1. Esta solucién existe en algin intervalo I y es
una funcién continua de (t,t9,n) con t,to € I yn € D.

Un sistema auténomo goza de una serie de propiedades importantes que
lo distinguen de un sistema no auténomo 2z’ = f(z,t¢). Algunas de estas
propiedades son las siguientes:

Proposiciéon 1.1.1. (Propiedad de invariancia por traslacion) Si ¢(t) es
solucion del sistema (1.1), entonces para todo a € R se tiene que ¢(t + a) es
también solucion de (1.1).

Como t no aparece explicitamente en el sistema autonomo, se puede dis-
minuir el “orden” del sistema considerando una nueva variable independiente.
De este modo, si ¢(t,7n) es la solucién de (1.1) que toma el valor n € D para
t = ty, entonces esta solucién puede interpretarse como la parametrizacion,
mediante el pardmetro ¢, de una curva en D que viene definida por

C={z=9¢(t,n),tecR}

1
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Al conjunto D se le llama espacio de fases y a la curva C' curva integral, orbita
o trayectoria. El parametro ¢ no sélo sirve para parametrizar la curva C' sino
también para dotarla de una orientacion, ya que ésta debe ser recorrida en
la direccién en la que se incrementa t. Obsérvese que C' no es otra cosa que
la proyeccién de ¢(t,n) sobre el espacio de fases D.

Como el sistema (1.1) es invariante por traslaciones, las soluciones ¢(t,7)
y ¢(t + a,n) estan representadas por la misma curva C. Por lo tanto, cada
6rbita C' representa una familia uniparamétrica de soluciones de (1.1) que
difieren una de otra en una constante, a, denominada fase.

Proposicién 1.1.2. (Caracterizacién de las soluciones periddicas) Sea ¢(t)
una solucion del sistema (1.1). Si existen t1, toy con ty # ta y ¢(t1) = P(ta),
entonces:

1. o bien, ¢(t) = 2o, para todo t € R, con zy € D.

2. o0 bien, existe T € R tal que ¢(t +T) = ¢(t) para cualquier t € R, es
decir, ¢(t) es una funcion periédica de periodo T .

Definicién 1.1.1. Un punto zg € D se dice punto de equilibrio del sistema
(1.1) siy sélo si ¢(t) = zy es solucién del sistema (1.1). Equivalentemente,
2o € D se dice punto de equilibrio del sistema (1.1) siy s6lo si f(z9) = 0.

La 6rbita correspondiente a la solucién ¢(t) = zy en el espacio de fases es
el punto de equilibrio zg € D. Desde un punto de vista fisico, los puntos de
equilibrio corresponden a soluciones estacionarias o estados de equilibrio.

La consecuencia inmediata de la proposicién 1.1.2 es que en un sistema
auténomo existen tres tipos fundamentales de soluciones: soluciones de equi-
librio, soluciones periddicas y soluciones no periddicas. En el caso plano, estos
tres tipos de soluciones se corresponden con tres tipos de orbitas en el dia-
grama de fases, respectivamente, puntos, curvas cerradas y curvas abiertas
que no pueden cortarse.

1.2. Definiciones de estabilidad

En general, no es posible calcular de forma explicita las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, puede obtenerse informa-
cion sobre las propiedades de las soluciones mediante la teoria cualitativa de
ecuaciones diferenciales. Esta forma de estudiar los sistemas de ecuaciones
diferenciales tiene su origen en los trabajos de Lyapunov y Poincaré de finales
del siglo XIX, cuyas ideas continian estimulando la investigacion hoy en dia.
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La nocién mas importante para el estudio cualitativo es la de estabili-
dad de las soluciones de equilibrio de un sistema, ya que el conocimiento del
comportamiento de los puntos de equilibrio puede bastar para tener una idea
del comportamiento del resto de soluciones del sistema. Debido a que el con-
cepto de estabilidad en Matematicas es utilizado frecuentemente en distintas
situaciones y debido a que son muchas las acepciones de estabilidad para sis-
temas de ecuaciones diferenciales, conviene que describamos las que nosotros
vamos a usar. Tanto las definiciones como los resultados sobre estabilidad
que se presentan a continuacién pueden ser encontrados en muchos libros,
entre los cuales citamos [4, 13, 29, 31, 51, 63, 64, 92].

Sea zp un punto de equilibrio del sistema (1.1).

Definicién 1.2.1. Se dice que z es estable en el sentido de Lyapunov si para
cada € > 0, existe 6 > 0, dependiente de €, tal que si ¥(t) es una solucién de
(1.1) con [|¥(to) — z0|| < 0, entonces la solucién ¥(t) existe para todo ¢t > ¢
y ||¥(t) — 20|| < € para t > to.

Definicién 1.2.2. Se dice que zy es inestable si no es estable en el sentido
de Lyapunov.

Una definicion mas fuerte en cuanto a la estabilidad de un equilibrio es
la de estabilidad asintotica.

Definicién 1.2.3. Se dice que 2z, es asintéticamente estable si es estable en
el sentido de Lyapunov y ademads se verifica que existe un dp > 0 tal que si
¥(t) es una solucién de (1.1) con ||1p(tg) — z0|| < do, entonces th W(t) = 2.

+o0o

Hagamos las siguientes observaciones,

1. La estabilidad en el sentido de Lyapunov, tal y como se ha definido aqui,
es una estabilidad “a derecha”. Podriamos definir de forma analoga una
estabilidad “a izquierda” considerando en las definiciones anteriores
t < tg y limite cuando t — —oo. Normalmente, interesa estudiar la
estabilidad “a la derecha” como parte del andlisis del comportamiento
de las soluciones del sistema a largo plazo, es decir, en el sentido de
los tiempos crecientes. Es por ello que el concepto de estabilidad en el
sentido de Lyapunov lo referiremos a estabilidad “a la derecha”.

2. La condicién tlim ¥(t) = zp no es suficiente para tener estabilidad
——400

asintética, ya que ademads se necesita que zg sea estable en el sentido
de Lyapunov. Un ejemplo de la necesidad de que se cumplan las dos
condiciones puede verse en [71].
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3. Como el sistema (1.1) es invariante por traslaciones, los nimeros § y d
de las definiciones 1.2.1 y 1.2.3 son independientes del valor de ty. Es
decir, la estabilidad y la estabilidad asintética para sistemas auténomos
es uniforme.

1.3. Sistemas lineales

El sistema de ecuaciones diferenciales mas sencillo para estudiar cuestio-
nes de estabilidad es un sistema lineal auténomo

2= Az, (1.2)

donde A € M(RR,n). Nétese que el origen z = 0 es siempre una solucién de
equilibrio para el sistema (1.2). Es més, si A es regular, z = 0 es el unico
equilibrio del mismo.

La estabilidad del origen puede caracterizarse a partir de los valores pro-
pios de la matriz A, ya que las soluciones del sistema (1.2) son de la forma
z(t) = zpett, con zp = 2(0) y estdn definidas para todo t € R. Para més
detalle, ver [31].

Teorema 1.3.1. El origen es un equilibrio estable del sistema (1.2) si y sdlo
st se verifican las dos condiciones siguientes

1. para cualquier A valor propio de A, Re(X\) <0,

2. si existe X valor propio de A con Re(\) =0, entonces la dimension del
subespacio propio asociado a dicho valor propio coincide con la multi-
plicidad del valor propio.

Teorema 1.3.2. El origen es un equilibrio asintoticamente estable del siste-
ma (1.2) siy solo si para cualquier A valor propio de A, Re(\) < 0.

Corolario 1.3.1. Si al menos uno de los valores propios de A tiene parte
real positiva, entonces el origen es un equilibrio inestable del sistema (1.2).

1.4. Sistemas no lineales. Linealizacion

Supongamos que zp es un punto de equilibrio del sistema auténomo no
lineal

Y = f(2), (1.3)
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donde f € C'(D). Para saber si este punto de equilibrio es estable o no,
consideremos una solucién del sistema, v (t) y llamemos v(t) a

v(t) =(t) — 2.
Como v(t) es solucién del sistema (1.3), tenemos que
v'(t) = f(z0 +v(t)),
y al ser zg un equilibrio, f(zy) = 0. Por tanto,
v'(t) = fzo +v(t) = f(20 +v(t)) — f(20)-
Aplicando el teorema del valor medio tenemos que
V(t) = Av(t) + g(v(t)), (1.4)

donde A = f,(z9) € M(R,n) es el jacobiano de f en el punto zy, y g(v(t))
es una funcién continua que verifica

ol _
eli=o[v]]
y por tanto, g(0) = 0. Ademds, si f(z) admite un desarrollo en serie de

potencias en torno al punto zy, entonces g(v) es una serie de potencias que
empieza con términos cuadraticos en la variable v, es decir, g(v) = O(v?).

El estudio de la estabilidad de z; como solucién de equilibrio del sistema
(1.3) es equivalente al estudio de la estabilidad del origen v = 0 como solucién
de equilibrio del sistema (1.4). Este sistema puede verse como un sistema
perturbado del sistema lineal

V'(t) = Av(t), (1.5)
al que se le denomina primera variacion.
Dado que
o, g =0,

parece razonable estudiar primero el comportamiento de v = 0 como equili-
brio del sistema (1.5), que es lineal, y por tanto ya caracterizado, y después
tratar de ver si las propiedades de estabilidad que se obtengan para el sistema
lineal se conservan en el sistema no lineal. En este sentido, podemos enunciar
un resultado conocido como método de la primera variacion o primer método
de Lyapunov, cuya demostraciéon puede verse en [31, 38, 92].
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Teorema 1.4.1. Si Re(\) < 0 para cualquier \ valor propio de A, entonces
el origen es un equilibrio asintéticamente estable de (1.4). Si existe A valor
propio de A tal que Re(\) > 0, entonces el origen es un equilibrio inestable

de (1.4).

Comparando lo estudiado en sistemas lineales con el resultado que da el
teorema anterior, podemos decir que la condicion de que todos los valores
propios de A tengan parte real negativa permite asegurar que el origen es
asintoticamente estable tanto en el sistema lineal como en el sistema no lineal.
Sin embargo, hay una diferencia importante, mientras que en los sistemas
lineales, dicha condicion es necesaria y suficiente, en el caso de los sistemas
no lineales esa condicion tan sélo es suficiente, no necesaria.

Aunque la propiedad de la estabilidad asintotica se transfiere del sistema
lineal al sistema no lineal, no es cierto que la propiedad de estabilidad (simple,
no asintética) se comporte igual. Esta propiedad no es lo suficientemente
fuerte como para resistir perturbaciones no lineales, incluso cuando éstas son
pequenas. Ejemplos que ilustren esto tiltimo pueden encontrarse en [13, 29,
71, 77).

Por lo tanto, existen casos para los que el estudio de la estabilidad en
el sistema lineal no es suficiente para analizar la estabilidad en el sistema
no lineal. Se hacen necesarias otras técnicas, entre las cuales destacamos el
segundo método de Lyapunov.

1.5. Segundo método de Lyapunov

Este método desarrollado por Lyapunov a finales del siglo XIX, es también
denominado método directo de Lyapunov, en el sentido de que puede ser
aplicado directamente sobre la ecuaciéon diferencial, sin tener que conocer
las soluciones de la misma. No es un método sencillo de utilizar puesto que
supone construir unas funciones auxiliares, que en general, no son faciles de
encontrar.

La idea en la que se basa el método podemos encontrarla en un resultado
enunciado en 1800 por Lagrange y probado mds tarde por Dirichlet (ver
[13, 84]), y que dice lo siguiente:

“En un sistema conservativo, un punto con energia potencial
minima, corresponde a un equilibrio estable”.

Consideremos un sistema diferencial

Y = f(2), (1.6)
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con f € CYD), y sea 2y un punto de equilibrio aislado del mismo, que
supondremos el origen de coordenadas, es decir, zo = 0. Esto no supone
pérdida de generalidad puesto que ya hemos visto previamente, en la seccién
1.4, que el problema de investigar la estabilidad de un punto critico z = 2
puede trasladarse a la investigacion en el origen.

Lyapunov formulé dos teoremas de estabilidad, uno para la estabilidad
asintética y otro para la estabilidad (no asintética). Empecemos por este
ultimo.

Teorema 1.5.1. Si existe una funcidn escalar V(2) y un entorno del origen
Q, tal que V(2) es definida positiva y V(z) <0 en 2, siendo

: %

V(z) =VV(2)- J(2) =, a_zifi<z)7

la derivada de V' respecto al sistema 2z’ = f(z), entonces el origen es un
equilibrio estable del sistema (1.6). A una funcion V(z) como la anterior se
le denomina funcién de Lyapunov del sistema (1.6).

Nétese que V(z) puede ser calculado directamente desde el sistema di-
ferencial sin necesidad de conocer las soluciones del mismo. Aqui radica la
potencia del método directo de Lyapunov. Si ¢(t) es una solucién cualquiera
de (1.6), entonces

AC0)
dt

En otras palabras, a lo largo de una solucién ¢(t) la derivada total de V(¢(t))
respecto de t coincide con la derivada de V' con respecto al sistema evaluado

en z = ¢(t).
El siguiente teorema da un resultado para la estabilidad asintética, con-
dicion mas fuerte que la de estabilidad.

V(o(t) = VV((t) - f(o(t) = VV(e(t)) - & (t)

Teorema 1.5.2. Si existe una funcion escalar V(z) y un entorno del origen
Q, tal que V(z) es definida positiva y V(z) < 0 en 2\ {0}, entonces el origen
es un equilibrio asintoticamente estable del sistema (1.6).

Existen otros teoremas, como el de la invariancia de La Salle [31, 51],
que rebajan las condiciones de este ultimo. Ademads de éstos, Lyapunov for-
mulé dos teoremas de inestabilidad [13, 51].

Alrededor de 1930, Chetaev generalizo estos teoremas y demostré un re-
sultado del cual son consecuencia los dos teoremas de inestabilidad de Lya-
punov (véase [51, 63]). Enunciaremos el de Chetaev.
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Teorema 1.5.3. Sea Q un entorno del origen y Qy C Q. Si existe V(z) tal
que

1. V(z) € CY(),

2. V(2) y V(2) son definidas positivas en Q,

3. En la frontera de Qy contenida en Q, V(z) =0,

4. El origen es un punto de la frontera de §;.
Entonces, el origen es inestable.

Todos estos teoremas dependen de la construccién de una funcién escalar
con ciertas propiedades. La principal limitacion de este método es que no
hay procedimientos generales para calcular dichas funciones. Por otro lado,
otra dificultad que surge es que las condiciones que se dan de estabilidad y
de inestabilidad son suficientes pero no tienen por qué ser necesarias.

1.6. Hamiltoniano y potencial efectivo

Consideremos ahora la estabilidad de las soluciones de equilibrio de una
clase especial de sistemas de ecuaciones diferenciales: sistemas hamiltonianos
definidos a partir de la funcion

1
H = §(P§ + Py2) —w(zP, —yPy) + ®(x,y), (1.7)

donde ®(z,y) es una funcién suficientemente buena, en general, analitica.
Aqui, (z,y) son las coordenadas, y (P, P,) los momentos o velocidades ge-
neralizadas.

Las ecuaciones diferenciales que caracterizan el movimiento son

. OH __ > OH __ o
T = 3p = P, +wy, P,=—-%5-=wP, — 5",

(1.8)
_ OH __ 5 OH __ o
y—m—Py—wx, Py__a_y__wp‘T_a_y

Por lo tanto, un punto zy = (%o, Yo, Pry, Py,) €s un equilibrio del sistema si y
sélo si

Py, +wyo =0, w?ro — 92 =0,
(%0,y0)
(1.9)
P,y —wwzg =0, wyp — g—f = 0.
(%0,y0)
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No es dificil ver que si (zo, Yo, Py, Py,) €s un punto de equilibrio, entonces
también es un punto critico de una funciéon ®.;(x,y), denominada potencial
efectivo que se define como

Dor(z,y) :H—%(:t2+y2). (1.10)

En efecto, teniendo en cuenta (1.8), el potencial efectivo puede expresarse

como
1

eg(,y) = O(x,y) — 502" +97),
y entonces
e = 8_(1) — Wz e = 8_(1) — Wy
Ox Ox ’ oy oy '

De esta forma, si (xo, yo, Py, Py,) €s un equilibrio del sistema (1.7), entonces
se verifica (1.9), y por lo tanto

0P 0P

2 2
— —w xg =0, — —w Yy =0,
ox (z0,y0) 0 33/ (z0,y0) Yo

lo que significa que

0P _o, 0P _o,
0z I(z0.y0) Ay (zo,y0)

con lo cual, (z9,yo) es un punto critico del potencial efectivo.

Habitualmente z = ®.s(x,y) recibe el nombre de superficie de velocidad
cero, ya que fijado un valor de H, sobre ®.¢(z,y) = H se verifica & =y = 0.

1.7. Puntos criticos del potencial efectivo

La naturaleza de un punto critico del potencial efectivo esta determinada
por la matriz hessiana asociada al mismo. Esta viene dada por

a cC
Héef(‘r()vyO): ( c b )7

donde
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_ 82(1>ef _ 82q> 2
Ox2  Ox2 —w,
(z0,90) (%0,%0)
2*o, 929 2
b=y = 5 -, (1.11)
(w0,y0) (z0,y0)
_ P2 _ e
Owdy (z0,y0) Ozdy (w0,y0)

Supondremos de aqui en adelante que a # 0 y ab — ¢? # 0. Entonces se
verifica que

» (Z0,Y0) es un minimo de @ s si y sélo si a > 0y ab— ¢* > 0. Nétese
que entonces b > 0.

= (20,Y0) es un méaximo de Py si y sélo si a < 0y ab— ¢* > 0. Nétese
que entonces b < 0.

» (Z0,%0) es un punto de silla de ®.; si y sélo si ab — ¢ < 0.

1.8. Estabilidad lineal

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el origen de coordenadas es
un punto de equilibrio del sistema no lineal (1.8) y consideremos el desarrollo
en serie de Taylor de H en un entorno del mismo, es decir,

H=Ho+Hi+Hs+Hz+---,

donde Hy (k > 2) es un polinomio homogéneo de grado k en las variables
z,y, Py, P,. Puesto que el origen es un punto de equilibrio, H; = 0 mientras
que Hy es constante ya que Hy = H(0).

Prescindiendo del término constante Hg, el hamiltoniano H se escribe

como
H=Hy+Hs+ -,

siendo, Hs la parte cuadratica, que es de la forma

1 1
Hy = 5 (P + P)) —w(ah, —yPe) + S l(at+w)z® + 2cay+ (b+w?)y’], (1.12)

donde a, b y ¢ vienen dadas por (1.11).

Para investigar la estabilidad del origen es habitual estudiar primero su
estabilidad lineal, ya que segiin se ha visto en la seccion 1.4 para que éste
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sea estable es necesario que no haya valores propios con parte real positiva.
En este sentido, es preciso caracterizar los valores propios de la matriz del
sistema diferencial lineal asociado. Dicha matriz se obtiene a partir de la
parte cuadratica del hamiltoniano.

Como el sistema es hamiltoniano, se verifica que si r + st es valor propio,
entonces también lo son r — si, —r + si y —r — si (ver por ejemplo [37]). Por
tanto, a partir de los teoremas 1.3.1, 1.3.2 y del corolario 1.3.1, es evidente
que

= Kl origen no puede ser nunca un equilibrio linealmente asintéticamente
estable puesto que no todos los valores propios pueden tener parte real
negativa.

= Sir # 0, entonces el origen es linealmente inestable ya que entonces
hay valores propios con parte real positiva. Es mas, en este caso, segin
el teorema 1.4.1, también es inestable en el sentido de Lyapunov.

= Sir = 0, entonces el origen es linealmente estable siempre que la matriz
asociada sea diagonalizable. Distinguiremos dos casos,

1. los valores propios son simples cuando wy, ws # 0 (sin pérdida de
generalidad podemos suponer wy,ws > 0) v wy # wy. Entonces, se
verifica la segunda condicién del teorema 1.3.1 y podemos concluir
que el origen es linealmente estable.

2. aparece algun valor propio multiple cuando w; = 0 6 wy = 0
6 w1 = we # 0. La estabilidad lineal no se sigue de forma inme-
diata y exige un estudio particular para cada problema.

Cabe senalar que para que el origen sea linealmente estable es condicién
necesaria que los valores propios sean imaginarios puros (incluyendo al 0
entre estos). La condicién anterior no es suficiente.

El sistema diferencial lineal asociado al sistema (1.8) es el correspondiente
a la parte cuadrética Hs dada por (1.12). En este caso,

T = P, + wy, P, =wP, — (a +w?)z — ¢y,
| (1.13)
y=P,—wz, P, =—wP, —cx — (b+ w?)y,
cuya matriz asociada es

0 w 1 0
—w 0 0 1
A —(a+ w?) —c 0 w
—c —(b+w?) —w 0
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Los valores propios de A son las raices de la ecuacién caracteristica
det(A — AI) =0,
que resulta ser,
M4 (a+ b+ 40N + (ab— ¢*) = 0.

Sea A = (a + b+ 4w?)? — 4(ab — ¢?), entonces
1 1
A§=§(—(a+b+4w2)+\/ﬁ), Agzﬁ(—(a+b+4w2)—\/ﬁ).

Teorema 1.8.1. El origen es linealmente estable si y sélo si ab —c* > 0 y

a—+b+4w? > 2vVab — 2.

Demostracion.

<=) Nétese que las condiciones
ab—c2>0 v a+b+4w?>2Vab— 2,
implican que A > 0, al tiempo que
A < (a+b+4w?)?

por lo que A, € R™. Puesto que A # 0, tenemos que A} # A3, y entonces los
cuatro valores propios son imaginarios puros. Por el teorema 1.3.1, el origen
es linealmente estable.

—) Procederemos por reduccién al absurdo. Como ab—c? # 0, distinguimos
los siguientes casos,

1. Si ab— ¢* < 0, entonces A > (a + b+ 4w?)? > 0. Por lo tanto, A} > 0
y A2 < 0, de donde deducimos que los valores propios son de la forma
+r y +si con r,s € RT\{0}. En este caso existe un valor propio real
positivo, por lo que el origen no puede ser estable.

2. Siab—c® >0y a+b+4w? < 2v/ab — c2, debemos considerar dos casos.
En primer lugar, cuando

la 4+ b+ 4w?| < 2V ab — 2,

entonces A < 0y los valores propios son de la forma +r 4 si, con r # 0,
por lo que hay inestabilidad.
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En segundo lugar, cuando a + b + 4w? < 0 y
la 4+ b+ 4w?| > 2vVab — 2,
entonces
la 4 b+ 4w?| > VA > 0,

por lo que )\%72 € R* y entonces, el origen es inestable.

3. Siab—c® >0y a+b+4w? = 2v/ab — 2, entonces
1
AL, = —§(a+ b+ 4w?) < 0,

es decir, los valores propios son imaginarios puros y dobles, de la forma
+si con s # 0. Para investigar la estabilidad debemos ver si la matriz
es diagonalizable, es decir, si dim(S(%si)) = multiplicidad(£si) = 2.
Puesto que

rg(A + sil) = dim(A) — dim(S(Fsi)),

para que A sea diagonalizable debe cumplirse que rg(A + sil) = 2.
Consideremos el siguiente menor de orden 3 de A — sil,

w 1 0
—st 0 1 | = —c+ 2wst.
—c —S1 w

Puesto que ¢, w y s son reales, el menor se anula si y sélo si ¢ =0y
s =0, lo que estd en contra de la hipétesis de que s # 0. Por lo tanto,
rg(A — sil) = 3. Andlogamente, rg(A + sil) = 3. En consecuencia, la
matriz A no es diagonalizable y, por tanto, el origen es inestable. m

Notese que en el teorema anterior en ningiin caso aparecen valores propios
iguales a 0. Esto sucede si y sélo si ab—c? = 0. Precisamente es esta situacién
la que corresponde a los casos degenerados que, tal y como indicamos en la
seccién 1.7, no va a ser considerada.

Una vez estudiada la estabilidad del origen como equilibrio del sistema
(1.13), no es dificil establecer una conexién entre la naturaleza del origen
como punto critico del potencial efectivo y su estabilidad lineal. En este
sentido, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.8.1. Si (0,0) es un punto critico del potencial efectivo, entonces
se verifica que
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Si es un minimo, entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente
estable.

Si es un mdrimo y se verifica la condicion a + b + 4w? > 2v/ab — 2,
entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente estable.

Si es un punto de silla o es un mdximo tal que a + b+ 4w? < 2v/ab — c2,
entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente inestable.

Demostracion.

La demostracién se sigue de la caracterizaciéon de los puntos criticos que
aparece en la seccién 1.7 y del teorema 1.8.1. En efecto, si (0, 0) es un minimo,
se tiene que

a >0, b >0, ab—c? >0,

y basta ver que (a + b+ 4w?)?* — 4(ab — ¢*) > 0 para asegurar la estabilidad.
Esto se sigue de que

(a+ b+ 4w?)* —4(ab — c*) = (a — b)* + 4(2w* + 2(a + b)w* + ¢*) > 0,

por ser a > 0, b > 0.

Si (0,0) es un méximo, entonces ab — ¢* > 0. Si ademés se verifica

a+b+4w? > 2vab — 2,

por el teorema 1.8.1; el origen es linealmente estable. En caso de que la
desigualdad anterior no se verifique, el origen es linealmente inestable.

Finalmente, si (0,0) es un punto de silla, resulta que ab— c¢* < 0 y por el
teorema 1.8.1, el origen es linealmente inestable. m

Es interesante hacer notar que de las condiciones del corolario anterior
pueden establecerse las zonas de estabilidad lineal en términos de los pardme-
tros a, b, ¢, w del problema. En concreto, se tiene que la frontera de estabilidad
lineal viene definida por las hipersuperficies

a=0, ab—c* =0, (a+ b+ 4w?®) — 4(ab — %) = 0.

No obstante, la estabilidad lineal puede establecerse en términos de solo
dos parametros si el hamiltoniano es transformado convenientemente por
medio de transformaciones candnicas [10, 56]. Trataremos este aspecto mds
adelante en la seccion 1.10.

Ahora veamos en qué condiciones la estabilidad lineal se traduce en esta-
bilidad no lineal.
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1.9. Estabilidad no lineal en el hamiltoniano

Una vez estudiada la estabilidad lineal del origen como equilibrio del
sistema hamiltoniano (1.8), interesa conocer qué ocurre con la estabilidad en
el sentido de Lyapunov. Esto es algo mas complicado que el estudio de la
estabilidad lineal y para ello utilizaremos el primer y segundo teorema de
Lyapunov (teoremas 1.4.1 y 1.5.1 respectivamente).

Teorema 1.9.1. 5i (0,0) es un punto critico del potencial efectivo, entonces
se verifica que

Si(0,0) es un minimo, entonces el origen es un punto de equilibrio estable
en el sistema no lineal.

Si (0,0) es un punto de silla o es un mdzximo que verifica la desigualdad
a+b+4w? < 2v/ab — c2, entonces el origen es un punto de equilibrio inestable
en el sistema no lineal.

Demostracion.

En realidad sélo hay que probar el caso estable ya que a partir de la de-
mostracion del teorema 1.8.1 se sabe que en los otros dos casos hay valores
propios con parte real positiva y, en consecuencia, por el teorema 1.4.1, el
equilibrio es inestable en el sentido de Lyapunov.

Para el caso en que el origen sea un minimo aplicaremos el teorema de
Dirichlet [13, 84]. Este dice que si la parte cuadratica es definida, entonces el
equilibrio es estable.

En este caso, la matriz asociada a la parte cuadratica es

a+ w? c

0 —w
c b+w? w 0

N = 0 w 1 0 ’
—w 0 0 1

cuyos menores principales de orden i, que denotamos por 4A;, son
A = a+ w?,
Ay =ab— 2+ (a+b)w? +w,
(1.14)
A3 =ab — c? + bw?,

Ay =ab— 2.
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Si (0,0) es un minimo del potencial efectivo, se tiene que a > 0,b >0y
ab — ¢ > 0, y por lo tanto, A; > 0 para 1 < i < 4. Aplicando el lema de
Sylvester se tiene que H, es definida positiva en un entorno del origen. Por lo
tanto, el teorema de Dirichlet asegura la estabilidad. Este resultado también
puede derivarse del segundo teorema de Lyapunov (teorema 1.5.1) utilizando
como funcién de Lyapunov V = H. Esta funciéon cumple las condiciones
exigidas ya que, por una parte, V=H= 0, y por otra parte, V = H
es una funcién definida positiva. Esto tltimo es debido a que, como Hs es
una forma no degenerada alrededor del origen y es definida positiva, por el
lema de Morse, sabemos que, en un entorno del origen, el hamiltoniano H es
también una funcién definida positiva. m

El tnico caso en el que no es posible, de una forma sencilla, determinar
la estabilidad o inestabilidad del origen corresponde a la situaciéon en la que
el origen es un maximo del potencial efectivo y ademads se cumple que

a+ b+ 4w? > 2vab — 2. (1.15)

Es interesante hacer notar que cuando la desigualdad (1.15) es estricta, el
origen es linealmente estable, mientras que es linealmente inestable cuando
se da la igualdad. En cualquiera de los dos casos, la estabilidad no lineal del
origen no se sigue del teorema de Dirichlet ya que puede comprobarse que H,
es una forma cuadratica indefinida. En efecto, por ser el origen un méaximo
se tiene que

a <0, b<0 ab—c* > 0.

Supongamos que A; > 0 (ver (1.14)). Entonces,
Az=ab—c +bw?=bla+w?)—F=bA; —* <0,

por lo que Ay > 0y A3 < 0, y entonces H, es indefinida. Por el contrario, si
A; < 0, se tiene que
w? < —a.

Por otra parte, al ser b < 0, resulta

M
—Qa —_— —a.
;<

Distingamos dos situaciones distintas,

s W< —a+ % Multiplicando esta desigualdad por —b, obtenemos que
—bw?<ab—c? = Ay =ab—c?+bw? > 0.

Por tanto, A; < 0y Az > 0, y entonces Hy es indefinida.
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n w? > —a+ %. Multiplicando de nuevo por —b se tiene que
—bw? > ab — 2.
Tenemos que,
Ay =ab— 2+ (a+b)w? +w! < —bw? + (a + b)w? + w' =
= w?(a+w?) = w?A; <0.

Asi, Ay <0y Ay <0, por lo que Hs es indefinida.

1.10. Forma normal de la parte cuadratica

El analisis realizado previamente puede simplificarse si el hamiltoniano
(1.7) es transformado convenientemente. El no haberlo hecho antes se debe
a que hemos querido asociar el problema de la estabilidad con la funcién
®(x,y) que define el potencial, o bien con el potencial efectivo definido en
(1.10).

En primer lugar, es posible simplificar la parte cuadratica del hamilto-
niano,

1 1
Ho = 5(P} + B)) —w(aPy — yPo) + S[(a +w”)2” + 2cay + (b + )y,

mediante una rotacién que elimine los términos en zy. De esta forma, Hs es
transformado en

1 1
My = S(P2+ P2) —w(€P, —nPe) + 5e*(a€ + BP).  (116)
Las nuevas variables (£, 7, P, P,) vienen dadas por la tranformacién

x = &cosf —nsenb, P, = PFPgcost — P,sen,
y = Esenf +ncosh, P, = Pesent + P, cos0,
donde # viene dado por las ecuaciones

dcos20 = a-—0b,
dsen20 = 2c,

d = +/(a—0)2+4c.
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Asi, o y (8 resultan ser

a+b+2w3+§

Q= 2w? )

ﬁ _ a+b+2w?—§
- 2w? '

Con Hs dado en (1.16) es facil caracterizar la estabilidad lineal en térmi-
nos de o y 3 (ver por ejemplo [10, 56]). En efecto, el origen es linealmente
estable si pertenece a alguna de las zonas en color azul de la figura 1.1. La
frontera de estabilidad lineal viene definida por las hipersuperficies

a=1,  f=1  (a—pF)*+8a+p)=0

Figura 1.1: En el plano («, ), la zona en color azul es la correspondiente a
la estabilidad lineal.

La zona o > 1y 8 > 1 corresponde al caso en que el origen es un minimo
del potencial efectivo, y por lo tanto, estable en el sentido de Lyapunov. Si,
por el contrario, a y (3 estan en la zona

a <1, g <1, (a—B)? +8(a+3) >0,

el equilibrio corresponde a un maximo del potencial efectivo, y por lo tanto
la estabilidad lineal no es suficiente para garantizar la estabilidad no lineal
ya que Hs es indefinida, como ya se ha visto anteriormente.

Si nos centramos en este tltimo caso, es posible reducir la parte cuadratica
a su forma normal mediante una nueva transformacioén candnica. Esta es una
transformacién lineal dada por
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3 ai az 0 0 41
Ui _ 0 0 by —by 42
Pg 0 0 a1 — blw —Qows + bzu) P1
P77 atw — b1w1 QoW — bg(.dg 0 0 P2

con wy y wy tales que +iw, +iwy son los valores propios asociados a la parte
cuadratica del hamiltoniano y

Vw? + Bw? b Vw? + (1 - a)w?
a = =
1 uu(w% —w%) ’ 1 m(w% —u3)

Vw? + B)w? b Vwi+ (1 - a)w?
2 = .

ay =
’ wa(wi — wj)

w2(w1 - w?)
Esta transformacion esta intimamente ligada a la forma canénica de Jordan
de la matriz asociada al sistema de ecuaciones diferenciales [6, 73, 94].

Tras aplicar la transformacién lineal al hamiltoniano (1.16), éste se ex-
presa como

1 1
H2:§w1(qf+Pf)—§w2(q§+P§), (1.17)

es decir, como la resta de dos osciladores arménicos con frecuencias w; y ws.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que wy,wy > 0.

A menudo, es conveniente disponer de otras variables que permitan en-
tender de una forma mas directa la dinamica asociada al problema. En este
caso, podemos usar las variables de Poincaré, definidas por

qr = V2V sen iy, P, = 2V}, cos iy, k=1,2, (1.18)

o equivalentemente,
\Pk:@, tanl/zk— qk k:1,2
Asi, en las nuevas variables, el hamiltoniano (1.17) se expresa como
Ho = w1 Wy — waWy,

expresion que unicamente depende de los momentos.
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Notese que ahora Hs no depende de las variables v, 1. Las ecuaciones
del movimiento correspondientes a Hs son

[ OHo __ . OHa __
77Z}1 — (9\1/? = W, \Ill — _81/)12 - 07
\__ OHa __ _ - __OHa __
e = Gyp = —wa, Vs =—%; =0

Este sistema es integrable y sus trayectorias se hallan en un toro bidimensio-

nal. Estas son
’lbl :wlt—l—w?, \Ijl :\If?,

Py = —wat + Y, Uy = UY,

siendo (19,9, 2 UY) constantes del problema. De este modo, Hy es cons-
tante sobre las soluciones y constituye una integral primera.

Una vez que H, esta en forma normal, el siguiente paso consiste en expre-
sar el resto del hamiltoniano en forma normal, lo que permitira estudiar la
contribucion de los términos de orden superior para establecer las condiciones
de estabilidad o inestabilidad en el sentido de Lyapunov.



Capitulo 2

Estabilidad no lineal en casos
resonantes

2.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo anterior, la estabilidad de un equilibrio no
siempre puede deducirse a partir de las técnicas de linealizacion y del teorema
de Dirichlet. Mas concretamente, si el equilibrio es un méaximo del potencial
efectivo que satisface la condicién (1.15) (caso eliptico general) necesitamos
otros resultados que nos permitan determinar su estabilidad.

En este sentido es preciso la introduccién de la denominada forma normal
de un hamiltoniano que tiene como objetivo buscar expresiones mas simples
del mismo. Consideremos una funcién hamiltoniana analitica en un entorno
del origen, que expresada en términos de las variables de Poincaré tiene la
forma

’H:wl\I/l —CUQ\IIQ—l-ZHj, (21)
j>2
con H; polinomio homogéneo de grado j en /¥ y /Wy, cuyos coeficientes
son series trigonométricas finitas en ¢y y ¥s.

Definicién 2.1.1. Decimos que ‘H estd en forma normal de Birkhoff hasta
orden k si

OH,; OH,;
(H27Hj) w1 ('9101 Wa 81/}2 )
para cualquier 57 < k.
Si introducimos el operador
Ly(-) = (Ha, ),
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que recibe el nombre de derivada de Lie, la definicién anterior es equivalente
a que H; € kerLy para cualquier j < k.

El teorema de Birkhoff [12, 14, 92] establece que un hamiltoniano como
(2.1) puede ser transformado a su forma normal de orden £ mediante una
serie de transformaciones canodnicas préximas a la identidad. Este proceso
puede realizarse de forma recursiva utilizando el operador derivada de Lie
mediante el método de perturbaciones de Lie-Deprit [17, 55, 56, 79].

Una vez que el hamiltoniano esta en forma normal de Birkhoff, el teorema
de Arnold [6] determina la estabilidad del origen en el caso eliptico general
cuando se satisface una cierta condicién de no degeneraciéon. Sin embargo,
este resultado solo es valido cuando las frecuencias del sistema no satisfacen
una condicién de resonancia de orden menor o igual que 4.

Definicién 2.1.2. Decimos que w; y wo satisfacen una condicién de reso-
nancia de orden s si existen enteros positivos n y m primos entre si tales
que

nw; — mwy = 0, n+m =s.

Dicha resonancia se denota resonancia n : m.

El resultado de Arnold puede generalizarse para casos en los que no haya
resonancias de orden menor o igual que un cierto entero positivo dado [58].
Sin embargo, los casos resonantes necesitan ser considerados aparte. Esto es
asi porque en presencia de resonancias la forma normal contiene términos
denominados resonantes cuya forma y localizacién dependen, no ya solo del
orden, sino también de la resonancia concreta que se trate. Este hecho es la
causa de que los casos resonantes hayan sido considerados uno a uno. Asi, las
resonancias de orden 3 y 4 son estudiadas por Markeev [59] y Alfriend [2, 3],
y las de orden 1 y 2 por Sokolsky [85, 86]. En cada caso, al igual que en el
teorema de Arnold, la estabilidad se establece en funcion de si se satisface
cierta condicién de no degeneracién y queda determinada en términos de
los coeficientes de la forma normal truncada hasta un cierto orden. El caso
general de una resonancia de orden s es estudiado por Cabral y Meyer [15]
bajo ciertas hipotesis restrictivas y engloba los teoremas de Arnold, Alfriend
y Markeev.

A pesar de este resultado, la estabilidad en los casos resonantes no estéa re-
suelta del todo. En concreto, bajo ciertas condiciones de degeneracién, en-
contramos casos que escapan a los resultados conocidos y que deben ser
investigados. Algunos autores han tratado este problema para resonancias
concretas de orden bajo, en particular para las de orden 4 [60, 61]. Sin em-
bargo, seria deseable encontrar criterios generales aplicables a cualquier caso
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en presencia de degeneraciones. En este sentido este capitulo pretende apor-
tar nuevas ideas que permitan dar algin teorema de aplicabilidad general en
casos resonantes. Para situar el problema en su contexto es preciso enunciar
los resultados mas relevantes sobre estabilidad en el caso eliptico general.

2.2. Teorema de Arnold

El teorema de Arnold, escogiendo el enunciado propuesto por Meyer &

Schmidt [64, 65] dice

Teorema 2.2.1. Sea H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que, expre-
sado en términos de las variables (U1, Wo, 11, 1)9), es de la forma

H=Hy+Hs+ -+ Hoy+H,

donde

1. H es una funcién analitica en un entorno del origen de R*.

2. Para cualquier j con 1 < j < N, Hy; es un polinomio homogéneo de
grado j en Vi y Wy, cuyos coeficientes son reales e independientes de
Wy Yo, En particular,

Ho = w1V — weWy, wi,ws > 0,

1

Hi=3

(AU,% — 2BU, U, + CU,?).

3. 'H es una serie de potencias en Vi y Wy que empieza, como minimo en
el orden 2N + 1 y sus coeficientes son sumas trigonométricas reales en

U1y Y.

En estas condiciones, el origen es un equilibrio estable, en el sentido de
Lyapunov, si existe algin k (2 < k < N) tal que Hy no divide a Hay. Es
decir, si existe algun k (2 < k < N) tal que

Dyy, = Hap(wa,w1) # 0,

D2j = HQj(WQ,Cdl) = 07 2 < j < k.
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En las hipétesis del teorema de Arnold hay implicitas varias suposicio-
nes. En primer lugar, puesto que H comienza con términos de orden 2, se
esta suponiendo que el origen es un equilibrio del sistema. En segundo lugar,
puesto que Ho, - - - , Hon dependen tinicamente de Wy y W, el hamiltoniano H
estd escrito en la forma normal de Birkhoff hasta orden 2N [5, 12, 14, 78, 92|,
y €so requiere suponer que no aparecen resonancias de orden menor o igual
que 2N sobre las frecuencias del sistema wy, wo.

La cuestién ahora es tratar de analizar la estabilidad en aquellos casos que
no estan en las condiciones del teorema de Arnold. Estos son, precisamente,
los casos resonantes. En este sentido, los primeros resultados se establecen
para las resonancias de orden bajo, que son las que aparecen normalmente
en los problemas fisicos de interés tratados habitualmente. Asi, Alfriend y
Markeev [2, 3, 59] dan resultados para las resonancias de 6rdenes 3 y 4. En
concreto, establecen los siguientes teoremas.

2.3. Teoremas de Alfriend y Markeev

Teorema 2.3.1. Si en presencia de la resonancia 1:2, el sistema hamilto-
niano puede escribirse en la forma normal

H = 2w Uy — wy Uy + 5\111/2\112 cos(y + 2¢0y) +H,

con H = H (U1, Uy, 1h1,1hy) = O((V,+Ws)?), y se verifica que § # 0, entonces
el equilibrio es inestable.

Teorema 2.3.2. St en presencia de la resonancia 1:3, el sistema hamilto-
niano puede escribirse en la forma normal

1 _
H = 3wy Uy —wy Uy + 501232 cos<¢1+3¢2)+§(Aq/§+23\111\1/2+c\1/§)+n,

con H = H(Vy, Ug,1h1, 1) = O((V, +W5)%2) y D = A4+6B+9C. Entonces
si 6v/3|0| > |D|, el equilibrio es inestable, mientras que si 6v/3|0| < |D|, el
equilibrio es estable.

El caso estable de la resonancia 1:3 se prueba construyendo una fun-
ciéon de Lyapunov adecuada. Los casos inestables de ambas resonancias se
demuestran considerando funciones de Chetaev apropiadas.

No aparece ningun resultado nuevo hasta 1999, cuando Cabral y Meyer
[15] enuncian un teorema que engloba los resultados anteriores de Alfriend y
Markeev y que es valido para resonancias de cualquier orden, bajo determi-
nadas condiciones.
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2.4. El teorema de Cabral y Meyer
Teorema 2.4.1. Sea 'H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que expre-

sado en forma normal hasta orden s, con s =2l —1 0 s = 2, en términos

de las variables (U1, Wo,11,15), es de la forma
H =Hao (W1, Uo) +Hy (W1, W)+ -+ Hoy o (W1, Vo) +H (Y, Uo, nthy +mahe) +---, (2.2)

donde

1. H es una funcién analitica en un entorno del origen de R* y 27 —periddi-
ca en nYy + mabs.

2. Para cualquier j con 1 < j <1 —1, Hy; es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables Vi y Vo, cuyos coeficientes son reales e
independientes de ¥y y Vy. En particular,

HQ = wqul — U.)Q\IJQ, Wi, Wy > 0.

3. w1 Y wo satisfacen una condicion de resonancia, es decir, existen n

y m enteros positivos y primos entre si tales que nw; — mwy = 0.
Sin = m = 1, suponemos que el correspondiente sistema lineal es
diagonalizable.

4. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables /W1 y /Wa
cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en niyy + mabs.

b. Los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor que s en las

variables /W1, v/ Ws.

Sea Dyj = Haj(we,wr) para2 < j <1l—1 y sea

V() = Hs(wz,wi, ), (2.3)

con -
=P+ — o,
n
Entonces,
» Si existe algin k (2 < k < [ —1) tal que Do, = Hop(ws,wi) # 0,

entonces el origen es estable en el sentido de Lyapunov (teorema de
Arnold).

= [in otro caso, es decir, st Dyj = 0 para cualquier 2 < j < 1 -1,y
ademds
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e V(1)) # 0 para todo v, entonces el origen es estable en el sentido
de Lyapunov.

e V(1)) tiene un cero simple, es decir, existe un valor ¥* tal que
U(y*) =0, U'(y*) # 0, entonces el origen es inestable.

En este resultado hay implicita una suposicion y es que, puesto que H,
es el primer término del desarrollo en el que intervienen los angulos ¥; y s,
se asume que s es precisamente el orden de la resonancia.

Nétese que este resultado engloba el teorema de Arnold (teorema 2.2.1),
as{ como los resultados de Alfriend y Markeev (teoremas 2.3.1 y 2.3.2) sobre
las resonancias 1:2 y 1:3.

En efecto, en el caso de la resonancia 1:2, la funcién W()) que aparece en
el teorema de Cabral y Meyer resulta ser

U () = Swy 2wy cos(v)).

Cuando 6 # 0, la funcién W(¢)) presenta ceros simples y, por lo tanto, el
equilibrio es inestable. Por otra parte, si 6 = 0, la funcién ¥(y)) = 0 y el
teorema no puede aplicarse. En este caso la estabilidad vendra determinada
por términos de orden superior.

Para la resonancia 1:3, ahora la funcién ¥(v) se escribe como
1
V() = &u;/waﬂ cos(y) + §(Aw§ + 2Bwiwy + Cwi).

Puesto que las frecuencias se encuentran en resonancia 1:3, se verifica que
wy = 3wy y, por lo tanto,

U(h) = w? (3v/3 6 cosyp + g)

Para que esta funcién no tenga ceros es condicién necesaria y suficiente
que |D| > 6v/3|5|. En este caso, el origen es estable. Por el contrario, si
|D| < 64/3]d], la funcién W(¢)) tiene ceros simples para

-D
630

y entonces el origen es inestable. En el supuesto en que |D| = 6v/3]d], ¥(v))
tiene un cero doble en ¥* =0 6 ¥* = wsi Dd < 0 6 D > 0 respectivamente.
En esta situacion, el teorema 2.4.1 no puede aplicarse, asi que para decidir la
estabilidad es necesario considerar términos de orden superior. Esta situacion

Y* = cos™!
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es estudiada por Markeev [61] teniendo en cuenta el efecto de los términos de
orden 6, quedando resuelta la cuestion, salvo para ciertos casos degenerados.

Una vez vista la relacién entre el teorema 2.4.1 y los teoremas 2.2.1,
2.3.1 y 2.3.2, nos detenemos ahora en analizar la demostraciéon en el caso
resonante, que es el que aporta novedades respecto al resultado de Arnold.
En este caso se tiene que Dy; = 0 para cualquier 2 < j < [ — 1. La idea
principal del teorema 2.4.1 pasa por transformar el hamiltoniano original en
otro de un grado y medio de libertad mediante lo que se denomina reduccion
isoenergética. Esta técnica consiste en estudiar la estabilidad del origen sobre
la superficie isoenergética H = 0. De como sea la estabilidad del origen en
esta superficie, se sigue la estabilidad no lineal del mismo. Este resultado es
consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 2.4.1. Sea , -
K(r,y,t) = r'¥(y) + O(r't2),

donde i = j/2 con j > 3. Supongamos que K es una funcion analitica de
VT, t, que ademds es T-periddica en v y T-periddica en t.

Si U(y) # 0 para cualquier valor de v, entonces el origen r = 0 es un
equilibrio estable para el sistema hamiltoniano

o 9K 9K
T ey = o

en el sentido de que dado un € > 0, existe un 6 > 0 tal que si r(0) < 9,
entonces la solucion es definida para todo t y r(t) < e. St W(y) =0 tiene un
cero simple, es decir, si existe ¥* tal que W(¢¥*) =0 y W'(¢*) # 0, entonces
el equilibrio r = 0 es inestable.

Este lema es fundamental en la demostracion y, aunque no aparece citado
en el trabajo de Cabral y Meyer, ya fue enunciado y probado por Sokolsky
[86] para estudiar la estabilidad del origen en presencia de una resonancia de
orden 1. Anteriormente a este trabajo, en [85], da un resultado similar pero
s6lo valido para una resonancia de orden 2.

La demostracion del lema se basa en el teorema de Chetaev [63] para
el caso inestable, y en el teorema de la curva invariante de Moser [66] para
el estable. Esto en la version de Cabral y Meyer y en [86], ya que en [85]
Sokolsky utiliza un resultado de Arnold [7].

Este lema permite determinar las propiedades de estabilidad sobre la
superficie isoenergética. Sin embargo, para garantizar la estabilidad global
del origen se necesita el siguiente resultado, cuya demostracion es andloga a
la del lema 2.4.1.



28 Capitulo 2. Estabilidad no lineal en casos resonantes

Lema 2.4.2. Sea
K(r,4,t,€) = €1 () + O(M),

con k y 21 numeros enteros positivos. Supongamos que K es una funcion
analitica de r,,t, que ademds es T—periodica en v y T —periodica en t para
t0d0%§r§3ypamtodoogegeo.

Si U(v) # 0 para cualquier valor de 1, entonces si €y es suficientemente
pequeno, cualquier solucion del sistema hamiltoniano

oK . 0K
W YT

que comienza con |r(0)] < 1 para 0 < € < € satisface que |r(t)| < 2 para
todo t.

2.5. Variables extendidas de Lissajous

Nos proponemos ahora dar una prueba alternativa del teorema 2.4.1 basa-
da también en los lemas 2.4.1 y 2.4.2. Para ello, vamos a introducir un nuevo
conjunto de variables dngulo—accion. Estas son las variables extendidas de
Lissajous, especialmente diseniadas para los casos resonantes. Estas variables
evitan la aparicién de pequenos denominadores o divisores [31, 84, 92] que
surgen cuando en las transformaciones de normalizacién usuales se utilizan
las variables de Poincaré.

Las variables de Lissajous fueron introducidas por primera vez por Deprit
[18] para estudiar la resonancia 1:1 y recientemente han sido generalizadas
por Deprit y Elipe [21, 22, 23] para cualquier orden de resonancia y con
cualesquiera numero de grados de libertad.

Las variables extendidas de Lissajous, que denotaremos ®q, P, ¢, o
vienen dadas en funcion de las variables de Poincaré por la siguiente trans-
formacion

fﬁTQX{(I)1>O}X{|CI)2| Sq)l} — R4

(1, P2, D1, Do) = (Y1, 00, Wy, W)

con o
1 = m(p1 + P2), Uy = 2t

2m

o=n(dn—da), Vo= T2
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La transformacion inversa es

qbl = nw1+mw27 (I)l - mqjl + TL‘I’Q,

2nm

(2.5)
¢2 — n’l/)17m’l/)27 @2 — m\Iﬁ o n\PQ.

2nm

Puesto que las frecuencias del sistema satisfacen una condicién de reso-
nancia n:m, se tiene que
nwi — mwy = 0,

o equivalentemente que,

cantidad que denotaremos como w.

La forma normal del hamiltoniano (2.2) se escribe en estas nuevas varia-
bles como

H = Ha(Pa) +Ha(P1, Do) +- - -+ Ha—a(P1, Do) + Hs (D1, o, 1) +-- -, (2.6)
donde
1. Hg = W(I)Q.

2. Para cualquier j con 2 < j <[ — 1, Hy; es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables ®; y ®,, cuyos coeficientes son reales e
independientes de ¢y v ¢o.

3. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables /®; + @5
v v/ P1 — &, cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en 2nma;.

La principal ventaja del uso de las variables de Lissajous aparece en el
proceso de normalizacién. La expresion de la derivada de Lie es

0.
0¢a’
y por lo tanto los términos que constituyen la forma normal son aquellos que

no dependen de ¢5. Este hecho hace que la normalizacion sea mas directa ya
que ésta equivale a realizar un promedio sobre el angulo ¢,.

,CQ() = (HQ, ) = W

Para dar la demostracion alternativa del teorema 2.4.1 recordemos que
la idea en la que se basa la prueba de Cabral y Meyer es la de la reduccion
isoenergética. Es decir, estudiar las propiedades de estabilidad del origen so-
bre la superficie H = 0. Ahora bien, con la normalizacién en Lissajous se
ha introducido una nueva integral, ®,, que define otro tipo de superficies
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invariantes donde también puede estudiarse el flujo del sistema. Nuestra al-
ternativa consiste en estudiarlo sobre la superficie &, = 0, en lugar de sobre

H=0.

Como paso previo, veremos en primer lugar algunos resultados que re-
lacionan las variables de Lissajous y las de Poincaré en las condiciones del
teorema 2.4.1.

Teorema 2.5.1. Supongamos que se verifican las hipotesis del teorema 2.4.1
y que Doj = 0 para todo 2 < j <1 —1. Entonces el hamiltoniano (2.6) sobre
la superficie @5 = 0 queda reducido a

H = &G (2nmey) + O /2,

donde la funcion G(2nmey) es, salvo un factor constante, la funcion (2.3)

V() = Hs(wa,wi, ) del teorema de Cabral y Meyer.

Demostracion.

En primer lugar observemos que si ®5 = 0, entonces Hy(P2) = 0. Ademas,
para cada 2 < j <[ —1, puesto que Ha;j(P1, P2) es un polinomio homogéneo
de grado j en ®; y P, se tiene que sobre ¢4 = 0,

H2j(q)170) = ajq){7 (2.7)

para un cierto valor «;. Utilizando (2.5) tenemos que si V1 = wy y ¥o = wy,
entonces ¢ = 2nw; = 2mwy = 2nmw y 5 = 0. Como por hipdtesis,

Dy; = Haj(wa, wr) =0,

tenemos que Ha;(P1 = 2nmw, &2 = 0) = 0. Esto hace que en (2.7), a; =0
y por lo tanto Hs; (P, 0) = 0 para cualquier valor de ®,. Por lo tanto, sobre
la superficie &5 = 0, el hamiltoniano (2.6) se escribe

H = Hs<q>17 07 ¢1) + O((I)§S+1)/2)'

Puesto que H; es un polinomio homogéneo de grado s en las variables
V@ + Dy y /P — Py cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en
2nme, se tiene que

Hy (91,0, ¢1) = ©7°G(2nmey), (2.8)

con G(2nme;) una serie de Fourier finita en 2nme¢,. Para ver la relacién
existente entre W y GG basta tener en cuenta que cuando ¥y = wy y WUy = wy,
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entonces ®; = 2nmw y ® = 0. Por un lado, H(ws,ws,v) = V() y por
otro, desde (2.8) tenemos que

Ho(2nmw, 0, ¢1) = (2nmw)*2G(2nmep, ).

Por lo tanto,

() = (2nmw)**G(2nme,).m (2.9)
Corolario 2.5.1. FEl coeficiente de <I>{ en Hqj, 2 < j <1—1, es proporcional
a ng.
Demostracion.

Se tiene que Dy = Haj(w2, w1) = Haj(2nmw,0) y sabemos que se verifica
(2.7). Por lo tanto,

Dy; = a;;(2nmw)’,
de donde obtenemos que «; = (& que es justamente el coeficiente de

2nmw)J
Ol.m

Podemos ahora enunciar en términos de las variables de Lissajous el teo-
rema de Cabral y Meyer.

Teorema 2.5.2. Sea 'H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que expre-
sado en forma mnormal hasta orden s, con s =2l —1 ¢ s = 2l, en términos
de las variables (®1, o, ¢1, P2), es de la forma

H = Ha (Do) + Hy(Pr, Pa) + - - - + Hoyo(P1, Po) + Hy (D1, Poy 1) + -+,

donde

1. H es una funcion analitica en un entorno del origen de R*.

2.
HQ = w(IDQ,

w1 o w2
m n ’

siendo w =

3. Para cualquier j con 2 < j <1 —1, Hy; es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables ®1 y Py, cuyos coeficientes son reales e
independientes de ¢1 y ¢o.

4. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables /®1 + $o y
V&1 — Oy cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en 2nmao; .
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5. Los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor que s en las
variables /@1 + ®y y /P — Ds.

Sea G(2nmay) tal que
Ho(®1,0,01) = CI)i/QG(2nm¢1).
Entonces,

n S0 existe algin j (2 < j <1 —1) tal que Hy;(P1,0) no es la funcion
1dénticamente nula, entonces el origen es estable en el sentido de Lya-
punov (teorema de Arnold).

» En otro caso, es decir, si Ha;(P1,0) es la funcion idénticamente nula
para cualquier 2 < 3 <[ —1, y ademds

o G(2nma¢y) # 0 para todo ¢1, entonces el origen es estable en el
sentido de Lyapunov.
o G(2nma,) tiene un cero simple, es decir, existe un valor ¢% tal que
G(2nm¢y) = 0, G'(2nmey) # 0, entonces el origen es inestable.
Demostracion.
Para 2 < 7 <[ —1 el corolario 2.5.1 afirma que

D,
(2nmw)?

J
1:

Hoj(®1,0) =
Si suponemos que existe algin j tal que Ha;(®P1,0) no es la funcién idénti-
camente nula, significa que Dy; # 0. El teorema de Arnold asegura entonces
que el origen es estable.

En otro caso, es decir, si Hy;(P1,0) es la funcién idénticamente nula para
cualquier 2 < j <[ — 1, entonces

H(®1,0,¢1) = D7°G(2nmey) + O(@FTV?), (2.10)

donde la parte principal corresponde a un hamiltoniano con un grado de
libertad y 2m—peridédico en 2nme,. Para estudiar las propiedades de estabili-
dad del origen nos basaremos en los lemas 2.4.1 y 2.4.2. Para ello es preciso
introducir una variable temporal tal que H(®1,0, ¢1) también sea periddico
en esta variable. Obsérvese que la dependencia de esta variable se encuentra
implicita en los términos que constituyen el resto de H(®q,0, ¢1), es decir,
en aquellos términos representados por O(fbgsﬂ)/ 2) donde aparecen términos
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dependientes de ¢,. Es precisamente ¢o la variable que va a representar el
papel de variable temporal.

Puesto que
3/2
H(®1, Py, ¢1) = wPy + O(‘I)2/ ),
tenemos que
. OH
br= -
0P,
Como w > 0, la variable ¢ es creciente en el tiempo, y por lo tanto puede ser
considerada como una nueva variable temporal. Es mas, podemos introducir
un cambio de escala definido como

= w+ O(®)?).

wdt = dr,

y entonces,

d
9 _ 11 o)),
dr

Por lo tanto, el hamiltoniano reducido (2.10) es periédico en la variable tiem-
po ¢s.
Teniendo esto en cuenta tenemos que sobre ®5 = 0,

1 s/2 s—1)/2
3%2 - 8%1(@1/ G(2nmay)) + O(q)g )/ ),

1 s/2 s+1)/2
= — (812G (2nmen)) + O(@1).

Por lo tanto, el hamiltoniano reducido (2.10) verifica las condiciones del lema
2.4.1. En consecuencia, si G(2nme) # 0 para todo ¢; entonces el origen es
estable, mientras que si G(2nme, ) posee algin cero simple, entonces el origen
es inestable.

En el caso inestable, la inestabilidad sobre &5 = 0 es suficiente para probar
la inestabilidad global del origen. En el caso estable, es necesario probar la
estabilidad global. Es decir, debemos ver que para ®; # 0 las soluciones
proximas al origen permanecen proximas al mismo.

Consideramos un cambio de escala en las variables J;, J; con & = €2.J;

para k = 1,2 y donde € es un pequeno pardmetro. Asi, el hamiltoniano (2.6)
es de la forma

Ho(Jy) + EHay(J1, Jo) + - + €2 Hy_o(J1, Jo) + € 2 Ho(J1, Jo, 1) + O(e571).

Si consideramos el flujo sobre la superficie J, = he*™! con h € [—1, 1], éste
es el mismo que el flujo de

H = 2T2G(2nmey) + O(e71),
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puesto que Jy es un factor comuin para todos los términos del hamiltoniano
de orden menor o igual que 2] — 2. Aplicando ahora el lema 2.4.2 se tiene
probada la estabilidad total del origen. En efecto, existen toros invariantes
que separan el toro J; = 1 del toro J; = 2 para 0 < € < ¢;. Por lo tanto,
todas las soluciones que comienzan con un valor J; < 1, verifican que J; < 2
para todo ¢o. Puesto que tenemos una cota para J; y para J, existen ¢y k
tales que si |J1(0)] < cy |J2(0)] < ¢, entonces |J1(7)| < ky |Jo(7)| < k para
todo 7 y para todo 0 < € < ¢y. Esto significa que en las variables originales
si @12(0) < €?c, entonces | Py 5(7)| < €k para todo 7y para 0 < € < €, y
por lo tanto, el origen es estable. m

La ventaja que supone utilizar aqui variables de Lissajous es la obtencién
de un hamiltoniano que verifica las condiciones de los lemas 2.4.1 y 2.4.2
directamente. Por otra parte, las funciones ¥ (1)) y G(2nme,) estan relacio-
nadas mediante la expresién (2.9), de ahi que los ceros de W(7)) se traducen
en ceros de G(2nme,). En este sentido, la prueba dada es redundante.

Sin embargo, esta demostracion alternativa es vélida bajo hipdtesis mas
generales. Realmente no es necesario exigir que el primer término H; que
no es idénticamente nulo cuando ®, = 0 sea el correspondiente al orden de
la resonancia, es decir, H,. Puede ser cualquier otro término superior del
hamiltoniano normalizado, llamémosle H;, (k > s) que verifique que los H;
anteriores a €l son idénticamente nulos cuando ®, = 0. En este caso, sobre
la superficie &5 = 0, el hamiltoniano se escribe

H = O2G (2nmey) + O(F T2,

con Gi(2nme;) una serie de Fourier finita en el angulo 2nme;. El andlisis
de los ceros de Gi(2nme¢;) nos da la estabilidad del origen. Esto supone
un avance respecto al teorema 2.4.1 ya que en éste se asume que la funcion
W (1)) es precisamente la que viene del término H, correspondiente al orden
de la resonancia. En realidad, la propia demostracion de Cabral y Meyer es
valida bajo estas condiciones mas generales. Si las hipdtesis son mas débiles
es probablemente porque Cabral y Meyer trataban de escribirlas en términos
mas parecidos al teorema de Arnold. Nétese que bastaba con generalizar la
definicion del determinante

Dy = Hk(WQ,wlaw'

Como consecuencia de la extension de las hipdtesis se puede abordar la
estabilidad de un caso degenerado en resonancia 1:2, que puede encontrarse
en ciertos problemas, como el de las rotaciones planas de un satélite en érbita
circular [62].
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Corolario 2.5.2. Sea
H = Ho + Hy + He + O((P1 + $2)?),

la forma normal correspondiente a una resonancia 1:2 que solo contiene
términos de orden par. Supongamos que Dy =0 y que

3
He = Z O3 DE (g, 4 by, cos 8¢y + ¢ sen 8¢), (2.11)

k=0

con Dg # 0. Entonces, si a3 > b3 + c3, el origen es estable y si a3 < b3 + cZ,
el origen es inestable.

Demostracion.

En este caso, Hy = w®y vy Hy = 2B Py + C@%. Teniendo en cuenta esto y
la expresién (2.11), es obvio que Ha(Py = 0) = Hy(P2 =0) =0 y que

He(Py = 0) = 3 (ag + by cos 8¢, + cosen 8¢y ).
Identificamos la funcion G (2nme;), que en nuestro caso es
Gg = ag + by cos 8¢ + cg sen 8¢y,
y examinamos sus ceros. Puesto que Dg # 0, tenemos que a2 + bZ + ¢3 # 0.

Si b + ¢ = 0, entonces G es una funcién constante no nula y, por lo
tanto, el origen es estable.

Si b2 + 2 # 0, existe 0 tal que
bo
VR4 B+c

Asi, la funciéon Gy puede escribirse como
2., 2 o
Ge =1/b5 + ¢§ (— + sen(6 + 8¢1)>.
VO +
Es evidente que esta funcién no se anula si

o
a7
0 0

es decir, si ag > b2+ 2. En este caso, el origen es estable. Si, por el contrario,

Qg
’—7—ﬂ<L
Vb5 + ¢
o equivalentemente, si a3 < b2 + 2, entonces Gg tiene ceros simples y por lo
tanto el origen es inestable. m

senf =
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2.6. Interpretacion geométrica

El teorema 2.5.2 admite una interpretacién geométrica si estudiamos la
estructura del espacio fasico después de la normalizacion. En concreto, a
partir de la forma de las érbitas alrededor del origen se puede establecer un
criterio geométrico que es equivalente al teorema 2.5.2. Esta idea elemental
en la que érbitas cerradas en torno al origen implican estabilidad y 6rbi-
tas asintdticas inestabilidad, fue introducida en [26, 27], aunque sin llegar a
probar la equivalencia con el resultado 2.5.2.

En primer lugar debemos estudiar la estructura de la forma normal del
hamiltoniano

1 1
H:§w1(qf—i—P12)—éwg(q§+P22)+ZHj(qk,Pk). (212)
j>2

En este sentido, es conveniente introducir un nuevo conjunto de variables
candnicas que permitan identificar facilmente aquellos términos que son de
la forma normal. Sea este nuevo conjunto de variables (uy, us, v1, v9), de forma
que '

cuya transformacion inversa viene dada por
qr = \%(uk —i—ivk), Pk = \/Li(uk — ivk), k= 1,2

En estas variables el operador de Lie es diagonal [35], por lo que resulta
facil identificar los términos de la forma normal. En efecto, el hamiltoniano
(2.12) se transforma en

H = iw1u1v1 — ’iWQUQUQ + E Hj (Uk, ’Uk>,
7>2
siendo H; un polinomio homogéneo de grado j en uy, vy, k = 1, 2.

En las nuevas variables, la expresion de la derivada de Lie £ resulta ser

_OHy 0+ OHy 0+ OHy 0- OHs O-

62() - (H27 ) N 8111 8u1 B 31/4 8_1)1 * 8112 8uQ B 8u2 8_1)2 N
. a- a- , a- 0-
= @wl(ula—m — Ula_vl) — ZWQ(’LLQa—uQ — Uga—vz).

De esta forma, un monomio de grado j

a1, a, B, B2
Up U™V Vg™,
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con o, e, 31,02 € Ny ag +ag + 31 + B2 = j, estd en la forma normal si
pertenece a kerL,. Ahora bien,

Lo(uf ug? v v5?) = ifwi (e — B1) — walas — Bo)] u ug?vy vy?,

de donde se deduce facilmente que el monomio u® us?vi vy pertenece a la

forma normal si y sélo si se verifica la ecuacién

(w1, —wa).(a1 — Br, 2 — B2) = 0. (2.14)

Sientre las frecuencias del sistema se satisface una condicién de resonancia
n:m, la ecuacién (2.14) es equivalente a

(m, —n).(aq — Br, 0 — B2) = 0,
o lo que es lo mismo,
m(eq — f1) —n(as — B2) =0,
ecuacion diofantica cuyas soluciones son de la forma
ap — (B = kn, g — (B = km, ke Z.
En consecuencia, los monomios
I = uyvy, Iy = usvo, I3 = ujuy’, Iy = vy, (2.15)
pertenecen a la forma normal y ademas verifican la relacion
I = 131y, (2.16)

Examinemos tres tipos de monomios diferentes dependiendo del valor que
tome k.

= Si £ = 0, obtenemos la solucion trivial, a; = (1 y as = f2, que es
satisfecha para cualquier wy,ws, incluso si no hay resonancia entre las
frecuencias. Los monomios correspondientes son de la forma

(ulvl)al <UQU2>Q2 .

Estos monomios aparecen tinicamente cuando 2(a; + o) = j, o dicho
de otro modo, s6lamente aparecen en aquellos H; con j par. Ademas,
éstos pueden expresarse como producto de potencias positivas de los
monomios [ e I ya que

(ulvl)o‘l (UQUQ)a2 = ]?1 132.
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s Sik >0, entonces a; = 51+ kn y as = B + km, y en consecuencia los
monomios pueden escribirse como

uftugt o vy = (ugvn) ™ (ugvs) ™ (ujug').
Estos monomios aparecen cuando 2(5; + 32) + (n +m)k = j. El valor
minimo de j es n + m, el orden de la resonancia. Ademés, pueden
expresarse como producto de potencias positivas de los monomios I,
15 e I3 ya que

(u101)™ (ugve)® (i’ )" = I I 1.

= Si k < 0, entonces 5y = a; — kn, s = as — km, y en consecuencia
podemos escribir

uftugto vy = (uyor) ™ (ugvs) (o705 *.

Estos monomios aparecen cuando 2(o; + a2) — (n + m)k = j. Como
ocurre en el caso previo, j debe ser como minimo n + m, orden de la
resonancia. Ademds, pueden expresarse como producto de potencias
positivas de los monomios Iy, Iy e Iy ya que

(ugv1)™ (ugva)** (v vg") * = IT I I %,

En resumen, los monomios de orden j pertenecientes a la forma normal
son de alguno de los dos siguientes tipos

Y1 7V2 773 Y1 7V2 773
]1]2]37 [1[2‘[4a

con 2(y1 + v2) + (n +m)vys = j. Notese que entre éstos quedan también
recogidos los de la forma I7'I)* sin més que tomar 73 = 0 en cualquiera de
los anteriores.

Los monomios I, I, Is e I, son denominados invariantes o generadores
de la forma normal. A partir de ellos se puede enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.6.1. Supongamos que las frecuencias del sistema cumplen una
condicion de resonancia n:m. Entonces, la forma normal expresada en inva-
riantes complejos hasta orden M del hamiltoniano H es

H = i(wi]; — wo o) + DR Y £ Y 5 el o
2(y1+72)+(n+m)y3=j
3<j<M

Es interesante hacer notar que el uso de variables complejas no sélo per-
mite identificar de manera sencilla los términos de la forma normal, sino que
también permite distinguir entre los términos resonantes (cuando v3 # 0) y
los no resonantes (cuando 3 = 0).



2.6. Interpretacion geométrica 39

2.6.1. Invariantes reales

Las variables complejas, y mas concretamente los invariantes complejos,
han permitido identificar de modo simple los términos de la forma normal de
un hamiltoniano hasta un determinado orden (teorema 2.6.1). Sin embargo,
resulta deseable conocer dichos términos en funcién de algunos invariantes
reales que, a diferencia de los invariantes complejos, puedan ser interpretados
geométricamente.

Con este objetivo definimos

_ 2(m[1+n12) o mn/Qnm/2(14+in+m13)
Ml = T 3 C = 5 ,
(2.17)
_i(mIi—nl2) . im"/gnm/2(14—i"+ml3)
My = Hmlgne) g = : .
El cambio inverso viene dado por
= —q (2t _ (=)mT(C+is)
Iy = —i(#E=2), Iy = =,
(2.18)
= (MM _ _C-is
L=—i(3372), L= G

Para demostrar que los invariantes M;, M5, C,S son cantidades reales
basta conocer las expresiones de los I; (1 < i < 4) en funcién de las varia-
bles de Lissajous. En este sentido, puede comprobarse que utilizando (2.15),
(2.13), (1.18) y finalmente (2.4) obtenemos

_ 914D
Il = Z—Qm s
I ] )
IQ = Z—2n s

(2.19)

Iy = (_7;)"+m(¢’1;f2)"/2(‘1’12:;1’2)“1/2(005 2nmay + isen 2nmaoy ),

[4 _ (@1247;14)2 )n/2<<1>12—n‘1>2 )m/Q(COS 2nm¢1 — jisen 2nm¢1)

A partir de las expresiones dadas en (2.17) para M;, M, C, S y utilizando
(2.19) se obtiene

M1 = %@1, C = 2—(m+n)/2<q)1 o @2)771/2((1)1 + (I)Q)n/Q coS 2nm¢1’
(2.20)
M2 = %@27 S = 2—(m+n)/2(q)1 _ @2)m/2((1)1 + (1)2)11/2 sen 2nmqb1,

y por lo tanto My, M,,C, S € R. Este conjunto de invariantes M, My, C, S
es diferente al conjunto de invariantes complejos Iy, Is, I3, I, pero equivalente
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en el sentido de que, en variables de Lissajous, I; e I son polinomios de
primer grado en las acciones @1, ®,, como M; y Ms, mientras que I3 e I4 lo
son de grado ®£™ o mismo que C'y S.

Al igual que los invariantes complejos, los invariantes reales no son inde-
pendientes. De hecho, la relacién (2.16) se transforma en

C? + 5% = (M, + My)" (M, — My)™. (2.21)
Ademads, como ®; > |Ps| (ver (2.4)), se verifica que
M, > [ Ms]. (2.22)

En estas condiciones, el teorema 2.6.1 tiene su contrapartida en invarian-
tes reales.

Teorema 2.6.2. Supongamos que las frecuencias del sistema estin en re-
sonancia n:m. Entonces, la forma normal expresada en invariantes reales
hasta orden M del hamiltoniano H es

H = 2wM, + > Gy M MPEPCTS (2.23)
2(y1+y2)+(nt+m) (y3+vya) =7
3<j<M
Demostracion.

El resultado se deduce a partir del teorema 2.6.1 y de las expresiones de los
I; (1 =1,2,3,4) en términos de los nuevos invariantes (ecuaciones (2.18)). m

Notese que el orden de la forma normal en el que primero aparecen C'y
S es justamente el orden de la resonancia, esto es, s. Dicho de otro modo,
el primer orden que contiene angulos es el orden de la resonancia. Teniendo
esto en cuenta, se puede precisar mejor la expresion de la forma normal.

Teorema 2.6.3. Supongamos que las frecuencias del sistema estdn en reso-
nancia n:m. St s =n+m es el orden de la resonancia y

= s es par, es decir, existe algun | tal que s = 2l, entonces la forma
normal del hamiltoniano H hasta orden M, expresada en tnvariantes
reales, es

N
H:2wM2+H4+"'+H21_2—|—ZH2j,

J=l
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donde
Hop = Y Gy, M"M?  2<k<1-1,
mNn+v2=k

H2j = Z a’7172’73“/4MiYIM2720735’Y4 [<j<N,
Y1t+y2H (y3+74) =7

con 2N = M si M es par 6 2N = M —1 si M es impar. En particular,

Hs = H2l = Z a,yszlwlM;Q —+ aC + /65

Y1+y2=l

» s esimpar, es decir, existe algun | tal que s = 21— 1, entonces la forma
normal del hamiltoniano H hasta orden M, expresada en invariantes

reales, es
M
H=2wMs~+Hy+ -+ Ho_o+ Z Hj;
j=21—1
donde,
Hop = Z CL%%MYIM;Q 2<k<Il-1,
Y1+v2=k
Y
H;= Z a71727374M;1M;20%574 20-1 <3 < M.

2(yi+y2)+(QI=1) (y3+74)=J
En particular,
HS = H2171 = OéC —+ ﬁS
Demostracion.
El resultado es obvio a partir del teorema 2.6.2. m

Nétese que la expresion de la forma normal dada en invariantes reales no
es unica debido a la restriccién (2.21).

2.6.2. Espacio fasico reducido

El proceso de normalizacién ha introducido una nueva integral formal,
M, si se considera la forma normal truncada hasta un cierto orden. De
este modo, el nimero de grados de libertad se reduce en 1. Puesto que el
problema original es de 2 grados de libertad, tras la normalizacién obtenemos
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un sistema de 1 grado de libertad y, en consecuencia, formalmente integrable.
Esta variacién del nimero de grados de libertad afecta a la estructura del
espacio fasico puesto que el original es tridimensional y el reducido, para
cada valor de My = cte, es bidimensional, y por lo tanto susceptible de ser
representado geométricamente.

Los invariantes reales son precisamente los generadores del espacio fasico
reducido que viene dado por la ecuacién (2.21)

02 + 52 — (Ml + M2)n(M1 - MQ)m,
sujeta a la restriccién (2.22)
Ml Z |M2|7

y teniendo en cuenta que Ms es la integral formal.

La ecuacién (2.21) define el espacio de fases reducido como una coleccién
de variedades semialgebraicas. Para cada valor constante de My, (2.21) es
una superficie de revolucién con vértice en el punto (0,0, |Ms|) (ver figura
2.1). En particular, el origen es el vértice de la superficie correspondiente a
My = 0.

Notese que las variables extendidas de Lissajous pueden ser utilizadas
para parametrizar la superficie (2.21), siendo dicha parametrizacién la dada
por las ecuaciones (2.20).

Considerando el hamiltoniano ‘H normalizado hasta un orden M como en
(2.23) y fijado un valor constante para Mo, las 6rbitas se obtienen como las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

M, = (M, H), C=(C,H), S=(SH), (2.24)

que verifican la condicién (2.21). Es decir, las 6rbitas pueden obtenerse como
la interseccién de la superficie dada por (2.21) con la definida por el hamil-
toniano normalizado hasta orden M dado por (2.23).

El sistema diferencial (2.24) viene determinado por la estructura de Pois-
son [32] de los generadores. Teniendo en cuenta su relacién con las variables
de Lissajous y sabiendo que éstas son completamente candnicas resulta que

(M;,C) = nmS,
(O, S) = %(Ml + Mg)nil(Ml — MQ)mil((TL — m)M2 — SMl), (225)

(S,M;) = nmC.
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e

c S

Figura 2.1: C? + 5% = (M + My)" (M, — My)™ paran =1, m = 3, My = 0,
Ms; =1y My = —1 respectivamente.

A partir de (2.25) es posible deducir algunas propiedades interesantes que
afectan al sistema normalizado.

Teorema 2.6.4. El sistema (2.24) es invariante bajo la accion del grupo
SO(2) de rotaciones alrededor del eje M.

Demostracion.

Basta probar que la estructura de los paréntesis de Poisson se conserva ba-
jo una rotacién alrededor del eje M;. En efecto, consideramos la rotacién
definida por

S =Scosoc—Cseno, C=S8seno+Ccoso, M, =DM, (2.26)

con o € [0, 27).
Los nuevos paréntesis de Poisson son

(M,C) = nmsS,
(C, 5) = %(M1+M2)n71(]\_41 —Mg)mil((’l’b—’n’wMg —SMl),

(5', 1) = nmC,
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que resultan ser las mismas expresiones que (2.25). En realidad, esto es con-
secuencia de la simetria cilindrica de la superficie definida por (2.21). m

Teorema 2.6.5. FEl vértice es un punto critico del sistema si es un punto no
reqular de la superficie (2.21). Si My = 0, entonces el vértice siempre es un
equilibrio.

Demostracion.

El vértice de la superficie (2.21), localizado en M; = |Ms|, C =S =0, es un
punto no regular si las tres derivadas parciales de la funcién

f(Ml, C, S) - 02 + 52 - (M1 + M2)n(M1 - Mz)m

se anulan al mismo tiempo. Esto ocurre si y sélosi My >0y m > 1, My <0
yn > 1,6 My = 0. En todos estos casos, los paréntesis de Poisson (2.25)
se anulan, y en consecuencia el sistema de ecuaciones diferenciales (2.24) se
anula en el vértice. m

2.6.3. Criterio geométrico

Una vez determinada la estructura del espacio de fases reducido, estamos
en condiciones de dar una interpretacién geométrica del teorema 2.5.2, inclu-
so cuando se considera la hipdtesis general de que H;, es el primer término
de la forma normal que no se anula cuando My = 0. En primer lugar, recor-
demos que las soluciones del sistema (2.24) se obtienen como las curvas de
interseccién de la superficie definida por el hamiltoniano (2.23) y la superficie
(2.21).

De acuerdo con la demostracion del teorema 2.5.2 es suficiente encontrar
las propiedades de estabilidad del origen sobre la superficie My = 0, cuyo
vértice es precisamente el origen. Puesto que Hj, es el primer término de la
forma normal no nulo para My = 0, lo anterior es equivalente a ver como son
las intersecciones de las superficies

Gi = {(C. 5. M) € R*|Hi(C. S, M, 0) = 0},
Go = {(C, 5, My) e R*| C* + 5% = M},
y cudl es su relacién con la funcién Gi(2nme;), que es la que determina, en

ultima instancia, las propiedades de estabilidad del origen. En este sentido
se tienen las siguientes propiedades.
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Teorema 2.6.6. La funcion Gi(2nme,) puede expresarse como

1
Gr(2nmey) = o2 Z Qryrygryy SENT? (2nM1 ) cOS™ (2nmg).
2y+(n+m)(y3+v4)=k

Demostracion.

Partiendo de la expresion de ‘H en invariantes reales

H = 2wM, + > gy M MY CT2 578
2(v1+v2)+(nt+m) (v3+v4)=3
3<j<M

y suponiendo que H;, es el primer término de la forma normal no nulo para
M, = 0, resulta que

Hy(C, S, My, 0) = > g, MO

2y-+(n+m)(v3+ya)=k

Si expresamos los invariantes en funcion de las variables extendidas de
Lissajous utilizando (2.20) obtenemos que

P\ k/2
Hi (P2 =0) = (%) Z Aryrygys SEN T2 (201 ) cOS™ (2nMP1 ),
2y+(n+m)(y3+v4)=k

de donde se deduce el resultado. m

En las condiciones del teorema de Cabral y Meyer, esta funcion es lineal
en senos y cosenos ya que k =n + m y, por tanto,

Gr(2nmepy) = G(2nmer) = ap + a1 sen(2nmey) + as cos(2nmaey ),

donde ag = 0 si la resonancia es de orden impar. Esta funcién no se anula si
aZ > a3 +a3. Si a2 < aj+a3, los ceros de la funcién son simples, mientras que
si aZ = a? + a3, los ceros son dobles. Por lo tanto, si a2 > a? + a3, entonces
el origen es estable, mientras que si a3 < a? + a3, el origen es inestable.
Determinar la estabilidad del origen en este caso resulta sencillo. Sin embargo,
cuando k > n + m la funcién Gg(2nme;) puede ser muy compleja, si k es
grande en comparacion con n + m. En este sentido, un criterio alternativo
pero equivalente, basado en propiedades geométricas, puede resultar de mas
utilidad. Para ello, necesitamos la caracterizaciéon de los puntos criticos del
sistema (2.24) sobre la superficie My = 0.
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Teorema 2.6.7. En resonancias de orden mayor o igual que 3, el sistema
hamiltoniano dado por H = Hy sobre la superficie My = 0 posee un 1uni-
co equilibrio (que coincide con el vértice de la superficie) o bien existe un
conjunto infinito de equilibrios entre los cuales estd el vértice.

Demostracion.

Como
Hyu(®y = 0) = D2 Gy (2nmey),

las ecuaciones del movimiento son

-1

. k
b= o = ko Gy(2nme)),

(2.27)

P, = —8&% = —2nm @1% G (2nmaey).
Como consideramos resonancias de orden mayor o igual que 3, k, en el peor
de los casos es 3. Es obvio que ®; = 0 es siempre solucién, que corresponde
al vértice de la superficie. Otras soluciones de equilibrio se obtienen cuando
Gr(2nmey) y G.(2nmey) se anulan a la vez para algin valor ¢; = ¢;". Ahora
bien, en este caso todos los puntos de la forma (®1,¢;") son de equilibrio,
siempre que ®; > 0 (por aquello de que los puntos de la superficie verifican
que My > |M,]| y en nuestro caso My = 0). Es decir, hay un conjunto infinito
de equilibrios, que obviamente contiene al vértice de la superficie. m

Ahora ya podemos dar la contrapartida geométrica al teorema 2.5.2.

Teorema 2.6.8. Sea H(C, S, My, M) un hamiltoniano expresado en forma
normal en términos de los invariantes y sea Hy, el primer término de la forma
normal que no se anula cuando My = 0. Sea

Gi1 = {(C, S, M) € R* | Hy,(C, S, My,0) = 0},
y sea Go la superficie
G ={(C, S, M) e R?|C* + 5 = M}}.
Si suponemos que el origen es un equilibrio aislado, entonces se tiene que

s 51 Gy y G tienen como punto en comin solo el origen, entonces éste
es estable.

» S1Gy y Gy se cortan en algin otro punto, entonces el origen es inestable.
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Demostracion.

Para probar la estabilidad del origen, basta ver que G; y G se cortan sélo en
el origen si y sélo si Gi(2nme,) # 0 para todo ¢;. Ahora bien, introduciendo
la parametrizacion dada por las variables de Lissajous, los puntos de intersec-
cién de G; y Go son las soluciones de (P]f/sz(Qnmqbl) = 0. Si Gr(2nmey) #0
para cualquier ¢, la inica solucién es ®; = 0, y viceversa, si la inica solucién
es ®; = 0, entonces G(2nmae;) # 0 cualesquiera que sea ¢.

Para el caso inestable debemos ver que G; y Gy tienen mas puntos en
comun que el origen si y sélo si Gi(2nme;) tiene ceros simples. Es obvio
que no puede haber ceros miltiples pues estamos suponiendo que el origen
es aislado (ver teorema 2.6.7). Ahora bien, como los puntos de interseccién
deben satisfacer la ecuacion

G (2nmey) = 0,

si hay més puntos de corte que ®; = 0, debe existir un angulo ¢ tal que
Gr(2nme7) = 0 y ademas sea un cero simple. Andlogamente, si G(2nme;)
tiene un cero simple, G; y G, se cortan a lo largo de una linea definida por
la interseccién de (2.21) con el plano

S = C tan(2nmey).

Esta linea de interseccion define una 6rbita asintética, lo que también serviria
para justificar la inestabilidad. m

Pueden hacerse distintas consideraciones como consecuencia de este ulti-
mo resultado. En primer lugar, es evidente que cuando el origen es estable,
éste debe ser un extremo de la funcién H(My = 0), por lo que ésta es defi-
nida en un entorno del origen. Esto se desprende de forma inmediata de la
expresion de Hy (M, = 0) en variables de Lissajous, que es

Hk(q)g = 0) = CI)I;/Q Gk(2nm¢1),

y de que Gi(2nmey) # 0 para todo ¢; ya que entonces Gi(2nme;) es de
signo constante y por lo tanto, también Hy (P2 = 0) ya que ®; > 0. En este
caso Hi (P2 = 0) es una funcién de Lyapunov para el sistema truncado, que
puede extenderse a todo el sistema.

En el caso en que el origen es inestable Hy(®, = 0) deja de ser una
funcién definida y toma tanto valores positivos como negativos. Asi pues,
la érbita correspondiente a Hy(®P2 = 0) = 0 actia como separatriz de los
valores positivos y negativos. Esta drbita es no trivial y, puesto que el origen
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es el Unico punto critico, es asintotica al origen. De este modo, el origen es
inestable.

Todo lo anterior es cierto en las hipdtesis del teorema 2.5.2 o, equiva-
lentemente, del teorema 2.6.8. Bajo estas condiciones, los términos de orden
superior pueden acotarse convenientemente de modo que las propiedades del
sistema truncado se conserven en un entorno del origen.

En segundo lugar, si consideramos las 6rbitas sobre superficies con My # 0
podemos ver que se conservan los movimientos acotados, para el caso estable,
y los no acotados, para el caso inestable.

Corolario 2.6.1. Si el origen es estable, todas las orbitas son acotadas para
cualquier valor de M. Si el origen es inestable, existen orbitas no acotadas
para cualquier valor de M.

Demostracion.

Supongamos que el origen es estable. Fijado un valor de Mo,
H="Hy+ Hys+ -+ H,

. . 1/2 : : o
puede verse como un polinomio en ®;'“ con coeficientes trigonométricos en
¢1. El término dominante del polinomio sigue siendo (IDIf/ QGk(Qnmgbl), cuyo
signo es constante para cualquier valor de ¢, puesto que el origen es estable.
Supongamos que Gi(2nme¢,) > 0, es decir, H — 400 cuando ®; — +00.

Para demostrar el resultado, basta ver que si H — 400, entonces las
orbitas son cerradas y simples. Fijemos un valor de ¢;. Entonces, 'H es un
polinomio en CD}/ 2 y por lo tanto tiene un nimero finito de maximos y mini-
mos. Fijando un valor de H por encima del valor del mayor de los maximos
relativos (ver figura 2.2), tenemos que existe un tnico valor de ®; tal que

Ho+ -+ Hp,="H,

lo que define una curva cerrada y acotada. Como cuando H — +oo, se tiene
que ®; — +o00, entonces todas las orbitas son acotadas.

En caso de que el origen sea inestable, el resultado puede deducirse a
partir de la demostracién anterior y el teorema del indice. =

Ademas de las dos observaciones anteriores, en las hipotesis del teorema
2.4.1, el teorema 2.6.8 proporciona condiciones de estabilidad comunes para
todas las resonancias de orden par y lo mismo para todas las de orden im-
par. Esto es consecuencia de la linealidad en senos y cosenos de la funcion
Gr(2nme;) cuando el término Hj, coincide con el correspondiente al orden
de la resonancia, es decir, cuando k = s.
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%((I)la ¢1)

Figura 2.2: Fijado un valor de ¢y, se representa H(®q, ¢1) en funcién de P;.

Corolario 2.6.2. Supongamos que se satisface una condicion de resonancia
de orden s con s impar y s > 3, y que Hy es el primer término de la forma
normal que no se anula cuando My = 0. Entonces,

Hs(My =0) = aC + (S,
con o + 3% # 0 y ademds el origen es un equilibrio inestable.

Demostracion.

Por el teorema 2.6.3 sabemos que cuando s es impar, entonces
Hs(My = 0) = aC + 5.

Si H es el primer término de la forma normal que no se anula cuando
M, = 0, entonces a? + 3% # 0. Puesto que el sistema es invariante por rota-
ciones alrededor del eje M; (teorema 2.6.4), podemos realizar una rotacién
como en (2.26) con o tal que

- 5 si a#0,

SeEno = — COS O =
/a2+ﬂ2’ /a2+627

y 0 = 0 en otro caso. El hamiltoniano resultante tras la rotacién se escribe
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con v = /a2 + (2.

En este caso, las superficies G; y G5 son
Q1 = {(C, S, Ml) € R3 | ’}/S = 0},

gg :{(C,S,Ml) GR?)’CQ—'—SQ :Mls}

Como 7 # 0, las dos superficies se cortan en los puntos (C, S, M;) € R? tales
que
S=0, C=+M"

Por lo tanto se cortan transversalmente, y aplicando el teorema 2.6.8 tenemos
que el origen es inestable. m

Nétese que la proyeccion sobre el plano C' = 0 de Gy, es S = 0, mientras
que la de Gy es S? = M;. La linea S = 0 estd en la zona interior a S? = M;.

Corolario 2.6.3. Si se satisface una condicion de resonancia de orden s con
sparys >4,y Hs es el primer término de la forma normal que no se anula
cuando My = 0, entonces

Hy (M, = 0) = a,M* + aC + B8, (2.28)
con a? 4+ o? + 3* # 0. Si ademds
» a? > a? + 32, entonces el origen es un equilibrio estable.
» a? < a? + 32, entonces el origen es un equilibrio inestable.

Demostracion.

Por el teorema 2.6.3 sabemos que cuando s es par, entonces
Hy(My = 0) = a,M? + aC + 3S.

Si ‘Hs es el primer término de la forma normal que no se anula cuando
M, = 0, entonces a? + o? + 3% # 0. Puesto que el sistema es invariante
por rotaciones alrededor del eje M; (teorema 2.6.4), podemos realizar una
rotacién como en (2.26) con o tal que

senoc — —

. coso = —=2 si a#0,

y 0 = 0 en otro caso. El hamiltoniano resultante tras la rotacion se escribe

Hs = ales/2 + 737
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cony=+/a2+ %2y a®+~*#0.

Ahora, las superficies G; y Gy son
G ={(C, S, M) € R3 | a,M;"* + 45 = 0},

Gy = {(C, S, M;) € R3|C2 + S = M}

Dichas superficies se cortan en los puntos (C, S, M;) € R? tales que

5/2 2
s=-“M oS
y Y

si v # 0 y se cortan sélo en el origen en caso de que v = 0.

Si a? > o? + 32, es decir, a > +?, entonces las superficies sélo se cortan
en el origen, lo que indica segun el teorema 2.6.8, que el origen es estable.

Por contra, si a? < a? 4+ (32, es decir, si a? < 72, entonces las superficies
se cortan en los puntos tales que

M, )
=1 % o 1%
/‘)/

y aplicando el teorema 2.6.8 resulta que el origen es inestable. m

Nétese que la proyeccién sobre el plano C' = 0 de Gy, es

SZ_M
,y )

mientras que la proyeccién de G, sobre el mismo plano es S? = M{. La pri-
mera de las lineas estd en la zona exterior o interior a S* = M¢ dependiendo
si a? > % 6 a? < 42 respectivamente.

Los dos corolarios anteriores pueden ilustrarse para los casos mas sencillos
de resonancias pares e impares.

Resonancia 1:2

En esta situacion s = 3 y las superficies G; y G, resultan ser
Q1 = {(C, S, Ml) € R3 | ’}/S = 0},

ggz{(C,S,Ml) GR?)’CQ—'—SQ:Mlg},
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que aparecen representadas en la figura 2.3. Dichas superficies se cortan en
los puntos (C, S, M;) € R? tales que

SZO, C:ﬂ:Ml\/Ml,

y por el teorema 2.6.8 resulta que el origen es inestable.

M ) 5
SEERNEN 1.5 1.5

1 1
AT 0.5 0.5

[ 0 0

-1 0
-0.5 0.5
0 1
0.5 1, 1.5 2 . -2
2 2
(a) (b)
M,
L
C S

Figura 2.3: Resonancia 1:2. (a) G; : 7S =0, (b) Go : C* + S? = M.

La figura 2.4 representa la proyeccion de las superficies G; y Go sobre el
plano C' = 0. La proyeccién de la primera, es S = 0, mientras que la de la
segunda es S? = M}, Nétese que S = 0 estd en la zona interior a 5% = M3,
luego las superficies G; y G se cortan transversalmente.

En la figura 2.5 representamos algunas érbitas de escape en el espacio de
fases cuando M, = 0.
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S
10¢

G2

Figura 2.4: Resonancia 1:2. Superficies G; y G, proyectadas sobre el plano
C=0.

Figura 2.5: Resonancia 1:2. Orbitas en el espacio de fases para My = 0.
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Resonancia 1:3

Consideremos ahora el caso en el que las frecuencias del sistema satisfacen
una condicion de resonancia 1:3, es decir, w; = 3ws.

Ahora, las superficies G; y G2 son
gl = {(07 S7 Ml) S R3 ‘ &4M12 + ")/S = 0},
Gy = {(C, S, M) € R?|C? + §% = M},

que aparecen representadas en la figura 2.6. Dichas superficies se cortan en
los puntos (C, S, M;) € R? tales que

M2 2
SZ_CM 17 02:(1_%)]\4127
Y Y

si v # 0y sélo en el origen si v = 0. El teorema 2.6.8 asegura que si a3 > 2,
el origen es estable mientras que si a? < 72, el origen es inestable.

1.5

T
[

——

0.5

Figura 2.6: Resonancia 1:3. (a) G; para ay = 2, v = 1. (b) Gy : C?+ 8% = M.
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La figura 2.7 representa la proyeccion de las superficies G; y Gy sobre el

plano C' = 0. La proyeccién de la primera, es M1 =0siy =0,y 5 = —%
si v # 0, mientras que la de la segunda es S? = M. Nétese que la primera
estd en la zona exterior o interior a S? = M dependiendo qué valor toma
a? —~% Asi, si a? —~* > 0, la proyeccién de Gy sobre el plano C' = 0 estd en
el exterior de la proyeccion de G, v por lo tanto, se cortan en un sélo punto.
Si a2 — ? < 0, la proyeccién de G; sobre el plano C = 0 estd en el interior

de la proyeccién de Gy, y por lo tanto, se cortan transversalmente.

S
10 9
st
M,
sl G, a;—7°<0
10l
15 ]

G aj—+*>0

Figura 2.7: Resonancia 1:3. Superficies G; y G, proyectadas sobre el plano
C = 0. Para a2 — v*> > 0 se cortan tnicamente en el origen (linea azul,
estabilidad) y para a? —v* < 0 intersectan transversalmente (linea roja,
inestabilidad)

En las figuras 2.8 y 2.9 representamos algunas orbitas en el espacio de
fases cuando M, = 0, drbitas que son cerradas cuando a3 — 4? > 0 y de
escape cuando a? —~? < 0.

Nétese que cuando a3 — v? = 0 las superficies G; y G, son tangentes.
Entonces el origen no es un equilibrio aislado puesto que aparece un conjunto
denso de equilibrios

C =0, S = —M?2,

entre los cuales se encuentra el origen. Decimos entonces que se produce un
caso degenerado.

Considerando términos de mayor grado en la forma normal del hamilto-
niano, el criterio geométrico es también aplicable a casos de degeneracién.
Ahora bien, al considerar términos de orden superior en la forma normal, el
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=

Figura 2.8: Resonancia 1:3. Para My = 0y a2 —~? > 0, a la izquierda, 6rbitas
en el espacio de fases y, a la derecha, proyecciones sobre el plano M; = 0.

Figura 2.9: Resonancia 1:3. Para My = 0y a2 —~+?* < 0, a la izquierda, 6rbitas
en el espacio de fases y, a la derecha, proyecciones sobre el plano M; = 0.
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teorema 2.6.7 no tiene por qué cumplirse. De hecho, pueden aparecer mas
puntos criticos aislados que el origen. De esta forma, para extender el criterio
geométrico, las condiciones del teorema 2.6.8 deben modificarse de manera
que si el origen es un punto de interseccion aislado de las superficies definidas
por H y C? + S? = M;, entonces el origen es estable. Teniendo en cuenta
estas consideraciones, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.9. Supongamos que se satisface una condicion de resonancia
de orden s con s par (s > 4) y que Hy es el primer término de la forma
normal que no se anula cuando My = 0. Si se verifica que

ag = o’ + 3,

AsQ549 — by — Bby > 0, (2.29)
con ag, o y 3 como en (2.28) y asya2, b1, by tales que
Horo(Mz = 0) = ag 2 M2 4 (0,0 + 028) My,
entonces el origen es estable. Si
assp — aby — Bby <0,
entonces el origen es inestable.

Demostracion.

El hamiltoniano normalizado y truncado hasta orden s 4 2 sobre la su-
perficie My = 0 se escribe

H = a,M? + aC + 8S + ageoa M2 4 (b,C + b,9) M,
o equivalentemente,
H = a,M;"”” + aC + BS + (4502 M 4+ b1C + byS) M.
Para que la superficie definida por H y la superficie
C*+ 8% = M;

tengan como punto de corte aislado al origen de coordenadas es suficiente
que H sea definida (positiva o negativa) en un entorno del origen.

Puesto que H, = a;M; 2+ aC + (S es semidefinida, basta ver que H es

definida en el caso critico, esto es, cuando C'y S son tales que

aC + BS = —a, M2,
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En esta situacion

c= """, s= Ly,
Qg Qg
y se tiene
H — asUsio — aby — Bby M1(5+2)/2-

Qs

Si as, > 0, entonces ‘H debe ser definida positiva y en consecuencia
asas19 — by — Bby > 0.

Sias < 0, entonces H debe ser definida negativa y también se obtiene (2.29).
En ambos casos, el origen es estable por ser el origen un punto de interseccién
aislado. Si por el contrario,

Aslsyo — by — Bby <0,

entonces el origen no es un punto de interseccion aislado y existen orbitas
asintéticas, por lo que es inestable.m

El caso asas, o —ab; — Bby = 0 no asegura ni estabilidad ni inestabilidad, a
pesar de que las dos superficies puedan cortarse transversalmente [9]. Esto es
asi porque el tamano de la regién donde ambas superficies son transversales
no es lo suficientemente grande como para no verse afectado por el resto de
la forma normal.

Como caso particular del teorema 2.6.9 se obtienen las condiciones de
estabilidad para una resonancia de orden 4. Estas resultan ser las mismas
que proporciona Markeev en [60], cuando la condicién (2.29) es expresada en
las variables adecuadas.



Capitulo 3

Bifurcaciones y flujo fasico en
la resonancia 1:3

3.1. Introduccion

En el capitulo 2 se ha visto cémo a partir del flujo del sistema normalizado
sobre la variedad My = 0 es posible establecer las propiedades de estabilidad
del origen, siempre que se satisfagan las condiciones de los teoremas 2.5.2
y 2.6.8. En este caso, el flujo queda bien caracterizado, pues, tal y como se
establece en ambos teoremas el origen es el Unico equilibrio. Sin embargo,
el flujo sobre las variedades M, # 0 también es de interés, no sélo porque
determina la estabilidad del origen, sino por la posible aparicion de nuevos
equilibrios. Estos, en general, estan asociados a familias de 6rbitas periddicas
que juegan un papel relevante en la dinamica del sistema original.

La caracterizacién de los equilibrios para M; # 0 en un caso general,
dentro de las hipotesis de los teoremas 2.5.2 y 2.6.8, es una tarea compleja.
En este sentido, deben resolverse sistemas polinomicos de orden alto depen-
dientes, no linealmente, de un gran nimero de pardametros. Debido a esto,
nos centraremos en el caso particular de una resonancia 1:3 donde Dy # 0 y
estudiaremos el flujo del hamiltoniano truncado a orden 4.

Aqui nos encontramos con un hamiltoniano cuadratico en los invariantes
reales, como los estudiados en [25, 43, 44, 45, 46], s6lo que el espacio de
fases ahora no es una esfera sino una superficie abierta y la estructura de
Poisson cambia. Esto afecta a los equilibrios, a su estabilidad y a las lineas
de bifurcacién, como puede verse en [8] donde se estudian hamiltonianos
cuadraticos con otra estructura de Poisson sobre superficies compactas, lo
que supone una generalizacién de los trabajos anteriores sobre una superficie
esférica.

29
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En nuestro caso, al ser el espacio de fases una superficie abierta, es de
esperar la aparicién de diferencias con los estudios anteriores, fundamental-
mente por el papel que pueda representar el infinito.

No obstante, las técnicas para el andlisis de los equilibrios seran las mis-
mas en las que estan basados los trabajos anteriores. Fundamentalmente se
trata de establecer una conexién entre equilibrios y raices de un polinomio.
Una vez hecho esto, diversos resultados elementales sobre polinomios, sirven
para caracterizar los diferentes tipos de bifurcaciones. Este tipo de analisis
puede ser llevado a cabo con éxito en diferentes tipos de problemas [39, 49, 80|
siempre que se pueda establecer la relacién entre equilibrios y raices de un po-
linomio. Otros autores, como Schmidt [82], estudian este problema utilizando
otras técnicas.

3.2. Ecuaciones del movimiento y equilibrios

Sea ‘H la forma normal hasta orden 4 correspondiente a un sistema ha-
miltoniano en resonancia 1:3. Entonces,

H = 2(.UM2 + 6L20M12 + CL11M1M2 + CL()QM22 + aC + 65,

donde H esta expresada en términos de los invariantes reales My, M,y, C', S.
Recordemos que éstos verifican las condiciones

02 + 52 — (Ml + MQ)(Ml - Mz)g, (31)

M, > | M. (3.2)

Puesto que M, es una integral del sistema, la ecuacién (3.1) define, para cada

valor constante de M,, una superficie de revolucién cuyo vértice es el punto
de coordenadas M; = | M|, C' = S = 0 (véase figura 2.1).

Puesto que M, es constante, la dinamica del sistema es la misma que la
)
proporcionada por

H = &20M12 -+ GHMIMQ + aC + ﬁS (33)

Supongamos que H no es degenerado para My = 0. Entonces Dy # 0 y
az, + o + % £ 0.

Si o? + % = 0, la dindmica es muy sencilla pues ahora

H = axM; + ay My Mo,
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con agy # 0. Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson (2.25), las ecua-
ciones del movimiento correspondientes son

Aji = OJ
S = 3C (2a90 M7 + a1 Ms),
C = 35 (2@20M1 + CLHMQ).

Los puntos de equilibrio de H son aquellos que anulan el sistema de ecuaciones
anterior y estdn sujetos a las condiciones (3.1) y (3.2). Es obvio que el vértice
de la superficie, el punto de coordenadas (0, 0, | M3|), es siempre un equilibrio.
Ademas del vértice, aparece un conjunto de puntos de equilibrio no aislados
sobre la circunferencia de ecuacién

C2 452 = lawtZen)® (42 442 y\pd

16a§0

M, = za g,

2a20

cuando My > 0y 2‘%0 < —1,0cuando, My < 0y 2“;210 > 1. La geometria de las
orbitas es sencilla en este caso ya que éstas se obtienen como interseccion de
la familia de planos perpendiculares a M; definida por H y la superficie (3.1).
Es decir, las 6rbitas son circunferencias. El vértice es un punto de equilibrio
estable ya que se encuentra rodeado de una familia de 6rbitas cerradas y

acotadas (ver figura 3.1).

n

4

GIE
2

-2

-4

Figura 3.1: Proyeccion de las orbitas sobre el plano M; = 0 para M, = 1,
aso = —1, a;; = 3y a = 8 = 0. La circunferencia de color rojo corresponde
al conjunto de equilibrios no aislados.
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Si a? + 3% # 0, (3.3) puede reducirse a
H = asyM7 + a1 My Mo + 7S,

tras realizar una rotacién alrededor del eje M; como en (2.26) con o tal que

! g

sena:—\/m, cosa:\/m, si a#0,

y 0 = 0 en otro caso. En cualquier caso,

y=Var+ P A0,

Asi, la dindmica de este sistema es la misma que la de

H = CLM12 -+ bM1M2 -+ S,

donde a a
a=-—= vy bp=-L (3.4)
Y Y

Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson (2.25), las ecuaciones del
movimiento correspondientes son

M, = -3C,
S = 3C (2aM; + bMy), (3.5)
C = =38 (2aM; + bMy) — 3 (My — My)? (My + 2My).

Los puntos de equilibrio son aquellos que anulan el sistema de ecuaciones
(3.5) y verifican las condiciones (3.1) y (3.2).

Notese que las dos primeras ecuaciones del movimiento se anulan si y sélo
si C' = 0, mientras que la tercera se anula cuando

S (2aM; + bMy) + (M — Ma)? (My + 2M;) = 0,

por lo que
M, — My)?(My + 2M
S:—( 1 2) ( 2+ 1)7 (36)
2aM1 + bMQ
siempre y cuando 2aM; + bM;y # 0.
En caso contrario, es decir, si 2aM; + bMy = 0, entonces M; = —% y

la tercera ecuacién se anula si y sélo si

(Ml - MQ)Z(MQ -+ 2M1> - O
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Por lo tanto, se dan dos soluciones. La primera,

M. bM.
My=—-=2 M= ——2,
2 2a

no da lugar a equilibrio alguno ya que no verifica la desigualdad (3.2) y la

segunda,
_ bM,

M, = My, M, = ;
2a

es un equilibrio si My >0y 2a+b = 0.

Si 2aM; +bM; # 0, entonces S viene dado por la ecuacion (3.6). Sustitu-
yendo en la ecuacién (3.1), junto con C' = 0, se tiene que M; ha de satisfacer
la ecuacién polinémica

(My — My)3 [(My — My)(My + 2M;)?
—(M1 + Mz)(QCLMl + bMQ)Q] = 0,

junto con la restriccion My > |Ms)|.

De esta forma, el cdlculo de los equilibrios se reduce a determinar las
raices del polinomio

R(My) = (My — My)3 [(My — My)(My + 2M;)?
—(My + My)(2aM; + bM>)?],

que sean mayores o iguales que |Ms|.

El punto M; = M, es siempre una raiz de R y por lo tanto da lugar a un
equilibrio siempre que My > 0. En este caso el equilibrio se corresponde con
el vértice de la superficie.

El resto de equilibrios del sistema viene determinado por las raices del
polinomio

Rl(Ml) = 4:(]_ — CLQ)MIB — 4(1,(& + [))]\42]\412
— (3 b2 + 4ab) M2M; — (1 + b?) M3,

en el intervalo [|Mz|,4+00). Con el fin de simplificar el estudio de las raices
de R, introducimos el siguiente cambio de variable

r = —
My’
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por el que R; se transforma en
P(z) = 4(1 — a®) — 4a(a + b)x — (3 + b* + 4ab)z® — (1 + b*)2>.

De esta forma, las raices de Ri(M;) en [|Ms|,+00) se transforman en las
raices de P(z) en el intervalo [—1,0) cuando M, < 0 6 en las raices en (0, 1]
cuando My > 0.

Aunque existen formulas exactas para calcular las raices de un polinomio
de tercer grado [72], éstas no resultan de utilidad en este caso, ya que no
es sencillo determinar, en funcién de los parametros, cuando las raices son
reales o complejas y, en el caso de que éstas sean reales, cuando pertenecen
a un intervalo determinado. Es por ello que es preferible concentrarse en
determinar sélo el niimero de raices reales del polinomio que se encuentran
en los intervalos [—1,0) y (0, 1]. De este modo, nos centraremos en determinar
en qué condiciones se produce un cambio en el nimero de raices de P y, por
tanto, en el nimero de equilibrios del sistema. El niimero de raices de P en
[—1,0) y (0, 1] cambia si se produce alguna de estas dos circunstancias,

1. Alguna de las raices del polinomio P toma los valores extremos —1, 1
6 0.

2. Alguna de las raices de P tiene multiplicidad mayor que uno.

Teniendo en cuenta que
P(-1)=2, P1)=-22a+0b)?  PO)=4(1-d%,
las rectas
2a +0=0, a=1, a=—1,

constituyen claramente lineas de bifurcacién [31]. Ademds, mientras que la
primera de ellas inicamente aparece cuando M, > 0, las dos siguientes apa-
recen siempre, independientemente del signo de M.

Por otra parte se puede deducir

Proposicién 3.2.1. P tiene al menos 1 raiz en el intervalo (—1,1]. Ademds,
si a®> > 1, tiene al menos una raiz en (—1,0) y si a®> < 1, en (0, 1].

Demostracion.

Esto se deduce de forma inmediata de

P(-1)=2>0, PO0)=4(1-d>), P(1)=-22a+b)><0.u
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3.3. Raices maultiples

Como ya se ha dicho, el cambio en el nimero de equilibrios puede estar
motivado por la aparicién de raices multiples dentro de los intervalos (—1,0)
y (0, 1]. Como primer paso determinaremos en qué condiciones P tiene raices
multiples, aunque este hecho no implique siempre un cambio en el niimero de
equilibrios del sistema. Asi, si P tiene una raiz multiple, el correspondiente
polinomio ménico

4(1—a®) 4dala+b)  3+b"+4ab ,

P=- 14+ b2 + 1+ b2 T 14 b2 T,

también la tendrd. Aplicando el corolario A.0.1 del Apéndice, sabemos que

~

entonces D(P) = 0.

A

Utilizando para el cdlculo la expresiéon (A.3), y denotando A = D(P),
obtenemos que
16(a — b)? f(a,b)

A= —
T+t

donde
f(a,b) = 27 — 364> + 16a* + 36ab — 16a°b + 18b* + 4ab* — b*.
Por lo tanto, A =0siysélosib=a 6 f(a,b) =0.
En consecuencia, P posee alguna raiz miltiple si (a,b) pertenece a la

recta b = a 6 a la curva f(a,b) = 0. Esta tltima constituye una curva en
implicitas que verifica las siguientes propiedades.

1. Es simétrica respecto al origen pues f(—a,—b) = f(a,b).

2. No corta al eje b = 0 puesto que

9 27
f(a,0) =27 — 36a® + 16a* = (4a* — 5)2 +5 >0
Por lo tanto, deducimos que hay al menos dos ramas, una para b > 0
y otra para b < 0 debido al caracter simétrico. En consecuencia, basta

estudiar lo que ocurre cuando b > 0.

3. Para b > 0, f(a,b) = 0 tiene un unico punto singular en a = —1, b = 1.
En efecto, los puntos singulares son aquellos para los que las derivadas

parciales %, g—i se anulan al mismo tiempo. Ahora bien,

9 = 4(2a — b)(8a2 — 2ab — b* — 9),

& — —4(2a—b+3)(2a —b—3)(a+b).
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La segunda ecuacion se hace cero si y sélo si b = —a, b = 2a + 3
60b=2a—3.
a) Sib= —a, entonces % = 108a(a* — 1), que se anula cuando a = 0
6a==+1. Comob>0yb= —a, entonces a < 0, en cuyo caso el
unico valor que anula las dos derivadas parciales es a = —1, b = 1.

b) Sib = 2a+3, entonces % = 216(a+1) se anula siy sélosia = —1.

El valor de b correspondiente es b = 1.

c¢) Si b= 2a— 3, entonces % = 126(a — 1) se anula si y sélo si a = 1.

Para a =1, b = —1 < 0, que no pertenece a la rama b > 0.
Noétese que ademds f(—1,1) = 0.

. Para b > 0, la curva f(a,b) = 0 estd siempre por encima de b = 1. En
efecto, si b = 1, entonces

fla,1) = 4(1 +a)*[(2a + 3)* + 2],

y por lo tanto f(a,1) = 0 si y s6lo si a = —1. Asi, el tnico punto
para el que la curva f(a,b) = 0 alcanza el valor 1 es el punto singular
(a,b) = (—1,1). Por otro lado,

lim f(a,b) = +o0.
a—=+o00
De ambas observaciones se deduce que el punto (a,b) = (—1,1) es un
minimo, ademas de ser un punto singular.

. Para b > 0, la curva es estrictamente decreciente cuando a € (—oo, —1)
y estrictamente creciente cuando a € (—1, +00).

Teniendo en cuenta las propiedades 3. y 4., basta ver que la curva no
tiene m&s puntos criticos que el punto singular (a,b) = (—1,1). En
efecto,

db 9f/da  (2a—b)(9— 8a® + 2ab+ b*)
da — 9f/ob  (b+a)2a—02—9]

que se hace cero siy sélosib=2ay b= —a=+3va®>— 1.

a) Si b= 2a, entonces f(a,b) = 27(1 + 4a®) > 0, y por lo tanto, no
da lugar a ningin punto critico.

b) Sib= —a=+3va?— 1, entonces

f(a,b) = 216(a® — 1)*?[—(a* — 1)/ £ d],
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que se anula si y sélo si @ = +1. En consecuencia, b = F1, y
como en nuestras hipétesis b > 0, el unico punto critico es (a,b) =

(—1,1).
Noétese ademas que si b =1,
db (2a —1)(a+ 1)(5 — 4a)

lim & = 1
aotida  aoo1 2(a+ 1)%(a— 2)

= _I_OO,

por lo que (a,b) = (—1,1) es un punto cuspidal.

6. La funcién f(a,b) = 0 estd constituida por dos ramas, una correspon-

diente a b > 0 y otra a b < 0, a las que denotaremos respectivamente
b= fi(a) y b= fs(a) y que vienen dadas por,

by(a) sia< —3, bs(a) sia < —3,

580734 sia=—3, —11.8073 sia = —3,

ba(a) si—3<a<0, b1(a) si—3<a<0,
fi(a) = < 4.40367 sia =0, fa(a) = ¢ —4.40367 sia =0,

ba(a) si0<a<3, bs(a) si0<a<3,

11.8073 sia=3, _5.80734 sia=3,

ba(a) sia>3, b1(a) sia> 3,

con b;(a) (1 <i < 4) las funciones

bi=a—/3+a2-3(a2 - 1)f - [6+202+3(2— 1)} +

b2=a—\/3+a2—3(a2—1)%+ 6+ 2a2 +3(a2 —1)3 +

b3:a+\/3+a2—3(a2—1)%— 6+ 202 + 3(a2 — 1)F —

b4=a+\/3+a2—3(a2—1)%+ 6+ 2a2 + 3(a%2 —1)3 —

Puede probarse sin dificultad que fi(a) y f2(a) son dos funciones con-
tinuas definidas a trozos (ver figura 3.2).
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b =fi(a)

\ 10
4

-10 b =fa(a)

Figura 3.2: by(a) esta representada en color rojo, bs(a) en color verde, bs(a)
en color azul y by(a) en color negro.

Tanto la recta b = a como las funciones b = f(a), b = fa(a) que acaba-
mos de describir constituyen lineas en las que P posee alguna raiz multiple.
De esta forma, el plano de pardmetros (a,b) queda dividido en 4 regiones
definidas como

I = {(a,b) € R?[b> fi(a)},
I = {(a,b) €eR?*|a<b< fi(a)},
I = {(a,b) € R?| fa(a) <b < a},
IV = {(a,b) € R?*[b < foa)},

y que representamos en la figura 3.3.

b :fl((l)

5 II

Figura 3.3: Larecta b = a y la curva f(a,b) = 0 dividen el plano paramétrico
en las regiones I, II, III y IV.
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El nimero de raices en cada una de ellas viene caracterizado por el si-
guiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea P el polinomio
P(x) = 4(1 — a®) — 4a(a + b)x — (3 + b + 4ab)z® — (1 + b*)2>.
Entonces

» P posee una unica raiz real <= (a,b) € ITUIIIL.
» P posee tres raices reales distintas <= (a,b) € TUIV.

s P posee tres raices reales, alguna de ellas multiple <= b = fi(a)

6b= fa(a) 6b=a.

Demostracion.

Sabemos que A =0 siysélosib=a, b= fi(a) 6 b= fy(a). Es obvio que si
A # 0, entonces A es de signo contrario a f(a,b).

Por lo tanto tenemos que,
» A<0 < f(a,b) >0 < (a,b) € ITUIIL
» A>0 < f(a,b) <0 <= (a,b) e IUIV.
s A=0<=b=a6 f(a,b)=0 <= b=adb= fi(a) 6 b= fs(a).

Aplicando ahora el teorema A.0.3 del Apéndice, se obtiene el resultado
tal y como se detalla en el enunciado. m

Notese que en la region I el comportamiento es el mismo que en la IV y
lo mismo pasa con las regiones II y III. Esto es debido a que las lineas b = a
y f(a,b) = 0 son simétricas respecto al origen.

Corolario 3.3.1. Si (a,b) € IIUIII, entonces P tiene una unica raiz real
que

= pertenece al intervalo (0,1] si a® < 1.
= pertenece al intervalo (—1,0) sia® > 1.

mesx=0sia’=1.
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Demostracion.

El teorema 3.3.1 garantiza la existencia de una tnica raiz real cuando (a, b) €
ITUIIL De la proposicién 3.2.1 se deduce el resultado para a? # 1. En el caso
a®? = 1, el polinomio P se expresa

P = z[—4da(a+b) — (34 b* + 4ab)x — (1 + b°)z?],
que tiene por raiz a x = 0. m

Corolario 3.3.2. Sib = a, P tiene una unica raiz real en el intervalo (—1, 1]
que

= pertenece al intervalo (0,1] si a® < 1.
= pertenece al intervalo (—1,0) si a® > 1.
» esz=0sia’=1.

Demostracion.

Si b = a, entonces

P =4(1—a* — 8a’z — (3 + 5a*)x* — (1 + a*)a®.

.. . —a? oo
Es facil demostrar que x = —2 es una raiz doble y z = } —oz7 s unaraiz simple.

La raiz doble no esté en el intervalo (—1, 1] mientras que la raiz simple si. El
signo de esta raiz es inmediato. m

Notese que b = a no constituye una linea de bifurcacién puesto que sobre
dicha recta, P tiene una raiz miltiple que no pertenece a (—1, 1] y la tnica
rafz real en dicho intervalo tiene el mismo signo que 1 — a2, al igual que lo
que ocurre cuando (a,b) € ITUIII (corolario 3.3.1).

Tenemos por lo tanto estudiado el ntimero y el signo de las raices de P
en (—1,1] cuando f3(a) < b < fi(a), o equivalentemente cuando f(a,b) > 0.
Con el objetivo de obtener el mismo tipo de resultados para los valores de
(a,b) tales que f(a,b) < 0, enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1. Sia = —v2 yb= fi(a) = 3v3—2v/2, entonces P tiene
una raiz doble en (0,1) y una raiz simple en (—1,0). Sia =1yb= fi(a) =7,
entonces P tiene una raiz doble en (—1,0) y la otra raiz es x = 0.

Demostracion.
Sia=—v2 yb= 3V3 — 2\/§, entonces r = ‘/76 es raiz doble y x = @
raiz simple. Sia =1y b= 7, entonces z = —% es raiz doble y x = 0 es raiz

simple. m
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Corolario 3.3.3. Si f(a,b) = 0, entonces P posee tres raices, alguna de
ellas maltiple, en el intervalo (—1,1].

Demostracion.

El teorema 3.3.1 afirma que si f(a,b) = 0, entonces P tiene tres raices reales,
alguna de ellas multiple.

Como f(a,b) = 0 es una curva simétrica respecto al origen, basta demos-
trar el resultado para b = f;(a). Puesto que P(—1) # 0y P(1) = 0 si y s6lo
si b+ 2a = 0, basta examinar las raices de P a ambos lados de dicha recta.
Utilizando la proposicién 3.3.1 tenemos dos parejas de valores (a,b) que se
encuentran sobre b = fi(a), una a cada lado de la recta b + 2a = 0, para
los cuales las raices de P siempre estén en el intervalo (—1,1). Por lo tanto,
dicha propiedad es extensible al resto de la rama. Notese que la intersecciéon
de b = fi(a) con b = —2a es el punto (a,b) = (—\/75, V/3). Para dicho valor,
P tiene una raiz doble negativa y otra simple, que esz =1. m

Corolario 3.3.4. Si f(a,b) =0, tenemos que si

m g€ (—o0,—1) yb= fi(a), d sia € (1,+00) y b= fa(a), entonces P
tiene una raiz doble positiva y otra raiz simple negativa en (—1,1).

ma=—-1yb= fi(a), dsia=1yb= fs(a), entonces P tiene una raiz
triple en x = 0.

» a € (—1,1), entonces P tiene una raiz doble negativa y otra raiz simple
positiva en (—1,1).

m sia=1yb= fi(a), 6 sia=—1yb= fs(a), entonces P tiene una
raiz doble negativa y la otra raiz es x = 0.

» a € (1,400) yb= fi(a), 6 sia € (—o0,—1) yb= fa(a), entonces P
tiene una raiz doble negativa y otra raiz simple negativa en (—1,1).

Demostracion.

Como f(a,b) = 0 es simétrica respecto al origen, basta demostrar el resul-
tado para b = fi(a). Por el corolario 3.3.3, las tres raices de P (contada
la multiplicidad) estéan en el intervalo (—1, 1]. El cambio en el signo de las
raices aparece cuando P(0) = 0, o equivalentemente, cuando a* = 1. Por lo
tanto, basta examinar qué ocurre a los dos lados de a = —1 y de a = 1. Asi,
como para a = —v/2 < —1, sabemos por la proposicién 3.3.1 que P tiene una
raiz doble positiva y otra simple negativa, esta propiedad se extiende para
cualquier valor de a € (—o0, —1). Para a = —1 y b = fi(a) = 1, el polinomio
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P = —223, por lo que la raiz x = 0 es triple. Por otro lado, si a = 1, la raiz
doble es la negativa y la simple es z = 0 (proposicién 3.3.1). Por lo tanto,
la raiz que cambia de signo al pasar por a = 1 es la simple. Puesto que si
a® < 1, al menos una raiz es positiva (proposicién 3.2.1), para —1 < a < 1, P
tiene una raiz doble negativa y otra simple positiva. En consecuencia, para
a > 1 la raiz doble es negativa y la simple también. m

Noétese que sobre la linea f(a,b) = 0 la raiz miltiple de P es doble salvo
cuando (a,b) = (=1,1) 6 (a,b) = (1,—1), en cuyo caso la raiz es triple. Este
comportamiento es consecuencia de un resultado sobre discriminantes que
afirma que las raices multiples de un polinomio son siempre dobles, salvo
en los puntos singulares de la curva que determina el discriminante [30].
Precisamente los puntos singulares de la curva f(a,b) = 0 son (—1,1) y

(1,-1).

3.4. Resultado fundamental

Los resultados obtenidos hasta ahora permiten caracterizar el nimero y
el signo de las raices de P en el intervalo (—1,1] cuando f(a,b) > 0. A
continuacion se da un resultado que caracteriza la localizaciéon de las raices
cuando f(a,b) < 0, o equivalentemente, cuando (a,b) € TUIV en cuyo caso
sabemos ya que P posee tres raices reales y distintas.

Teorema 3.4.1. Si (a,b) € 1 U IV, entonces P tiene tres raices reales y
distintas en el intervalo (—1,1].

Demostracion.

Como hemos visto en el teorema 3.3.1, si (a,b) € IUIV, entonces P tiene
tres raices reales y distintas. En particular, f(a,b) < 0.

Hemos de demostrar que las tres raices pertenecen al intervalo (—1, 1]. El
teorema de Sturm (teorema A.0.1) permite calcular el nimero de raices en el
intervalo (—1, 1) siempre y cuando sepamos que los extremos del intervalo no
son raices del polinomio ni P tenga raices multiples en el intervalo. Puesto
que las raices son distintas, P(—1) = 2 y P(1) = —2(2a + b)?, tenemos que,
salvo cuando b = —2a, para el resto de valores de a y b podemos aplicar el
resultado de Sturm.

Comencemos estudiando qué ocurre en el caso particular b = —2a. En-
tonces

f(a,—2a) = 9(3 — 4a*) < 0,
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siy s6lo si a® > 2. Puesto que P(1) =0,

con
Q(z) = 4(1 — a®) + 4z + (4a® + 1)2>.
Este polinomio no tiene raices miltiples en (—1,1) (por no tenerlas P)

y tampoco se anula en —1 y 1, por lo que podemos aplicar el teorema de
Sturm. Con la notacién de la definiciéon A.0.2, tenemos que

Qu(e) = 4(1 —a®) +dz + (40> + 1),

Qi(r) = —4—2(1+ 4a*)z,
Qp(r) = LB
Entonces,
QO(_1> = 1> 07
Qi(—-1) = 2(4a*—-1) >0,
a2(— a2
Qy(-1) = 3 g,
Yy

QO(]-) = 9> 07
Q:(1) = —2(3+4a* <0,

2(_ 2
Qy(1) = lBtle) 5,

ya que recordemos que a® > %. Por lo tanto,
N(-1,1)=N(1) = N(-1)=2-0=2,

lo cual significa que hay dos raices en el intervalo (—1,1). Como las raices de
Q son raices de P y ademas x = 1 es raiz de P, tenemos que P tiene tres
rafces en (—1,1].
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Para b # —2a, la secuencia de Sturm para el polinomio P viene dada por

Po(z) = 4(1—a?) —4a(a+b)x — (3+ 0>+ 4ab)x? — (1 + b*)2?,
Pi(z) = 4da(a+0b)+2(3+4ab+ b*)x + 3(1 + b?)a?,

Pa(z) = —5aim[2(9 — 6a® + 3ab + 4a’b + 9b? — 4a®b” + ab?)

+(9 — 12a® + 12ab + 6b* + 4a®V* — 4ab® + b*)x],
_ 36(a—b)2(1+b%) f(a,b)
Ps() = — Goimarrizat 6 rdati? —dar o

El nimero de raices en (—1,1) lo da N(—1,1) = N(1) — N(—1). Cal-
culemos primero N(—1). Evaluando los polinomios anteriores en z = —1 se
tiene

Po(—=1) = 23>0,

Pi(=1) = —3+4a®— 4ab+ b2,

Pa(=1) = —gap (9 — 6ab+8a’b +12b? — 1240 + 6ab® — b*),
_ 36(a—b)2(14b2) f(a,b

Ps(-1) = — (9—12a2+1(2ab—|26((72+4a)2b2(—421b3+b4)2 > 0.

Nétese que el signo de P3(—1) es positivo ya que f(a,b) < 0. Falta por
determinar el signo de P;(—1) y de Py(—1). Estos resultan ser positivos. En
efecto, puesto que f(a,b) <0y f(a,b) se puede expresar como

f(a,b) = (b—2a)*(4a* — b* — 9) +27(1 +b?),
entonces 1
9(1+b%) < —g(b — 2a)?(4a* — b* - 9). (3.7)

Por otro lado, P2(—1) es de signo contrario a la funcién n(a, b) definida
por
n(a,b) =9 — 6ab + 8a’b + 12b*> — 12a2b* 4 6ab® — b*,

y que también puede expresarse como
n(a,b) = (b — 2a)b(3 — 4a* + 4ab — b*) + 9(1 + b*).
Aplicando la desigualdad (3.7) y factorizando obtenemos que
n(a,b) < (b—2a)[b(3 —4a® + 4ab — b?) — (b — 2a)(4a* — b* — 9)]

= —2(b—2a)(b—a)(b—2a+3)(b—2a— 3).
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Ahora bien, como
f(a,2a) =27 + 108a* > 0,
fla,a) =3(a® +3)* > 0,
f(a,2a — 3) = 108(a — 1)* > 0,
f(a,2a+3) =108(a +1)*> > 0,
entonces se tiene que las rectas b = 2a, b=a, b =2a — 3 y b = 2a + 3 no se

encuentran en las regiones I y IV. Por lo tanto, si (a,b) pertenece a alguna
de estas dos regiones, entonces

206~ 2)(b— a)(b— 20+ 3)(b ~ 24~ 3) <0

Por lo tanto n(a,b) < 0, y asi, Po(—1) > 0.

Para determinar el signo de P;(—1) observamos que
n(a,b) = (b —2a)bPi(—1) +9(1 +b*) < 0.

Puesto que (b — 2a)b > 0, necesariamente P;(—1) > 0. Con esto acabamos
de demostrar que P;(—1) > 0 para cualquier 0 < ¢ < 3 y por lo tanto,
N(-1)=0.

Calculemos ahora N(1). Para ello evaluamos los polinomios de la secuen-
cia de Sturm en z = 1 y obtenemos que

Po(l) = —2(2a+b)? <0,

Pi(l) = 9+ 4a®+ 12ab+ 5b%,

Pal) = —gry (27 — 24a® + 18ab + 8a®b + 240 — 4a?h” — 2ab® + b*),
o 36(a—b)2(1+b?) f(a,b)
Ps(1) = — G iz isariar raetre —dar e > 0

Nétese que el signo de Py(1) es positivo debido a que 2a +b # 0 y que
el signo de P3(1) es también positivo ya que f(a,b) < 0. Para averiguar el
signo de P;(1), denotamos g(a,b) a la funcién

g(a,b) = 9+ 4a* + 12ab + 5b°.
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Puede verse que la curva g(a,b) = 0 no corta en ningin punto a f(a,b) = 0.
Esto es sencillo de demostrar ya que g(a,b) y f(a,b) se anulan al mismo
tiempo si y solo si

12 + 148a® — 269a* + 128a° = 0.

Sin embargo, esta expresién no se anula si a € R, por lo que f(a,b) =0y
g(a,b) = 0 no se cortan. De aqui se deduce que g(a,b) es de signo constante
cuando f(a,b) < 0. Puesto que f(—1,2) < 0y g(—1,2) > 0, resulta que
P1(1) > 0 cuando f(a,b) < 0.

Por otra parte, Ps(1) es de signo opuesto a la funcién h(a,b) dada por
h(a,b) = 27 — 24a* + 18ab + 8a®b + 24b* — 4a*b* — 2ab* + b*.

Calculemos la interseccién de las curvas f(a,b) = 0y h(a,b) = 0. Para ello,
calculemos f — h, que se expresa como

f—h==2(b—a)b—2a)b*— 4a*> + 3).

Asi, f(a,b) = h(a,b) siy solosib=a, b=2a6b=+4a®> — 3, esta dltima
valida siempre que a* > 3/4. Ahora bien,

fla,a) =3(a*+3)* >0

f(a,2a) =27(1 + 4a?) > 0,

es decir, de aqui no se sigue la existencia de ningin punto en comin a ambas
curvas. No ocurre esto en los casos restantes ya que

fla,£v4a? —-3) =0

si y s6lo si @ = £1. Por lo tanto, las curvas se cortan en los puntos (a,b) =
(1,—1) y (a,b) = (—1,1), que son puntos regulares de la curva h(a,b) =0y
cuspidales de f(a,b) = 0. Por lo tanto, la curva h(a, b) = 0 se encuentra en las
regiones I y III, por lo que h(a,b) es de signo constante cuando f(a,b) < 0.
Puesto que f(—1,2) < 0y h(—1,2) > 0, resulta que h(a,b) > 0si f(a,b) < 0.
Por lo tanto, Ps(1) < 0 y en consecuencia N(1) = 3. m

Una vez caracterizado el nimero de raices de P en el intervalo (—1, 1], es
facil conocer su signo.

Corolario 3.4.1. Si (a,b) e [TUIV y

ma<—1yb> fi(a), 6a>1yb< fy(a), entonces P tiene dos raices
positivas y una raiz negativa en (—1,1].
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ma=—-1yb> fi(a), da=1yb< foa), entonces P tiene una raiz
positiva y una raiz negativa en (—1, 1], ademds de que x = 0 es también
raiz.

» —1 <a <1, entonces P tiene una raiz positiva y dos raices negativas
en (—1,1].

ma=1yb> fi(a), 6a=—1yb< fy(a), entonces P tiene dos raices
negativas en (—1,1], ademds de que x = 0 es también raiz.

ma>1yb> fi(a), 6a<—1yb< fy(a), entonces P tiene tres raices
negativas en (—1,1].

Demostracion.

El signo de las raices sélo cambia a los dos lados de las rectas a = +1. Por
lo tanto, basta observar cémo son las raices sobre b = fi(a) para saber cémo
son para b > fi(a). Por el corolario 3.3.4 sabemos que si a < —1y b = fi(a),
entonces P tiene una raiz doble positiva y otra simple negativa. Por lo tanto,
para a < —1 y b > fi(a), P tiene dos raices positivas y otra negativa. De
forma similar se razonan los demas casos. m

Tanto el numero de raices de P como el signo de las mismas quedan
perfectamente caracterizados con el teorema 3.3.1 y los corolarios 3.3.1, 3.3.2,
3.3.4 y 3.4.1. Asi, el plano de parametros (a,b) queda dividido por las lineas
a>=1,b+2a=0y f(a,b) =0 como se muestra en la figura 3.4.

b =fi(a)

1
2+
\ 1+
1-
3
a=-1 a=1

Figura 3.4: Divisién del plano de pardmetros (a,b). En cada regién se indica
el numero de raices positivas (+) y negativas (—) del polinomio P en el
intervalo (—1,1].
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3.5. Bifurcaciones paramétricas y flujo fasico

Como ya indicamos al inicio de este capitulo, el vértice de la superficie
siempre constituye un equilibrio del sistema cuando M, > 0. El resto de equi-
librios estan en correspondencia con las raices del polinomio P en el intervalo
(—1,1], de modo que si una raiz esta en el intervalo (—1,0) corresponde a un
equilibrio cuando My < 0, y si una raiz estd en el intervalo (0, 1] corresponde
a un equilibrio cuando M, > 0. En este tltimo caso, hay una situacién espe-
cial, que aparece cuando x = 1 es raiz de P ya que ésta se corresponde con
el vértice y por lo tanto ya aparece contabilizada como equilibrio.

De este modo, la division del plano de parametros representada en la
figura 3.4 da lugar a particiones diferentes segin que My > 0 6 My < 0
cuando contabilizamos equilibrios, lo que se muestra en las figuras 3.5 y 3.6
respectivamente.

Figura 3.5: Divisién del plano de pardmetros (a,b) para My > 0. El nimero
que se indica en cada region indica el nimero de equilibrios que aparecen en
la misma.

Para M, > 0, el nimero de equilibrios varia entre 1 y 3, uno de los cuales
es el vértice de la superficie. En este caso las lineas de bifurcacién son las
rectas b = —2a, a =1, a = —1 y las curvas b = fy(a) cona > 1y b= fi(a)
con a < —1. Salvo para la recta b = —2a, al atravesar cualquiera de estas
lineas se produce un cambio en el nimero de equilibrios.

Si My < 0, el nimero de equilibrios varia entre 0 y 3, y ninguno de
ellos es el vértice de la superficie. Las lineas de bifurcacion que aparecen son
b= fo(a) paraa <1y b= fi(a) para a > —1, asi como las rectas a = £1.
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Figura 3.6: Divisién del plano de pardmetros (a,b) para M, < 0. El nimero
que se indica en cada region indica el numero de equilibrios que aparecen en
la misma.

Una observacién interesante, consecuencia del corolario 2.6.1, es que el
nimero de equilibrios es par cuando los pardametros se encuentran en la zona
de inestabilidad, es decir para |a| < 1, mientras que es impar cuando se
encuentran en la zona de estabilidad |a| > 1. En este sentido, el caracter
abierto del espacio de fases juega un papel fundamental. De hecho, hay una
bifurcacién cuando se cruzan las rectas a = +1. Lo que sucede para estos
valores de a es que uno de los equilibrios se localiza en el infinito y aparece o
desaparece cuando se cruzan estas rectas. Como consecuencia se produce un
cambio en la paridad del nimero de equilibrios. Teniendo en cuenta el indice
de los equilibrios resulta que

= si|a| < 1, entonces ) indices = 0 para cualquier valor de M.
= si a| > 1, entonces Y indices = 1 para cualquier valor de Ms.

Es decir, la suma de indices sélo cambia si cambia la estabilidad del origen.

El resto de bifurcaciones corresponden a colisiones entre equilibrios y son
de tipo silla—centro [93] cuando se atraviesan las lineas b = fi(a), b = fa(a).
Aqui conviene distinguir si |a| > 1 6 |a| < 1. Si |a|] > 1 se tiene una situacién
analoga a lo que en [43] se denomina bifurcacion de ldagrima. Como puede
observarse en la figura 3.7 una érbita periédica degenera en otra de periodo
infinito donde aparece un equilibrio de tipo parabdlico, que da lugar luego a
dos equilibrios, un centro y una silla.
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/!Tz‘}
) =
0.4

Figura 3.7: Bifurcacién de lagrima cuando |a| > 1.

Por otra parte, si |a|] < 1 (nétese que sélo ocurre cuando M, < 0), la
orbita que degenera es una orbita de escape en proceso analogo al descrito
anteriormente y que representamos en la figura 3.8.

15'
T
05

2 | B) \
0.5
-1
15
-2

Figura 3.8: Bifurcacién de lagrima cuando |a| < 1.

Finalmente, la recta b = —2a (para el caso My > 0) no constituye una
linea de bifurcacion propiamente dicha puesto que a ambos lados de la recta
el nimero de equilibrios no cambia y tampoco varia la estabilidad de los
equilibrios. Tanto si a? < 1 como si a? > 1 lo que ocurre es que el equilibrio
inestable varia su coordenada S de tal forma que cuando atraviesa la recta
b+ 2a = 0 el signo de dicha coordenada cambia. Esto provoca un cambio en
las érbitas en la direccién de S.

Como se ha dicho la estabilidad del origen no cambia al atravesar esta
recta. En efecto, consideremos el correspondiente sistema lineal asociado al
sistema (3.5). Este es

M1 == —3 C,
S = 3(2a+b)M,C, (3.8)
C = —3(2a+0b) M5,

cuyos valores propios son A\; = 0, A\y3 = %i3|2a + b|M,. De aqui se deduce
que el origen es un centro salvo que 2a + b = 0, en cuyo caso A = 0 es un
valor propio triple y entonces el origen resulta de tipo parabdlico.
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La bifurcacion que se produce tiene que ver en este caso con orbitas
homoclinicas. Asi, uno de los 16bulos de la érbita homoclinica colapsa y luego
pasa al interior del otro l6bulo como en la figura 3.9.

—) <) <)

Figura 3.9: Bifurcacién en b+ 2a = 0.

Con esto hemos completado el andlisis de las bifurcaciones que aparecen
en el plano de pardmetros (a,b) para el hamiltoniano

H = aM; + bM, My + S. (3.9)

Ahora bien, como se indicé al principio del capitulo, este hamiltoniano es un
caso particular de uno més general, que es

H = agoM? + ay My My +vS. (3.10)

Asi, cuando v # 0, la dindmica del hamiltoniano (3.10) es la misma que la
del hamiltoniano (3.9) cuando se definen a y b como en (3.4).

Sin embargo, cuando v = 0, el hamiltoniano (3.10) se escribe
H = a20M12 + aj My M,

y su dindmica fue estudiada al principio del capitulo. En este caso, el vértice
de la superficie es siempre un equilibrio estable y ademas aparece una circun-
ferencia de equilibrios no aislados cuando My > 0 y 2‘%0 < 1, 6 bien cuando
My <0 Yy a1 > .

2a20 —

Con objeto de completar el estudio de las bifurcaciones es preciso analizar
cémo ocurre la transicién entre 7y = 0y v # 0 (recordemos que ademads
v >0). Siy — 0", entonces a,b — +oo dependiendo del signo de agy y aq;.
Ademas

Comencemos analizando el caso M > 0. Sabemos que cuando
(a,b) — (£o0, £00),

el sistema posee como tnico equilibrio el vértice, que degenera en un circulo
de equilibrios cuando v — 0. Mds interesante resulta analizar qué ocurre
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cuando (a,b) — (d00, Foo). En este caso, el sistema posee tres equilibrios,
dos estables, entre los cuales esta el vértice, y un tercero que es inestable
(ver figura 3.10). Precisamente del punto inestable emanan dos érbitas ho-
moclinicas, cada una de las cuales contiene uno de los dos equilibrios estables.
Ademas, la homoclinica que encierra al vértice esta contenida en la otra ho-
moclinica. A medida que v — 0T, la homoclinica que contiene al vértice
aumenta de tamano mientras que la otra homoclinica disminuye hasta que
llega un momento en el que ambas coinciden. Todos los puntos de esta érbita
son equilibrios no aislados y por lo tanto aparece una degeneracion. Esta
bifurcacién recibe el nombre de bifurcacion de la ostra [24, 43].

Figura 3.10: Bifurcacion de ostra.

La misma transicion aparece cuando My < 0. La tnica diferencia con
respecto a la anterior estd en que cuando v — 07, un equilibrio estable se va
aproximando al vértice hasta que coincide con él. Tanto en este caso como en
el anterior el conjunto de equilibrios no aislados puede desaparecer o incluso
modificar el tipo de bifurcacion cuando se consideran términos de mayor
orden.

Para completar, adjuntamos las figuras 3.11 y 3.12 donde se muestran
los distintos flujos cuando My = 1 (caso My > 0) y cuando M, = —1
(caso My < 0). En cada caso se han representado los flujos para a > 0,
distinguiendo cuando a > 1 de cuando 0 < a < 1, y dando un valor apropiado
de b de modo que (a,b) recorra cada una de las regiones en las que queda
dividido el plano de parametros. Los flujos para a < 0 no se incluyen puesto
que son simétricos a los que ocurren para a > 0.

Finalmente, incluimos la figura 3.13, que recoge los cuatro tipos funda-
mentales de flujos que aparecen si consideramos los casos My > 0y My < 0.
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Figura 3.11: Para My = 1 y a > 0, diferentes flujos proyectados sobre el
plano M; = 0. Cada flujo corresponde a una zona del plano paramétrico,
distinguiendo si a® < 1 6 a®> > 1. A la derecha de cada flujo se escriben
los valores de (a,b) en el mismo color que la zona del plano paramétrico
correspondiente.



84 Capitulo 3. Bifurcaciones y flujo fasico en la resonancia 1:3

O<axl

(0.5, 5.7298)
4

1.5
(0.5,-2) = =5 5 T
-2

(0.5, -2.9708)

(2, 9.4432)
(0.5, -3) o s (2,2)
S
L C

Figura 3.12: Para My, = —1 y a > 0, diferentes flujos proyectados sobre el
plano M; = 0. Cada flujo corresponde a una zona del plano paramétrico,
distinguiendo si a> < 1 6 a®> > 1. A la derecha de cada flujo se escriben
los valores de (a,b) en el mismo color que la zona del plano paramétrico
correspondiente.
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Figura 3.13: Los cuatro tipos diferentes de flujos dependiendo del niimero de
equilibrios proyectados en el plano M; = 0.






Conclusiones

La principal aportaciéon de esta memoria ha sido la obtencién y corres-
pondiente demostracién de un criterio geométrico que engloba al teorema
de Cabral y Meyer y que permite deducir la estabilidad del origen en siste-
mas hamiltonianos con dos grados de libertad en presencia de resonancias
mediante consideraciones geométricas. El criterio geométrico es mas general
que el resultado de Cabral y Meyer en el sentido de que la estabilidad del
origen no necesariamente se ha de deducir de H,, es decir, del término de
la forma normal de H correspondiente al orden de la resonancia, sino que
puede deducirse de cualquier Hy con k > s que verifique la condicién de ser
el primer término de la forma normal que no sea idénticamente nulo cuando
®, = 0. Realmente el teorema de Cabral y Meyer puede generalizarse de la
misma forma sin mas que considerar en sus hipétesis el primer Hj; no nulo
cuando ¥y = ws y ¥y = wy.

Para la demostracién del resultado han sido de especial utilidad las va-
riables de Lissajous. Por un lado, dichas variables permiten encontrar un
conjunto de invariantes adecuados en los que poder representar el espacio
fasico reducido. Por otro, las variables de Lissajous han sido utilizadas como
una parametrizacion de dicho espacio. Tras el proceso de normalizacién una
de las dos variables, ®,, se convierte en una integral formal, lo que resulta
clave para la demostracion del criterio geométrico. En lugar de realizar una
reduccion isoenergética y considerar la estabilidad del origen sobre la super-
ficie H = 0, la manera clasica de proceder, se considera la estabilidad del
origen sobre la superficie ®5 = 0.

Ademas de éstas, se han realizado otras aportaciones, como son

» dar una caracterizacion compacta de la forma normal en términos de
invariantes.

» establecer la relacion entre la funcién ¥(v)) del teorema de Cabral y
Meyer y la funcién G(2nme,) del criterio geométrico.

= enunciar un criterio general de estabilidad para resonancias de orden

87



88 Conclusiones

par e impar cuando se satisfacen las condiciones del teorema de Cabral
y Meyer.

= enunciar un criterio de estabilidad para el caso de una resonancia 1:2
en un caso de degeneracién que no satisface las hipdtesis del teorema
de Cabral y Meyer y si las del criterio geométrico.

= comprobar que el criterio geométrico también es valido para ciertos
casos degenerados, como los que aparecen en resonancias de orden par.
En particular, el tratado por Markeev para una resonancia 1:3.

= caracterizar el flujo fasico para el caso de una resonancia 1:3, deter-
minando equilibrios relativos y bifurcaciones paramétricas. Para ello
hemos utilizado una técnica basada en el discriminante de un polino-
mio que puede exportarse a otros problemas.

El trabajo aqui expuesto nos abre varias vias de investigacién para el
futuro. La primera de ellas consiste en estudiar los casos degenerados que
se producen cuando para una resonancia de orden s, algin Dy (k > s) no
es idénticamente nulo y, sin embargo, no es suficiente para determinar la
estabilidad del origen. Precisamente esto ocurre cuando la funcién W(1)) tiene
todos los ceros multiples, situacion que en el criterio geométrico se reproduce
cuando las dos superficies G; y G» son tangentes. En este caso, el origen no es
un equilibrio aislado sino que forma parte de un conjunto denso de equilibrios.
La estabilidad del origen dependera de cémo los términos de orden superior
rompan la degeneracion.

En segundo lugar, puesto que el espacio fasico reducido que aparece cuan-
do tratamos el problema de las resonancias es una superficie abierta, quedan
pendientes algunas cuestiones que creemos pueden resolverse mediante una
compactificacion del espacio fasico reducido como espacio topoldgico.

Por ultimo, tomando como idea bésica la clasificacién de las bifurcaciones
paramétricas de la resonancia 1:3, un problema interesante seria describir las
bifurcaciones paramétricas para una resonancia 1:p con p impar.



Apéndice A

Algunos resultados sobre
polinomios

La cuestion del niimero de raices reales de una ecuacién algebraica en
un intervalo dado se resuelve completamente por el Método de Sturm [89,
96]. Antes de enunciar este resultado, introduzcamos primero la nocién del
nimero de cambios de signo en un conjunto de nimeros, que es necesario
conocer para entender el Método de Sturm.

Definiciéon A.0.1. Supongamos un conjunto finito ordenado de nimeros
reales distintos de cero,

C1,C2, 0 Cpy (N >2) (A.1)

Diremos que existe un cambio de signo para un par de dos elementos
sucesivos ¢y, cpyq de (A.1) si los elementos tienen signos opuestos, es decir,
si

CkCrr1 < 0,

y que no existe cambio de signo si los signos son los mismos, es decir, si
CrCly1 > 0.

El ntmero total de cambios de signos en todos los pares de elementos
sucesivos ¢, cxr1 (B = 1,2,--- ;n — 1) de (A.1) se denomina nimero de
cambios de signo (variaciones de signo) en (A.1).

Definicién A.0.2. Dado un polinomio p(z), llamamos secuencia de Sturm
al conjunto

po(x), p1(z), pa(2), -+, pm(2)
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donde
po(z) = p(x),
pi(z) = —p'(x),
po() es el resto, con signo opuesto, que queda de la divisién del polino-

mio po(z) por pi(x), ps(z) es el resto, con signo opuesto, de la divisién del
polinomio p;(x) por ps(x), y asi sucesivamente.

Nota A.0.1. Denotaremos por N(c) al nimero de cambios de signo en una
secuencia de Sturm para x = ¢, dando por supuesto que los elementos cero
de la secuencia han sido eliminados.

Teorema A.0.1. (Teorema de Sturm) Si un polinomio p(x) no tiene raices
multiples y p(c1) # 0, p(ca) # 0, el numero de sus raices reales N(cy,c3)
en el intervalo ¢ < x < ¢y es exactamente iqual al numero de cambios de
signo perdidos en la secuencia de Sturm del polinomio p(x) yendo de x = ¢y
axr = cy, esto es,

N(Cl,Cg) = N(CQ) — N(Cl).

Como la construccién de una secuencia de Sturm lleva implicitos por lo
general muchos calculos tediosos, en la practica, normalmente, se utilizan
técnicas particulares mas simples para contar el nimero de raices reales de
las ecuaciones algebraicas.

Una primera aproximacién para encontrar raices de un polinomio p(z) en
un intervalo (c1,cz) la da el teorema de Bolzano. Evaluando p(ci) v p(cs),
si resulta que p(cy)p(c2) < 0, entonces podemos afirmar que existe al menos
una raiz real localizada en dicho intervalo (¢, ).

Entre los resultados mas importantes sobre raices de polinomios podemos
citar la Regla de los signos de Descartes [16, 70] y algunos resultados ligados
al concepto del discriminante de un polinomio [30, 88, 95].

Teorema A.0.2. (Regla de los signos de Descartes) El nimero de raices
positivas (contando las multiplicidades) de una ecuacion algebraica

~1
ant™ + a, 12" 4 +ag =0, (a,#0)
es igual al numero de variaciones de signo en la secuencia de coeficientes
Qpy Ap—1, A0,

o menor que el anterior numero en un entero par. Si alguno de los coeficientes
es tgual a 0, no se cuenta.



Apéndice A: Algunos resultados sobre polinomios 91

Definicién A.0.3. Sea p(x) = 2" +a,_12" ' +- - -+ ap un polinomio ménico
de grado m en x con coeficientes reales. El discriminante de p(zx) se define
como

D(p) = (ri—r2)* - (11— 1) (ra = 13)* - (r2 = 1) -+ (11 — 1),
siendo r; las raices de p(x) para 1 < i < n.

Corolario A.0.1. Si p(x) tiene alguna raiz miltiple, entonces D(p) = 0.

Teorema A.0.3. Sea p(z) = 2* + ax® + bx + ¢ polinomio mdnico de tercer
grado. Se tiene que

» D(p) > 0 <= p(x) posee tres raices reales y distintas.
» D(p) < 0 <= p(x) posee una raiz real y dos complejas conjugadas.
» D(p) =0 <= p(x) posee tres raices reales, alguna de ellas mailtiple.

Demostracion.

Denotemos 71, 1o y r3 a las tres raices del polinomio p(z). Por la definicién
A.0.3, el discriminante para este polinomio p(z) puede expresarse como

D(I?) = (7“1 - 7“2)2(7“1 - 7“3)2(7“2 - 7”3)2‘ (A'Q)

Como p(z) es de grado 3, al menos una de las raices es real, asi que su-
pondremos que, por ejemplo, r3 es real. Comenzamos por probar la primera
equivalencia.

<) Si las tres raices son reales y distintas, es evidente que D(p) > 0, sin més
que observar la expresién (A.2).

=) A partir de la expresion (A.2) es evidente que si D(p) > 0, entonces no
pueden aparecer raices multiples y, por lo tanto, todas son distintas. Falta
probar ahora que las tres raices son reales. Lo haremos por reduccién al
absurdo. Si alguna de las raices no fuera real, pongamos r{, también seria
raiz de p(z) su conjugada, es decir, 7. Por lo tanto, ro = 77. Si definimos

A= (7’1 — 7"2)(7”1 — 7’3)(7’2 - Tg),
se verifica que, A #£ 0 ya que las tres raices son distintas, y que

A= (71 =) (71 —T3) (72 — T5) = (ry — 1) (ra — 73) (11 — r3) = —A

ya que 71 = 1y, T3 = r1 y T3 = r3. Ahora bien, como D(p) = A2y A = —A,
tenemos que D(p) = A? = —AA = —|A]? < 0.
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Las otras dos equivalencias son evidentes a partir de ésta. m

Se puede conseguir otra formulacién del discriminante en términos de los
coeficientes del polinomio mediante la conocida férmula de Sylvester [96]. En
las mismas condiciones para p(x) que antes, tenemos que

ag a1 as [P Ap—o Ap—1 1 O cee PN 0

0 ao aq e ap—3 Ap—2 Gp—1 1
0
0 -+ - 0 ao a1 cee e apg apy 1
D(p) — aq 20/2 3a3 e (n_ 1)an_1 n 0 e cee 0
0 a1 2a2 -+ (n—2)ap—2 (n—1an—1 n :
0 CEEEEY CEEEN .. 0 a/l 2(1/2 /,’L

n(n—1)

con s = (—1)" z . El determinante anterior tiene 2n — 1 filas y 2n — 1
columnas. En las primeras n — 1 filas aparecen los coeficientes de p(z) y en
las n filas siguientes aparecen los coeficientes de p/(x).

En particular, para p(z) = 2 + ax? + bz + ¢, polinomio ménico de grado
3, se tiene que

D(p) = — = a’b* — 4b° — 4a’c + 18abe — 27¢%. (A.3)

co oo o
Fo o

w
wo e —
wo oo

0 b 2a
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