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Introducción

La cuestión de la estabilidad de sistemas hamiltonianos es una pieza fun-
damental en el estudio de problemas, tanto en Mecánica Clásica como en
Mecánica Celeste (véase por ejemplo [11, 19, 53]). Además, es un tema de
gran interés matemático. No obstante, el problema es dif́ıcil de abordar, in-
cluso para sistemas de dos grados de libertad donde, a pesar de ser el caso
más simple y donde más estudios hay realizados, todav́ıa quedan situaciones
especiales sin resolver.

En este trabajo nos centraremos en el caso de un sistema hamiltoniano
con dos grados de libertad definido por una función anaĺıtica H(q1, q2, P1, P2).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el origen es un equilibrio
aislado del mismo. Para determinar su estabilidad en ocasiones es suficiente
conocer la estabilidad del mismo como equilibrio del sistema lineal asociado.
Más concretamente, si alguno de los valores propios tiene parte real positiva,
entonces el equilibrio es inestable en el sistema lineal y también en el no
lineal. Sin embargo, no es tan fácil deducir la estabilidad no lineal, o también
llamada estabilidad en el sentido de Lyapunov [31], cuando alguno de los
valores propios es igual a cero o cuando todos ellos son imaginarios puros.
Puesto que en un sistema hamiltoniano los valores propios aparecen en cua-
ternas ±a ± bi, para que el equilibrio sea estable es condición necesaria que
a = 0.

El caso que nosotros estudiaremos es aquel en el que los valores propios del
sistema lineal asociado son imaginarios puros, esto es, de la forma ±iω1,±iω2

con ω1, ω2 > 0. Cuando los valores propios o frecuencias son distintos, el ori-
gen es linealmente estable, y lo mismo ocurre cuando las frecuencias son
iguales y la matriz asociada a la forma lineal es diagonalizable. Nuestro ob-
jetivo es conocer si en un sistema de estas caracteŕısticas la estabilidad lineal
del origen se conserva o no en el sistema no lineal. En determinadas situa-
ciones basta examinar H2, la parte cuadrática del hamiltoniano H, cuando
éste se desarrolla en serie de potencias en torno al punto de equilibrio.

Tras una transformación lineal adecuada, H2 puede ser expresada como

vii



viii Introducción

una suma o una resta de osciladores armónicos con frecuencias ω1, ω2. Si
la forma cuadrática es definida, es decir, aparece como una suma de oscila-
dores, la estabilidad no lineal del origen se sigue directamente del teorema
de Dirichlet (también del lema de Morse y de los teoremas de Lyapunov)
[13, 31, 51, 84, 92]. Por contra, cuando la forma cuadrática es una resta de
osciladores, ésta es indefinida y entonces la estabilidad no lineal no se sigue
de manera directa y su estudio exige nuevos resultados. En este supuesto, se
dice que el origen es un equilibrio de tipo lagrangiano ya que esta misma si-
tuación aparece en el problema restringido de tres cuerpos [5, 14, 64, 84] para
los equilibrios lagrangianos L4 y L5, descubiertos por Lagrange en 1772 [42].
Estos puntos fueron calculados como un caso particular del problema de tres
cuerpos no restringido, pero fueron considerados una curiosidad puramente
matemática, sin encontrarse ningún ejemplo entre los cuerpos del sistema
solar. Más tarde, en 1906, Max Wolf descubre un asteroide, Achilles, que se
mueve muy próximo al punto L4 del sistema Sol–Júpiter. A Achilles le han
seguido más de medio millar de asteroides que orbitan en las proximidades
de los puntos lagrangianos L4 y L5 y que reciben el nombre de asteroides
troyanos.

La investigación de la estabilidad no lineal de estos puntos (L4 y L5)
ha motivado la aparición de diferentes resultados a lo largo de la historia.
Algunos de éstos, aunque pensados inicialmente para resolver el problema
restringido de tres cuerpos, logran dar soluciones generales aplicables a otros
problemas.

En 1961, Arnold [6] enuncia el principal resultado sobre estabilidad para
equilibrios en sistemas hamiltonianos con dos grados de libertad, válido en
ausencia de resonancias entre las frecuencias del sistema ω1 y ω2. Aqúı se
exige la llamada condición general de irracionalidad, esto es, nω1 −mω2 �= 0
para cualesquiera n y m números enteros. Considerando la forma normal
[5, 12] hasta orden 4 del hamiltoniano, la estabilidad del origen se deduce
si se verifica cierta condición de no degeneración. Ésta puede expresarse en
términos de un determinante, D4, que se calcula a partir del término H4 de
la forma normal. Aśı, si D4 �= 0, el origen es estable.

En 1962, Leontovich [54] presenta una aplicación del teorema de Arnold
referida al problema restringido de tres cuerpos. En este art́ıculo, deduce la
estabilidad de los equilibrios lagrangianos para cualquier valor del paráme-
tro de masas que verifique la condición de estabilidad lineal, con la posible
excepción de un conjunto con medida de Lebesgue nula.

En el mismo año, Moser [66] demuestra que el teorema de Arnold es
también válido bajo condiciones más débiles para las frecuencias del sistema
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que las dadas por Arnold. Más concretamente, el teorema es igualmente
válido cuando ω1, ω2 satisfacen que nω1 − mω2 �= 0 para cualesquiera n,m
números enteros con 0 < |n| + |m| ≤ 4, es decir, cuando las frecuencias
del sistema no verifican una condición de resonancia de orden menor o igual
que 4 (las llamadas condiciones restringidas de irracionalidad), siempre que
D4 �= 0.

Con esta nueva versión del teorema de Arnold, en 1967, Deprit y Deprit–
Bartholomé [19] completan el estudio de Leontovich realizando, de forma
manual y durante 6 meses, todos los cálculos de la normalización hasta orden
4. Prueban que el conjunto de medida nula, cuya existencia adelantó Leon-
tovich, está formado por tres valores. Dos de ellos se corresponden con las
resonancias 1:2 y 1:3, y el tercero con un caso degenerado del teorema de
Arnold, cuando D4 = 0.

El problema de las resonancias 1:2 y 1:3 es abordado de forma gene-
ral por Markeev [59] en 1968. Mediante transformaciones de Birkhoff [12] y
el teorema de Chetaev [51, 63] establece dos criterios generales de estabili-
dad, uno para cada una de las resonancias anteriores, dados en función de
los coeficientes del hamiltoniano. Más tarde, en 1969, Markeev [58] aplica
el resultado conseguido en [59] al problema restringido de tres cuerpos, de-
terminando aśı la inestabilidad de los puntos lagrangianos en presencia de
las resonancias 1:2 y 1:3. Además de estudiar los casos resonantes, estudia
qué ocurre cuando D4 = 0. Aśı, presenta una generalización del teorema de
Arnold, aplicable cuando las frecuencias ω1, ω2 satisfacen que nω1−mω2 �= 0
para 0 < |n| + |m| ≤ 2k para algún valor de k. En esta versión del teorema
de Arnold, las condiciones sobre las resonancias son más débiles que en el
teorema proporcionado por Moser por lo que el resultado permite estudiar
la estabilidad del origen en casos donde los teoremas anteriores no son apli-
cables. Con este resultado más general, Markeev estudia el único caso en el
que D4 = 0 en el problema restringido de tres cuerpos, concluyendo que los
puntos lagrangianos son estables.

En 1970–71, Alfriend [2, 3] aborda las cuestiones de estabilidad en los
casos resonantes del problema restringido de tres cuerpos pero de modo di-
ferente a Markeev, llegando a las mismas conclusiones que éste. Al mismo
tiempo, obtiene una primera aproximación de las órbitas periódicas alrede-
dor de L4 e investiga el movimiento alrededor de L4 cuando ω1 y ω2 están
próximas a las resonancias 1:2 y 1:3. También Nayfeh y Kamel [41, 67, 68, 69]
estudian estas dos resonancias, lo que da una idea del interés que suscita el
problema en estos años.

En 1974, Sokolsky [85] trata el problema general de la estabilidad cuando
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las frecuencias del sistema son iguales, es decir, para una resonancia 1:1. Si
ω1 = ω2 = ω, los valores propios son de la forma ±iω y con multiplicidad
igual a 2 cada uno. Caben entonces dos posibilidades; o bien la matriz del
sistema lineal es diagonalizable y tenemos estabilidad lineal, o bien no lo es,
en cuyo caso tenemos inestabilidad lineal. Tratando estos dos casos de forma
separada y trabajando en la misma ĺınea que Markeev [59], Sokolsky da
condiciones sobre los coeficientes del hamiltoniano que permiten caracterizar
la estabilidad en el sentido de Lyapunov tanto en el caso linealmente estable
como en el linealmente inestable. En este sentido, basándose en [85], Sokolsky
deduce que, en presencia de una resonancia 1:1, los puntos lagrangianos del
problema restringido de tres cuerpos son estables [87]. Es interesante hacer
notar que la resonancia 1:1 marca el ĺımite entre la estabilidad lineal y no
lineal, y en general, el ĺımite de la estabilidad no lineal. Por tanto, cuando
esto ocurre tiene lugar una bifurcación, que es la denominada Hamiltonian
Hopf [64, 91], que en [1] se denomina troyana por su relación con el problema
restringido de tres cuerpos. Aunque el caso de la resonancia 1:1 no va a ser
tratado en esta memoria, cabe señalar que es muy interesante debido a que,
aunque no haya estabilidad lineal, la presencia de términos de mayor orden
en el hamiltoniano puede llevar tanto a la inestabilidad como a la estabilidad
en el sentido de Lyapunov.

En 1977, también Sokolsky estudia de modo general el caso en el que
alguna de las frecuencias del sistema es nula (resonancia de orden 1) [86]. De
nuevo lo hace distinguiendo si la matriz del sistema lineal es diagonalizable o
no y aplica el resultado al problema restringido de tres cuerpos. Aśı, demues-
tra que entonces los puntos lagrangianos son inestables, tanto linealmente
como en el sentido de Lyapunov.

Con todas estas contribuciones, la estabilidad de los equilibrios en el pro-
blema restringido de tres cuerpos queda resuelta, a la vez que se obtienen
resultados que pueden aplicarse a otros problemas similares. Sin embargo,
la aplicación de estos criterios, y más concretamente, el teorema de Arnold,
puede requerir el cálculo de la forma normal del hamiltoniano hasta un orden
elevado. Esto implica, la mayoŕıa de las veces, muchos cálculos, por lo que
algunos autores tratan de encontrar teoremas generales que eviten el cálculo
de la forma normal para decidir la estabilidad. Aśı, Russman [75] en 1976
enuncia un resultado afirmando que, en ausencia de resonancias, siempre
se tiene garantizada la estabilidad de los equilibrios en la superficie H = 0.
Nótese que en el problema restringido de tres cuerpos ya ocurre esto, el único
valor del parámetro de masas que obliga a llevar a cabo una normalización de
más grado no corresponde a ninguna resonancia y ya Markeev demuestra la
estabilidad del punto lagrangiano para ese valor. Lamentablemente Russman
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no da ninguna indicación sobre su demostración.

En 1986, Meyer y Schmidt [65] dan una versión nueva de la demostración
del teorema de Arnold que simplifica la original. Dicha prueba se basa en el
teorema de la curva invariante de Moser [66, 84] y utiliza variables complejas
[35]. En 1989, Schmidt [81] vuelve a retomar el problema de la estabilidad
de los puntos lagrangianos en el problema restringido de tres cuerpos. Con
la ayuda de un ordenador, obtiene la forma normal del hamiltoniano hasta
orden 6. De este modo no sólo corrobora los resultados numéricos obtenidos
por Deprit y Deprit–Bartholomé para el problema restringido de tres cuer-
pos, sino que además consigue dar una expresión de D6 en términos de las
frecuencias ω1, ω2 tomadas como parámetros.

En la literatura aparecen otros muchos problemas [10, 33, 34, 36, 40,
62, 76, 83, 90] en los que se emplean los resultados de Arnold, Markeev y
Sokolsky. Mencionamos, por ser en cierto modo precursores de esta memoria,
el problema del satélite geoestacionario, que López–Moratalla analiza en su
tesis en 1997 [20, 56], y el problema de un cuerpo celeste de forma irregular,
que Riaguas estudia en la suya en 1999 [73, 74]. Ambos problemas aparecen
analizados de forma similar al problema restringido de tres cuerpos.

La mayoŕıa de estos problemas dependen de parámetros externos que
hacen que, con una elección apropiada, podamos encontrar situaciones que
escapan a las hipótesis de los resultados citados. Si el problema es unipa-
ramétrico, como el problema restringido de tres cuerpos, los teoremas de
Arnold, Markeev y Sokolsky son suficientes para estudiar la estabilidad. Sin
embargo, cuando el número de parámetros es mayor, podemos encontrarnos
con situaciones de resonancias de orden mayor que 4 ó de degeneraciones,
tanto en presencia de resonancias como en ausencia de ellas. Lanchares et al.
en [47, 48] ya dan cuenta de este hecho en el problema de una part́ıcula de
polvo orbitando en torno a un planeta bajo presión de radiación y un campo
magnético uniforme. Los equilibrios de este problema son similares a los del
problema restringido de tres cuerpos y resultan de interés en otros campos
de aplicación [10, 52, 53]. Salas et al. [76] determinan la región de estabilidad
lineal del problema y posteriormente en [48] estudian la estabilidad no lineal,
quedando garantizada en todos los puntos del espacio de parámetros donde
existe estabilidad lineal salvo en aquellos para los cuales D4 = 0. Algunos de
estos puntos corresponden a resonancias de orden mayor o igual que 5, como
se pone de manifiesto en [47].

Pese a la existencia de numerosos problemas de aplicación y de resultados
para algunos casos particulares, hasta 1999 no se enuncia ningún teorema que
intente generalizar los resultados de Markeev y Sokolsky para resonancias de
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orden mayor que 4. En esta fecha, Cabral y Meyer [15] establecen un criterio
general para resolver la estabilidad del origen en un sistema hamiltoniano
con dos grados de libertad que engloba los teoremas de Arnold, Markeev y
Alfriend. La demostración es una extensión, en cuanto al método, del teorema
de Arnold y se basa en la utilización del teorema de la curva invariante de
Moser y en el teorema de Chetaev.

Indepedientemente, en 2001, Elipe et al. [26, 27] se basan en considera-
ciones geométricas para determinar la estabilidad en el problema restringido
de tres cuerpos, verificando los resultados de Markeev y Alfriend para las
resonancias 1:2 y 1:3. La novedad de este trabajo radica en la introducción
de las variables de Lissajous [18, 21, 22, 23] para el estudio de las resonan-
cias, aśı como un conjunto de invariantes que permite obtener el flujo fásico
de la forma normal sobre el espacio reducido. A partir de la estructura de
las órbitas en un entorno del origen se puede deducir la estabilidad, lo que
constituye un criterio geométrico.

Tomando como punto inicial este trabajo, el objetivo principal de esta
memoria es proporcionar una prueba de la validez del criterio geométrico y
mostrar la relación con el teorema de Cabral y Meyer. Para ello estructuramos
esta memoria en tres caṕıtulos.

En el caṕıtulo 1 se hace un resumen de los resultados básicos sobre esta-
bilidad, a la vez que se establece una relación entre la estabilidad del origen
como equilibrio de un sistema hamiltoniano y el carácter del mismo como
punto cŕıtico del potencial efectivo.

En el caṕıtulo 2 se estudia la estabilidad en casos resonantes mediante
un criterio geométrico. En dicho criterio, a partir de la variedad invariante a
la que pertenece el equilibrio y, una vez expresado el hamiltoniano en forma
normal, la estabilidad del equilibrio queda caracterizada por la existencia de
órbitas acotadas alrededor del origen en el nuevo espacio fásico que surge tras
la normalización. También se analiza su relación con el teorema de Cabral y
Meyer y otros resultados de Markeev y Alfriend.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 se analizan las bifurcaciones y el flujo fásico
para la resonancia 1:3.

Completa la memoria un apéndice con algunos resultados que son nece-
sarios para las demostraciones que aparecen en el caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 1

Estabilidad de sistemas
autónomos

1.1. Introducción

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales autónomo con n gra-
dos de libertad

z′ = f(z), (1.1)

con z ∈ D ⊆ R
n y f : D ⊆ R

n → R
n una función de clase C1(D).

El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales garanti-
za que dado (t0, η) ∈ R×D, existe una única solución φ de (1.1) que satisface
la condición inicial φ(t0) = η. Esta solución existe en algún intervalo I y es
una función continua de (t, t0, η) con t, t0 ∈ I y η ∈ D.

Un sistema autónomo goza de una serie de propiedades importantes que
lo distinguen de un sistema no autónomo z′ = f(z, t). Algunas de estas
propiedades son las siguientes:

Proposición 1.1.1. (Propiedad de invariancia por traslación) Si φ(t) es
solución del sistema (1.1), entonces para todo a ∈ R se tiene que φ(t + a) es
también solución de (1.1).

Como t no aparece expĺıcitamente en el sistema autónomo, se puede dis-
minuir el “orden” del sistema considerando una nueva variable independiente.
De este modo, si φ(t, η) es la solución de (1.1) que toma el valor η ∈ D para
t = t0, entonces esta solución puede interpretarse como la parametrización,
mediante el parámetro t, de una curva en D que viene definida por

C ≡ {z = φ(t, η), t ∈ R}.

1



2 Caṕıtulo 1. Estabilidad de sistemas autónomos

Al conjunto D se le llama espacio de fases y a la curva C curva integral, órbita
o trayectoria. El parámetro t no sólo sirve para parametrizar la curva C sino
también para dotarla de una orientación, ya que ésta debe ser recorrida en
la dirección en la que se incrementa t. Obsérvese que C no es otra cosa que
la proyección de φ(t, η) sobre el espacio de fases D.

Como el sistema (1.1) es invariante por traslaciones, las soluciones φ(t, η)
y φ(t + a, η) están representadas por la misma curva C. Por lo tanto, cada
órbita C representa una familia uniparamétrica de soluciones de (1.1) que
difieren una de otra en una constante, a, denominada fase.

Proposición 1.1.2. (Caracterización de las soluciones periódicas) Sea φ(t)
una solución del sistema (1.1). Si existen t1, t2 con t1 �= t2 y φ(t1) = φ(t2),
entonces:

1. o bien, φ(t) = z0, para todo t ∈ R, con z0 ∈ D.

2. o bien, existe T ∈ R tal que φ(t + T ) = φ(t) para cualquier t ∈ R, es
decir, φ(t) es una función periódica de peŕıodo T .

Definición 1.1.1. Un punto z0 ∈ D se dice punto de equilibrio del sistema
(1.1) si y sólo si φ(t) = z0 es solución del sistema (1.1). Equivalentemente,
z0 ∈ D se dice punto de equilibrio del sistema (1.1) si y sólo si f(z0) = 0.

La órbita correspondiente a la solución φ(t) = z0 en el espacio de fases es
el punto de equilibrio z0 ∈ D. Desde un punto de vista f́ısico, los puntos de
equilibrio corresponden a soluciones estacionarias o estados de equilibrio.

La consecuencia inmediata de la proposición 1.1.2 es que en un sistema
autónomo existen tres tipos fundamentales de soluciones: soluciones de equi-
librio, soluciones periódicas y soluciones no periódicas. En el caso plano, estos
tres tipos de soluciones se corresponden con tres tipos de órbitas en el dia-
grama de fases, respectivamente, puntos, curvas cerradas y curvas abiertas
que no pueden cortarse.

1.2. Definiciones de estabilidad

En general, no es posible calcular de forma expĺıcita las soluciones de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, puede obtenerse informa-
ción sobre las propiedades de las soluciones mediante la teoŕıa cualitativa de
ecuaciones diferenciales. Esta forma de estudiar los sistemas de ecuaciones
diferenciales tiene su origen en los trabajos de Lyapunov y Poincaré de finales
del siglo XIX, cuyas ideas continúan estimulando la investigación hoy en d́ıa.
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La noción más importante para el estudio cualitativo es la de estabili-
dad de las soluciones de equilibrio de un sistema, ya que el conocimiento del
comportamiento de los puntos de equilibrio puede bastar para tener una idea
del comportamiento del resto de soluciones del sistema. Debido a que el con-
cepto de estabilidad en Matemáticas es utilizado frecuentemente en distintas
situaciones y debido a que son muchas las acepciones de estabilidad para sis-
temas de ecuaciones diferenciales, conviene que describamos las que nosotros
vamos a usar. Tanto las definiciones como los resultados sobre estabilidad
que se presentan a continuación pueden ser encontrados en muchos libros,
entre los cuales citamos [4, 13, 29, 31, 51, 63, 64, 92].

Sea z0 un punto de equilibrio del sistema (1.1).

Definición 1.2.1. Se dice que z0 es estable en el sentido de Lyapunov si para
cada ε > 0, existe δ > 0, dependiente de ε, tal que si ψ(t) es una solución de
(1.1) con ||ψ(t0) − z0|| < δ, entonces la solución ψ(t) existe para todo t ≥ t0
y ||ψ(t) − z0|| < ε para t ≥ t0.

Definición 1.2.2. Se dice que z0 es inestable si no es estable en el sentido
de Lyapunov.

Una definición más fuerte en cuanto a la estabilidad de un equilibrio es
la de estabilidad asintótica.

Definición 1.2.3. Se dice que z0 es asintóticamente estable si es estable en
el sentido de Lyapunov y además se verifica que existe un δ0 > 0 tal que si
ψ(t) es una solución de (1.1) con ||ψ(t0)− z0|| < δ0, entonces ĺım

t→+∞
ψ(t) = z0.

Hagamos las siguientes observaciones,

1. La estabilidad en el sentido de Lyapunov, tal y como se ha definido aqúı,
es una estabilidad “a derecha”. Podŕıamos definir de forma análoga una
estabilidad “a izquierda” considerando en las definiciones anteriores
t ≤ t0 y ĺımite cuando t → −∞. Normalmente, interesa estudiar la
estabilidad “a la derecha” como parte del análisis del comportamiento
de las soluciones del sistema a largo plazo, es decir, en el sentido de
los tiempos crecientes. Es por ello que el concepto de estabilidad en el
sentido de Lyapunov lo referiremos a estabilidad “a la derecha”.

2. La condición ĺım
t→+∞

ψ(t) = z0 no es suficiente para tener estabilidad

asintótica, ya que además se necesita que z0 sea estable en el sentido
de Lyapunov. Un ejemplo de la necesidad de que se cumplan las dos
condiciones puede verse en [71].
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3. Como el sistema (1.1) es invariante por traslaciones, los números δ y δ0

de las definiciones 1.2.1 y 1.2.3 son independientes del valor de t0. Es
decir, la estabilidad y la estabilidad asintótica para sistemas autónomos
es uniforme.

1.3. Sistemas lineales

El sistema de ecuaciones diferenciales más sencillo para estudiar cuestio-
nes de estabilidad es un sistema lineal autónomo

z′ = Az, (1.2)

donde A ∈ M(R, n). Nótese que el origen z = 0 es siempre una solución de
equilibrio para el sistema (1.2). Es más, si A es regular, z = 0 es el único
equilibrio del mismo.

La estabilidad del origen puede caracterizarse a partir de los valores pro-
pios de la matriz A, ya que las soluciones del sistema (1.2) son de la forma
z(t) = z0 eA t, con z0 = z(0) y están definidas para todo t ∈ R. Para más
detalle, ver [31].

Teorema 1.3.1. El origen es un equilibrio estable del sistema (1.2) si y sólo
si se verifican las dos condiciones siguientes

1. para cualquier λ valor propio de A, Re (λ) ≤ 0,

2. si existe λ valor propio de A con Re (λ) = 0, entonces la dimensión del
subespacio propio asociado a dicho valor propio coincide con la multi-
plicidad del valor propio.

Teorema 1.3.2. El origen es un equilibrio asintóticamente estable del siste-
ma (1.2) si y sólo si para cualquier λ valor propio de A, Re (λ) < 0.

Corolario 1.3.1. Si al menos uno de los valores propios de A tiene parte
real positiva, entonces el origen es un equilibrio inestable del sistema (1.2).

1.4. Sistemas no lineales. Linealización

Supongamos que z0 es un punto de equilibrio del sistema autónomo no
lineal

z′ = f(z), (1.3)
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donde f ∈ C1(D). Para saber si este punto de equilibrio es estable o no,
consideremos una solución del sistema, ψ(t) y llamemos v(t) a

v(t) = ψ(t) − z0.

Como ψ(t) es solución del sistema (1.3), tenemos que

v′(t) = f(z0 + v(t)),

y al ser z0 un equilibrio, f(z0) = 0. Por tanto,

v′(t) = f(z0 + v(t)) = f(z0 + v(t)) − f(z0).

Aplicando el teorema del valor medio tenemos que

v′(t) = Av(t) + g(v(t)), (1.4)

donde A = fz(z0) ∈ M(R, n) es el jacobiano de f en el punto z0, y g(v(t))
es una función continua que verifica

ĺım
||v||→0

||g(v)||
||v|| = 0,

y por tanto, g(0) = 0. Además, si f(z) admite un desarrollo en serie de
potencias en torno al punto z0, entonces g(v) es una serie de potencias que
empieza con términos cuadráticos en la variable v, es decir, g(v) = O(v2).

El estudio de la estabilidad de z0 como solución de equilibrio del sistema
(1.3) es equivalente al estudio de la estabilidad del origen v = 0 como solución
de equilibrio del sistema (1.4). Este sistema puede verse como un sistema
perturbado del sistema lineal

v′(t) = Av(t), (1.5)

al que se le denomina primera variación.

Dado que
ĺım

||v||→0
g(v) = 0,

parece razonable estudiar primero el comportamiento de v = 0 como equili-
brio del sistema (1.5), que es lineal, y por tanto ya caracterizado, y después
tratar de ver si las propiedades de estabilidad que se obtengan para el sistema
lineal se conservan en el sistema no lineal. En este sentido, podemos enunciar
un resultado conocido como método de la primera variación o primer método
de Lyapunov, cuya demostración puede verse en [31, 38, 92].
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Teorema 1.4.1. Si Re (λ) < 0 para cualquier λ valor propio de A, entonces
el origen es un equilibrio asintóticamente estable de (1.4). Si existe λ valor
propio de A tal que Re (λ) > 0, entonces el origen es un equilibrio inestable
de (1.4).

Comparando lo estudiado en sistemas lineales con el resultado que da el
teorema anterior, podemos decir que la condición de que todos los valores
propios de A tengan parte real negativa permite asegurar que el origen es
asintóticamente estable tanto en el sistema lineal como en el sistema no lineal.
Sin embargo, hay una diferencia importante, mientras que en los sistemas
lineales, dicha condición es necesaria y suficiente, en el caso de los sistemas
no lineales esa condición tan sólo es suficiente, no necesaria.

Aunque la propiedad de la estabilidad asintótica se transfiere del sistema
lineal al sistema no lineal, no es cierto que la propiedad de estabilidad (simple,
no asintótica) se comporte igual. Esta propiedad no es lo suficientemente
fuerte como para resistir perturbaciones no lineales, incluso cuando éstas son
pequeñas. Ejemplos que ilustren esto último pueden encontrarse en [13, 29,
71, 77].

Por lo tanto, existen casos para los que el estudio de la estabilidad en
el sistema lineal no es suficiente para analizar la estabilidad en el sistema
no lineal. Se hacen necesarias otras técnicas, entre las cuales destacamos el
segundo método de Lyapunov.

1.5. Segundo método de Lyapunov

Este método desarrollado por Lyapunov a finales del siglo XIX, es también
denominado método directo de Lyapunov, en el sentido de que puede ser
aplicado directamente sobre la ecuación diferencial, sin tener que conocer
las soluciones de la misma. No es un método sencillo de utilizar puesto que
supone construir unas funciones auxiliares, que en general, no son fáciles de
encontrar.

La idea en la que se basa el método podemos encontrarla en un resultado
enunciado en 1800 por Lagrange y probado más tarde por Dirichlet (ver
[13, 84]), y que dice lo siguiente:

“En un sistema conservativo, un punto con enerǵıa potencial
mı́nima, corresponde a un equilibrio estable”.

Consideremos un sistema diferencial

z′ = f(z), (1.6)
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con f ∈ C1(D), y sea z0 un punto de equilibrio aislado del mismo, que
supondremos el origen de coordenadas, es decir, z0 = 0. Esto no supone
pérdida de generalidad puesto que ya hemos visto previamente, en la sección
1.4, que el problema de investigar la estabilidad de un punto cŕıtico z = z0

puede trasladarse a la investigación en el origen.

Lyapunov formuló dos teoremas de estabilidad, uno para la estabilidad
asintótica y otro para la estabilidad (no asintótica). Empecemos por este
último.

Teorema 1.5.1. Si existe una función escalar V (z) y un entorno del origen
Ω, tal que V (z) es definida positiva y V̇ (z) ≤ 0 en Ω, siendo

V̇ (z) = ∇V (z) · f(z) =
n∑

i=1

∂V

∂zi

fi(z),

la derivada de V respecto al sistema z′ = f(z), entonces el origen es un
equilibrio estable del sistema (1.6). A una función V (z) como la anterior se
le denomina función de Lyapunov del sistema (1.6).

Nótese que V̇ (z) puede ser calculado directamente desde el sistema di-
ferencial sin necesidad de conocer las soluciones del mismo. Aqúı radica la
potencia del método directo de Lyapunov. Si φ(t) es una solución cualquiera
de (1.6), entonces

V̇ (φ(t)) = ∇V (φ(t)) · f(φ(t)) = ∇V (φ(t)) · φ′(t) =
dV (φ(t))

dt
.

En otras palabras, a lo largo de una solución φ(t) la derivada total de V (φ(t))
respecto de t coincide con la derivada de V con respecto al sistema evaluado
en z = φ(t).

El siguiente teorema da un resultado para la estabilidad asintótica, con-
dición más fuerte que la de estabilidad.

Teorema 1.5.2. Si existe una función escalar V (z) y un entorno del origen
Ω, tal que V (z) es definida positiva y V̇ (z) < 0 en Ω\{0}, entonces el origen
es un equilibrio asintóticamente estable del sistema (1.6).

Existen otros teoremas, como el de la invariancia de La Salle [31, 51],
que rebajan las condiciones de este último. Además de éstos, Lyapunov for-
muló dos teoremas de inestabilidad [13, 51].

Alrededor de 1930, Chetaev generalizó estos teoremas y demostró un re-
sultado del cual son consecuencia los dos teoremas de inestabilidad de Lya-
punov (véase [51, 63]). Enunciaremos el de Chetaev.
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Teorema 1.5.3. Sea Ω un entorno del origen y Ω1 ⊆ Ω. Si existe V (z) tal
que

1. V (z) ∈ C1(Ω1),

2. V (z) y V̇ (z) son definidas positivas en Ω1,

3. En la frontera de Ω1 contenida en Ω, V (z) = 0,

4. El origen es un punto de la frontera de Ω1.

Entonces, el origen es inestable.

Todos estos teoremas dependen de la construcción de una función escalar
con ciertas propiedades. La principal limitación de este método es que no
hay procedimientos generales para calcular dichas funciones. Por otro lado,
otra dificultad que surge es que las condiciones que se dan de estabilidad y
de inestabilidad son suficientes pero no tienen por qué ser necesarias.

1.6. Hamiltoniano y potencial efectivo

Consideremos ahora la estabilidad de las soluciones de equilibrio de una
clase especial de sistemas de ecuaciones diferenciales: sistemas hamiltonianos
definidos a partir de la función

H =
1

2
(P 2

x + P 2
y ) − ω(xPy − yPx) + Φ(x, y), (1.7)

donde Φ(x, y) es una función suficientemente buena, en general, anaĺıtica.
Aqúı, (x, y) son las coordenadas, y (Px, Py) los momentos o velocidades ge-
neralizadas.

Las ecuaciones diferenciales que caracterizan el movimiento son

ẋ = ∂H
∂Px

= Px + ωy, Ṗx = −∂H
∂x

= ωPy − ∂Φ
∂x

,

ẏ = ∂H
∂Py

= Py − ωx, Ṗy = −∂H
∂y

= −ωPx − ∂Φ
∂y

.
(1.8)

Por lo tanto, un punto z0 = (x0, y0, Px0 , Py0) es un equilibrio del sistema si y
sólo si

Px0 + ωy0 = 0, ω2x0 − ∂Φ
∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= 0,

Py0 − ωx0 = 0, ω2y0 − ∂Φ
∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= 0.

(1.9)



1.7. Puntos cŕıticos del potencial efectivo 9

No es dif́ıcil ver que si (x0, y0, Px0 , Py0) es un punto de equilibrio, entonces
también es un punto cŕıtico de una función Φef (x, y), denominada potencial
efectivo que se define como

Φef (x, y) = H− 1

2
(ẋ2 + ẏ2). (1.10)

En efecto, teniendo en cuenta (1.8), el potencial efectivo puede expresarse
como

Φef (x, y) = Φ(x, y) − 1

2
ω2(x2 + y2),

y entonces

∂Φef

∂x
=

∂Φ

∂x
− ω2x,

∂Φef

∂y
=

∂Φ

∂y
− ω2y.

De esta forma, si (x0, y0, Px0 , Py0) es un equilibrio del sistema (1.7), entonces
se verifica (1.9), y por lo tanto

∂Φ

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

− ω2x0 = 0,
∂Φ

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

− ω2y0 = 0,

lo que significa que

∂Φef

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= 0,
∂Φef

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= 0,

con lo cual, (x0, y0) es un punto cŕıtico del potencial efectivo.

Habitualmente z = Φef (x, y) recibe el nombre de superficie de velocidad
cero, ya que fijado un valor de H, sobre Φef (x, y) = H se verifica ẋ = ẏ = 0.

1.7. Puntos cŕıticos del potencial efectivo

La naturaleza de un punto cŕıtico del potencial efectivo está determinada
por la matriz hessiana asociada al mismo. Ésta viene dada por

HΦef
(x0, y0) =

(
a c
c b

)
,

donde
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a =
∂2Φef

∂x2

∣∣∣
(x0,y0)

= ∂2Φ
∂x2

∣∣∣
(x0,y0)

− ω2,

b =
∂2Φef

∂y2

∣∣∣
(x0,y0)

= ∂2Φ
∂y2

∣∣∣
(x0,y0)

− ω2,

c =
∂2Φef

∂x∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= ∂2Φ
∂x∂y

∣∣∣
(x0,y0)

.

(1.11)

Supondremos de aqúı en adelante que a �= 0 y ab − c2 �= 0. Entonces se
verifica que

(x0, y0) es un mı́nimo de Φef si y sólo si a > 0 y ab − c2 > 0. Nótese
que entonces b > 0.

(x0, y0) es un máximo de Φef si y sólo si a < 0 y ab − c2 > 0. Nótese
que entonces b < 0.

(x0, y0) es un punto de silla de Φef si y sólo si ab − c2 < 0.

1.8. Estabilidad lineal

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el origen de coordenadas es
un punto de equilibrio del sistema no lineal (1.8) y consideremos el desarrollo
en serie de Taylor de H en un entorno del mismo, es decir,

H = H0 + H1 + H2 + H3 + · · · ,

donde Hk (k ≥ 2) es un polinomio homogéneo de grado k en las variables
x, y, Px, Py. Puesto que el origen es un punto de equilibrio, H1 = 0 mientras
que H0 es constante ya que H0 = H(0).

Prescindiendo del término constante H0, el hamiltoniano H se escribe
como

H = H2 + H3 + · · · ,

siendo, H2 la parte cuadrática, que es de la forma

H2 =
1

2
(P 2

x +P 2
y )−ω(xPy−yPx)+

1

2
[(a+ω2)x2+2 c x y+(b+ω2)y2], (1.12)

donde a, b y c vienen dadas por (1.11).

Para investigar la estabilidad del origen es habitual estudiar primero su
estabilidad lineal, ya que según se ha visto en la sección 1.4 para que éste
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sea estable es necesario que no haya valores propios con parte real positiva.
En este sentido, es preciso caracterizar los valores propios de la matriz del
sistema diferencial lineal asociado. Dicha matriz se obtiene a partir de la
parte cuadrática del hamiltoniano.

Como el sistema es hamiltoniano, se verifica que si r + si es valor propio,
entonces también lo son r− si, −r + si y −r− si (ver por ejemplo [37]). Por
tanto, a partir de los teoremas 1.3.1, 1.3.2 y del corolario 1.3.1, es evidente
que

El origen no puede ser nunca un equilibrio linealmente asintóticamente
estable puesto que no todos los valores propios pueden tener parte real
negativa.

Si r �= 0, entonces el origen es linealmente inestable ya que entonces
hay valores propios con parte real positiva. Es más, en este caso, según
el teorema 1.4.1, también es inestable en el sentido de Lyapunov.

Si r = 0, entonces el origen es linealmente estable siempre que la matriz
asociada sea diagonalizable. Distinguiremos dos casos,

1. los valores propios son simples cuando ω1, ω2 �= 0 (sin pérdida de
generalidad podemos suponer ω1, ω2 > 0) y ω1 �= ω2. Entonces, se
verifica la segunda condición del teorema 1.3.1 y podemos concluir
que el origen es linealmente estable.

2. aparece algún valor propio múltiple cuando ω1 = 0 ó ω2 = 0
ó ω1 = ω2 �= 0. La estabilidad lineal no se sigue de forma inme-
diata y exige un estudio particular para cada problema.

Cabe señalar que para que el origen sea linealmente estable es condición
necesaria que los valores propios sean imaginarios puros (incluyendo al 0
entre estos). La condición anterior no es suficiente.

El sistema diferencial lineal asociado al sistema (1.8) es el correspondiente
a la parte cuadrática H2 dada por (1.12). En este caso,

ẋ = Px + ωy, Ṗx = ωPy − (a + ω2)x − cy,

ẏ = Py − ωx, Ṗy = −ωPx − cx − (b + ω2)y,

(1.13)

cuya matriz asociada es

A =




0 ω 1 0
−ω 0 0 1

−(a + ω2) −c 0 ω
−c −(b + ω2) −ω 0


 .
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Los valores propios de A son las ráıces de la ecuación caracteŕıstica

det(A − λI) = 0,

que resulta ser,

λ4 + (a + b + 4ω2)λ2 + (ab − c2) = 0.

Sea ∆ = (a + b + 4ω2)2 − 4(ab − c2), entonces

λ2
1 =

1

2
(−(a + b + 4ω2) +

√
∆), λ2

2 =
1

2
(−(a + b + 4ω2) −

√
∆).

Teorema 1.8.1. El origen es linealmente estable si y sólo si ab − c2 > 0 y

a + b + 4ω2 > 2
√

ab − c2.

Demostración.

⇐=) Nótese que las condiciones

ab − c2 > 0 y a + b + 4ω2 > 2
√

ab − c2,

implican que ∆ > 0, al tiempo que

∆ < (a + b + 4ω2)2,

por lo que λ2
1,2 ∈ R

−. Puesto que ∆ �= 0, tenemos que λ2
1 �= λ2

2, y entonces los
cuatro valores propios son imaginarios puros. Por el teorema 1.3.1, el origen
es linealmente estable.

=⇒) Procederemos por reducción al absurdo. Como ab−c2 �= 0, distinguimos
los siguientes casos,

1. Si ab − c2 < 0, entonces ∆ > (a + b + 4ω2)2 ≥ 0. Por lo tanto, λ2
1 > 0

y λ2
2 < 0, de donde deducimos que los valores propios son de la forma

±r y ±si con r, s ∈ R
+\{0}. En este caso existe un valor propio real

positivo, por lo que el origen no puede ser estable.

2. Si ab−c2 > 0 y a+b+4ω2 < 2
√

ab − c2, debemos considerar dos casos.
En primer lugar, cuando

|a + b + 4ω2| < 2
√

ab − c2,

entonces ∆ < 0 y los valores propios son de la forma ±r±si, con r �= 0,
por lo que hay inestabilidad.
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En segundo lugar, cuando a + b + 4ω2 < 0 y

|a + b + 4ω2| ≥ 2
√

ab − c2,

entonces
|a + b + 4ω2| ≥

√
∆ > 0,

por lo que λ2
1,2 ∈ R

+ y entonces, el origen es inestable.

3. Si ab − c2 > 0 y a + b + 4ω2 = 2
√

ab − c2, entonces

λ2
1,2 = −1

2
(a + b + 4ω2) < 0,

es decir, los valores propios son imaginarios puros y dobles, de la forma
±si con s �= 0. Para investigar la estabilidad debemos ver si la matriz
es diagonalizable, es decir, si dim(S(±si)) = multiplicidad(±si) = 2.
Puesto que

rg(A ± siI) = dim(A) − dim(S(∓si)),

para que A sea diagonalizable debe cumplirse que rg(A ± siI) = 2.
Consideremos el siguiente menor de orden 3 de A − siI,∣∣∣∣∣∣

ω 1 0
−si 0 1
−c −si ω

∣∣∣∣∣∣ = −c + 2ωsi.

Puesto que c, ω y s son reales, el menor se anula si y sólo si c = 0 y
s = 0, lo que está en contra de la hipótesis de que s �= 0. Por lo tanto,
rg(A − siI) = 3. Análogamente, rg(A + siI) = 3. En consecuencia, la
matriz A no es diagonalizable y, por tanto, el origen es inestable.

Nótese que en el teorema anterior en ningún caso aparecen valores propios
iguales a 0. Esto sucede si y sólo si ab−c2 = 0. Precisamente es esta situación
la que corresponde a los casos degenerados que, tal y como indicamos en la
sección 1.7, no va a ser considerada.

Una vez estudiada la estabilidad del origen como equilibrio del sistema
(1.13), no es dif́ıcil establecer una conexión entre la naturaleza del origen
como punto cŕıtico del potencial efectivo y su estabilidad lineal. En este
sentido, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.8.1. Si (0, 0) es un punto cŕıtico del potencial efectivo, entonces
se verifica que
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Si es un mı́nimo, entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente
estable.

Si es un máximo y se verifica la condición a + b + 4ω2 > 2
√

ab − c2,
entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente estable.

Si es un punto de silla o es un máximo tal que a + b + 4ω2 ≤ 2
√

ab − c2,
entonces el origen es un punto de equilibrio linealmente inestable.

Demostración.

La demostración se sigue de la caracterización de los puntos cŕıticos que
aparece en la sección 1.7 y del teorema 1.8.1. En efecto, si (0, 0) es un mı́nimo,
se tiene que

a > 0, b > 0, ab − c2 > 0,

y basta ver que (a + b + 4ω2)2 − 4(ab − c2) > 0 para asegurar la estabilidad.
Esto se sigue de que

(a + b + 4ω2)2 − 4(ab − c2) = (a − b)2 + 4(2ω4 + 2(a + b)ω2 + c2) > 0,

por ser a > 0, b > 0.

Si (0, 0) es un máximo, entonces ab − c2 > 0. Si además se verifica

a + b + 4ω2 > 2
√

ab − c2,

por el teorema 1.8.1, el origen es linealmente estable. En caso de que la
desigualdad anterior no se verifique, el origen es linealmente inestable.

Finalmente, si (0, 0) es un punto de silla, resulta que ab− c2 < 0 y por el
teorema 1.8.1, el origen es linealmente inestable.

Es interesante hacer notar que de las condiciones del corolario anterior
pueden establecerse las zonas de estabilidad lineal en términos de los paráme-
tros a, b, c, ω del problema. En concreto, se tiene que la frontera de estabilidad
lineal viene definida por las hipersuperficies

a = 0, ab − c2 = 0, (a + b + 4ω2) − 4(ab − c2) = 0.

No obstante, la estabilidad lineal puede establecerse en términos de sólo
dos parámetros si el hamiltoniano es transformado convenientemente por
medio de transformaciones canónicas [10, 56]. Trataremos este aspecto más
adelante en la sección 1.10.

Ahora veamos en qué condiciones la estabilidad lineal se traduce en esta-
bilidad no lineal.
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1.9. Estabilidad no lineal en el hamiltoniano

Una vez estudiada la estabilidad lineal del origen como equilibrio del
sistema hamiltoniano (1.8), interesa conocer qué ocurre con la estabilidad en
el sentido de Lyapunov. Esto es algo más complicado que el estudio de la
estabilidad lineal y para ello utilizaremos el primer y segundo teorema de
Lyapunov (teoremas 1.4.1 y 1.5.1 respectivamente).

Teorema 1.9.1. Si (0, 0) es un punto cŕıtico del potencial efectivo, entonces
se verifica que

Si (0, 0) es un mı́nimo, entonces el origen es un punto de equilibrio estable
en el sistema no lineal.

Si (0, 0) es un punto de silla o es un máximo que verifica la desigualdad
a+b+4ω2 < 2

√
ab − c2, entonces el origen es un punto de equilibrio inestable

en el sistema no lineal.

Demostración.

En realidad sólo hay que probar el caso estable ya que a partir de la de-
mostración del teorema 1.8.1 se sabe que en los otros dos casos hay valores
propios con parte real positiva y, en consecuencia, por el teorema 1.4.1, el
equilibrio es inestable en el sentido de Lyapunov.

Para el caso en que el origen sea un mı́nimo aplicaremos el teorema de
Dirichlet [13, 84]. Este dice que si la parte cuadrática es definida, entonces el
equilibrio es estable.

En este caso, la matriz asociada a la parte cuadrática es

N =




a + ω2 c 0 −ω
c b + ω2 ω 0
0 ω 1 0
−ω 0 0 1


 ,

cuyos menores principales de orden i, que denotamos por ∆i, son

∆1 = a + ω2,

∆2 = ab − c2 + (a + b)ω2 + ω4,

∆3 = ab − c2 + bω2,

∆4 = ab − c2.

(1.14)
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Si (0, 0) es un mı́nimo del potencial efectivo, se tiene que a > 0, b > 0 y
ab − c2 > 0, y por lo tanto, ∆i > 0 para 1 ≤ i ≤ 4. Aplicando el lema de
Sylvester se tiene que H2 es definida positiva en un entorno del origen. Por lo
tanto, el teorema de Dirichlet asegura la estabilidad. Este resultado también
puede derivarse del segundo teorema de Lyapunov (teorema 1.5.1) utilizando
como función de Lyapunov V = H. Esta función cumple las condiciones
exigidas ya que, por una parte, V̇ = Ḣ = 0, y por otra parte, V = H
es una función definida positiva. Esto último es debido a que, como H2 es
una forma no degenerada alrededor del origen y es definida positiva, por el
lema de Morse, sabemos que, en un entorno del origen, el hamiltoniano H es
también una función definida positiva.

El único caso en el que no es posible, de una forma sencilla, determinar
la estabilidad o inestabilidad del origen corresponde a la situación en la que
el origen es un máximo del potencial efectivo y además se cumple que

a + b + 4ω2 ≥ 2
√

ab − c2. (1.15)

Es interesante hacer notar que cuando la desigualdad (1.15) es estricta, el
origen es linealmente estable, mientras que es linealmente inestable cuando
se da la igualdad. En cualquiera de los dos casos, la estabilidad no lineal del
origen no se sigue del teorema de Dirichlet ya que puede comprobarse que H2

es una forma cuadrática indefinida. En efecto, por ser el origen un máximo
se tiene que

a < 0, b < 0 ab − c2 > 0.

Supongamos que ∆1 > 0 (ver (1.14)). Entonces,

∆3 = ab − c2 + bω2 = b(a + ω2) − c2 = b ∆1 − c2 < 0,

por lo que ∆1 > 0 y ∆3 < 0, y entonces H2 es indefinida. Por el contrario, si
∆1 < 0, se tiene que

ω2 < −a.

Por otra parte, al ser b < 0, resulta

−a +
c2

b
≤ −a.

Distingamos dos situaciones distintas,

ω2 < −a + c2

b
. Multiplicando esta desigualdad por −b, obtenemos que

−bω2 < ab − c2 ⇒ ∆3 = ab − c2 + bω2 > 0.

Por tanto, ∆1 < 0 y ∆3 > 0, y entonces H2 es indefinida.
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ω2 ≥ −a + c2

b
. Multiplicando de nuevo por −b se tiene que

−bω2 ≥ ab − c2.

Tenemos que,

∆2 = ab − c2 + (a + b)ω2 + ω4 ≤ −bω2 + (a + b)ω2 + ω4 =

= ω2(a + ω2) = ω2∆1 < 0.

Aśı, ∆1 < 0 y ∆2 < 0, por lo que H2 es indefinida.

1.10. Forma normal de la parte cuadrática

El análisis realizado previamente puede simplificarse si el hamiltoniano
(1.7) es transformado convenientemente. El no haberlo hecho antes se debe
a que hemos querido asociar el problema de la estabilidad con la función
Φ(x, y) que define el potencial, o bien con el potencial efectivo definido en
(1.10).

En primer lugar, es posible simplificar la parte cuadrática del hamilto-
niano,

H2 =
1

2
(P 2

x + P 2
y ) − ω(xPy − yPx) +

1

2
[(a + ω2)x2 + 2 c xy + (b + ω2)y2],

mediante una rotación que elimine los términos en xy. De esta forma, H2 es
transformado en

H2 =
1

2
(P 2

ξ + P 2
η ) − ω(ξPη − ηPξ) +

1

2
ω2(αξ2 + βη2). (1.16)

Las nuevas variables (ξ, η, Pξ, Pη) vienen dadas por la tranformación

x = ξ cos θ − η sen θ,

y = ξ sen θ + η cos θ,

Px = Pξ cos θ − Pη sen θ,

Py = Pξ sen θ + Pη cos θ,

donde θ viene dado por las ecuaciones

δ cos 2θ = a − b,

δ sen 2θ = 2c,

δ =
√

(a − b)2 + 4c2.
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Aśı, α y β resultan ser

α = a+b+2ω2+δ
2ω2 ,

β = a+b+2ω2−δ
2ω2 .

Con H2 dado en (1.16) es fácil caracterizar la estabilidad lineal en térmi-
nos de α y β (ver por ejemplo [10, 56]). En efecto, el origen es linealmente
estable si pertenece a alguna de las zonas en color azul de la figura 1.1. La
frontera de estabilidad lineal viene definida por las hipersuperficies

α = 1, β = 1, (α − β)2 + 8(α + β) = 0.

-4 -2 2 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

Figura 1.1: En el plano (α, β), la zona en color azul es la correspondiente a
la estabilidad lineal.

La zona α > 1 y β > 1 corresponde al caso en que el origen es un mı́nimo
del potencial efectivo, y por lo tanto, estable en el sentido de Lyapunov. Si,
por el contrario, α y β están en la zona

α < 1, β < 1, (α − β)2 + 8(α + β) > 0,

el equilibrio corresponde a un máximo del potencial efectivo, y por lo tanto
la estabilidad lineal no es suficiente para garantizar la estabilidad no lineal
ya que H2 es indefinida, como ya se ha visto anteriormente.

Si nos centramos en este último caso, es posible reducir la parte cuadrática
a su forma normal mediante una nueva transformación canónica. Ésta es una
transformación lineal dada por
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


ξ
η
Pξ

Pη


 =




a1 a2 0 0
0 0 b1 −b2

0 0 a1ω1 − b1ω −a2ω2 + b2ω
a1ω − b1ω1 a2ω − b2ω2 0 0







q1

q2

P1

P2


 ,

con ω1 y ω2 tales que ±iω1,±iω2 son los valores propios asociados a la parte
cuadrática del hamiltoniano y

a1 =

√
w2

1 + (1 − β)w2√
w1(w2

1 − w2
2)

,

a2 =

√
w2

2 + (1 − β)w2√
w2(w2

1 − w2
2)

,

b1 =

√
w2

1 + (1 − α)w2√
w1(w2

1 − w2
2)

,

b2 =

√
w2

2 + (1 − α)w2√
w2(w2

1 − w2
2)

.

Esta transformación está ı́ntimamente ligada a la forma canónica de Jordan
de la matriz asociada al sistema de ecuaciones diferenciales [6, 73, 94].

Tras aplicar la transformación lineal al hamiltoniano (1.16), éste se ex-
presa como

H2 =
1

2
w1(q

2
1 + P 2

1 ) − 1

2
w2(q

2
2 + P 2

2 ), (1.17)

es decir, como la resta de dos osciladores armónicos con frecuencias ω1 y ω2.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que ω1, ω2 > 0.

A menudo, es conveniente disponer de otras variables que permitan en-
tender de una forma más directa la dinámica asociada al problema. En este
caso, podemos usar las variables de Poincaré, definidas por

qk =
√

2Ψk sen ψk, Pk =
√

2Ψk cos ψk, k = 1, 2, (1.18)

o equivalentemente,

Ψk =
q2
k+P 2

k

2
, tan ψk = qk

Pk
, k = 1, 2.

Aśı, en las nuevas variables, el hamiltoniano (1.17) se expresa como

H2 = w1Ψ1 − w2Ψ2,

expresión que únicamente depende de los momentos.
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Nótese que ahora H2 no depende de las variables ψ1, ψ2. Las ecuaciones
del movimiento correspondientes a H2 son

ψ̇1 = ∂H2

∂Ψ1
= ω1, Ψ̇1 = −∂H2

∂ψ1
= 0,

ψ̇2 = ∂H2

∂Ψ2
= −ω2, Ψ̇2 = −∂H2

∂ψ2
= 0.

Este sistema es integrable y sus trayectorias se hallan en un toro bidimensio-
nal. Éstas son

ψ1 = ω1t + ψ0
1, Ψ1 = Ψ0

1,

ψ2 = −ω2t + ψ0
2, Ψ2 = Ψ0

2,

siendo (ψ0
1, ψ

0
2, Ψ

0
1, Ψ

0
2) constantes del problema. De este modo, H2 es cons-

tante sobre las soluciones y constituye una integral primera.

Una vez que H2 está en forma normal, el siguiente paso consiste en expre-
sar el resto del hamiltoniano en forma normal, lo que permitirá estudiar la
contribución de los términos de orden superior para establecer las condiciones
de estabilidad o inestabilidad en el sentido de Lyapunov.



Caṕıtulo 2

Estabilidad no lineal en casos
resonantes

2.1. Introducción

Como vimos en el caṕıtulo anterior, la estabilidad de un equilibrio no
siempre puede deducirse a partir de las técnicas de linealización y del teorema
de Dirichlet. Más concretamente, si el equilibrio es un máximo del potencial
efectivo que satisface la condición (1.15) (caso eĺıptico general) necesitamos
otros resultados que nos permitan determinar su estabilidad.

En este sentido es preciso la introducción de la denominada forma normal
de un hamiltoniano que tiene como objetivo buscar expresiones más simples
del mismo. Consideremos una función hamiltoniana anaĺıtica en un entorno
del origen, que expresada en términos de las variables de Poincaré tiene la
forma

H = ω1Ψ1 − ω2Ψ2 +
∑
j>2

Hj, (2.1)

con Hj polinomio homogéneo de grado j en
√

Ψ1 y
√

Ψ2, cuyos coeficientes
son series trigonométricas finitas en ψ1 y ψ2.

Definición 2.1.1. Decimos que H está en forma normal de Birkhoff hasta
orden k si

(H2,Hj) = ω1
∂Hj

∂ψ1

− ω2
∂Hj

∂ψ2

= 0,

para cualquier j ≤ k.

Si introducimos el operador

L2(·) = (H2, ·),

21
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que recibe el nombre de derivada de Lie, la definición anterior es equivalente
a que Hj ∈ kerL2 para cualquier j ≤ k.

El teorema de Birkhoff [12, 14, 92] establece que un hamiltoniano como
(2.1) puede ser transformado a su forma normal de orden k mediante una
serie de transformaciones canónicas próximas a la identidad. Este proceso
puede realizarse de forma recursiva utilizando el operador derivada de Lie
mediante el método de perturbaciones de Lie–Deprit [17, 55, 56, 79].

Una vez que el hamiltoniano está en forma normal de Birkhoff, el teorema
de Arnold [6] determina la estabilidad del origen en el caso eĺıptico general
cuando se satisface una cierta condición de no degeneración. Sin embargo,
este resultado sólo es válido cuando las frecuencias del sistema no satisfacen
una condición de resonancia de orden menor o igual que 4.

Definición 2.1.2. Decimos que ω1 y ω2 satisfacen una condición de reso-
nancia de orden s si existen enteros positivos n y m primos entre śı tales
que

nω1 − mω2 = 0, n + m = s.

Dicha resonancia se denota resonancia n : m.

El resultado de Arnold puede generalizarse para casos en los que no haya
resonancias de orden menor o igual que un cierto entero positivo dado [58].
Sin embargo, los casos resonantes necesitan ser considerados aparte. Esto es
aśı porque en presencia de resonancias la forma normal contiene términos
denominados resonantes cuya forma y localización dependen, no ya sólo del
orden, sino también de la resonancia concreta que se trate. Este hecho es la
causa de que los casos resonantes hayan sido considerados uno a uno. Aśı, las
resonancias de orden 3 y 4 son estudiadas por Markeev [59] y Alfriend [2, 3],
y las de orden 1 y 2 por Sokolsky [85, 86]. En cada caso, al igual que en el
teorema de Arnold, la estabilidad se establece en función de si se satisface
cierta condición de no degeneración y queda determinada en términos de
los coeficientes de la forma normal truncada hasta un cierto orden. El caso
general de una resonancia de orden s es estudiado por Cabral y Meyer [15]
bajo ciertas hipótesis restrictivas y engloba los teoremas de Arnold, Alfriend
y Markeev.

A pesar de este resultado, la estabilidad en los casos resonantes no está re-
suelta del todo. En concreto, bajo ciertas condiciones de degeneración, en-
contramos casos que escapan a los resultados conocidos y que deben ser
investigados. Algunos autores han tratado este problema para resonancias
concretas de orden bajo, en particular para las de orden 4 [60, 61]. Sin em-
bargo, seŕıa deseable encontrar criterios generales aplicables a cualquier caso
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en presencia de degeneraciones. En este sentido este caṕıtulo pretende apor-
tar nuevas ideas que permitan dar algún teorema de aplicabilidad general en
casos resonantes. Para situar el problema en su contexto es preciso enunciar
los resultados más relevantes sobre estabilidad en el caso eĺıptico general.

2.2. Teorema de Arnold

El teorema de Arnold, escogiendo el enunciado propuesto por Meyer &
Schmidt [64, 65] dice

Teorema 2.2.1. Sea H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que, expre-
sado en términos de las variables (Ψ1, Ψ2, ψ1, ψ2), es de la forma

H = H2 + H4 + · · · + H2N + H,

donde

1. H es una función anaĺıtica en un entorno del origen de R
4.

2. Para cualquier j con 1 ≤ j ≤ N , H2j es un polinomio homogéneo de
grado j en Ψ1 y Ψ2, cuyos coeficientes son reales e independientes de
ψ1 y ψ2. En particular,

H2 = ω1Ψ1 − ω2Ψ2, ω1, ω2 > 0,

y

H4 =
1

2
(AΨ1

2 − 2BΨ1Ψ2 + CΨ2
2).

3. H es una serie de potencias en Ψ1 y Ψ2 que empieza, como mı́nimo en
el orden 2N + 1 y sus coeficientes son sumas trigonométricas reales en
ψ1 y ψ2.

En estas condiciones, el origen es un equilibrio estable, en el sentido de
Lyapunov, si existe algún k (2 ≤ k ≤ N) tal que H2 no divide a H2k. Es
decir, si existe algún k (2 ≤ k ≤ N) tal que

D2k = H2k(ω2, ω1) �= 0,

D2j = H2j(ω2, ω1) = 0, 2 ≤ j < k.
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En las hipótesis del teorema de Arnold hay impĺıcitas varias suposicio-
nes. En primer lugar, puesto que H comienza con términos de orden 2, se
está suponiendo que el origen es un equilibrio del sistema. En segundo lugar,
puesto que H2, · · · ,H2N dependen únicamente de Ψ1 y Ψ2, el hamiltoniano H
está escrito en la forma normal de Birkhoff hasta orden 2N [5, 12, 14, 78, 92],
y eso requiere suponer que no aparecen resonancias de orden menor o igual
que 2N sobre las frecuencias del sistema ω1, ω2.

La cuestión ahora es tratar de analizar la estabilidad en aquellos casos que
no están en las condiciones del teorema de Arnold. Estos son, precisamente,
los casos resonantes. En este sentido, los primeros resultados se establecen
para las resonancias de orden bajo, que son las que aparecen normalmente
en los problemas f́ısicos de interés tratados habitualmente. Aśı, Alfriend y
Markeev [2, 3, 59] dan resultados para las resonancias de órdenes 3 y 4. En
concreto, establecen los siguientes teoremas.

2.3. Teoremas de Alfriend y Markeev

Teorema 2.3.1. Si en presencia de la resonancia 1:2, el sistema hamilto-
niano puede escribirse en la forma normal

H = 2ω2Ψ1 − ω2Ψ2 + δΨ
1/2
1 Ψ2 cos(ψ1 + 2ψ2) + H,

con H = H(Ψ1, Ψ2, ψ1, ψ2) = O((Ψ1+Ψ2)
2), y se verifica que δ �= 0, entonces

el equilibrio es inestable.

Teorema 2.3.2. Si en presencia de la resonancia 1:3, el sistema hamilto-
niano puede escribirse en la forma normal

H = 3ω2Ψ1−ω2Ψ2+δΨ
1/2
1 Ψ

3/2
2 cos(ψ1+3ψ2)+

1

2
(AΨ2

1+2BΨ1Ψ2+CΨ2
2)+H,

con H = H(Ψ1, Ψ2, ψ1, ψ2) = O((Ψ1 +Ψ2)
5/2) y D = A+6B +9C. Entonces

si 6
√

3|δ| > |D|, el equilibrio es inestable, mientras que si 6
√

3|δ| < |D|, el
equilibrio es estable.

El caso estable de la resonancia 1:3 se prueba construyendo una fun-
ción de Lyapunov adecuada. Los casos inestables de ambas resonancias se
demuestran considerando funciones de Chetaev apropiadas.

No aparece ningún resultado nuevo hasta 1999, cuando Cabral y Meyer
[15] enuncian un teorema que engloba los resultados anteriores de Alfriend y
Markeev y que es válido para resonancias de cualquier orden, bajo determi-
nadas condiciones.
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2.4. El teorema de Cabral y Meyer

Teorema 2.4.1. Sea H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que expre-
sado en forma normal hasta orden s, con s = 2l − 1 ó s = 2l, en términos
de las variables (Ψ1, Ψ2, ψ1, ψ2), es de la forma

H = H2(Ψ1,Ψ2)+H4(Ψ1,Ψ2)+· · ·+H2l−2(Ψ1,Ψ2)+Hs(Ψ1,Ψ2, nψ1+mψ2)+· · · , (2.2)

donde

1. H es una función anaĺıtica en un entorno del origen de R
4 y 2π–periódi-

ca en nψ1 + mψ2.

2. Para cualquier j con 1 ≤ j ≤ l − 1, H2j es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables Ψ1 y Ψ2, cuyos coeficientes son reales e
independientes de ψ1 y ψ2. En particular,

H2 = ω1Ψ1 − ω2Ψ2, ω1, ω2 > 0.

3. ω1 y ω2 satisfacen una condición de resonancia, es decir, existen n
y m enteros positivos y primos entre śı tales que nω1 − mω2 = 0.
Si n = m = 1, suponemos que el correspondiente sistema lineal es
diagonalizable.

4. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables
√

Ψ1 y
√

Ψ2

cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en nψ1 + mψ2.

5. Los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor que s en las
variables

√
Ψ1,

√
Ψ2.

Sea D2j = H2j(ω2, ω1) para 2 ≤ j ≤ l − 1 y sea

Ψ(ψ) = Hs(ω2, ω1, ψ), (2.3)

con
ψ = ψ1 +

m

n
ψ2.

Entonces,

Si existe algún k (2 ≤ k ≤ l − 1) tal que D2k = H2k(ω2, ω1) �= 0,
entonces el origen es estable en el sentido de Lyapunov (teorema de
Arnold).

En otro caso, es decir, si D2j = 0 para cualquier 2 ≤ j ≤ l − 1, y
además
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• Ψ(ψ) �= 0 para todo ψ, entonces el origen es estable en el sentido
de Lyapunov.

• Ψ(ψ) tiene un cero simple, es decir, existe un valor ψ� tal que
Ψ(ψ�) = 0, Ψ′(ψ�) �= 0, entonces el origen es inestable.

En este resultado hay impĺıcita una suposición y es que, puesto que Hs

es el primer término del desarrollo en el que intervienen los ángulos ψ1 y ψ2,
se asume que s es precisamente el orden de la resonancia.

Nótese que este resultado engloba el teorema de Arnold (teorema 2.2.1),
aśı como los resultados de Alfriend y Markeev (teoremas 2.3.1 y 2.3.2) sobre
las resonancias 1:2 y 1:3.

En efecto, en el caso de la resonancia 1:2, la función Ψ(ψ) que aparece en
el teorema de Cabral y Meyer resulta ser

Ψ(ψ) = δω
1/2
2 ω1 cos(ψ).

Cuando δ �= 0, la función Ψ(ψ) presenta ceros simples y, por lo tanto, el
equilibrio es inestable. Por otra parte, si δ = 0, la función Ψ(ψ) = 0 y el
teorema no puede aplicarse. En este caso la estabilidad vendrá determinada
por términos de orden superior.

Para la resonancia 1:3, ahora la función Ψ(ψ) se escribe como

Ψ(ψ) = δω
1/2
2 ω

3/2
1 cos(ψ) +

1

2
(Aω2

2 + 2Bω1ω2 + Cω2
1).

Puesto que las frecuencias se encuentran en resonancia 1:3, se verifica que
ω1 = 3ω2 y, por lo tanto,

Ψ(ψ) = ω2
2 (3

√
3 δ cos ψ +

D

2
).

Para que esta función no tenga ceros es condición necesaria y suficiente
que |D| > 6

√
3|δ|. En este caso, el origen es estable. Por el contrario, si

|D| < 6
√

3|δ|, la función Ψ(ψ) tiene ceros simples para

ψ� = cos−1 −D

6
√

3δ
,

y entonces el origen es inestable. En el supuesto en que |D| = 6
√

3|δ|, Ψ(ψ)
tiene un cero doble en ψ� = 0 ó ψ� = π si Dδ < 0 ó Dδ > 0 respectivamente.
En esta situación, el teorema 2.4.1 no puede aplicarse, aśı que para decidir la
estabilidad es necesario considerar términos de orden superior. Esta situación
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es estudiada por Markeev [61] teniendo en cuenta el efecto de los términos de
orden 6, quedando resuelta la cuestión, salvo para ciertos casos degenerados.

Una vez vista la relación entre el teorema 2.4.1 y los teoremas 2.2.1,
2.3.1 y 2.3.2, nos detenemos ahora en analizar la demostración en el caso
resonante, que es el que aporta novedades respecto al resultado de Arnold.
En este caso se tiene que D2j = 0 para cualquier 2 ≤ j ≤ l − 1. La idea
principal del teorema 2.4.1 pasa por transformar el hamiltoniano original en
otro de un grado y medio de libertad mediante lo que se denomina reducción
isoenergética. Esta técnica consiste en estudiar la estabilidad del origen sobre
la superficie isoenergética H = 0. De cómo sea la estabilidad del origen en
esta superficie, se sigue la estabilidad no lineal del mismo. Este resultado es
consecuencia de los siguientes lemas.

Lema 2.4.1. Sea
K(r, ψ, t) = riΨ(ψ) + O(ri+ 1

2 ),

donde i = j/2 con j ≥ 3. Supongamos que K es una función anaĺıtica de√
r, ψ, t, que además es τ–periódica en ψ y T–periódica en t.
Si Ψ(ψ) �= 0 para cualquier valor de ψ, entonces el origen r = 0 es un

equilibrio estable para el sistema hamiltoniano

ṙ = −∂K

∂ψ
, ψ̇ =

∂K

∂r
,

en el sentido de que dado un ε > 0, existe un δ > 0 tal que si r(0) < δ,
entonces la solución es definida para todo t y r(t) < ε. Si Ψ(ψ) = 0 tiene un
cero simple, es decir, si existe ψ� tal que Ψ(ψ�) = 0 y Ψ′(ψ�) �= 0, entonces
el equilibrio r = 0 es inestable.

Este lema es fundamental en la demostración y, aunque no aparece citado
en el trabajo de Cabral y Meyer, ya fue enunciado y probado por Sokolsky
[86] para estudiar la estabilidad del origen en presencia de una resonancia de
orden 1. Anteriormente a este trabajo, en [85], da un resultado similar pero
sólo válido para una resonancia de orden 2.

La demostración del lema se basa en el teorema de Chetaev [63] para
el caso inestable, y en el teorema de la curva invariante de Moser [66] para
el estable. Esto en la versión de Cabral y Meyer y en [86], ya que en [85]
Sokolsky utiliza un resultado de Arnold [7].

Este lema permite determinar las propiedades de estabilidad sobre la
superficie isoenergética. Sin embargo, para garantizar la estabilidad global
del origen se necesita el siguiente resultado, cuya demostración es análoga a
la del lema 2.4.1.
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Lema 2.4.2. Sea

K(r, ψ, t, ε) = εkriΨ(ψ) + O(εk+1),

con k y 2i números enteros positivos. Supongamos que K es una función
anaĺıtica de r, ψ, t, que además es τ–periódica en ψ y T–periódica en t para
todo 1

2
≤ r ≤ 3 y para todo 0 ≤ ε ≤ ε0.

Si Ψ(ψ) �= 0 para cualquier valor de ψ, entonces si ε0 es suficientemente
pequeño, cualquier solución del sistema hamiltoniano

ṙ = −∂K

∂ψ
, ψ̇ =

∂K

∂r
,

que comienza con |r(0)| ≤ 1 para 0 ≤ ε ≤ ε0 satisface que |r(t)| ≤ 2 para
todo t.

2.5. Variables extendidas de Lissajous

Nos proponemos ahora dar una prueba alternativa del teorema 2.4.1 basa-
da también en los lemas 2.4.1 y 2.4.2. Para ello, vamos a introducir un nuevo
conjunto de variables ángulo–acción. Estas son las variables extendidas de
Lissajous, especialmente diseñadas para los casos resonantes. Estas variables
evitan la aparición de pequeños denominadores o divisores [31, 84, 92] que
surgen cuando en las transformaciones de normalización usuales se utilizan
las variables de Poincaré.

Las variables de Lissajous fueron introducidas por primera vez por Deprit
[18] para estudiar la resonancia 1:1 y recientemente han sido generalizadas
por Deprit y Elipe [21, 22, 23] para cualquier orden de resonancia y con
cualesquiera número de grados de libertad.

Las variables extendidas de Lissajous, que denotaremos Φ1, Φ2, φ1, φ2

vienen dadas en función de las variables de Poincaré por la siguiente trans-
formación

f : T 2 × {Φ1 > 0} × {|Φ2| ≤ Φ1} �→ R
4

(φ1, φ2, Φ1, Φ2) �→ (ψ1, ψ2, Ψ1, Ψ2)

con
ψ1 = m(φ1 + φ2), Ψ1 = Φ1+Φ2

2m
,

ψ2 = n(φ1 − φ2), Ψ2 = Φ1−Φ2

2n
.

(2.4)
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La transformación inversa es

φ1 = nψ1+mψ2

2nm
, Φ1 = mΨ1 + nΨ2,

φ2 = nψ1−mψ2

2nm
, Φ2 = mΨ1 − nΨ2.

(2.5)

Puesto que las frecuencias del sistema satisfacen una condición de reso-
nancia n:m, se tiene que

nω1 − mω2 = 0,

o equivalentemente que,
ω1

m
=

ω2

n
,

cantidad que denotaremos como ω.

La forma normal del hamiltoniano (2.2) se escribe en estas nuevas varia-
bles como

H = H2(Φ2)+H4(Φ1, Φ2)+ · · ·+H2l−2(Φ1, Φ2)+Hs(Φ1, Φ2, φ1)+ · · · , (2.6)

donde

1. H2 = ωΦ2.

2. Para cualquier j con 2 ≤ j ≤ l − 1, H2j es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables Φ1 y Φ2, cuyos coeficientes son reales e
independientes de φ1 y φ2.

3. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables
√

Φ1 + Φ2

y
√

Φ1 − Φ2 cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en 2nmφ1.

La principal ventaja del uso de las variables de Lissajous aparece en el
proceso de normalización. La expresión de la derivada de Lie es

L2(.) = (H2, .) = ω
∂.

∂φ2

,

y por lo tanto los términos que constituyen la forma normal son aquellos que
no dependen de φ2. Este hecho hace que la normalización sea más directa ya
que ésta equivale a realizar un promedio sobre el ángulo φ2.

Para dar la demostración alternativa del teorema 2.4.1 recordemos que
la idea en la que se basa la prueba de Cabral y Meyer es la de la reducción
isoenergética. Es decir, estudiar las propiedades de estabilidad del origen so-
bre la superficie H = 0. Ahora bien, con la normalización en Lissajous se
ha introducido una nueva integral, Φ2, que define otro tipo de superficies
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invariantes donde también puede estudiarse el flujo del sistema. Nuestra al-
ternativa consiste en estudiarlo sobre la superficie Φ2 = 0, en lugar de sobre
H = 0.

Como paso previo, veremos en primer lugar algunos resultados que re-
lacionan las variables de Lissajous y las de Poincaré en las condiciones del
teorema 2.4.1.

Teorema 2.5.1. Supongamos que se verifican las hipótesis del teorema 2.4.1
y que D2j = 0 para todo 2 ≤ j ≤ l − 1. Entonces el hamiltoniano (2.6) sobre
la superficie Φ2 = 0 queda reducido a

H = Φ
s/2
1 G(2nmφ1) + O(Φ

(s+1)/2
1 ),

donde la función G(2nmφ1) es, salvo un factor constante, la función (2.3)
Ψ(ψ) = Hs(ω2, ω1, ψ) del teorema de Cabral y Meyer.

Demostración.

En primer lugar observemos que si Φ2 = 0, entonces H2(Φ2) = 0. Además,
para cada 2 ≤ j ≤ l− 1, puesto que H2j(Φ1, Φ2) es un polinomio homogéneo
de grado j en Φ1 y Φ2, se tiene que sobre Φ2 = 0,

H2j(Φ1, 0) = αjΦ
j
1, (2.7)

para un cierto valor αj. Utilizando (2.5) tenemos que si Ψ1 = ω2 y Ψ2 = ω1,
entonces Φ1 = 2nω1 = 2mω2 = 2nmω y Φ2 = 0. Como por hipótesis,

D2j = H2j(ω2, ω1) = 0,

tenemos que H2j(Φ1 = 2nmω, Φ2 = 0) = 0. Esto hace que en (2.7), αj = 0
y por lo tanto H2j(Φ1, 0) = 0 para cualquier valor de Φ1. Por lo tanto, sobre
la superficie Φ2 = 0, el hamiltoniano (2.6) se escribe

H = Hs(Φ1, 0, φ1) + O(Φ
(s+1)/2
1 ).

Puesto que Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables√
Φ1 + Φ2 y

√
Φ1 − Φ2 cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en

2nmφ1, se tiene que

Hs(Φ1, 0, φ1) = Φ
s/2
1 G(2nmφ1), (2.8)

con G(2nmφ1) una serie de Fourier finita en 2nmφ1. Para ver la relación
existente entre Ψ y G basta tener en cuenta que cuando Ψ1 = ω2 y Ψ2 = ω1,
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entonces Φ1 = 2nmω y Φ2 = 0. Por un lado, Hs(ω2, ω1, ψ) = Ψ(ψ) y por
otro, desde (2.8) tenemos que

Hs(2nmω, 0, φ1) = (2nmω)s/2G(2nmφ1).

Por lo tanto,

Ψ(ψ) = (2nmω)s/2G(2nmφ1). (2.9)

Corolario 2.5.1. El coeficiente de Φj
1 en H2j, 2 ≤ j ≤ l−1, es proporcional

a D2j.

Demostración.

Se tiene que D2j = H2j(ω2, ω1) = H2j(2nmω, 0) y sabemos que se verifica
(2.7). Por lo tanto,

D2j = αj(2nmω)j,

de donde obtenemos que αj =
D2j

(2nmω)j , que es justamente el coeficiente de

Φj
1.

Podemos ahora enunciar en términos de las variables de Lissajous el teo-
rema de Cabral y Meyer.

Teorema 2.5.2. Sea H un hamiltoniano de 2 grados de libertad que expre-
sado en forma normal hasta orden s, con s = 2l − 1 ó s = 2l, en términos
de las variables (Φ1, Φ2, φ1, φ2), es de la forma

H = H2(Φ2) + H4(Φ1, Φ2) + · · · + H2l−2(Φ1, Φ2) + Hs(Φ1, Φ2, φ1) + · · · ,

donde

1. H es una función anaĺıtica en un entorno del origen de R
4.

2.

H2 = ωΦ2,

siendo ω = ω1

m
= ω2

n
.

3. Para cualquier j con 2 ≤ j ≤ l − 1, H2j es un polinomio homogéneo
de grado j en las variables Φ1 y Φ2, cuyos coeficientes son reales e
independientes de φ1 y φ2.

4. Hs es un polinomio homogéneo de grado s en las variables
√

Φ1 + Φ2 y√
Φ1 − Φ2 cuyos coeficientes son series de Fourier finitas en 2nmφ1.
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5. Los puntos suspensivos denotan términos de orden mayor que s en las
variables

√
Φ1 + Φ2 y

√
Φ1 − Φ2.

Sea G(2nmφ1) tal que

Hs(Φ1, 0, φ1) = Φ
s/2
1 G(2nmφ1).

Entonces,

Si existe algún j (2 ≤ j ≤ l − 1) tal que H2j(Φ1, 0) no es la función
idénticamente nula, entonces el origen es estable en el sentido de Lya-
punov (teorema de Arnold).

En otro caso, es decir, si H2j(Φ1, 0) es la función idénticamente nula
para cualquier 2 ≤ j ≤ l − 1, y además

• G(2nmφ1) �= 0 para todo φ1, entonces el origen es estable en el
sentido de Lyapunov.

• G(2nmφ1) tiene un cero simple, es decir, existe un valor φ�
1 tal que

G(2nmφ�
1) = 0, G′(2nmφ�

1) �= 0, entonces el origen es inestable.

Demostración.

Para 2 ≤ j ≤ l − 1 el corolario 2.5.1 afirma que

H2j(Φ1, 0) =
D2j

(2nmω)j
Φj

1.

Si suponemos que existe algún j tal que H2j(Φ1, 0) no es la función idénti-
camente nula, significa que D2j �= 0. El teorema de Arnold asegura entonces
que el origen es estable.

En otro caso, es decir, si H2j(Φ1, 0) es la función idénticamente nula para
cualquier 2 ≤ j ≤ l − 1, entonces

H(Φ1, 0, φ1) = Φ
s/2
1 G(2nmφ1) + O(Φ

(s+1)/2
1 ), (2.10)

donde la parte principal corresponde a un hamiltoniano con un grado de
libertad y 2π–periódico en 2nmφ1. Para estudiar las propiedades de estabili-
dad del origen nos basaremos en los lemas 2.4.1 y 2.4.2. Para ello es preciso
introducir una variable temporal tal que H(Φ1, 0, φ1) también sea periódico
en esta variable. Obsérvese que la dependencia de esta variable se encuentra
impĺıcita en los términos que constituyen el resto de H(Φ1, 0, φ1), es decir,

en aquellos términos representados por O(Φ
(s+1)/2
1 ) donde aparecen términos
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dependientes de φ2. Es precisamente φ2 la variable que va a representar el
papel de variable temporal.

Puesto que
H(Φ1, Φ2, φ1) = ωΦ2 + O(Φ

3/2
2 ),

tenemos que

φ̇2 =
∂H
∂Φ2

= ω + O(Φ
1/2
2 ).

Como ω > 0, la variable φ2 es creciente en el tiempo, y por lo tanto puede ser
considerada como una nueva variable temporal. Es más, podemos introducir
un cambio de escala definido como

ωdt = dτ,

y entonces,
dφ2

dτ
= 1 + O(Φ

1/2
2 ).

Por lo tanto, el hamiltoniano reducido (2.10) es periódico en la variable tiem-
po φ2.

Teniendo esto en cuenta tenemos que sobre Φ2 = 0,

dφ1

dφ2
= ∂

∂Φ1
(Φ

s/2
1 G(2nmφ1)) + O(Φ

(s−1)/2
1 ),

dΦ1

dφ2
= − ∂

∂φ1
(Φ

s/2
1 G(2nmφ1)) + O(Φ

(s+1)/2
1 ).

Por lo tanto, el hamiltoniano reducido (2.10) verifica las condiciones del lema
2.4.1. En consecuencia, si G(2nmφ1) �= 0 para todo φ1 entonces el origen es
estable, mientras que si G(2nmφ1) posee algún cero simple, entonces el origen
es inestable.

En el caso inestable, la inestabilidad sobre Φ2 = 0 es suficiente para probar
la inestabilidad global del origen. En el caso estable, es necesario probar la
estabilidad global. Es decir, debemos ver que para Φ2 �= 0 las soluciones
próximas al origen permanecen próximas al mismo.

Consideramos un cambio de escala en las variables J1, J2 con Φk = ε2Jk

para k = 1, 2 y donde ε es un pequeño parámetro. Aśı, el hamiltoniano (2.6)
es de la forma

H2(J2) + ε2H4(J1, J2) + · · · + ε2l−4H2l−2(J1, J2) + εs−2Hs(J1, J2, φ1) + O(εs−1).

Si consideramos el flujo sobre la superficie J2 = hεs−1 con h ∈ [−1, 1], éste
es el mismo que el flujo de

H = εs−2J
s/2
1 G(2nmφ1) + O(εs−1),
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puesto que J2 es un factor común para todos los términos del hamiltoniano
de orden menor o igual que 2l − 2. Aplicando ahora el lema 2.4.2 se tiene
probada la estabilidad total del origen. En efecto, existen toros invariantes
que separan el toro J1 = 1 del toro J1 = 2 para 0 ≤ ε ≤ ε0. Por lo tanto,
todas las soluciones que comienzan con un valor J1 ≤ 1, verifican que J1 ≤ 2
para todo φ2. Puesto que tenemos una cota para J1 y para J2, existen c y k
tales que si |J1(0)| ≤ c y |J2(0)| ≤ c, entonces |J1(τ)| ≤ k y |J2(τ)| ≤ k para
todo τ y para todo 0 ≤ ε ≤ ε0. Esto significa que en las variables originales
si Φ1,2(0) ≤ ε2c, entonces |Φ1,2(τ)| ≤ ε2k para todo τ y para 0 ≤ ε ≤ ε0, y
por lo tanto, el origen es estable.

La ventaja que supone utilizar aqúı variables de Lissajous es la obtención
de un hamiltoniano que verifica las condiciones de los lemas 2.4.1 y 2.4.2
directamente. Por otra parte, las funciones Ψ(ψ) y G(2nmφ1) están relacio-
nadas mediante la expresión (2.9), de ah́ı que los ceros de Ψ(ψ) se traducen
en ceros de G(2nmφ1). En este sentido, la prueba dada es redundante.

Sin embargo, esta demostración alternativa es válida bajo hipótesis más
generales. Realmente no es necesario exigir que el primer término Hj que
no es idénticamente nulo cuando Φ2 = 0 sea el correspondiente al orden de
la resonancia, es decir, Hs. Puede ser cualquier otro término superior del
hamiltoniano normalizado, llamémosle Hk (k ≥ s) que verifique que los Hj

anteriores a él son idénticamente nulos cuando Φ2 = 0. En este caso, sobre
la superficie Φ2 = 0, el hamiltoniano se escribe

H = Φ
k/2
1 Gk(2nmφ1) + O(Φ

(k+1)/2
1 ),

con Gk(2nmφ1) una serie de Fourier finita en el ángulo 2nmφ1. El análisis
de los ceros de Gk(2nmφ1) nos da la estabilidad del origen. Esto supone
un avance respecto al teorema 2.4.1 ya que en éste se asume que la función
Ψ(ψ) es precisamente la que viene del término Hs, correspondiente al orden
de la resonancia. En realidad, la propia demostración de Cabral y Meyer es
válida bajo estas condiciones más generales. Si las hipótesis son más débiles
es probablemente porque Cabral y Meyer trataban de escribirlas en términos
más parecidos al teorema de Arnold. Nótese que bastaba con generalizar la
definición del determinante

Dk = Hk(ω2, ω1, ψ).

Como consecuencia de la extensión de las hipótesis se puede abordar la
estabilidad de un caso degenerado en resonancia 1:2, que puede encontrarse
en ciertos problemas, como el de las rotaciones planas de un satélite en órbita
circular [62].
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Corolario 2.5.2. Sea

H = H2 + H4 + H6 + O((Φ1 + Φ2)
4),

la forma normal correspondiente a una resonancia 1:2 que sólo contiene
términos de orden par. Supongamos que D4 = 0 y que

H6 =
3∑

k=0

Φ3−k
1 Φk

2(ak + bk cos 8φ1 + ck sen 8φ1), (2.11)

con D6 �= 0. Entonces, si a2
0 > b2

0 + c2
0, el origen es estable y si a2

0 < b2
0 + c2

0,
el origen es inestable.

Demostración.

En este caso, H2 = ωΦ2 y H4 = 2BΦ1Φ2 + CΦ2
2. Teniendo en cuenta esto y

la expresión (2.11), es obvio que H2(Φ2 = 0) = H4(Φ2 = 0) = 0 y que

H6(Φ2 = 0) = Φ3
1(a0 + b0 cos 8φ1 + c0 sen 8φ1).

Identificamos la función Gk(2nmφ1), que en nuestro caso es

G6 = a0 + b0 cos 8φ1 + c0 sen 8φ1,

y examinamos sus ceros. Puesto que D6 �= 0, tenemos que a2
0 + b2

0 + c2
0 �= 0.

Si b2
0 + c2

0 = 0, entonces G6 es una función constante no nula y, por lo
tanto, el origen es estable.

Si b2
0 + c2

0 �= 0, existe θ tal que

sen θ =
b0√

b2
0 + c2

0

, cos θ =
c0√

b2
0 + c2

0

.

Aśı, la función G6 puede escribirse como

G6 =
√

b2
0 + c2

0

( a0√
b2
0 + c2

0

+ sen(θ + 8φ1)
)
.

Es evidente que esta función no se anula si∣∣∣ a0√
b2
0 + c2

0

∣∣∣ > 1,

es decir, si a2
0 > b2

0 + c2
0. En este caso, el origen es estable. Si, por el contrario,∣∣∣ a0√

b2
0 + c2

0

∣∣∣ < 1,

o equivalentemente, si a2
0 < b2

0 + c2
0, entonces G6 tiene ceros simples y por lo

tanto el origen es inestable.
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2.6. Interpretación geométrica

El teorema 2.5.2 admite una interpretación geométrica si estudiamos la
estructura del espacio fásico después de la normalización. En concreto, a
partir de la forma de las órbitas alrededor del origen se puede establecer un
criterio geométrico que es equivalente al teorema 2.5.2. Esta idea elemental
en la que órbitas cerradas en torno al origen implican estabilidad y órbi-
tas asintóticas inestabilidad, fue introducida en [26, 27], aunque sin llegar a
probar la equivalencia con el resultado 2.5.2.

En primer lugar debemos estudiar la estructura de la forma normal del
hamiltoniano

H =
1

2
ω1(q

2
1 + P 2

1 ) − 1

2
ω2(q

2
2 + P 2

2 ) +
∑
j>2

Hj(qk, Pk). (2.12)

En este sentido, es conveniente introducir un nuevo conjunto de variables
canónicas que permitan identificar fácilmente aquellos términos que son de
la forma normal. Sea este nuevo conjunto de variables (u1, u2, v1, v2), de forma
que

uk = 1√
2
(qk − iPk), vk = −i√

2
(qk + iPk), k = 1, 2, (2.13)

cuya transformación inversa viene dada por

qk = 1√
2
(uk + ivk), Pk = i√

2
(uk − ivk), k = 1, 2.

En estas variables el operador de Lie es diagonal [35], por lo que resulta
fácil identificar los términos de la forma normal. En efecto, el hamiltoniano
(2.12) se transforma en

H = iω1u1v1 − iω2u2v2 +
∑
j>2

Hj(uk, vk),

siendo Hj un polinomio homogéneo de grado j en uk, vk, k = 1, 2.

En las nuevas variables, la expresión de la derivada de Lie L2 resulta ser

L2(·) = (H2, ·) =
∂H2

∂v1

∂ ·
∂u1

− ∂H2

∂u1

∂ ·
∂v1

+
∂H2

∂v2

∂ ·
∂u2

− ∂H2

∂u2

∂ ·
∂v2

=

= iω1(u1
∂ ·
∂u1

− v1
∂ ·
∂v1

) − iω2(u2
∂ ·
∂u2

− v2
∂ ·
∂v2

).

De esta forma, un monomio de grado j

uα1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 ,
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con α1, α2, β1, β2 ∈ N y α1 + α2 + β1 + β2 = j, está en la forma normal si
pertenece a kerL2. Ahora bien,

L2(u
α1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 ) = i[ω1(α1 − β1) − ω2(α2 − β2)] u
α1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 ,

de donde se deduce fácilmente que el monomio uα1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 pertenece a la
forma normal si y sólo si se verifica la ecuación

(ω1,−ω2).(α1 − β1, α2 − β2) = 0. (2.14)

Si entre las frecuencias del sistema se satisface una condición de resonancia
n:m, la ecuación (2.14) es equivalente a

(m,−n).(α1 − β1, α2 − β2) = 0,

o lo que es lo mismo,

m(α1 − β1) − n(α2 − β2) = 0,

ecuación diofántica cuyas soluciones son de la forma

α1 − β1 = kn, α2 − β2 = km, k ∈ Z.

En consecuencia, los monomios

I1 = u1v1, I2 = u2v2, I3 = un
1u

m
2 , I4 = vn

1 vm
2 , (2.15)

pertenecen a la forma normal y además verifican la relación

In
1 Im

2 = I3I4. (2.16)

Examinemos tres tipos de monomios diferentes dependiendo del valor que
tome k.

Si k = 0, obtenemos la solución trivial, α1 = β1 y α2 = β2, que es
satisfecha para cualquier ω1, ω2, incluso si no hay resonancia entre las
frecuencias. Los monomios correspondientes son de la forma

(u1v1)
α1(u2v2)

α2 .

Estos monomios aparecen únicamente cuando 2(α1 + α2) = j, o dicho
de otro modo, sólamente aparecen en aquellos Hj con j par. Además,
éstos pueden expresarse como producto de potencias positivas de los
monomios I1 e I2 ya que

(u1v1)
α1(u2v2)

α2 = Iα1
1 Iα2

2 .
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Si k > 0, entonces α1 = β1 + kn y α2 = β2 + km, y en consecuencia los
monomios pueden escribirse como

uα1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 = (u1v1)
β1(u2v2)

β2(un
1u

m
2 )k.

Estos monomios aparecen cuando 2(β1 + β2) + (n + m)k = j. El valor
mı́nimo de j es n + m, el orden de la resonancia. Además, pueden
expresarse como producto de potencias positivas de los monomios I1,
I2 e I3 ya que

(u1v1)
β1(u2v2)

β2(un
1u

m
2 )k = Iβ1

1 Iβ2

2 Ik
3 .

Si k < 0, entonces β1 = α1 − kn, β2 = α2 − km, y en consecuencia
podemos escribir

uα1
1 uα2

2 vβ1

1 vβ2

2 = (u1v1)
α1(u2v2)

α2(vn
1 vm

2 )−k.

Estos monomios aparecen cuando 2(α1 + α2) − (n + m)k = j. Como
ocurre en el caso previo, j debe ser como mı́nimo n + m, orden de la
resonancia. Además, pueden expresarse como producto de potencias
positivas de los monomios I1, I2 e I4 ya que

(u1v1)
α1(u2v2)

α2(vn
1 vm

2 )−k = Iα1
1 Iα2

2 I−k
4 .

En resumen, los monomios de orden j pertenecientes a la forma normal
son de alguno de los dos siguientes tipos

Iγ1

1 Iγ2

2 Iγ3

3 , Iγ1

1 Iγ2

2 Iγ3

4 ,

con 2(γ1 + γ2) + (n + m)γ3 = j. Nótese que entre éstos quedan también
recogidos los de la forma Iγ1

1 Iγ2

2 sin más que tomar γ3 = 0 en cualquiera de
los anteriores.

Los monomios I1, I2, I3 e I4 son denominados invariantes o generadores
de la forma normal. A partir de ellos se puede enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.6.1. Supongamos que las frecuencias del sistema cumplen una
condición de resonancia n:m. Entonces, la forma normal expresada en inva-
riantes complejos hasta orden M del hamiltoniano H es

H = i(ω1I1 − ω2I2) +
∑

2(γ1+γ2)+(n+m)γ3=j

3≤j≤M

(aγ1γ2γ3I
γ3

3 + bγ1γ2γ3I
γ3

4 ) Iγ1

1 Iγ2

2 .

Es interesante hacer notar que el uso de variables complejas no sólo per-
mite identificar de manera sencilla los términos de la forma normal, sino que
también permite distinguir entre los términos resonantes (cuando γ3 �= 0) y
los no resonantes (cuando γ3 = 0).
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2.6.1. Invariantes reales

Las variables complejas, y más concretamente los invariantes complejos,
han permitido identificar de modo simple los términos de la forma normal de
un hamiltoniano hasta un determinado orden (teorema 2.6.1). Sin embargo,
resulta deseable conocer dichos términos en función de algunos invariantes
reales que, a diferencia de los invariantes complejos, puedan ser interpretados
geométricamente.

Con este objetivo definimos

M1 = i(mI1+nI2)
2

, C = mn/2nm/2(I4+in+mI3)
2

,

M2 = i(mI1−nI2)
2

, S = imn/2nm/2(I4−in+mI3)
2

.

(2.17)

El cambio inverso viene dado por

I1 = −i(M1+M2

m
), I3 = (−i)n+m(C+iS)

mn/2nm/2 ,

I2 = −i(M1−M2

n
), I4 = C−iS

mn/2nm/2 .

(2.18)

Para demostrar que los invariantes M1,M2, C, S son cantidades reales
basta conocer las expresiones de los Ii (1 ≤ i ≤ 4) en función de las varia-
bles de Lissajous. En este sentido, puede comprobarse que utilizando (2.15),
(2.13), (1.18) y finalmente (2.4) obtenemos

I1 = −iΦ1+Φ2

2m
,

I2 = −iΦ1−Φ2

2n
,

I3 = (−i)n+m(Φ1+Φ2

2m
)n/2(Φ1−Φ2

2n
)m/2(cos 2nmφ1 + i sen 2nmφ1),

I4 = (Φ1+Φ2

2m
)n/2(Φ1−Φ2

2n
)m/2(cos 2nmφ1 − i sen 2nmφ1).

(2.19)

A partir de las expresiones dadas en (2.17) para M1, M2, C, S y utilizando
(2.19) se obtiene

M1 = 1
2
Φ1, C = 2−(m+n)/2(Φ1 − Φ2)

m/2(Φ1 + Φ2)
n/2 cos 2nmφ1,

M2 = 1
2
Φ2, S = 2−(m+n)/2(Φ1 − Φ2)

m/2(Φ1 + Φ2)
n/2 sen 2nmφ1,

(2.20)

y por lo tanto M1,M2, C, S ∈ R. Este conjunto de invariantes M1,M2, C, S
es diferente al conjunto de invariantes complejos I1, I2, I3, I4 pero equivalente
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en el sentido de que, en variables de Lissajous, I1 e I2 son polinomios de
primer grado en las acciones Φ1, Φ2, como M1 y M2, mientras que I3 e I4 lo
son de grado n+m

2
, lo mismo que C y S.

Al igual que los invariantes complejos, los invariantes reales no son inde-
pendientes. De hecho, la relación (2.16) se transforma en

C2 + S2 = (M1 + M2)
n(M1 − M2)

m. (2.21)

Además, como Φ1 ≥ |Φ2| (ver (2.4)), se verifica que

M1 ≥ |M2|. (2.22)

En estas condiciones, el teorema 2.6.1 tiene su contrapartida en invarian-
tes reales.

Teorema 2.6.2. Supongamos que las frecuencias del sistema están en re-
sonancia n:m. Entonces, la forma normal expresada en invariantes reales
hasta orden M del hamiltoniano H es

H = 2ωM2 +
∑

2(γ1+γ2)+(n+m)(γ3+γ4)=j

3≤j≤M

aγ1γ2γ3γ4M
γ1

1 Mγ2

2 Cγ3Sγ4 . (2.23)

Demostración.

El resultado se deduce a partir del teorema 2.6.1 y de las expresiones de los
Ii (i = 1, 2, 3, 4) en términos de los nuevos invariantes (ecuaciones (2.18)).

Nótese que el orden de la forma normal en el que primero aparecen C y
S es justamente el orden de la resonancia, esto es, s. Dicho de otro modo,
el primer orden que contiene ángulos es el orden de la resonancia. Teniendo
esto en cuenta, se puede precisar mejor la expresión de la forma normal.

Teorema 2.6.3. Supongamos que las frecuencias del sistema están en reso-
nancia n:m. Si s = n + m es el orden de la resonancia y

s es par, es decir, existe algún l tal que s = 2l, entonces la forma
normal del hamiltoniano H hasta orden M , expresada en invariantes
reales, es

H = 2ωM2 + H4 + · · · + H2l−2 +
N∑

j=l

H2j,
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donde
H2k =

∑
γ1+γ2=k

aγ1γ2M
γ1

1 Mγ2

2 2 ≤ k ≤ l − 1,

y

H2j =
∑

γ1+γ2+l(γ3+γ4)=j

aγ1γ2γ3γ4M
γ1

1 Mγ2

2 Cγ3Sγ4 l ≤ j ≤ N,

con 2N = M si M es par ó 2N = M −1 si M es impar. En particular,

Hs = H2l =
∑

γ1+γ2=l

aγ1γ2M
γ1

1 Mγ2

2 + αC + βS.

s es impar, es decir, existe algún l tal que s = 2l−1, entonces la forma
normal del hamiltoniano H hasta orden M , expresada en invariantes
reales, es

H = 2ωM2 + H4 + · · · + H2l−2 +
M∑

j=2l−1

Hj,

donde,

H2k =
∑

γ1+γ2=k

aγ1γ2M
γ1

1 Mγ2

2 2 ≤ k ≤ l − 1,

y

Hj =
∑

2(γ1+γ2)+(2l−1)(γ3+γ4)=j

aγ1γ2γ3γ4M
γ1

1 Mγ2

2 Cγ3Sγ4 2l−1 ≤ j ≤ M.

En particular,
Hs = H2l−1 = αC + βS.

Demostración.

El resultado es obvio a partir del teorema 2.6.2.

Nótese que la expresión de la forma normal dada en invariantes reales no
es única debido a la restricción (2.21).

2.6.2. Espacio fásico reducido

El proceso de normalización ha introducido una nueva integral formal,
M2, si se considera la forma normal truncada hasta un cierto orden. De
este modo, el número de grados de libertad se reduce en 1. Puesto que el
problema original es de 2 grados de libertad, tras la normalización obtenemos
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un sistema de 1 grado de libertad y, en consecuencia, formalmente integrable.
Esta variación del número de grados de libertad afecta a la estructura del
espacio fásico puesto que el original es tridimensional y el reducido, para
cada valor de M2 = cte, es bidimensional, y por lo tanto susceptible de ser
representado geométricamente.

Los invariantes reales son precisamente los generadores del espacio fásico
reducido que viene dado por la ecuación (2.21)

C2 + S2 = (M1 + M2)
n(M1 − M2)

m,

sujeta a la restricción (2.22)

M1 ≥ |M2|,
y teniendo en cuenta que M2 es la integral formal.

La ecuación (2.21) define el espacio de fases reducido como una colección
de variedades semialgebraicas. Para cada valor constante de M2, (2.21) es
una superficie de revolución con vértice en el punto (0, 0, |M2|) (ver figura
2.1). En particular, el origen es el vértice de la superficie correspondiente a
M2 = 0.

Nótese que las variables extendidas de Lissajous pueden ser utilizadas
para parametrizar la superficie (2.21), siendo dicha parametrización la dada
por las ecuaciones (2.20).

Considerando el hamiltoniano H normalizado hasta un orden M como en
(2.23) y fijado un valor constante para M2, las órbitas se obtienen como las
soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales

Ṁ1 = (M1,H), Ċ = (C,H), Ṡ = (S,H), (2.24)

que verifican la condición (2.21). Es decir, las órbitas pueden obtenerse como
la intersección de la superficie dada por (2.21) con la definida por el hamil-
toniano normalizado hasta orden M dado por (2.23).

El sistema diferencial (2.24) viene determinado por la estructura de Pois-
son [32] de los generadores. Teniendo en cuenta su relación con las variables
de Lissajous y sabiendo que éstas son completamente canónicas resulta que

(M1, C) = nmS,

(C, S) = nm
2

(M1 + M2)
n−1(M1 − M2)

m−1((n − m)M2 − sM1),

(S,M1) = nmC.

(2.25)
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Figura 2.1: C2 + S2 = (M1 + M2)
n(M1 − M2)

m para n = 1, m = 3, M2 = 0,
M2 = 1 y M2 = −1 respectivamente.

A partir de (2.25) es posible deducir algunas propiedades interesantes que
afectan al sistema normalizado.

Teorema 2.6.4. El sistema (2.24) es invariante bajo la acción del grupo
SO(2) de rotaciones alrededor del eje M1.

Demostración.

Basta probar que la estructura de los paréntesis de Poisson se conserva ba-
jo una rotación alrededor del eje M1. En efecto, consideramos la rotación
definida por

S̄ = S cos σ − C sen σ, C̄ = S sen σ + C cos σ, M̄1 = M1, (2.26)

con σ ∈ [0, 2π).

Los nuevos paréntesis de Poisson son

(M̄1, C̄) = nmS̄,

(C̄, S̄) = nm
2

(M̄1 + M2)
n−1(M̄1 − M2)

m−1((n − m)M2 − sM̄1),

(S̄, M̄1) = nmC̄,
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que resultan ser las mismas expresiones que (2.25). En realidad, esto es con-
secuencia de la simetŕıa ciĺındrica de la superficie definida por (2.21).

Teorema 2.6.5. El vértice es un punto cŕıtico del sistema si es un punto no
regular de la superficie (2.21). Si M2 = 0, entonces el vértice siempre es un
equilibrio.

Demostración.

El vértice de la superficie (2.21), localizado en M1 = |M2|, C = S = 0, es un
punto no regular si las tres derivadas parciales de la función

f(M1, C, S) = C2 + S2 − (M1 + M2)
n(M1 − M2)

m

se anulan al mismo tiempo. Esto ocurre si y sólo si M2 > 0 y m > 1, M2 < 0
y n > 1, ó M2 = 0. En todos estos casos, los paréntesis de Poisson (2.25)
se anulan, y en consecuencia el sistema de ecuaciones diferenciales (2.24) se
anula en el vértice.

2.6.3. Criterio geométrico

Una vez determinada la estructura del espacio de fases reducido, estamos
en condiciones de dar una interpretación geométrica del teorema 2.5.2, inclu-
so cuando se considera la hipótesis general de que Hk es el primer término
de la forma normal que no se anula cuando M2 = 0. En primer lugar, recor-
demos que las soluciones del sistema (2.24) se obtienen como las curvas de
intersección de la superficie definida por el hamiltoniano (2.23) y la superficie
(2.21).

De acuerdo con la demostración del teorema 2.5.2 es suficiente encontrar
las propiedades de estabilidad del origen sobre la superficie M2 = 0, cuyo
vértice es precisamente el origen. Puesto que Hk es el primer término de la
forma normal no nulo para M2 = 0, lo anterior es equivalente a ver cómo son
las intersecciones de las superficies

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |Hk(C, S,M1, 0) = 0},

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M s

1},

y cuál es su relación con la función Gk(2nmφ1), que es la que determina, en
última instancia, las propiedades de estabilidad del origen. En este sentido
se tienen las siguientes propiedades.
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Teorema 2.6.6. La función Gk(2nmφ1) puede expresarse como

Gk(2nmφ1) =
1

2k/2

∑
2γ+(n+m)(γ3+γ4)=k

aγγ3γ4 senγ3(2nmφ1) cosγ4(2nmφ1).

Demostración.

Partiendo de la expresión de H en invariantes reales

H = 2ωM2 +
∑

2(γ1+γ2)+(n+m)(γ3+γ4)=j

3≤j≤M

aγ1γ2γ3γ4M
γ1

1 Mγ2

2 Cγ3Sγ4 ,

y suponiendo que Hk es el primer término de la forma normal no nulo para
M2 = 0, resulta que

Hk(C, S,M1, 0) =
∑

2γ+(n+m)(γ3+γ4)=k

aγγ3γ4M
γ
1 Cγ3Sγ4 .

Si expresamos los invariantes en función de las variables extendidas de
Lissajous utilizando (2.20) obtenemos que

Hk(Φ2 = 0) =
(Φ1

2

)k/2 ∑
2γ+(n+m)(γ3+γ4)=k

aγγ3γ4 senγ3(2nmφ1) cosγ4(2nmφ1),

de donde se deduce el resultado.

En las condiciones del teorema de Cabral y Meyer, esta función es lineal
en senos y cosenos ya que k = n + m y, por tanto,

Gk(2nmφ1) = G(2nmφ1) = a0 + a1 sen(2nmφ1) + a2 cos(2nmφ1),

donde a0 = 0 si la resonancia es de orden impar. Esta función no se anula si
a2

0 > a2
1 +a2

2. Si a2
0 < a2

1 +a2
2, los ceros de la función son simples, mientras que

si a2
0 = a2

1 + a2
2, los ceros son dobles. Por lo tanto, si a2

0 > a2
1 + a2

2, entonces
el origen es estable, mientras que si a2

0 < a2
1 + a2

2, el origen es inestable.
Determinar la estabilidad del origen en este caso resulta sencillo. Sin embargo,
cuando k > n + m la función Gk(2nmφ1) puede ser muy compleja, si k es
grande en comparación con n + m. En este sentido, un criterio alternativo
pero equivalente, basado en propiedades geométricas, puede resultar de más
utilidad. Para ello, necesitamos la caracterización de los puntos cŕıticos del
sistema (2.24) sobre la superficie M2 = 0.
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Teorema 2.6.7. En resonancias de orden mayor o igual que 3, el sistema
hamiltoniano dado por H = Hk sobre la superficie M2 = 0 posee un úni-
co equilibrio (que coincide con el vértice de la superficie) o bien existe un
conjunto infinito de equilibrios entre los cuales está el vértice.

Demostración.

Como

Hk(Φ2 = 0) = Φ
k/2
1 Gk(2nmφ1),

las ecuaciones del movimiento son

φ̇1 = ∂Hk

∂Φ1
= k

2
Φ

k
2
−1

1 Gk(2nmφ1),

Φ̇1 = −∂Hk

∂φ1
= −2nm Φ

k
2
1 G′

k(2nmφ1).

(2.27)

Como consideramos resonancias de orden mayor o igual que 3, k, en el peor
de los casos es 3. Es obvio que Φ1 = 0 es siempre solución, que corresponde
al vértice de la superficie. Otras soluciones de equilibrio se obtienen cuando
Gk(2nmφ1) y G′

k(2nmφ1) se anulan a la vez para algún valor φ1 = φ1
∗. Ahora

bien, en este caso todos los puntos de la forma (Φ1, φ1
∗) son de equilibrio,

siempre que Φ1 ≥ 0 (por aquello de que los puntos de la superficie verifican
que M1 ≥ |M2| y en nuestro caso M2 = 0). Es decir, hay un conjunto infinito
de equilibrios, que obviamente contiene al vértice de la superficie.

Ahora ya podemos dar la contrapartida geométrica al teorema 2.5.2.

Teorema 2.6.8. Sea H(C, S,M1,M2) un hamiltoniano expresado en forma
normal en términos de los invariantes y sea Hk el primer término de la forma
normal que no se anula cuando M2 = 0. Sea

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |Hk(C, S,M1, 0) = 0},

y sea G2 la superficie

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M s

1}.

Si suponemos que el origen es un equilibrio aislado, entonces se tiene que

Si G1 y G2 tienen como punto en común sólo el origen, entonces éste
es estable.

Si G1 y G2 se cortan en algún otro punto, entonces el origen es inestable.
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Demostración.

Para probar la estabilidad del origen, basta ver que G1 y G2 se cortan sólo en
el origen si y sólo si Gk(2nmφ1) �= 0 para todo φ1. Ahora bien, introduciendo
la parametrización dada por las variables de Lissajous, los puntos de intersec-
ción de G1 y G2 son las soluciones de Φ

k/2
1 Gk(2nmφ1) = 0. Si Gk(2nmφ1) �= 0

para cualquier φ1, la única solución es Φ1 = 0, y viceversa, si la única solución
es Φ1 = 0, entonces Gk(2nmφ1) �= 0 cualesquiera que sea φ1.

Para el caso inestable debemos ver que G1 y G2 tienen más puntos en
común que el origen si y sólo si Gk(2nmφ1) tiene ceros simples. Es obvio
que no puede haber ceros múltiples pues estamos suponiendo que el origen
es aislado (ver teorema 2.6.7). Ahora bien, como los puntos de intersección
deben satisfacer la ecuación

Φ
k/2
1 Gk(2nmφ1) = 0,

si hay más puntos de corte que Φ1 = 0, debe existir un ángulo φ∗
1 tal que

Gk(2nmφ∗
1) = 0 y además sea un cero simple. Análogamente, si Gk(2nmφ1)

tiene un cero simple, G1 y G2 se cortan a lo largo de una ĺınea definida por
la intersección de (2.21) con el plano

S = C tan(2nmφ∗
1).

Esta ĺınea de intersección define una órbita asintótica, lo que también serviŕıa
para justificar la inestabilidad.

Pueden hacerse distintas consideraciones como consecuencia de este últi-
mo resultado. En primer lugar, es evidente que cuando el origen es estable,
éste debe ser un extremo de la función Hk(M2 = 0), por lo que ésta es defi-
nida en un entorno del origen. Esto se desprende de forma inmediata de la
expresión de Hk(M2 = 0) en variables de Lissajous, que es

Hk(Φ2 = 0) = Φ
k/2
1 Gk(2nmφ1),

y de que Gk(2nmφ1) �= 0 para todo φ1 ya que entonces Gk(2nmφ1) es de
signo constante y por lo tanto, también Hk(Φ2 = 0) ya que Φ1 ≥ 0. En este
caso Hk(Φ2 = 0) es una función de Lyapunov para el sistema truncado, que
puede extenderse a todo el sistema.

En el caso en que el origen es inestable Hk(Φ2 = 0) deja de ser una
función definida y toma tanto valores positivos como negativos. Aśı pues,
la órbita correspondiente a Hk(Φ2 = 0) = 0 actúa como separatriz de los
valores positivos y negativos. Esta órbita es no trivial y, puesto que el origen
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es el único punto cŕıtico, es asintótica al origen. De este modo, el origen es
inestable.

Todo lo anterior es cierto en las hipótesis del teorema 2.5.2 o, equiva-
lentemente, del teorema 2.6.8. Bajo estas condiciones, los términos de orden
superior pueden acotarse convenientemente de modo que las propiedades del
sistema truncado se conserven en un entorno del origen.

En segundo lugar, si consideramos las órbitas sobre superficies con M2 �= 0
podemos ver que se conservan los movimientos acotados, para el caso estable,
y los no acotados, para el caso inestable.

Corolario 2.6.1. Si el origen es estable, todas las órbitas son acotadas para
cualquier valor de M2. Si el origen es inestable, existen órbitas no acotadas
para cualquier valor de M2.

Demostración.

Supongamos que el origen es estable. Fijado un valor de M2,

H = H2 + H4 + · · · + Hk,

puede verse como un polinomio en Φ
1/2
1 con coeficientes trigonométricos en

φ1. El término dominante del polinomio sigue siendo Φ
k/2
1 Gk(2nmφ1), cuyo

signo es constante para cualquier valor de φ1 puesto que el origen es estable.
Supongamos que Gk(2nmφ1) > 0, es decir, H → +∞ cuando Φ1 → +∞.

Para demostrar el resultado, basta ver que si H → +∞, entonces las
órbitas son cerradas y simples. Fijemos un valor de φ1. Entonces, H es un
polinomio en Φ

1/2
1 y por lo tanto tiene un número finito de máximos y mı́ni-

mos. Fijando un valor de H por encima del valor del mayor de los máximos
relativos (ver figura 2.2), tenemos que existe un único valor de Φ1 tal que

H2 + · · · + Hk = H,

lo que define una curva cerrada y acotada. Como cuando H → +∞, se tiene
que Φ1 → +∞, entonces todas las órbitas son acotadas.

En caso de que el origen sea inestable, el resultado puede deducirse a
partir de la demostración anterior y el teorema del ı́ndice.

Además de las dos observaciones anteriores, en las hipótesis del teorema
2.4.1, el teorema 2.6.8 proporciona condiciones de estabilidad comunes para
todas las resonancias de orden par y lo mismo para todas las de orden im-
par. Esto es consecuencia de la linealidad en senos y cosenos de la función
Gk(2nmφ1) cuando el término Hk coincide con el correspondiente al orden
de la resonancia, es decir, cuando k = s.
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Figura 2.2: Fijado un valor de φ1, se representa H(Φ1, φ1) en función de Φ1.

Corolario 2.6.2. Supongamos que se satisface una condición de resonancia
de orden s con s impar y s ≥ 3, y que Hs es el primer término de la forma
normal que no se anula cuando M2 = 0. Entonces,

Hs(M2 = 0) = αC + βS,

con α2 + β2 �= 0 y además el origen es un equilibrio inestable.

Demostración.

Por el teorema 2.6.3 sabemos que cuando s es impar, entonces

Hs(M2 = 0) = αC + βS.

Si Hs es el primer término de la forma normal que no se anula cuando
M2 = 0, entonces α2 + β2 �= 0. Puesto que el sistema es invariante por rota-
ciones alrededor del eje M1 (teorema 2.6.4), podemos realizar una rotación
como en (2.26) con σ tal que

sen σ = − α√
α2+β2

, cos σ = β√
α2+β2

, si α �= 0,

y σ = 0 en otro caso. El hamiltoniano resultante tras la rotación se escribe

Hs(M2 = 0) = γS,
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con γ =
√

α2 + β2.

En este caso, las superficies G1 y G2 son

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 | γS = 0},

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M s

1}.
Como γ �= 0, las dos superficies se cortan en los puntos (C, S,M1) ∈ R

3 tales
que

S = 0, C = ±M
s/2
1 .

Por lo tanto se cortan transversalmente, y aplicando el teorema 2.6.8 tenemos
que el origen es inestable.

Nótese que la proyección sobre el plano C = 0 de G1, es S = 0, mientras
que la de G2 es S2 = M s

1 . La ĺınea S = 0 está en la zona interior a S2 = M s
1 .

Corolario 2.6.3. Si se satisface una condición de resonancia de orden s con
s par y s ≥ 4, y Hs es el primer término de la forma normal que no se anula
cuando M2 = 0, entonces

Hs(M2 = 0) = asM
s/2
1 + αC + βS, (2.28)

con a2
s + α2 + β2 �= 0. Si además

a2
s > α2 + β2, entonces el origen es un equilibrio estable.

a2
s < α2 + β2, entonces el origen es un equilibrio inestable.

Demostración.

Por el teorema 2.6.3 sabemos que cuando s es par, entonces

Hs(M2 = 0) = asM
s/2
1 + αC + βS.

Si Hs es el primer término de la forma normal que no se anula cuando
M2 = 0, entonces a2

s + α2 + β2 �= 0. Puesto que el sistema es invariante
por rotaciones alrededor del eje M1 (teorema 2.6.4), podemos realizar una
rotación como en (2.26) con σ tal que

sen σ = − α√
α2+β2

, cos σ = β√
α2+β2

, si α �= 0,

y σ = 0 en otro caso. El hamiltoniano resultante tras la rotación se escribe

Hs = asM
s/2
1 + γS,
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con γ =
√

α2 + β2 y a2
s + γ2 �= 0.

Ahora, las superficies G1 y G2 son

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 | asM

s/2
1 + γS = 0},

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M s

1}.
Dichas superficies se cortan en los puntos (C, S,M1) ∈ R

3 tales que

S = −asM
s/2
1

γ
, C2 = (1 − a2

s

γ2
)M s

1 ,

si γ �= 0 y se cortan sólo en el origen en caso de que γ = 0.

Si a2
s > α2 + β2, es decir, a2

s > γ2, entonces las superficies sólo se cortan
en el origen, lo que indica según el teorema 2.6.8, que el origen es estable.

Por contra, si a2
s < α2 + β2, es decir, si a2

s < γ2, entonces las superficies
se cortan en los puntos tales que

S = −M
s/2
1 as

γ
, C = ±M

s/2
1

√
1 − a2

s

γ2
,

y aplicando el teorema 2.6.8 resulta que el origen es inestable.

Nótese que la proyección sobre el plano C = 0 de G1, es

S = −asM
s/2
1

γ
,

mientras que la proyección de G2 sobre el mismo plano es S2 = M s
1 . La pri-

mera de las ĺıneas está en la zona exterior o interior a S2 = M s
1 dependiendo

si a2
s > γ2 ó a2

s < γ2 respectivamente.

Los dos corolarios anteriores pueden ilustrarse para los casos más sencillos
de resonancias pares e impares.

Resonancia 1:2

En esta situación s = 3 y las superficies G1 y G2 resultan ser

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 | γS = 0},

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M3

1},
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que aparecen representadas en la figura 2.3. Dichas superficies se cortan en
los puntos (C, S,M1) ∈ R

3 tales que

S = 0, C = ±M1

√
M1,

y por el teorema 2.6.8 resulta que el origen es inestable.
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Figura 2.3: Resonancia 1:2. (a) G1 : γS = 0, (b) G2 : C2 + S2 = M3
1 .

La figura 2.4 representa la proyección de las superficies G1 y G2 sobre el
plano C = 0. La proyección de la primera, es S = 0, mientras que la de la
segunda es S2 = M3

1 . Nótese que S = 0 está en la zona interior a S2 = M3
1 ,

luego las superficies G1 y G2 se cortan transversalmente.

En la figura 2.5 representamos algunas órbitas de escape en el espacio de
fases cuando M2 = 0.
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Figura 2.4: Resonancia 1:2. Superficies G1 y G2 proyectadas sobre el plano
C = 0.

Figura 2.5: Resonancia 1:2. Órbitas en el espacio de fases para M2 = 0.
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Resonancia 1:3

Consideremos ahora el caso en el que las frecuencias del sistema satisfacen
una condición de resonancia 1:3, es decir, ω1 = 3ω2.

Ahora, las superficies G1 y G2 son

G1 = {(C, S,M1) ∈ R
3 | a4M

2
1 + γS = 0},

G2 = {(C, S,M1) ∈ R
3 |C2 + S2 = M4

1},

que aparecen representadas en la figura 2.6. Dichas superficies se cortan en
los puntos (C, S,M1) ∈ R

3 tales que

S = −a4M
2
1

γ
, C2 = (1 − a2

4

γ2
)M2

1 ,

si γ �= 0 y sólo en el origen si γ = 0. El teorema 2.6.8 asegura que si a2
4 > γ2,

el origen es estable mientras que si a2
4 < γ2, el origen es inestable.
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Figura 2.6: Resonancia 1:3. (a) G1 para a4 = 2, γ = 1. (b) G2 : C2 +S2 = M4
1 .
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La figura 2.7 representa la proyección de las superficies G1 y G2 sobre el

plano C = 0. La proyección de la primera, es M1 = 0 si γ = 0, y S = −a4M2
1

γ

si γ �= 0, mientras que la de la segunda es S2 = M4
1 . Nótese que la primera

está en la zona exterior o interior a S2 = M4
1 dependiendo qué valor toma

a2
4 − γ2. Aśı, si a2

4 − γ2 > 0, la proyección de G1 sobre el plano C = 0 está en
el exterior de la proyección de G2, y por lo tanto, se cortan en un sólo punto.
Si a2

4 − γ2 < 0, la proyección de G1 sobre el plano C = 0 está en el interior
de la proyección de G2, y por lo tanto, se cortan transversalmente.
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Figura 2.7: Resonancia 1:3. Superficies G1 y G2 proyectadas sobre el plano
C = 0. Para a2

4 − γ2 > 0 se cortan únicamente en el origen (ĺınea azul,
estabilidad) y para a2

4 − γ2 < 0 intersectan transversalmente (ĺınea roja,
inestabilidad)

En las figuras 2.8 y 2.9 representamos algunas órbitas en el espacio de
fases cuando M2 = 0, órbitas que son cerradas cuando a2

4 − γ2 > 0 y de
escape cuando a2

4 − γ2 < 0.

Nótese que cuando a2
4 − γ2 = 0 las superficies G1 y G2 son tangentes.

Entonces el origen no es un equilibrio aislado puesto que aparece un conjunto
denso de equilibrios

C = 0, S = −M2
1 ,

entre los cuales se encuentra el origen. Decimos entonces que se produce un
caso degenerado.

Considerando términos de mayor grado en la forma normal del hamilto-
niano, el criterio geométrico es también aplicable a casos de degeneración.
Ahora bien, al considerar términos de orden superior en la forma normal, el
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Figura 2.8: Resonancia 1:3. Para M2 = 0 y a2
4−γ2 > 0, a la izquierda, órbitas

en el espacio de fases y, a la derecha, proyecciones sobre el plano M1 = 0.

Figura 2.9: Resonancia 1:3. Para M2 = 0 y a2
4−γ2 < 0, a la izquierda, órbitas

en el espacio de fases y, a la derecha, proyecciones sobre el plano M1 = 0.
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teorema 2.6.7 no tiene por qué cumplirse. De hecho, pueden aparecer más
puntos cŕıticos aislados que el origen. De esta forma, para extender el criterio
geométrico, las condiciones del teorema 2.6.8 deben modificarse de manera
que si el origen es un punto de intersección aislado de las superficies definidas
por H y C2 + S2 = M s

1 , entonces el origen es estable. Teniendo en cuenta
estas consideraciones, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.9. Supongamos que se satisface una condición de resonancia
de orden s con s par (s ≥ 4) y que Hs es el primer término de la forma
normal que no se anula cuando M2 = 0. Si se verifica que

a2
s = α2 + β2,

y
asas+2 − αb1 − βb2 > 0, (2.29)

con as, α y β como en (2.28) y as+2, b1, b2 tales que

Hs+2(M2 = 0) = as+2M
(s+2)/2
1 + (b1C + b2S)M1,

entonces el origen es estable. Si

asas+2 − αb1 − βb2 < 0,

entonces el origen es inestable.

Demostración.

El hamiltoniano normalizado y truncado hasta orden s + 2 sobre la su-
perficie M2 = 0 se escribe

H = asM
s/2
1 + αC + βS + as+2M

(s+2)/2
1 + (b1C + b2S)M1,

o equivalentemente,

H = asM
s/2
1 + αC + βS + (as+2M

s/2
1 + b1C + b2S)M1.

Para que la superficie definida por H y la superficie

C2 + S2 = M s
1

tengan como punto de corte aislado al origen de coordenadas es suficiente
que H sea definida (positiva o negativa) en un entorno del origen.

Puesto que Hs = asM
s/2
1 + αC + βS es semidefinida, basta ver que H es

definida en el caso cŕıtico, esto es, cuando C y S son tales que

αC + βS = −asM
s/2
1 .
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En esta situación

C =
−α

as

M
s/2
1 , S =

−β

as

M
s/2
1 ,

y se tiene

H =
asas+2 − αb1 − βb2

as

M
(s+2)/2
1 .

Si as > 0, entonces H debe ser definida positiva y en consecuencia

asas+2 − αb1 − βb2 > 0.

Si as < 0, entonces H debe ser definida negativa y también se obtiene (2.29).
En ambos casos, el origen es estable por ser el origen un punto de intersección
aislado. Si por el contrario,

asas+2 − αb1 − βb2 < 0,

entonces el origen no es un punto de intersección aislado y existen órbitas
asintóticas, por lo que es inestable.

El caso asas+2−αb1−βb2 = 0 no asegura ni estabilidad ni inestabilidad, a
pesar de que las dos superficies puedan cortarse transversalmente [9]. Esto es
aśı porque el tamaño de la región donde ambas superficies son transversales
no es lo suficientemente grande como para no verse afectado por el resto de
la forma normal.

Como caso particular del teorema 2.6.9 se obtienen las condiciones de
estabilidad para una resonancia de orden 4. Éstas resultan ser las mismas
que proporciona Markeev en [60], cuando la condición (2.29) es expresada en
las variables adecuadas.



Caṕıtulo 3

Bifurcaciones y flujo fásico en
la resonancia 1:3

3.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se ha visto cómo a partir del flujo del sistema normalizado
sobre la variedad M2 = 0 es posible establecer las propiedades de estabilidad
del origen, siempre que se satisfagan las condiciones de los teoremas 2.5.2
y 2.6.8. En este caso, el flujo queda bien caracterizado, pues, tal y como se
establece en ambos teoremas el origen es el único equilibrio. Sin embargo,
el flujo sobre las variedades M2 �= 0 también es de interés, no sólo porque
determina la estabilidad del origen, sino por la posible aparición de nuevos
equilibrios. Estos, en general, están asociados a familias de órbitas periódicas
que juegan un papel relevante en la dinámica del sistema original.

La caracterización de los equilibrios para M2 �= 0 en un caso general,
dentro de las hipótesis de los teoremas 2.5.2 y 2.6.8, es una tarea compleja.
En este sentido, deben resolverse sistemas polinómicos de orden alto depen-
dientes, no linealmente, de un gran número de parámetros. Debido a esto,
nos centraremos en el caso particular de una resonancia 1:3 donde D4 �= 0 y
estudiaremos el flujo del hamiltoniano truncado a orden 4.

Aqúı nos encontramos con un hamiltoniano cuadrático en los invariantes
reales, como los estudiados en [25, 43, 44, 45, 46], sólo que el espacio de
fases ahora no es una esfera sino una superficie abierta y la estructura de
Poisson cambia. Esto afecta a los equilibrios, a su estabilidad y a las ĺıneas
de bifurcación, como puede verse en [8] donde se estudian hamiltonianos
cuadráticos con otra estructura de Poisson sobre superficies compactas, lo
que supone una generalización de los trabajos anteriores sobre una superficie
esférica.

59
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En nuestro caso, al ser el espacio de fases una superficie abierta, es de
esperar la aparición de diferencias con los estudios anteriores, fundamental-
mente por el papel que pueda representar el infinito.

No obstante, las técnicas para el análisis de los equilibrios serán las mis-
mas en las que están basados los trabajos anteriores. Fundamentalmente se
trata de establecer una conexión entre equilibrios y ráıces de un polinomio.
Una vez hecho esto, diversos resultados elementales sobre polinomios, sirven
para caracterizar los diferentes tipos de bifurcaciones. Este tipo de análisis
puede ser llevado a cabo con éxito en diferentes tipos de problemas [39, 49, 80]
siempre que se pueda establecer la relación entre equilibrios y ráıces de un po-
linomio. Otros autores, como Schmidt [82], estudian este problema utilizando
otras técnicas.

3.2. Ecuaciones del movimiento y equilibrios

Sea H la forma normal hasta orden 4 correspondiente a un sistema ha-
miltoniano en resonancia 1:3. Entonces,

H = 2ωM2 + a20M
2
1 + a11M1M2 + a02M

2
2 + αC + βS,

donde H está expresada en términos de los invariantes reales M1, M2, C, S.
Recordemos que éstos verifican las condiciones

C2 + S2 = (M1 + M2)(M1 − M2)
3, (3.1)

M1 ≥ |M2|. (3.2)

Puesto que M2 es una integral del sistema, la ecuación (3.1) define, para cada
valor constante de M2, una superficie de revolución cuyo vértice es el punto
de coordenadas M1 = |M2|, C = S = 0 (véase figura 2.1).

Puesto que M2 es constante, la dinámica del sistema es la misma que la
proporcionada por

H = a20M
2
1 + a11M1M2 + αC + βS. (3.3)

Supongamos que H no es degenerado para M2 = 0. Entonces D4 �= 0 y
a2

20 + α2 + β2 �= 0.

Si α2 + β2 = 0, la dinámica es muy sencilla pues ahora

H = a20M
2
1 + a11M1M2,
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con a20 �= 0. Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson (2.25), las ecua-
ciones del movimiento correspondientes son

Ṁ1 = 0,

Ṡ = 3 C (2a20M1 + a11M2),

Ċ = −3 S (2a20M1 + a11M2).

Los puntos de equilibrio de H son aquellos que anulan el sistema de ecuaciones
anterior y están sujetos a las condiciones (3.1) y (3.2). Es obvio que el vértice
de la superficie, el punto de coordenadas (0, 0, |M2|), es siempre un equilibrio.
Además del vértice, aparece un conjunto de puntos de equilibrio no aislados
sobre la circunferencia de ecuación


C2 + S2 = (a11+2a20)2

16a4
20

(a2
11 − 4a2

20)M
4
2 ,

M1 = −a11

2a20
M2,

cuando M2 > 0 y a11

2a20
≤ −1, o cuando, M2 < 0 y a11

2a20
≥ 1. La geometŕıa de las

órbitas es sencilla en este caso ya que éstas se obtienen como intersección de
la familia de planos perpendiculares a M1 definida por H y la superficie (3.1).
Es decir, las órbitas son circunferencias. El vértice es un punto de equilibrio
estable ya que se encuentra rodeado de una familia de órbitas cerradas y
acotadas (ver figura 3.1).
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Figura 3.1: Proyección de las órbitas sobre el plano M1 = 0 para M2 = 1,
a20 = −1, a11 = 3 y α = β = 0. La circunferencia de color rojo corresponde
al conjunto de equilibrios no aislados.
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Si α2 + β2 �= 0, (3.3) puede reducirse a

H = a20M
2
1 + a11M1M2 + γS,

tras realizar una rotación alrededor del eje M1 como en (2.26) con σ tal que

sen σ = − α√
α2+β2

, cos σ = β√
α2+β2

, si α �= 0,

y σ = 0 en otro caso. En cualquier caso,

γ =
√

α2 + β2 �= 0.

Aśı, la dinámica de este sistema es la misma que la de

H = aM2
1 + bM1M2 + S,

donde
a =

a20

γ
y b =

a11

γ
. (3.4)

Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson (2.25), las ecuaciones del
movimiento correspondientes son

Ṁ1 = −3 C,

Ṡ = 3 C (2aM1 + bM2),

Ċ = −3 S (2aM1 + bM2) − 3 (M1 − M2)
2 (M2 + 2M1).

(3.5)

Los puntos de equilibrio son aquellos que anulan el sistema de ecuaciones
(3.5) y verifican las condiciones (3.1) y (3.2).

Nótese que las dos primeras ecuaciones del movimiento se anulan si y sólo
si C = 0, mientras que la tercera se anula cuando

S (2aM1 + bM2) + (M1 − M2)
2 (M2 + 2M1) = 0,

por lo que

S = −(M1 − M2)
2(M2 + 2M1)

2aM1 + bM2

, (3.6)

siempre y cuando 2aM1 + bM2 �= 0.

En caso contrario, es decir, si 2aM1 + bM2 = 0, entonces M1 = − bM2

2a
y

la tercera ecuación se anula si y sólo si

(M1 − M2)
2(M2 + 2M1) = 0.
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Por lo tanto, se dan dos soluciones. La primera,

M1 = −M2

2
, M1 = −bM2

2a
,

no da lugar a equilibrio alguno ya que no verifica la desigualdad (3.2) y la
segunda,

M1 = M2, M1 = −bM2

2a
,

es un equilibrio si M2 > 0 y 2a + b = 0.

Si 2aM1 + bM2 �= 0, entonces S viene dado por la ecuación (3.6). Sustitu-
yendo en la ecuación (3.1), junto con C = 0, se tiene que M1 ha de satisfacer
la ecuación polinómica

(M1 − M2)
3 [(M1 − M2)(M2 + 2M1)

2

−(M1 + M2)(2aM1 + bM2)
2] = 0,

junto con la restricción M1 ≥ |M2|.
De esta forma, el cálculo de los equilibrios se reduce a determinar las

ráıces del polinomio

R(M1) = (M1 − M2)
3 [(M1 − M2)(M2 + 2M1)

2

−(M1 + M2)(2aM1 + bM2)
2] ,

que sean mayores o iguales que |M2|.
El punto M1 = M2 es siempre una ráız de R y por lo tanto da lugar a un

equilibrio siempre que M2 > 0. En este caso el equilibrio se corresponde con
el vértice de la superficie.

El resto de equilibrios del sistema viene determinado por las ráıces del
polinomio

R1(M1) = 4(1 − a2)M3
1 − 4a(a + b)M2M

2
1

− (3 + b2 + 4ab)M2
2 M1 − (1 + b2)M3

2 ,

en el intervalo [|M2|, +∞). Con el fin de simplificar el estudio de las ráıces
de R1, introducimos el siguiente cambio de variable

x =
M2

M1

,
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por el que R1 se transforma en

P(x) = 4(1 − a2) − 4a(a + b)x − (3 + b2 + 4ab)x2 − (1 + b2)x3.

De esta forma, las ráıces de R1(M1) en [|M2|, +∞) se transforman en las
ráıces de P(x) en el intervalo [−1, 0) cuando M2 < 0 ó en las ráıces en (0, 1]
cuando M2 > 0.

Aunque existen fórmulas exactas para calcular las ráıces de un polinomio
de tercer grado [72], éstas no resultan de utilidad en este caso, ya que no
es sencillo determinar, en función de los parámetros, cuándo las ráıces son
reales o complejas y, en el caso de que éstas sean reales, cuándo pertenecen
a un intervalo determinado. Es por ello que es preferible concentrarse en
determinar sólo el número de ráıces reales del polinomio que se encuentran
en los intervalos [−1, 0) y (0, 1]. De este modo, nos centraremos en determinar
en qué condiciones se produce un cambio en el número de ráıces de P y, por
tanto, en el número de equilibrios del sistema. El número de ráıces de P en
[−1, 0) y (0, 1] cambia si se produce alguna de estas dos circunstancias,

1. Alguna de las ráıces del polinomio P toma los valores extremos −1, 1
ó 0.

2. Alguna de las ráıces de P tiene multiplicidad mayor que uno.

Teniendo en cuenta que

P(−1) = 2, P(1) = −2(2a + b)2, P(0) = 4(1 − a2),

las rectas
2a + b = 0, a = 1, a = −1,

constituyen claramente ĺıneas de bifurcación [31]. Además, mientras que la
primera de ellas únicamente aparece cuando M2 > 0, las dos siguientes apa-
recen siempre, independientemente del signo de M2.

Por otra parte se puede deducir

Proposición 3.2.1. P tiene al menos 1 ráız en el intervalo (−1, 1]. Además,
si a2 > 1, tiene al menos una ráız en (−1, 0) y si a2 < 1, en (0, 1].

Demostración.

Esto se deduce de forma inmediata de

P(−1) = 2 > 0, P(0) = 4(1 − a2), P(1) = −2(2a + b)2 ≤ 0.
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3.3. Ráıces múltiples

Como ya se ha dicho, el cambio en el número de equilibrios puede estar
motivado por la aparición de ráıces múltiples dentro de los intervalos (−1, 0)
y (0, 1]. Como primer paso determinaremos en qué condiciones P tiene ráıces
múltiples, aunque este hecho no implique siempre un cambio en el número de
equilibrios del sistema. Aśı, si P tiene una ráız múltiple, el correspondiente
polinomio mónico

P̂ = −4(1 − a2)

1 + b2
+

4a(a + b)

1 + b2
x +

3 + b2 + 4ab

1 + b2
x2 + x3,

también la tendrá. Aplicando el corolario A.0.1 del Apéndice, sabemos que
entonces D(P̂) = 0.

Utilizando para el cálculo la expresión (A.3), y denotando ∆ = D(P̂),
obtenemos que

∆ = −16(a − b)2 f(a, b)

(1 + b2)4
,

donde

f(a, b) = 27 − 36a2 + 16a4 + 36ab − 16a3b + 18b2 + 4ab3 − b4.

Por lo tanto, ∆ = 0 si y sólo si b = a ó f(a, b) = 0.

En consecuencia, P posee alguna ráız múltiple si (a, b) pertenece a la
recta b = a ó a la curva f(a, b) = 0. Esta última constituye una curva en
impĺıcitas que verifica las siguientes propiedades.

1. Es simétrica respecto al origen pues f(−a,−b) = f(a, b).

2. No corta al eje b = 0 puesto que

f(a, 0) = 27 − 36a2 + 16a4 = (4a2 − 9

2
)2 +

27

4
> 0.

Por lo tanto, deducimos que hay al menos dos ramas, una para b > 0
y otra para b < 0 debido al carácter simétrico. En consecuencia, basta
estudiar lo que ocurre cuando b > 0.

3. Para b > 0, f(a, b) = 0 tiene un único punto singular en a = −1, b = 1.
En efecto, los puntos singulares son aquellos para los que las derivadas
parciales ∂f

∂a
, ∂f

∂b
se anulan al mismo tiempo. Ahora bien,

∂f
∂a

= 4(2a − b)(8a2 − 2ab − b2 − 9),

∂f
∂b

= −4(2a − b + 3)(2a − b − 3)(a + b).
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La segunda ecuación se hace cero si y sólo si b = −a, b = 2a + 3
ó b = 2a − 3.

a) Si b = −a, entonces ∂f
∂a

= 108a(a2 − 1), que se anula cuando a = 0
ó a = ±1. Como b > 0 y b = −a, entonces a < 0, en cuyo caso el
único valor que anula las dos derivadas parciales es a = −1, b = 1.

b) Si b = 2a+3, entonces ∂f
∂a

= 216(a+1) se anula si y sólo si a = −1.
El valor de b correspondiente es b = 1.

c) Si b = 2a− 3, entonces ∂f
∂a

= 126(a− 1) se anula si y sólo si a = 1.
Para a = 1, b = −1 < 0, que no pertenece a la rama b > 0.

Nótese que además f(−1, 1) = 0.

4. Para b > 0, la curva f(a, b) = 0 está siempre por encima de b = 1. En
efecto, si b = 1, entonces

f(a, 1) = 4(1 + a)2[(2a + 3)2 + 2],

y por lo tanto f(a, 1) = 0 si y sólo si a = −1. Aśı, el único punto
para el que la curva f(a, b) = 0 alcanza el valor 1 es el punto singular
(a, b) = (−1, 1). Por otro lado,

ĺım
a→±∞

f(a, b) = +∞.

De ambas observaciones se deduce que el punto (a, b) = (−1, 1) es un
mı́nimo, además de ser un punto singular.

5. Para b > 0, la curva es estrictamente decreciente cuando a ∈ (−∞,−1)
y estrictamente creciente cuando a ∈ (−1, +∞).

Teniendo en cuenta las propiedades 3. y 4., basta ver que la curva no
tiene más puntos cŕıticos que el punto singular (a, b) = (−1, 1). En
efecto,

db

da
=

∂f/∂a

∂f/∂b
=

(2a − b)(9 − 8a2 + 2ab + b2)

(b + a)[(2a − b)2 − 9]
,

que se hace cero si y sólo si b = 2a y b = −a ± 3
√

a2 − 1.

a) Si b = 2a, entonces f(a, b) = 27(1 + 4a2) > 0, y por lo tanto, no
da lugar a ningún punto cŕıtico.

b) Si b = −a ± 3
√

a2 − 1, entonces

f(a, b) = 216(a2 − 1)3/2[−(a2 − 1)1/2 ± a],
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que se anula si y sólo si a = ±1. En consecuencia, b = ∓1, y
como en nuestras hipótesis b > 0, el único punto cŕıtico es (a, b) =
(−1, 1).

Nótese además que si b = 1,

ĺım
a→−1

db

da
= ĺım

a→−1

(2a − 1)(a + 1)(5 − 4a)

2(a + 1)2(a − 2)
= +∞,

por lo que (a, b) = (−1, 1) es un punto cuspidal.

6. La función f(a, b) = 0 está constitúıda por dos ramas, una correspon-
diente a b > 0 y otra a b < 0, a las que denotaremos respectivamente
b = f1(a) y b = f2(a) y que vienen dadas por,

f1(a) =




b4(a) si a < −3,
5.80734 si a = −3,
b2(a) si −3 < a < 0,
4.40367 si a = 0,
b4(a) si 0 < a < 3,
11.8073 si a = 3,
b2(a) si a > 3,

f2(a) =




b3(a) si a < −3,
−11.8073 si a = −3,
b1(a) si −3 < a < 0,
−4.40367 si a = 0,
b3(a) si 0 < a < 3,
−5.80734 si a = 3,
b1(a) si a > 3,

con bi(a) (1 ≤ i ≤ 4) las funciones

b1 = a −
√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3 −

√√√√6 + 2a2 + 3(a2 − 1)
2
3 +

2a(a2 − 9)√
3 + a2 − 3(a2 − 1)

2
3

,

b2 = a −
√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3 +

√√√√6 + 2a2 + 3(a2 − 1)
2
3 +

2a(a2 − 9)√
3 + a2 − 3(a2 − 1)

2
3

,

b3 = a +
√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3 −

√√√√6 + 2a2 + 3(a2 − 1)
2
3 − 2a(a2 − 9)√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3

,

b4 = a +
√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3 +

√√√√6 + 2a2 + 3(a2 − 1)
2
3 − 2a(a2 − 9)√

3 + a2 − 3(a2 − 1)
2
3

.

Puede probarse sin dificultad que f1(a) y f2(a) son dos funciones con-
tinuas definidas a trozos (ver figura 3.2).
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Figura 3.2: b1(a) está representada en color rojo, b2(a) en color verde, b3(a)
en color azul y b4(a) en color negro.

Tanto la recta b = a como las funciones b = f1(a), b = f2(a) que acaba-
mos de describir constituyen ĺıneas en las que P posee alguna ráız múltiple.
De esta forma, el plano de parámetros (a, b) queda dividido en 4 regiones
definidas como

I = {(a, b) ∈ R
2 | b > f1(a)},

II = {(a, b) ∈ R
2 | a < b < f1(a)},

III = {(a, b) ∈ R
2 | f2(a) < b < a},

IV = {(a, b) ∈ R
2 | b < f2(a)},

y que representamos en la figura 3.3.
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I
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Figura 3.3: La recta b = a y la curva f(a, b) = 0 dividen el plano paramétrico
en las regiones I, II, III y IV.
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El número de ráıces en cada una de ellas viene caracterizado por el si-
guiente teorema.

Teorema 3.3.1. Sea P el polinomio

P(x) = 4(1 − a2) − 4a(a + b)x − (3 + b2 + 4ab)x2 − (1 + b2)x3.

Entonces

P posee una única ráız real ⇐⇒ (a, b) ∈ II ∪ III.

P posee tres ráıces reales distintas ⇐⇒ (a, b) ∈ I ∪ IV.

P posee tres ráıces reales, alguna de ellas múltiple ⇐⇒ b = f1(a)
ó b = f2(a) ó b = a.

Demostración.

Sabemos que ∆ = 0 si y sólo si b = a, b = f1(a) ó b = f2(a). Es obvio que si
∆ �= 0, entonces ∆ es de signo contrario a f(a, b).

Por lo tanto tenemos que,

∆ < 0 ⇐⇒ f(a, b) > 0 ⇐⇒ (a, b) ∈ II ∪ III.

∆ > 0 ⇐⇒ f(a, b) < 0 ⇐⇒ (a, b) ∈ I ∪ IV.

∆ = 0 ⇐⇒ b = a ó f(a, b) = 0 ⇐⇒ b = a ó b = f1(a) ó b = f2(a).

Aplicando ahora el teorema A.0.3 del Apéndice, se obtiene el resultado
tal y como se detalla en el enunciado.

Nótese que en la región I el comportamiento es el mismo que en la IV y
lo mismo pasa con las regiones II y III. Esto es debido a que las ĺıneas b = a
y f(a, b) = 0 son simétricas respecto al origen.

Corolario 3.3.1. Si (a, b) ∈ II ∪ III, entonces P tiene una única ráız real
que

pertenece al intervalo (0, 1] si a2 < 1.

pertenece al intervalo (−1, 0) si a2 > 1.

es x = 0 si a2 = 1.
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Demostración.

El teorema 3.3.1 garantiza la existencia de una única ráız real cuando (a, b) ∈
II∪ III. De la proposición 3.2.1 se deduce el resultado para a2 �= 1. En el caso
a2 = 1, el polinomio P se expresa

P = x[−4a(a + b) − (3 + b2 + 4ab)x − (1 + b2)x2],

que tiene por ráız a x = 0.

Corolario 3.3.2. Si b = a, P tiene una única ráız real en el intervalo (−1, 1]
que

pertenece al intervalo (0, 1] si a2 < 1.

pertenece al intervalo (−1, 0) si a2 > 1.

es x = 0 si a2 = 1.

Demostración.

Si b = a, entonces

P = 4(1 − a2) − 8a2x − (3 + 5a2)x2 − (1 + a2)x3.

Es fácil demostrar que x = −2 es una ráız doble y x = 1−a2

1+a2 es una ráız simple.
La ráız doble no está en el intervalo (−1, 1] mientras que la ráız simple śı. El
signo de esta ráız es inmediato.

Nótese que b = a no constituye una ĺınea de bifurcación puesto que sobre
dicha recta, P tiene una ráız múltiple que no pertenece a (−1, 1] y la única
ráız real en dicho intervalo tiene el mismo signo que 1 − a2, al igual que lo
que ocurre cuando (a, b) ∈ II ∪ III (corolario 3.3.1).

Tenemos por lo tanto estudiado el número y el signo de las ráıces de P
en (−1, 1] cuando f2(a) < b < f1(a), o equivalentemente cuando f(a, b) > 0.
Con el objetivo de obtener el mismo tipo de resultados para los valores de
(a, b) tales que f(a, b) ≤ 0, enunciamos la siguiente proposición.

Proposición 3.3.1. Si a = −√
2 y b = f1(a) = 3

√
3−2

√
2, entonces P tiene

una ráız doble en (0, 1) y una ráız simple en (−1, 0). Si a = 1 y b = f1(a) = 7,
entonces P tiene una ráız doble en (−1, 0) y la otra ráız es x = 0.

Demostración.

Si a = −√
2 y b = 3

√
3 − 2

√
2, entonces x =

√
6

3
es ráız doble y x =

√
6−3
6

ráız simple. Si a = 1 y b = 7, entonces x = −4
5

es ráız doble y x = 0 es ráız
simple.
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Corolario 3.3.3. Si f(a, b) = 0, entonces P posee tres ráıces, alguna de
ellas múltiple, en el intervalo (−1, 1].

Demostración.

El teorema 3.3.1 afirma que si f(a, b) = 0, entonces P tiene tres ráıces reales,
alguna de ellas múltiple.

Como f(a, b) = 0 es una curva simétrica respecto al origen, basta demos-
trar el resultado para b = f1(a). Puesto que P(−1) �= 0 y P(1) = 0 si y sólo
si b + 2a = 0, basta examinar las ráıces de P a ambos lados de dicha recta.
Utilizando la proposición 3.3.1 tenemos dos parejas de valores (a, b) que se
encuentran sobre b = f1(a), una a cada lado de la recta b + 2a = 0, para
los cuales las ráıces de P siempre están en el intervalo (−1, 1). Por lo tanto,
dicha propiedad es extensible al resto de la rama. Nótese que la intersección
de b = f1(a) con b = −2a es el punto (a, b) = (−

√
3

2
,
√

3). Para dicho valor,
P tiene una ráız doble negativa y otra simple, que es x = 1.

Corolario 3.3.4. Si f(a, b) = 0, tenemos que si

a ∈ (−∞,−1) y b = f1(a), ó si a ∈ (1, +∞) y b = f2(a), entonces P
tiene una ráız doble positiva y otra ráız simple negativa en (−1, 1).

a = −1 y b = f1(a), ó si a = 1 y b = f2(a), entonces P tiene una ráız
triple en x = 0.

a ∈ (−1, 1), entonces P tiene una ráız doble negativa y otra ráız simple
positiva en (−1, 1).

si a = 1 y b = f1(a), ó si a = −1 y b = f2(a), entonces P tiene una
ráız doble negativa y la otra ráız es x = 0.

a ∈ (1, +∞) y b = f1(a), ó si a ∈ (−∞,−1) y b = f2(a), entonces P
tiene una ráız doble negativa y otra ráız simple negativa en (−1, 1).

Demostración.

Como f(a, b) = 0 es simétrica respecto al origen, basta demostrar el resul-
tado para b = f1(a). Por el corolario 3.3.3, las tres ráıces de P (contada
la multiplicidad) están en el intervalo (−1, 1]. El cambio en el signo de las
ráıces aparece cuando P(0) = 0, o equivalentemente, cuando a2 = 1. Por lo
tanto, basta examinar qué ocurre a los dos lados de a = −1 y de a = 1. Aśı,
como para a = −√

2 < −1, sabemos por la proposición 3.3.1 que P tiene una
ráız doble positiva y otra simple negativa, esta propiedad se extiende para
cualquier valor de a ∈ (−∞,−1). Para a = −1 y b = f1(a) = 1, el polinomio
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P = −2x3, por lo que la ráız x = 0 es triple. Por otro lado, si a = 1, la ráız
doble es la negativa y la simple es x = 0 (proposición 3.3.1). Por lo tanto,
la ráız que cambia de signo al pasar por a = 1 es la simple. Puesto que si
a2 < 1, al menos una ráız es positiva (proposición 3.2.1), para −1 < a < 1, P
tiene una ráız doble negativa y otra simple positiva. En consecuencia, para
a > 1 la ráız doble es negativa y la simple también.

Nótese que sobre la ĺınea f(a, b) = 0 la ráız múltiple de P es doble salvo
cuando (a, b) = (−1, 1) ó (a, b) = (1,−1), en cuyo caso la ráız es triple. Este
comportamiento es consecuencia de un resultado sobre discriminantes que
afirma que las ráıces múltiples de un polinomio son siempre dobles, salvo
en los puntos singulares de la curva que determina el discriminante [30].
Precisamente los puntos singulares de la curva f(a, b) = 0 son (−1, 1) y
(1,−1).

3.4. Resultado fundamental

Los resultados obtenidos hasta ahora permiten caracterizar el número y
el signo de las ráıces de P en el intervalo (−1, 1] cuando f(a, b) ≥ 0. A
continuación se da un resultado que caracteriza la localización de las ráıces
cuando f(a, b) < 0, o equivalentemente, cuando (a, b) ∈ I ∪ IV en cuyo caso
sabemos ya que P posee tres ráıces reales y distintas.

Teorema 3.4.1. Si (a, b) ∈ I ∪ IV, entonces P tiene tres ráıces reales y
distintas en el intervalo (−1, 1].

Demostración.

Como hemos visto en el teorema 3.3.1, si (a, b) ∈ I ∪ IV, entonces P tiene
tres ráıces reales y distintas. En particular, f(a, b) < 0.

Hemos de demostrar que las tres ráıces pertenecen al intervalo (−1, 1]. El
teorema de Sturm (teorema A.0.1) permite calcular el número de ráıces en el
intervalo (−1, 1) siempre y cuando sepamos que los extremos del intervalo no
son ráıces del polinomio ni P tenga ráıces múltiples en el intervalo. Puesto
que las ráıces son distintas, P(−1) = 2 y P(1) = −2(2a + b)2, tenemos que,
salvo cuando b = −2a, para el resto de valores de a y b podemos aplicar el
resultado de Sturm.

Comencemos estudiando qué ocurre en el caso particular b = −2a. En-
tonces

f(a,−2a) = 9(3 − 4a2) < 0,
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si y sólo si a2 > 3
4
. Puesto que P(1) = 0,

P(x) = −(x − 1)Q(x),

con

Q(x) = 4(1 − a2) + 4x + (4a2 + 1)x2.

Este polinomio no tiene ráıces múltiples en (−1, 1) (por no tenerlas P)
y tampoco se anula en −1 y 1, por lo que podemos aplicar el teorema de
Sturm. Con la notación de la definición A.0.2, tenemos que

Q0(x) = 4(1 − a2) + 4x + (4a2 + 1)x2,

Q1(x) = −4 − 2(1 + 4a2)x,

Q2(x) = 4a2(−3+4a2)
1+4a2 .

Entonces,

Q0(−1) = 1 > 0,

Q1(−1) = 2(4a2 − 1) > 0,

Q2(−1) = 4a2(−3+4a2)
1+4a2 > 0,

y

Q0(1) = 9 > 0,

Q1(1) = −2(3 + 4a2) < 0,

Q2(1) = 4a2(−3+4a2)
1+4a2 > 0,

ya que recordemos que a2 > 3
4
. Por lo tanto,

N(−1, 1) = N(1) − N(−1) = 2 − 0 = 2,

lo cual significa que hay dos ráıces en el intervalo (−1, 1). Como las ráıces de
Q son ráıces de P y además x = 1 es ráız de P, tenemos que P tiene tres
ráıces en (−1, 1].
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Para b �= −2a, la secuencia de Sturm para el polinomio P viene dada por

P0(x) = 4(1 − a2) − 4a(a + b)x − (3 + b2 + 4ab)x2 − (1 + b2)x3,

P1(x) = 4a(a + b) + 2(3 + 4ab + b2)x + 3(1 + b2)x2,

P2(x) = − 2
9(1+b2)

[2(9 − 6a2 + 3ab + 4a3b + 9b2 − 4a2b2 + ab3)

+(9 − 12a2 + 12ab + 6b2 + 4a2b2 − 4ab3 + b4)x],

P3(x) = − 36(a−b)2(1+b2) f(a,b)
(9−12a2+12ab+6b2+4a2b2−4ab3+b4)2

.

El número de ráıces en (−1, 1) lo da N(−1, 1) = N(1) − N(−1). Cal-
culemos primero N(−1). Evaluando los polinomios anteriores en x = −1 se
tiene

P0(−1) = 2 > 0,

P1(−1) = −3 + 4a2 − 4ab + b2,

P2(−1) = − 2
9(1+b2)

(9 − 6ab + 8a3b + 12b2 − 12a2b2 + 6ab3 − b4),

P3(−1) = − 36(a−b)2(1+b2) f(a,b)
(9−12a2+12ab+6b2+4a2b2−4ab3+b4)2

> 0.

Nótese que el signo de P3(−1) es positivo ya que f(a, b) < 0. Falta por
determinar el signo de P1(−1) y de P2(−1). Estos resultan ser positivos. En
efecto, puesto que f(a, b) < 0 y f(a, b) se puede expresar como

f(a, b) = (b − 2a)2(4a2 − b2 − 9) + 27(1 + b2),

entonces

9(1 + b2) < −1

3
(b − 2a)2(4a2 − b2 − 9). (3.7)

Por otro lado, P2(−1) es de signo contrario a la función η(a, b) definida
por

η(a, b) = 9 − 6ab + 8a3b + 12b2 − 12a2b2 + 6ab3 − b4,

y que también puede expresarse como

η(a, b) = (b − 2a)b(3 − 4a2 + 4ab − b2) + 9(1 + b2).

Aplicando la desigualdad (3.7) y factorizando obtenemos que

η(a, b) < (b − 2a)[b(3 − 4a2 + 4ab − b2) − 1
3
(b − 2a)(4a2 − b2 − 9)]

= −2
3
(b − 2a)(b − a)(b − 2a + 3)(b − 2a − 3).
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Ahora bien, como

f(a, 2a) = 27 + 108a2 > 0,

f(a, a) = 3(a2 + 3)2 > 0,

f(a, 2a − 3) = 108(a − 1)2 ≥ 0,

f(a, 2a + 3) = 108(a + 1)2 ≥ 0,

entonces se tiene que las rectas b = 2a, b = a, b = 2a − 3 y b = 2a + 3 no se
encuentran en las regiones I y IV. Por lo tanto, si (a, b) pertenece a alguna
de estas dos regiones, entonces

−2

3
(b − 2a)(b − a)(b − 2a + 3)(b − 2a − 3) < 0.

Por lo tanto η(a, b) < 0, y aśı, P2(−1) > 0.

Para determinar el signo de P1(−1) observamos que

η(a, b) = (b − 2a) bP1(−1) + 9(1 + b2) < 0.

Puesto que (b − 2a)b > 0, necesariamente P1(−1) > 0. Con esto acabamos
de demostrar que Pi(−1) > 0 para cualquier 0 ≤ i ≤ 3 y por lo tanto,
N(−1) = 0.

Calculemos ahora N(1). Para ello evaluamos los polinomios de la secuen-
cia de Sturm en x = 1 y obtenemos que

P0(1) = −2(2a + b)2 < 0,

P1(1) = 9 + 4a2 + 12ab + 5b2,

P2(1) = − 2
9(1+b2)

(27 − 24a2 + 18ab + 8a3b + 24b2 − 4a2b2 − 2ab3 + b4),

P3(1) = − 36(a−b)2(1+b2) f(a,b)
(9−12a2+12ab+6b2+4a2b2−4ab3+b4)2

> 0.

Nótese que el signo de P0(1) es positivo debido a que 2a + b �= 0 y que
el signo de P3(1) es también positivo ya que f(a, b) < 0. Para averiguar el
signo de P1(1), denotamos g(a, b) a la función

g(a, b) = 9 + 4a2 + 12ab + 5b2.
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Puede verse que la curva g(a, b) = 0 no corta en ningún punto a f(a, b) = 0.
Esto es sencillo de demostrar ya que g(a, b) y f(a, b) se anulan al mismo
tiempo si y sólo si

12 + 148a2 − 269a4 + 128a6 = 0.

Sin embargo, esta expresión no se anula si a ∈ R, por lo que f(a, b) = 0 y
g(a, b) = 0 no se cortan. De aqúı se deduce que g(a, b) es de signo constante
cuando f(a, b) < 0. Puesto que f(−1, 2) < 0 y g(−1, 2) > 0, resulta que
P1(1) > 0 cuando f(a, b) < 0.

Por otra parte, P2(1) es de signo opuesto a la función h(a, b) dada por

h(a, b) = 27 − 24a2 + 18ab + 8a3b + 24b2 − 4a2b2 − 2ab3 + b4.

Calculemos la intersección de las curvas f(a, b) = 0 y h(a, b) = 0. Para ello,
calculemos f − h, que se expresa como

f − h = −2(b − a)(b − 2a)(b2 − 4a2 + 3).

Aśı, f(a, b) = h(a, b) si y sólo si b = a, b = 2a ó b = ±√
4a2 − 3, esta última

válida siempre que a2 ≥ 3/4. Ahora bien,

f(a, a) = 3(a2 + 3)2 > 0

f(a, 2a) = 27(1 + 4a2) > 0,

es decir, de aqúı no se sigue la existencia de ningún punto en común a ambas
curvas. No ocurre esto en los casos restantes ya que

f(a,±
√

4a2 − 3) = 0

si y sólo si a = ±1. Por lo tanto, las curvas se cortan en los puntos (a, b) =
(1,−1) y (a, b) = (−1, 1), que son puntos regulares de la curva h(a, b) = 0 y
cuspidales de f(a, b) = 0. Por lo tanto, la curva h(a, b) = 0 se encuentra en las
regiones II y III, por lo que h(a, b) es de signo constante cuando f(a, b) < 0.
Puesto que f(−1, 2) < 0 y h(−1, 2) > 0, resulta que h(a, b) > 0 si f(a, b) < 0.
Por lo tanto, P2(1) < 0 y en consecuencia N(1) = 3.

Una vez caracterizado el número de ráıces de P en el intervalo (−1, 1], es
fácil conocer su signo.

Corolario 3.4.1. Si (a, b) ∈ I ∪ IV y

a < −1 y b > f1(a), ó a > 1 y b < f2(a), entonces P tiene dos ráıces
positivas y una ráız negativa en (−1, 1].
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a = −1 y b > f1(a), ó a = 1 y b < f2(a), entonces P tiene una ráız
positiva y una ráız negativa en (−1, 1], además de que x = 0 es también
ráız.

−1 < a < 1, entonces P tiene una ráız positiva y dos ráıces negativas
en (−1, 1].

a = 1 y b > f1(a), ó a = −1 y b < f2(a), entonces P tiene dos ráıces
negativas en (−1, 1], además de que x = 0 es también ráız.

a > 1 y b > f1(a), ó a < −1 y b < f2(a), entonces P tiene tres ráıces
negativas en (−1, 1].

Demostración.

El signo de las ráıces sólo cambia a los dos lados de las rectas a = ±1. Por
lo tanto, basta observar cómo son las ráıces sobre b = f1(a) para saber cómo
son para b > f1(a). Por el corolario 3.3.4 sabemos que si a < −1 y b = f1(a),
entonces P tiene una ráız doble positiva y otra simple negativa. Por lo tanto,
para a < −1 y b > f1(a), P tiene dos ráıces positivas y otra negativa. De
forma similar se razonan los demás casos.

Tanto el número de ráıces de P como el signo de las mismas quedan
perfectamente caracterizados con el teorema 3.3.1 y los corolarios 3.3.1, 3.3.2,
3.3.4 y 3.4.1. Aśı, el plano de parámetros (a, b) queda dividido por las ĺıneas
a2 = 1, b + 2a = 0 y f(a, b) = 0 como se muestra en la figura 3.4.
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3-
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1+

1-
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a = 1 a =1

b =f1(a)

b=f2(a)

b = a

-

2-

Figura 3.4: División del plano de parámetros (a, b). En cada región se indica
el número de ráıces positivas (+) y negativas (−) del polinomio P en el
intervalo (−1, 1].
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3.5. Bifurcaciones paramétricas y flujo fásico

Como ya indicamos al inicio de este caṕıtulo, el vértice de la superficie
siempre constituye un equilibrio del sistema cuando M2 > 0. El resto de equi-
librios están en correspondencia con las ráıces del polinomio P en el intervalo
(−1, 1], de modo que si una ráız está en el intervalo (−1, 0) corresponde a un
equilibrio cuando M2 < 0, y si una ráız está en el intervalo (0, 1] corresponde
a un equilibrio cuando M2 > 0. En este último caso, hay una situación espe-
cial, que aparece cuando x = 1 es ráız de P ya que ésta se corresponde con
el vértice y por lo tanto ya aparece contabilizada como equilibrio.

De este modo, la división del plano de parámetros representada en la
figura 3.4 da lugar a particiones diferentes según que M2 > 0 ó M2 < 0
cuando contabilizamos equilibrios, lo que se muestra en las figuras 3.5 y 3.6
respectivamente.

3

31

1

2

a =1a = 1

Figura 3.5: División del plano de parámetros (a, b) para M2 > 0. El número
que se indica en cada región indica el número de equilibrios que aparecen en
la misma.

Para M2 > 0, el número de equilibrios vaŕıa entre 1 y 3, uno de los cuales
es el vértice de la superficie. En este caso las ĺıneas de bifurcación son las
rectas b = −2a, a = 1, a = −1 y las curvas b = f2(a) con a > 1 y b = f1(a)
con a < −1. Salvo para la recta b = −2a, al atravesar cualquiera de estas
ĺıneas se produce un cambio en el número de equilibrios.

Si M2 < 0, el número de equilibrios vaŕıa entre 0 y 3, y ninguno de
ellos es el vértice de la superficie. Las ĺıneas de bifurcación que aparecen son
b = f2(a) para a < 1 y b = f1(a) para a > −1, aśı como las rectas a = ±1.
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a =1

3
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2

2

1

1
0

a = 1

Figura 3.6: División del plano de parámetros (a, b) para M2 < 0. El número
que se indica en cada región indica el número de equilibrios que aparecen en
la misma.

Una observación interesante, consecuencia del corolario 2.6.1, es que el
número de equilibrios es par cuando los parámetros se encuentran en la zona
de inestabilidad, es decir para |a| < 1, mientras que es impar cuando se
encuentran en la zona de estabilidad |a| > 1. En este sentido, el carácter
abierto del espacio de fases juega un papel fundamental. De hecho, hay una
bifurcación cuando se cruzan las rectas a = ±1. Lo que sucede para estos
valores de a es que uno de los equilibrios se localiza en el infinito y aparece o
desaparece cuando se cruzan estas rectas. Como consecuencia se produce un
cambio en la paridad del número de equilibrios. Teniendo en cuenta el ı́ndice
de los equilibrios resulta que

si |a| < 1, entonces
∑

ı́ndices = 0 para cualquier valor de M2.

si |a| > 1, entonces
∑

ı́ndices = 1 para cualquier valor de M2.

Es decir, la suma de ı́ndices sólo cambia si cambia la estabilidad del origen.

El resto de bifurcaciones corresponden a colisiones entre equilibrios y son
de tipo silla–centro [93] cuando se atraviesan las ĺıneas b = f1(a), b = f2(a).
Aqúı conviene distinguir si |a| > 1 ó |a| < 1. Si |a| > 1 se tiene una situación
análoga a lo que en [43] se denomina bifurcación de lágrima. Como puede
observarse en la figura 3.7 una órbita periódica degenera en otra de periodo
infinito donde aparece un equilibrio de tipo parabólico, que da lugar luego a
dos equilibrios, un centro y una silla.
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Figura 3.7: Bifurcación de lágrima cuando |a| > 1.

Por otra parte, si |a| < 1 (nótese que sólo ocurre cuando M2 < 0), la
órbita que degenera es una órbita de escape en proceso análogo al descrito
anteriormente y que representamos en la figura 3.8.
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Figura 3.8: Bifurcación de lágrima cuando |a| < 1.

Finalmente, la recta b = −2a (para el caso M2 > 0) no constituye una
ĺınea de bifurcación propiamente dicha puesto que a ambos lados de la recta
el número de equilibrios no cambia y tampoco vaŕıa la estabilidad de los
equilibrios. Tanto si a2 < 1 como si a2 > 1 lo que ocurre es que el equilibrio
inestable vaŕıa su coordenada S de tal forma que cuando atraviesa la recta
b + 2a = 0 el signo de dicha coordenada cambia. Esto provoca un cambio en
las órbitas en la dirección de S.

Como se ha dicho la estabilidad del origen no cambia al atravesar esta
recta. En efecto, consideremos el correspondiente sistema lineal asociado al
sistema (3.5). Éste es

Ṁ1 = −3 C,

Ṡ = 3 (2a + b )M2 C,

Ċ = −3 (2a + b) M2 S,

(3.8)

cuyos valores propios son λ1 = 0, λ2,3 = ±i 3|2a + b|M2. De aqúı se deduce
que el origen es un centro salvo que 2a + b = 0, en cuyo caso λ = 0 es un
valor propio triple y entonces el origen resulta de tipo parabólico.
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La bifurcación que se produce tiene que ver en este caso con órbitas
homocĺınicas. Aśı, uno de los lóbulos de la órbita homocĺınica colapsa y luego
pasa al interior del otro lóbulo como en la figura 3.9.

Figura 3.9: Bifurcación en b + 2a = 0.

Con esto hemos completado el análisis de las bifurcaciones que aparecen
en el plano de parámetros (a, b) para el hamiltoniano

H = aM2
1 + bM1M2 + S. (3.9)

Ahora bien, como se indicó al principio del caṕıtulo, este hamiltoniano es un
caso particular de uno más general, que es

H = a20M
2
1 + a11M1M2 + γS. (3.10)

Aśı, cuando γ �= 0, la dinámica del hamiltoniano (3.10) es la misma que la
del hamiltoniano (3.9) cuando se definen a y b como en (3.4).

Sin embargo, cuando γ = 0, el hamiltoniano (3.10) se escribe

H = a20M
2
1 + a11M1M2,

y su dinámica fue estudiada al principio del caṕıtulo. En este caso, el vértice
de la superficie es siempre un equilibrio estable y además aparece una circun-
ferencia de equilibrios no aislados cuando M2 > 0 y a11

2a20
≤ 1, ó bien cuando

M2 < 0 y a11

2a20
≥ 1.

Con objeto de completar el estudio de las bifurcaciones es preciso analizar
cómo ocurre la transición entre γ = 0 y γ �= 0 (recordemos que además
γ ≥ 0). Si γ → 0+, entonces a, b → ±∞ dependiendo del signo de a20 y a11.
Además

ĺım
γ→0

a

b
=

a11

a20

.

Comencemos analizando el caso M2 > 0. Sabemos que cuando

(a, b) → (±∞,±∞),

el sistema posee como único equilibrio el vértice, que degenera en un ćırculo
de equilibrios cuando γ → 0+. Más interesante resulta analizar qué ocurre
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cuando (a, b) → (±∞,∓∞). En este caso, el sistema posee tres equilibrios,
dos estables, entre los cuales está el vértice, y un tercero que es inestable
(ver figura 3.10). Precisamente del punto inestable emanan dos órbitas ho-
mocĺınicas, cada una de las cuales contiene uno de los dos equilibrios estables.
Además, la homocĺınica que encierra al vértice está contenida en la otra ho-
mocĺınica. A medida que γ → 0+, la homocĺınica que contiene al vértice
aumenta de tamaño mientras que la otra homocĺınica disminuye hasta que
llega un momento en el que ambas coinciden. Todos los puntos de esta órbita
son equilibrios no aislados y por lo tanto aparece una degeneración. Esta
bifurcación recibe el nombre de bifurcación de la ostra [24, 43].
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Figura 3.10: Bifurcación de ostra.

La misma transición aparece cuando M2 < 0. La única diferencia con
respecto a la anterior está en que cuando γ → 0+, un equilibrio estable se va
aproximando al vértice hasta que coincide con él. Tanto en este caso como en
el anterior el conjunto de equilibrios no aislados puede desaparecer o incluso
modificar el tipo de bifurcación cuando se consideran términos de mayor
orden.

Para completar, adjuntamos las figuras 3.11 y 3.12 donde se muestran
los distintos flujos cuando M2 = 1 (caso M2 > 0) y cuando M2 = −1
(caso M2 < 0). En cada caso se han representado los flujos para a > 0,
distinguiendo cuando a > 1 de cuando 0 < a < 1, y dando un valor apropiado
de b de modo que (a, b) recorra cada una de las regiones en las que queda
dividido el plano de parámetros. Los flujos para a < 0 no se incluyen puesto
que son simétricos a los que ocurren para a > 0.

Finalmente, inclúımos la figura 3.13, que recoge los cuatro tipos funda-
mentales de flujos que aparecen si consideramos los casos M2 > 0 y M2 < 0.
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Figura 3.11: Para M2 = 1 y a > 0, diferentes flujos proyectados sobre el
plano M1 = 0. Cada flujo corresponde a una zona del plano paramétrico,
distinguiendo si a2 < 1 ó a2 > 1. A la derecha de cada flujo se escriben
los valores de (a, b) en el mismo color que la zona del plano paramétrico
correspondiente.
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Figura 3.12: Para M2 = −1 y a > 0, diferentes flujos proyectados sobre el
plano M1 = 0. Cada flujo corresponde a una zona del plano paramétrico,
distinguiendo si a2 < 1 ó a2 > 1. A la derecha de cada flujo se escriben
los valores de (a, b) en el mismo color que la zona del plano paramétrico
correspondiente.
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Figura 3.13: Los cuatro tipos diferentes de flujos dependiendo del número de
equilibrios proyectados en el plano M1 = 0.





Conclusiones

La principal aportación de esta memoria ha sido la obtención y corres-
pondiente demostración de un criterio geométrico que engloba al teorema
de Cabral y Meyer y que permite deducir la estabilidad del origen en siste-
mas hamiltonianos con dos grados de libertad en presencia de resonancias
mediante consideraciones geométricas. El criterio geométrico es más general
que el resultado de Cabral y Meyer en el sentido de que la estabilidad del
origen no necesariamente se ha de deducir de Hs, es decir, del término de
la forma normal de H correspondiente al orden de la resonancia, sino que
puede deducirse de cualquier Hk con k ≥ s que verifique la condición de ser
el primer término de la forma normal que no sea idénticamente nulo cuando
Φ2 = 0. Realmente el teorema de Cabral y Meyer puede generalizarse de la
misma forma sin más que considerar en sus hipótesis el primer Hk no nulo
cuando Ψ1 = ω2 y Ψ2 = ω1.

Para la demostración del resultado han sido de especial utilidad las va-
riables de Lissajous. Por un lado, dichas variables permiten encontrar un
conjunto de invariantes adecuados en los que poder representar el espacio
fásico reducido. Por otro, las variables de Lissajous han sido utilizadas como
una parametrización de dicho espacio. Tras el proceso de normalización una
de las dos variables, Φ2, se convierte en una integral formal, lo que resulta
clave para la demostración del criterio geométrico. En lugar de realizar una
reducción isoenergética y considerar la estabilidad del origen sobre la super-
ficie H = 0, la manera clásica de proceder, se considera la estabilidad del
origen sobre la superficie Φ2 = 0.

Además de éstas, se han realizado otras aportaciones, como son

dar una caracterización compacta de la forma normal en términos de
invariantes.

establecer la relación entre la función Ψ(ψ) del teorema de Cabral y
Meyer y la función G(2nmφ1) del criterio geométrico.

enunciar un criterio general de estabilidad para resonancias de orden
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par e impar cuando se satisfacen las condiciones del teorema de Cabral
y Meyer.

enunciar un criterio de estabilidad para el caso de una resonancia 1:2
en un caso de degeneración que no satisface las hipótesis del teorema
de Cabral y Meyer y śı las del criterio geométrico.

comprobar que el criterio geométrico también es válido para ciertos
casos degenerados, como los que aparecen en resonancias de orden par.
En particular, el tratado por Markeev para una resonancia 1:3.

caracterizar el flujo fásico para el caso de una resonancia 1:3, deter-
minando equilibrios relativos y bifurcaciones paramétricas. Para ello
hemos utilizado una técnica basada en el discriminante de un polino-
mio que puede exportarse a otros problemas.

El trabajo aqúı expuesto nos abre varias v́ıas de investigación para el
futuro. La primera de ellas consiste en estudiar los casos degenerados que
se producen cuando para una resonancia de orden s, algún Dk (k ≥ s) no
es idénticamente nulo y, sin embargo, no es suficiente para determinar la
estabilidad del origen. Precisamente esto ocurre cuando la función Ψ(ψ) tiene
todos los ceros múltiples, situación que en el criterio geométrico se reproduce
cuando las dos superficies G1 y G2 son tangentes. En este caso, el origen no es
un equilibrio aislado sino que forma parte de un conjunto denso de equilibrios.
La estabilidad del origen dependerá de cómo los términos de orden superior
rompan la degeneración.

En segundo lugar, puesto que el espacio fásico reducido que aparece cuan-
do tratamos el problema de las resonancias es una superficie abierta, quedan
pendientes algunas cuestiones que creemos pueden resolverse mediante una
compactificación del espacio fásico reducido como espacio topológico.

Por último, tomando como idea básica la clasificación de las bifurcaciones
paramétricas de la resonancia 1:3, un problema interesante seŕıa describir las
bifurcaciones paramétricas para una resonancia 1:p con p impar.



Apéndice A

Algunos resultados sobre
polinomios

La cuestión del número de ráıces reales de una ecuación algebraica en
un intervalo dado se resuelve completamente por el Método de Sturm [89,
96]. Antes de enunciar este resultado, introduzcamos primero la noción del
número de cambios de signo en un conjunto de números, que es necesario
conocer para entender el Método de Sturm.

Definición A.0.1. Supongamos un conjunto finito ordenado de números
reales distintos de cero,

c1, c2, · · · , cn, (n ≥ 2) (A.1)

Diremos que existe un cambio de signo para un par de dos elementos
sucesivos ck, ck+1 de (A.1) si los elementos tienen signos opuestos, es decir,
si

ckck+1 < 0,

y que no existe cambio de signo si los signos son los mismos, es decir, si

ckck+1 > 0.

El número total de cambios de signos en todos los pares de elementos
sucesivos ck, ck+1 (k = 1, 2, · · · , n − 1) de (A.1) se denomina número de
cambios de signo (variaciones de signo) en (A.1).

Definición A.0.2. Dado un polinomio p(x), llamamos secuencia de Sturm
al conjunto

p0(x), p1(x), p2(x), · · · , pm(x)
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donde
p0(x) = p(x),

p1(x) = −p′(x),

p2(x) es el resto, con signo opuesto, que queda de la división del polino-
mio p0(x) por p1(x), p3(x) es el resto, con signo opuesto, de la división del
polinomio p1(x) por p2(x), y aśı sucesivamente.

Nota A.0.1. Denotaremos por N(c) al número de cambios de signo en una
secuencia de Sturm para x = c, dando por supuesto que los elementos cero
de la secuencia han sido eliminados.

Teorema A.0.1. (Teorema de Sturm) Si un polinomio p(x) no tiene ráıces
múltiples y p(c1) �= 0, p(c2) �= 0 , el número de sus ráıces reales N(c1, c2)
en el intervalo c1 < x < c2 es exactamente igual al número de cambios de
signo perdidos en la secuencia de Sturm del polinomio p(x) yendo de x = c2

a x = c1, esto es,
N(c1, c2) = N(c2) − N(c1).

Como la construcción de una secuencia de Sturm lleva impĺıcitos por lo
general muchos cálculos tediosos, en la práctica, normalmente, se utilizan
técnicas particulares más simples para contar el número de ráıces reales de
las ecuaciones algebraicas.

Una primera aproximación para encontrar ráıces de un polinomio p(x) en
un intervalo (c1, c2) la da el teorema de Bolzano. Evaluando p(c1) y p(c2),
si resulta que p(c1)p(c2) < 0, entonces podemos afirmar que existe al menos
una ráız real localizada en dicho intervalo (c1, c2).

Entre los resultados más importantes sobre ráıces de polinomios podemos
citar la Regla de los signos de Descartes [16, 70] y algunos resultados ligados
al concepto del discriminante de un polinomio [30, 88, 95].

Teorema A.0.2. (Regla de los signos de Descartes) El número de ráıces
positivas (contando las multiplicidades) de una ecuación algebraica

anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 = 0, (an �= 0)

es igual al número de variaciones de signo en la secuencia de coeficientes

an, an−1, · · · , a0,

o menor que el anterior número en un entero par. Si alguno de los coeficientes
es igual a 0, no se cuenta.
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Definición A.0.3. Sea p(x) = xn +an−1x
n−1 + · · ·+a0 un polinomio mónico

de grado n en x con coeficientes reales. El discriminante de p(x) se define
como

D(p) = (r1 − r2)
2 · · · (r1 − rn)2(r2 − r3)

2 · · · (r2 − rn)2 · · · (rn−1 − rn)2,

siendo ri las ráıces de p(x) para 1 ≤ i ≤ n.

Corolario A.0.1. Si p(x) tiene alguna ráız múltiple, entonces D(p) = 0.

Teorema A.0.3. Sea p(x) = x3 + ax2 + bx + c polinomio mónico de tercer
grado. Se tiene que

D(p) > 0 ⇐⇒ p(x) posee tres ráıces reales y distintas.

D(p) < 0 ⇐⇒ p(x) posee una ráız real y dos complejas conjugadas.

D(p) = 0 ⇐⇒ p(x) posee tres ráıces reales, alguna de ellas múltiple.

Demostración.

Denotemos r1, r2 y r3 a las tres ráıces del polinomio p(x). Por la definición
A.0.3, el discriminante para este polinomio p(x) puede expresarse como

D(p) = (r1 − r2)
2(r1 − r3)

2(r2 − r3)
2. (A.2)

Como p(x) es de grado 3, al menos una de las ráıces es real, aśı que su-
pondremos que, por ejemplo, r3 es real. Comenzamos por probar la primera
equivalencia.

⇐) Si las tres ráıces son reales y distintas, es evidente que D(p) > 0, sin más
que observar la expresión (A.2).

⇒) A partir de la expresión (A.2) es evidente que si D(p) > 0, entonces no
pueden aparecer ráıces múltiples y, por lo tanto, todas son distintas. Falta
probar ahora que las tres ráıces son reales. Lo haremos por reducción al
absurdo. Si alguna de las ráıces no fuera real, pongamos r1, también seŕıa
ráız de p(x) su conjugada, es decir, r̄1. Por lo tanto, r2 = r1. Si definimos

Λ = (r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r3),

se verifica que, Λ �= 0 ya que las tres ráıces son distintas, y que

Λ = (r1 − r2)(r1 − r3)(r2 − r3) = (r2 − r1)(r2 − r3)(r1 − r3) = −Λ

ya que r1 = r2, r2 = r1 y r3 = r3. Ahora bien, como D(p) = Λ2 y Λ = −Λ,
tenemos que D(p) = Λ2 = −ΛΛ = −|Λ|2 < 0.
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Las otras dos equivalencias son evidentes a partir de ésta.

Se puede conseguir otra formulación del discriminante en términos de los
coeficientes del polinomio mediante la conocida fórmula de Sylvester [96]. En
las mismas condiciones para p(x) que antes, tenemos que

D(p) = s

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · an−2 an−1 1 0 · · · · · · 0

0 a0 a1 · · · an−3 an−2 an−1 1
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · 0 a0 a1 · · · · · · an−2 an−1 1
a1 2a2 3a3 · · · (n − 1)an−1 n 0 · · · · · · · · · 0

0 a1 2a2 · · · (n − 2)an−2 (n − 1)an−1 n
. . . · · · · · · ...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 a1 2a2 · · · · · · · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

con s = (−1)
n(n−1)

2 . El determinante anterior tiene 2n − 1 filas y 2n − 1
columnas. En las primeras n − 1 filas aparecen los coeficientes de p(x) y en
las n filas siguientes aparecen los coeficientes de p′(x).

En particular, para p(x) = x3 + ax2 + bx + c, polinomio mónico de grado
3, se tiene que

D(p) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c b a 1 0
0 c b a 1
b 2a 3 0 0
0 b 2a 3 0
0 0 b 2a 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a2b2 − 4b3 − 4a3c + 18abc − 27c2. (A.3)



Bibliograf́ıa

[1] Abraham, R., Marsden, J. E., Foundations of mechanics, The Benjamin–
Cummings Publishing Company, London, 1981.

[2] Alfriend, K. T., Stability and motion about L4 at three–to–one com-
mensurability, Celestial Mechanics, 4, 60–77, 1971.

[3] Alfriend, K. T., The stability of the triangular Lagrangian points for
commensurability of order two, Celestial Mechanics, 1, 351–359, 1970.

[4] Anosov, D. V., Arnold, V. I., Encyclopaedia of Mathematical Sciences,
Vol. 1, Springer–Verlag, New York, 1988.

[5] Arnold, V. I., Encyclopaedia of Mathematical Sciences, Vol. 3, Springer–
Verlag, New York, 1988.

[6] Arnold, V. I., The stability of the equilibrium position of a Hamiltonian
system of ordinary differential equations in the general elliptic case,
Soviet Math. Dokl., 2, 247–249, 1961.

[7] Arnold, V. I., Small denominators and problems on the stability of mo-
tions in the classical and celestial mechanics, Uspehy Math. Nauk, 18,
6, 91-192, 1963.

[8] Arribas, M., Elipe, A., Saura, A., Quadratic Hamiltonians on pinched
spheres, Monograf́ıas de la Real Academia de Ciencias de Zaragoza, 25,
49–58, 2004.

[9] Bardin, B., Comunicación privada.

[10] Bialynicki–Birula, I., Kalinski, M., Eberly, J. H., Lagrange equilibrium
points in celestial mechanics and nonspredings wave packets for strongly
driven Rydberg electrons, Phys. Rev. Lett., 73, 1777–1780, 1994.

[11] Binney, J., Tremaine, S., Galactic Dynamics, Princeton University Press,
Princeton, 1994.

93



94 Bibliograf́ıa

[12] Birkhoff, G. D., Dynamical Systems, American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 1991.

[13] Brauer, F., Nohel, J. A., The qualitative theory of ordinary differential
equations: An Introduction, Dover Publications, Inc., New York, 1969.

[14] Cabral, H., Diacu, F., Classical and Celestial Mechanics, Princeton Uni-
versity Press, Princeton, New Jersey, 2002.

[15] Cabral, H. E., Meyer, K. R., Stability of equilibria and fixed points of
conservative systems, Nonlinearity, 12, 1351–1362, 1999.

[16] Demidovich, B. P., Maron, I. A., Cálculo Numérico Fundamental, Para-
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[70] Pólya, G., Szegö, G., Problems and Theorems in Analysis, II, Springer–
Verlag, New York, 1976.

[71] Rassias, J. M., Counter examples in differential equations and related
topics, Word Scientific, Singapore, 1991.

[72] Recio, T., La columna de Matemática Computacional, La Gaceta de la
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