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R E S U M E N

El punto de partida del presente trabajo son los sistemas que presen-
tan múltiples variables de actuación independientes para el gobierno de
una única salida objeto control. Se trata por tanto de una disposición de
n plantas en paralelo o sistema MISO (múltiple entrada simple salida)
de dimensión 1 × n. Además, se considera que las salidas individuales
de cada planta o bien no existen físicamente o no se pueden medir pa-
ra formar lazos de realimentación. Al disponer de n actuaciones existen
múltiples formas de determinar cómo éstas pueden colaborar para alcan-
zar el objetivo común. Las metodologías clásicas se centran en sistemas
con sólo dos plantas, de forma que una trabaja en baja y otra en alta
frecuencia. Este control dual además permite una cierta regulación de
los puntos de operación de las variables de actuación.

En este marco, la propuesta es un control cuantitativo para sistemas
MISO que persigue emplear la mínima acción de control posible en cada
actuador. Con este fin, definidas las especificaciones de estabiliad y de
comportamiento dinámico deseado para la salida, se establece un méto-
do cuantitativo para determinar las plantas mejor condicionadas en cada
frecuencia para satisfacer dichas especificaciones. En última instancia, se
determina si la colaboración entre plantas es beneficiosa para reducir la
acción de control, o por el contrario debe inhibirse la participación de las
plantas, evitando que señales que no reportan ningún beneficio lleguen
a sus actuadores. La incertidumbre en los modelos de las plantas forma
parte del diseño de control, dando lugar a un control robusto del siste-
ma MISO. Los paradigmas de la Teoría de Realimentación Cuantitativa
(QFT) son el fundamento de los nuevos desarrollos.

Cuando la especificación de comportamiento deseado sólo contempla
el rechazo de la perturbación que desvía la salida de una referencia cons-
tante, se han empleado n controladores de realimentación. El criterio de
reparto de la banda frecuencial con el que son diseñados éstos coincide
con emplear la mínima cantidad de realimentación en cada rama y en ca-
da frecuencia. Esta solución es la que emplea la menor acción de control
posible en cada actuador para cumplir con las especificaciones de con-
trol. Determinado cuantitativamente el reparto de la banda frecuencial



entre las plantas, se propone un método secuencial de diseño de los n
controladores. Los sistemas MISO considerados en los métodos propues-
tos pueden incluir plantas que no sean de fase mínima. Se contemplan
dos posibles arquitecturas de control en las que los controladores de re-
alimentación se disponen o bien en paralelo o bien en serie, cada una
con sus particularidades a la hora de llevar a cabo el método secuencial
de diseño. Además, ambas arquitecturas incorporan la posibilidad de
modificar convenientemente el punto de operación de las variables de
actuación, lo cual es de sumo interés desde un punto de vista práctico.

Cuando la especificación de comportamiento deseado versa sobre có-
mo la variable controlada debe seguir cambios en la referencia, a la es-
tructura en realimentación se añaden controladores de prealimentación
hacia cada actuador, más un maestro en prealimentación que conecta
éstos con la variable conocida (referencia). La estructura en prealimen-
tación puede igualmente emplearse para el caso en que la perturbación
fuera medible. En ambos casos, al existir controladores de realimenta-
ción y de prealimentación, es posible que se seleccionen bandas frecuen-
ciales diferentes por cada vía para la misma planta. Cuando las plantas
del sistema MISO son de fase mínima, el criterio cuantitativo para em-
plear la acción de control mínima en cada actuador definirá bandas de
trabajo parejas para la realimentación y la prealimentación. Paradójica-
mente, el empleo en cierta frecuencia de la planta con menor incerti-
dumbre, aunque implica una menor cantidad de realimentación, puede
incurrir en una cantidad de prealimentación mucho mayor si su ganan-
cia es insuficiente, por lo que finalmente no se obtendría la solución de
menor acción de control en el actuador. Sin embargo, la solución pro-
puesta emplea la cantidad de realimentación estrictamente necesaria en
cada rama para cumplir las especificaciones de control robustas con la
mínima acción de control posible en cada actuador.

Como ejemplos de aplicación de la metodología propuesta se mues-
tran el control de un digestor ATAD de fangos de depuradora, y el con-
trol de un reactor CSTR empleado en la industria química de procesos.
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Parte I

I N T R O D U C C I Ó N Y R E V I S I Ó N D E L E S TA D O D E L
A RT E





1
I N T R O D U C C I Ó N

1.1 sistema miso

Tradicionalmente, el estudio de los sistemas de múltiples variables ha
ocupado un lugar de relevancia en la Ingeniería de Control, por respon-
der en gran medida a muchos problemas reales y de índole práctico. Un
grupo importante de estos sistemas corresponde con una disposición en
paralelo de las plantas, que se conoce como sistema multivariable o MI-
MO (multiple-input-multiple-output). Dentro de dicho grupo los sistemas
cuadrados, donde se gobiernan n variables mediante la manipulación de
n acciones de control, son los más estudiados. No obstante, los sistemas
físicos en general pueden responder a ordenaciones no cuadradas. Algu-
nas de las disposiciones no cuadradas más conocidas son los sistemas SI-
MO (single-input-multiple-output), con una única variable manipulable y
varias salidas objeto de control, también conocidos como sistemas subac-
tuados; y los sistemas MISO (multiple-input-single-output) con múltiples
entradas de actuación independientes para gobernar una única salida,
que se corresponderían con sistemas sobreactuados.

Los sistemas MISO, de dimensión 1 × n, son el objeto de estudio de
la presente tesis. En particular, aquellos en los que la única1 variable
que puede medirse o que existe físicamente es la salida objeto de con-
trol. Este tipo de sistemas es muy frecuente en multitud de aplicaciones
reales. En la industria de procesos pueden encontrarse configuraciones
MISO en pequeños subsistemas [4, 3], en grandes equipos productivos
[131, 55, 119] o en la gestión de plantas [79], entre otros. El control de mo-
tores térmicos [78, 9, 120, 74] en la industria de la automoción y los desa-
rrollos realizados para sistemas de almacenamiento de datos [127, 90, 41]

1 Dada la disposición de n plantas en paralelo, en ocasiones también son denominados
sistemas MISO de salidas individuales no medibles
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son otros ejemplos en los que la configuración MISO presenta gran rele-
vancia2.

En términos de control, los sistemas MISO disponen de n variables ma-
nipulables y, por tanto, n grados de libertad linealmente independientes
para el diseño de control. Este hecho los diferencia de los sistemas MI-
MO (n × n), donde los n grados de libertad deben atender a objetivos de
control sobre n salidas o variables a controlar. En tanto en cuanto existe
una sóla salida medible y objeto de control, el caso MISO se asemeja a un
sistema SISO (single-input-single-output). Sin embargo, en este último las
especificaciones de control y la estrategia de diseño prácticamente con-
ducen a un único controlador que satisface dichos requerimientos con la
mínima cantidad de realimentación. En el caso MISO, la toma de deci-
siones no es tan evidente. Al disponer de n acciones de control (o grados
de libertad) existen múltiples formas de determinar cómo dichas varia-
bles pueden trabajar para alcanzar el objetivo común. Habitualmente, se
buscan aquellas soluciones que atienden de un modo u otro a las accio-
nes de control, variables manipulables o cantidad de realimentación, ya
que éstas tienen una relación directa con costes de tipo económico o con
limitaciones de índole práctico.

Tras una exhaustiva revisión de los trabajos existentes en la literatura
científica es posible clasificar las estrategias de control MISO en cola-
borativas y no-colaborativas. Las no-colaborativas emplean únicamente
una acción de control en un instante de tiempo. Por el contrario, las es-
trategias de control colaborativo emplean los puntos fuertes de cada una
de las plantas para conseguir una mejora en el performance de la variable
controlada, minimizar las limitaciones sobre las variables manipuladas
o las salidas individuales, o simplemente regular su intervención en fun-
ción del coste de operación. El presente trabajo de investigación se centra
en esta segunda alternativa de control, el colaborativo.

1.2 problemática

La gran variedad de aplicaciones en campos diversos ha producido
el afloramiento de numerosas estrategias de diseño MISO colaborativas
junto con múltiples arquitecturas de control. Como prueba de ello, pese
a que todas persiguen un fin similar, no existe un criterio uniforme sobre
la designación del problema de control. La denominación más extendida

2 Una relación exhasutiva de aplicaciones se presenta en la Sección 2.5.
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es Mid-Ranging Control [6, 3, 56, 104, 55, 119], empleada por numerosos
autores para dar solución a problemas de control existentes en la in-
dustria del proceso [5, 105, 143, 144]. Otras denominaciones como VPC
(Valve Position Control) [2, 3, 4, 82], Habituating Control [58, 104, 5], Main-
vernier Control [93, 51, 113], Cooperative-feedback Control [47], Load Sharing
control [34, 35, 32], PQ Design Method [128, 14], son comunes en la litera-
tura científica. Esta dispersión del conocimiento dificulta su aplicación.
Es necesaria una labor de síntesis sobre el fundamento y conceptos clave
de estos sistemas, así como de las arquitecturas que le son propias.

El control colaborativo se fundamenta en el empleo de al menos dos
plantas para el gobierno de una única variable, lo que permite mejo-
rar el performance de la variable controlada, minimizar las limitaciones
sobre las variables manipuladas o las salidas individuales, o simplemen-
te regular su intervención en función del coste de operación. Esta afir-
mación, pese a ser intuitivamente cierta, debe ser validada de forma
rigurosa. En esta línea es necesario determinar cuándo la colaboración
entre las plantas es posible y cuantificar los beneficios que se obtienen
de la misma. Los trabajos existentes en la literatura científica reparten
las tareas de control entre las diferentes variables de actuación disponi-
bles, pero no analizan los beneficios reportados por dicha colaboración.
Del mismo modo, la selección de las tareas asignadas a cada entrada
no es transparente y en muchos casos atiende a criterios económicos o
conocimientos ad-hoc del proceso. En conclusión, es necesario realizar
un estudio que determine de forma cuantitativa cuándo la colaboración
entre las acciones de control disponibles reporta beneficios en términos
de control: reducción de la acción de control, reducción de la cantidad
de realimentación o del coste de ésta, o un mejor aprovechamiento del
rango de operación. Esto permitiría poder establecer criterios de diseño
de cómo realizar el reparto colaborativo entre las plantas, y en base a
ellos desarrollar una metodología estándar de diseño de los elementos
de control.

Pese a existir numerosas estrategias para acometer el diseño de con-
trol MISO, la mayoría no tienen en cuenta la incertidumbre, inherente al
control realimentado de todo sistema real, impidiendo alcanzar diseños
robustos. La Teoría de Realimentación Cuantitativa o QFT (Quantitative
Feedback Theory), propuesta por Horowitz [61], es una potente metodolo-
gía para el diseño de sistemas de control robusto. Entre sus puntos fuer-
tes destaca su flexibilidad para, de una forma sencilla y transparente,
tener en cuenta los compromisos de diseño que son propios del control
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realimentado, lo que garantiza su éxito en la práctica. En la literatura
científica pueden encontrarse algunos diseños MISO realizados bajo las
premisas QFT [78, 52, 42]. No obstante, éstos únicamente responden a
casos particulares, y no estandarizan el diseño robusto y cuantitativo
para plantas MISO colaborativas.

Por último, en los trabajos existentes sobre el control de sistemas MI-
SO no existe una diferenciación entre reguladores y servo-sistemas, fun-
damentalmente porque no se incluye la incertidumbre como parte del
diseño. Como demostró Horowitz [61], para los sistemas SISO, el recha-
zo de perturbaciones y el seguimiento de referencias deben enfocarse
empleando estrategias diferentes, por tratarse de problemas de distinta
naturaleza. Por un lado, los sistemas reguladores deben enfrentarse a
perturbaciones no medibles, obligando a emplear estructuras de control
en lazo cerrado, pese a considerarse modelos de planta sin incertidum-
bre paramétrica. Esto es debido a que, cuanto menos, no se posee infor-
mación de la entrada de perturbación. Además, debe tenerse en cuenta
que, atendiendo o no la incertidumbre en el diseño, los modelos de plan-
ta en los que se basa el diseño de control son simplificaciones del com-
portamiento real, lo que lleva intrínsecamente aparejado la presencia de
incertidumbre. Por otro lado, los servo-sistemas puramente teóricos po-
drían gobernarse en lazo abierto si consideramos perfectos los modelos
de las plantas. Si cierta incertidumbre se contempla en el diseño, son
necesarias estructuras de control con más de un grado de libertad, en
las que los controladores de realimentación son los encargados de redu-
cir la sensibilidad a la incertidumbre (objetivo que es compartido con el
rechazo de perturbaciones, siempre presentes en un sistema real), y los
controladores de prealimentación aseguran el comportamiento dinámi-
co deseado en el seguimiento de la referencia para el conjunto de plantas.
Las estrategias de colaboración entre plantas MISO que se desprenden
de los trabajos hasta la fecha son adecuadas para sistemas reguladores.
Sin embargo, su extrapolación al caso de servosistemas no responde a
criterios debidamente fundamentados. El adecuado diseño de servosis-
temas MISO es por tanto un campo inexplorado hasta la fecha. Se deben
considerar controladores de realimentación y prealimentación, asignan-
do debidamente las funciones de cada uno en el problema colaborativo.
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1.3 objetivos y aportaciones

En el marco descrito, el objetivo final del presente trabajo es desarro-
llar estrategias de diseño colaborativas que permitan alcanzar controla-
dores robustos para sistemas MISO de salidas individuales no medibles.
La filosofía de trabajo será acorde a la Teoría de Realimentación Cuanti-
tativa (QFT), por lo tanto, se empleará una cuantificación de la acción de
control y de la cantidad de realimentación en búsqueda de la solución
QFT óptima.

Se estudiarán las arquitecturas de control más adecuadas, y se desa-
rrollarán las metodologías de diseño que dan solución al problema del
rechazo robusto de perturbaciones (reguladores), al problema del segui-
miento robusto de referencias (servosistemas o trackers) y al problema de
rechazo robusto de perturbaciones cuando éstas se pueden medir. Las
metodologías de diseño presentadas se fundamentarán en una cuantifi-
cación frecuencial del esfuerzo de realimentación y prealimentación, con
el fin de satisfacer las especificaciones de control (performance y estabili-
dad) con el menor consumo de acción de control.

En cuanto al problema del rechazo robusto de perturbaciones, se de-
finirá cómo diseñar en el dominio de la frecuencia n controladores tal
que la acción de control en cada actuador sea la menor posible. Esto se
traducirá en que la cantidad de realimentación (ganancia de los contro-
ladores) sea la menor posible en cada rama a lo largo de la frecuencia.
Será necesario emplear una etapa de análisis y planificación de las tareas
de realimentación asignadas a cada una de las plantas en función de la
frecuencia, que permita explotar los potenciales beneficios de cada una
de las plantas. La etapa de diseño de los controladores establecerá la
metodología de diseño de los n controladores para satisfacer el reparto
frecuencial planificado entre ramas.

El problema del seguimiento robusto de referencias y el del recha-
zo robusto de perturbaciones medibles son de naturaleza más comple-
ja en tanto en cuanto se requiere realimentación y prealimentación. Se
definirá cómo diseñar en el dominio de la frecuencia n controladores
de realimentación y n controladores de prealimentación junto con un
controlador maestro de prealimentación. Serán necesarias dos etapas de
planificación. La primera determinará, en función de las características
frecuenciales de las plantas, cómo utilizar los controladores de preali-
mentación de forma que el consumo de acción de control sea más pe-
queño. En la segunda etapa de planificación se determinará el reparto
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de la realimentación entre las plantas para cada frecuencia de forma que
los controladores presenten el menor ancho de banda posible. De acuer-
do a los criterios de reparto, se establecerá la metodología de diseño de
los elementos de control para llevarla a cabo.

Otras aportaciones de la presente tesis son:

Clasificación de sistemas MISO y organización del estado del ar-
te. Se pretende realizar una unificación de arquitecturas de control
MISO, resumiéndose sus características fundamentales. También
se clasificarán las estrategias de diseño, detallándose sus funda-
mentos, y las aportaciones de tipo práctico en función del campo
de aplicación. Dado que la información existente en la literatura
científica es muy heterogénea y presenta denominaciones diferen-
tes para problemas similares en función de los autores que la des-
criben, se considera que la clasificación pretendida puede ser va-
liosa para entender las diferentes aportaciones.

Colaboración en sistemas MISO. Se presentará un análisis deta-
llado de la colaboración en sistemas MISO. Este estudio permitá
comprender cuándo la colaboración entre las ramas del sistema es
posible y los beneficios esperados de la misma. Las conclusiones al-
canzadas pueden ser empleadas por el diseñador para determinar
los objetivos de control para un sistema MISO, independientemen-
te de la estrategia empleada para el diseño de los controladores de
realimentación.

Estabilidad MISO. Se presentarán dos alternativas para garantizar
la estabilidad del sistema en lazo cerrado. Su diferencia radica en
si los márgenes de estabilidad se refieren a la función de lazo total,
o para las funciones de lazo de cada rama.

Arquitecturas de control MISO. Se propondrán varias arquitectu-
ras, presentando sus ecuaciones de funcionamiento, así como sus
puntos fuertes y débiles. Para los sistemas reguladores, se presenta-
rán modificaciones a las estructuras clásicas que permitirán contro-
lar el punto de operación del sistema sin incrementar la dificultad
de diseño de los controladores de realimentación. Siendo el punto
de operación de algunas variables de actuación regulable median-
te una consigna, se incorporarán controladores de prealimentación
y su método de diseño. Como se ha indicado anteriormente, las ar-
quitecturas de control para el seguimiento de referencias y rechazo
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de perturbaciones medibles son totalmente originales de este tra-
bajo.

Cálculo de bounds QFT. Los nuevos problemas de control resueltos
precisarán de una inecuación específica que formula la especifica-
ción de control en el dominio de la frecuencia. Asimismo, será pre-
ciso desarrollar los algoritmos oportunos que resuelvan la misma
para independizar el diseño del controlador de realimentación del
de prealimentación. El cálculo de los bounds implicará la resolución
de una inecuación de orden cuarto, mientras que las inecuaciones
trabajadas hasta la fecha son de orden dos.

1.4 organización de la unidad temática

El trabajo de investigación realizado se organiza en cinco partes prin-
cipales, que incorporan en su conjunto catorce capítulos. Una sexta parte
incluye cuatro anexos.

La primera parte del documento, titulada «Introducción y revisión del
estado del arte», está formada por el Capítulo 1 y Capítulo 2. El primer
capítulo presenta la introducción al trabajo, donde se describen los sis-
temas MISO objeto de control en esta tesis, la problemática a abordar y
los objetivos y aportaciones concretas de la misma. El segundo capítulo
presenta una profunda revisión del estado del arte referente al control
de sistemas MISO. Se abordan los aspectos básicos, las arquitecturas de
control y una extensa revisión de las estrategias de diseño más emplea-
das en la literatura científica. Por último, se organizan por campos de
aplicación varios trabajos donde se ha utilizado con éxito el control MI-
SO.

La segunda parte del documento, titulada «Análisis y solución QFT al
problema del regulador» consta de cuatro capítulos. El Capítulo 3 anali-
za el coste de la realimentación en los sistemas SISO, que conduce a la
determinación del diseño óptimo. Paralelamente en los sistemas MISO
se habla del consumo de acción de control vinculada a la cantidad de
realimentación en cada frecuencia para cada rama. Esto desemboca en
cuándo las ramas de un sistema MISO pueden colaborar y los beneficios
esperados de dicha colaboración. Los resultados presentados correspon-
den con los fundamentos a partir de los que se articulan las estrategias
de diseño QFT MISO en busca de un diseño óptimo. De acuerdo a es-
tos criterios, el Capítulo 4 presenta la metodología de diseño QFT MISO
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básica, aplicable a sistemas en los que las plantas son de fase mínima.
La arquitectura de control empleada es la de controladores que se dispo-
nen en paralelo, siendo ésta la más versátil. A continuación, el Capítulo 5
describe la estabilidad de los sistemas MISO. Se muestran dos posibles
formas, atendiendo a la función de lazo total (combinación de todas las
ramas) o atendiendo a la función de rama, que considera las variacio-
nes en cada una de las plantas de forma independiente. Por último, el
Capítulo 6 presenta la extensión de la metodología de diseño de contro-
ladores a sistemas MISO cuyas plantas pueden contener retardos y polos
o ceros en el semiplano derecho. En él se muestran algunos ejemplos de
interés que ilustran la complejidad de este tipo de problemas.

La tercera parte del documento, titulada «Gestión de las acciones de
control», consta de cuatro capítulos. Se afrontan aspectos referentes al
control del punto de operación del sistema, que se encuentra relaciona-
do directamente con el gobierno de las acciones de control en régimen
permanente. El Capítulo 7 muestra la importancia de gestionar adecua-
damente el punto de operación con algunos ejemplos de sistemas reales.
En la arquitectura paralelo propuesta en el Capítulo 4 se añaden referen-
cias para las acciones de control. En el Capítulo 8, se propone una ar-
quitectura en la que los controladores se disponen en serie. Se muestran
sus ventajas respecto a la generalización para n plantas de la estructura
serie clásica empleada para dos plantas. Este capítulo se incluye en esta
unidad temática ya que el control MISO con estructura serie es el que
más evidencia la importancia del punto de operación, tal y cómo sugiere
la designación mid-ranging de la literatura científica. Asimismo, en este
capítulo se presenta una modificación del procedimiento de diseño de
los controladores robustos, adaptado a la nueva arquitectura. Finalmen-
te, siendo esta unidad temática la que incorpora conceptos de índole
más práctico, se incluyen en ella dos capítulos que muestran la utilidad
práctica de la metodología desarrollada para el control procesos de com-
plejos. El Capítulo 9 presenta un ejemplo de aplicación para un digestor
de fangos ATAD (Autothermal Thermophilic Aerobic Digestion), que se em-
plean en las estaciones depuradoras de aguas residuales. El Capítulo 10
presenta el control de un reactor CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor)
de uso muy extendido en la industria de procesos.

Por tanto, la segunda y tercera parte del documento resuelven el con-
trol de sistemas MISO empleando controladores de realimentación, es
decir, donde fundamentalmente se establecen especificaciones de com-
portamiento para el rechazo de perturbaciones y para la estabilidad.
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Aunque se contemple el cambio del punto de operación sobre algunas
de las acciones de control mediante referencias precedidas de prefiltros,
el criterio de reparto de la banda frecuencial entre plantas obedece ex-
clusivamente a tratar de reducir la cantidad de realimentación lo más
posible en cada rama y en cada frecuencia, lo cual también minimiza la
acción de control.

La cuarta parte del documento, titulada «Dos grados de libertad: reali-
mentación y prealimentación», incorpora controladores de prealimenta-
ción cuando las señales externas son conocidas. Este es el caso del segui-
miento robusto de referencias (servosistemas), y también el caso en el
que las perturbaciones puedan medirse. En ambos casos, reducir al má-
ximo la acción de control en cada actuador no sólo dependerá de la can-
tidad de realimentación sino también de la cantidad de prealimentación.
Por tanto, será preciso cuantificar por qué actuador es más conveniente
canalizar cada una (participación de las plantas en cada frecuencia), por
lo que el problema es diferente al estudiado en las unidades temáticas
anteriores. El Capítulo 11 analiza las alternativas existentes en la literatu-
ra científica para el control QFT de servosistemas SISO. A continuación,
se analizan los efectos de la prealimentación en los sistemas MISO, estu-
diando cuándo las plantas son susceptibles de colaborar y los beneficios
esperados en caso de ser posible. En este capítulo se alcanzan conclu-
siones importantes referentes a la colaboración MISO en servosistemas,
que actúan como fundamentos de las metodologías de diseño propues-
tas en capítulos posteriores. En el Capítulo 12 se presenta una solución
al problema de seguimiento QFT MISO. La solución presentada consta
de una nueva arquitectura de control, que incorpora controladores de
prealimentación y realimentación, y de un nuevo procedimiento de di-
seño orientado a minimizar la acción de control en cada actuador. Por
último, el Capítulo 13, aborda el problema de rechazo de perturbacio-
nes que pueden medirse y, por tanto, emplearse elementos de control
en prealimentación. Se incorporan en esta sección porque la solución
matemática y el criterio de reparto son los mismos que para los servo-
sistemas, pese a que en este caso el objetivo sea anular la influencia de
una señal conocida (perturbación medible) y en el anterior fuera seguir
una señal conocida (referencia).

La quinta parte del documento, titulada «Conclusiones», consta úni-
camente del Capítulo 14. En él se presentan las conclusiones del trabajo,
detallando los aspectos más destacados de las mismas. Por último, se in-
dican las posibles vías de continuación y líneas de investigación activas.
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La sexta parte del documento contiene los anexos, en los que se mues-
tra contenido adicional que puede facilitar la lectura y comprensión del
trabajo. El Apéndice A muestra una introducción a la teoría de la reali-
mentación cuantitativa o QFT. En ella se presenta una breve evolución
histórica, los fundamentos y objetivos, así como el método básico em-
pleado para el diseño de sistemas de control SISO. El Apéndice B pre-
senta información relativa a la estabilidad en sistemas SISO. En él se
resumen los conceptos principales referentes a la estabilidad relativa, y
a cómo ésta se garantiza en QFT. Los conceptos analizados, si bien son
básicos, son necesarios para entender los desarrollos efectuados en el Ca-
pítulo 5 para sistemas MISO. El Apéndice C muestra las ecuaciones que
describen el comportamiento del reactor CSTR doblemente refrigerado
empleado en el Capítulo 10. En este anexo se presentan las ecuaciones
en régimen permanente, el modelo dinámico no lineal y el proceso de li-
nealizado empleado. Por último, para el cálculo de los bounds QFT, que
afecta al Capítulo 12 y al Capítulo 13, ha sido necesario desarrollar y
resolver una nueva inecuación, lo cual se recoge en el Apéndice D.



2
E S TA D O D E L A RT E

Como se describe en el Capítulo 1, los sistemas MISO corresponden
con todos los sistemas de control que presentan más de una acción de
control para gobernar una única variable controlada. El presente capítu-
lo realiza una descripción de los diferentes tipos de sistemas MISO, sus
posibilidades de control, las arquitecturas y las estrategias empleadas en
la literatura científica. Por último, se describen una serie de aplicaciones
en las que se muestra la utilidad del control MISO.

El objetivo de este capítulo es introducir los sistemas MISO y realizar
una revisión del estado de la técnica. Este capítulo es el punto de partida
a partir del cual se identifican las necesidades existentes y que permite
al lector una mejor comprensión del problema de control estudiado.

2.1 definición de sistema miso

Tradicionalmente, los sistemas de control se han clasificado en dos
grandes grupos: monovariables y multivariables. El primer grupo re-
presenta a los sistemas en los que disponemos de una única variable
controlada que debe ser gobernada mediante el empleo de una única
acción de control. Por el contrario, el segundo grupo, engloba a aquellos
sistemas en los que se dispone de más de una entrada manipulable y/o
más de una variable gobernada. Atendiendo a la denominación clásica
[137], un sistema multivariable (m × n) es aquel que dispone de m varia-
bles controlables mediante el empleo de n acciones de control, que en
el caso más simple se reduciría a un sistema monovariable (n = m = 1).
Véase como siguiendo esta notación pueden diferenciarse tres tipos de
sistemas:

Sistemas cuadrados (m = n). Se corresponden con sistemas que
presentan igual número de entradas y salidas; y habitualmente
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han acuñado el nombre de sistemas multivariables o MIMO. Han
sido los más estudiados en ingeniería de control y suelen ser gober-
nados asociando parejas entrada-salida. Entonces, hay una entrada
principal para conseguir el performance requerido en una determi-
nada salida. Esto no implica que las demás entradas puedan inter-
venir convenientemente en dicha salida, un ejemplo de lo cual es el
uso de desacopladores; o incluso cuando se diseñan controladores
diagonales éstos también tienen en cuenta los acoplamientos cruza-
dos. Pero de un modo u otro, se presupone la diagonal-dominancia
de la planta multivariable, que define el emparejamiento principal
entradas-salidas.

Debe tenerse en cuenta que muchos sistemas gobernados como
cuadrados no son estructuralmente cuadrados, pero son goberna-
dos como si lo fueran eliminando las relaciones entradas-salida
menos relevantes con el fin de simplificar el diseño de control.

Sistemas sobre-actuados (m < n). Se corresponden con los siste-
mas que presentan un número de variables controlables menor
al número de entradas de actuación. En estos casos, en lugar de
emplear una actuación principal para cada salida, la colaboración
de varias actuaciones se emplea para mejorar el performance de
una misma variable controlada. Los sistemas sobre-actuados típi-
cos son los de dimensiones 1 × n, que son el objeto de la presen-
te tesis, y que denominaremos como sistemas MISO. De hecho,
cuando m > 1 el problema se complica y suele afrontarse como
multivariable cuadrado m = n, es decir, eliminando las entradas
de actuación excedentarias, y procediendo como es habitual en un
control MIMO (diagonal dominancia y emparejamiento principal
de entradas-salidas).

Sistemas sub-actuados (m > n). Engloba a todos aquellos siste-
mas en los que se dispone de un número de variables controlables
mayor al de variables de actuación. Nótese cómo en este caso la
dificultad radica en como gestionar las acciones de control para
gobernar con cada una de ellas más de una salida. Dentro de este
grupo el caso más sencillo son los sistemas SIMO, de dimensiones
m × 1.

Esta clasificación resulta incompleta si se pretende caracterizar a to-
dos los posibles sistemas de múltiples variables. Véase como ejemplo el
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control en cascada, que pese a ser en esencia un control SISO desde el
punto de vista de la clasificación anterior, presenta varios puntos de me-
dida. El número de sensores disponibles tiene una gran importancia en
la arquitectura de control aplicable y sobre todo en el performance de lazo
cerrado. Horowitz en [66] afirma: “The number of independent sensors de-
termines the number of independent loop transmisions (Li), the functions which
provide the beneficts of feedback."

Si tenemos en cuenta el número de sensores independientes podemos
diferenciar entre sistemas MISO con salidas individuales accesibles y no
accesibles. Los primeros (Figura 2.1a) son frecuentes en aplicaciones en
las que varios equipos contribuyen en la búsqueda de un objetivo común:
generación de energía [102], sistemas de producción descentralizados
[35], y flotas de vehículos no tripulados [42], entre otros. Al disponer
de varios equipos con salidas individuales accesibles, la topología de
control aplicable es flexible, permitiendo el empleo de las n + 1 medidas

yi=1,...,n, y =
n

∑
i=1

yi + d,

en complejas estructuras multilazo [65].
Por otro lado, los sistemas MISO con salidas individuales no medibles

(Figura 2.1b), objeto de esta tesis, son el resultado de procesos o sistemas
en los que múltiples variables influyen en una única variable objeto de
control. En estos casos, las salidas individuales no son medibles, debido
a que no existen sensores disponibles, o sencillamente porque no existen
físicamente. Este tipo de sistemas son muy frecuentes en la práctica, tal
y como describen las aplicaciones recogidas en la Sección 2.5. A modo
de ejemplo, en la industria de procesos [58, 132] se puede destacar: el
control de temperatura en intercambiadores de calor, donde se manipu-
lan los caudales de fluido calefactor y bypass; ó el control de temperatura
en reactores químicos, que manipula los caudales de la chaqueta de re-
frigeración y de reactivo.

En este trabajo de investigación se presenta un estudio de los sistemas
MISO con salidas individuales no accesibles. Téngase en cuenta que las
estrategias de control desarrolladas pueden ser aplicadas en sistemas
MISO con salidas individuales medibles. Sin embargo, las prestaciones
alcanzadas nunca podrán ser equivalentes a las logradas con estructuras
de control que emplearán la información de todas las señales disponi-
bles.



16 estado del arte

p1

p2

pi

pn

u1

u2

ui

un

y1

y2

yi

yn

y

(a) Salidas yi medibles.

p1

p2

pi

pn

u1

u2

ui

un

y1

y2

yi

yn

y

(b) Salidas yi no medibles.

Figura 2.1: Tipos de sistemas MISO.

2.2 control colaborativo vs. no-colaborativo

Dentro de los sistemas MISO con salidas individuales no accesibles
podemos diferenciar las estrategias de control colaborativas y las no cola-
borativas. Las primeras buscan explotar las características frecuenciales
de las plantas pi=1,...,n, para conseguir una mejora en el performance de la
variable controlada y, minimizar las limitaciones sobre las variables ma-
nipuladas ui o las salidas individuales yi. Por el contrario, las estrategias
no-colaborativas buscan la reducción del número de acciones de control
manipuladas ó se centran en el estacionario. En esencia, estas últimas
tratan de reducir el problema MISO a un problema SISO equivalente.

La estrategia de control no-colaborativo más simple se muestra en la
Figura 2.2 y consiste en el empleo de un único lazo de realimentación
SISO junto con una única acción de control. Para ello, se selecciona el
emparejamiento entrada-salida más ventajoso para gobernar el régimen
estacionario y el resto de variables manipuladas ui �=n son fijadas a un
valor constante de acuerdo al punto de operación (estacionario) deseado
y calculado previamente para la salida. De este modo, el controlador
de realimentación c puede ser diseñado de forma sencilla empleando
estrategias de control SISO. Las acciones de control ui �=n permanecerán
constantes en todo momento, salvo que se desee modificar el punto de
operación del sistema.

En muchas ocasiones, la manipulación de una única acción de control
es insuficiente para gobernar un amplio rango de puntos de operación
(limitaciones en régimen estacionario), o inapropiadada en el caso de
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Figura 2.2: Control de sistema MISO con una única variable.

plantas con actuadores asimétricos en las que unos trabajan con mag-
nitudes positivas y otros con negativas. Para incrementar la capacidad
y las prestaciones de las instalaciones, se emplea la estructura de “con-
trol de rango partido” (split-range control) [6, 89, 138] de la Figura 2.3.
Su empleo es muy común en procesos de calentamiento / enfriamien-
to, control de caudal en reactores químicos, control de pH en procesos
de tratamiento de residuos, etc. En esencia, la estrategia de control es
SISO, ya que el controlador c se diseña para una única relación entrada-
salida y planta. La acción de control u calculada por dicho controlador
es transformada por un selector sin dinámica asociada en cada una de
las acciones de control individuales u1,...,n. Para ello, se emplean carac-
terísticas estáticas que relacionan u − u1,...,n (Figura 2.4). En este caso la
problemática consiste en definir el selector adecuado junto con la planta
p que agrupa una planta o un conjunto de ellas, para diseñar el contro-
lador c.

cm

Se
le

ct
or p2

p1

pi

pn

pd

d

u2

u1

ui

un

r

y2

y1

yi

yn

y
−

Figura 2.3: Control de rango partido.
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Véase como ejemplo el control de temperatura mediante el empleo
de un calefactor y un refrigerador gobernados con u1 y u2 respectiva-
mente. En este caso el elemento calefactor (u1) no puede emplearse para
producir una rápida reducción de la temperatura controlada. Del mismo
modo, el refrigerador (u2) no puede emplearse para conseguir incremen-
tos rápidos de temperatura. En estos casos el control de rango partido
puede satisfacer las necesidades de control. Si se emplea el selector (a)
mostrado en Figura 2.4 para plantas con rango opuesto, una acción de
control positiva (indicando que la temperatura es inferior a la deseada)
producirá la desconexión de elemento refrigerador u2 = 0 y la conexión
del elemento calefactor u1 = u. En el caso opuesto, ante una acción de
control negativa (temperatura superior a la deseada), será el elemento
refrigerador el que se encargue de la regulación del sistema.

El control de la presión de vapor en una tubería principal mediante el
empleo de varias calderas corresponde con otro ejemplo típico de control
de rango partido. En este caso se emplea el selector (b) de la Figura 2.4,
permitiendo la conexión de calderas adicionales cuando la demanda au-
menta. De este modo, en un instante de tiempo se emplean de forma
simultánea las calderas estrictamente necesarias, manteniéndose el resto
en reposo.

u

ui
u1u2

-50 -25 25 50
(a) Plantas con rango opuesto

u

ui
u2u1

25 50 75 100
(b) Plantas con rango compartido

Figura 2.4: Dos ejemplos de selector split-range.

Véase cómo el control de rango partido permite que todas las plantas
pi=1,...,n sean susceptibles de intervenir para gobernar el sistema1. Pese a
ello podemos clasificar esta estructura de control dentro de las no cola-
borativas, puesto que la utilización de las mismas depende del punto de
trabajo. Es decir, dependiendo del punto de operación y de la magnitud
de la perturbación, es posible que únicamente se emplee una acción de
control para gobernar el sistema.

1 Esto no ocurría cuando se reduce el sistema MISO a un SISO equivalente.
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La característica principal de las estrategias de control colaborativas
es que la contribución de las plantas tiene una interpretación frecuencial
(o temporal), por lo que no depende sólo del estacionario del punto de
operación y de la perturbación, sino de sus cambios temporales y de las
características frecuenciales de cada una de las plantas. De este modo,
tratan de emplear cada una de las plantas pi en las frecuencias en las que
reportan mayores beneficios al lazo de control. Entonces, las estrategias
de control colaborativas, objeto de esta tesis, emplearán todas las plantas
disponibles2 pi=1,...,n para rechazar una perturbación d(t) o seguir una
referencia r(t). Este comportamiento será independiente del punto de
operación de partida y(t = 0), ui=1,...,n(t = 0).

2.3 arquitecturas de control colaborativo

A continuación, se presentan las arquitecturas de control empleadas
en el control colaborativo de sistemas MISO. Pese a que en la literatura
científica se presenten múltiples arquitecturas de control, éstas pueden
ser clasificadas en dos grandes grupos: la estructura de control serie (Fi-
gura 2.5), que debe su nombre a que la acción de control calculada por el
controlador i, interviene en la que será calculada por el controlador i+ 1;
y la estructura de control paralelo (Figura 2.8), donde los n controlado-
res trabajan de forma independiente. En esta tesis, dichas estructuras
se han generalizado para n entradas manipulables, mientras que en la
literatura científica se describen normalmente para sólo dos actuadores,
n = 2.

2.3.1 Estructura de control serie

La estructura de “control serie” [58], también conocida como estruc-
tura de “rango medio” (mid-ranging) [6] y como estructura de “control
en cascada” [137], es una generalización de las estructuras propuestas
por Shinskey [131] y Luyben [96] para el control de válvulas en la in-
dustria del proceso. Esta arquitectura de control está pensada para que
ante una perturbación se produzca una intervención secuencial de lazos,
hablando en términos temporales. Así el lazo principal y más rápido,
c∗1 p1 en la Figura 2.5, es el primero en reaccionar; nótese como éste es el

2 Se considera en este punto que todas las plantas reportan beneficios. Esta afirmación
sólo es adecuada bajo ciertas condiciones expuestas en el Capítulo 3.
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único que realimenta directamente la salida3. A continuación, el segun-
do lazo en orden creciente de rapidez c∗2 p2 al realimentar u1 y advertir
cambios respecto al punto de operación ru1 hace colaborar a la segunda
planta más rápida. El lazo auxiliar más lento, c∗n pn en la Figura 2.5, se
apoderará de las frecuencias bajas y en particular del estacionario. De
esta forma se produce una reacción temporal en cadena, de manera que
se aprovecha la rapidez inherente a cada planta (las frecuencias don-
de cada planta tiene más magnitud) y a la vez se evita que las plantas
trabajen en las frecuencias en las que no aportando beneficios, podrían
saturarse o fatigarse innecesariamente sus actuadores. Entonces en el re-
chazo de una perturbación en el régimen permanente los lazos rápidos
(normalmente con actuadores o plantas más caros) vuelven al punto de
operación, mientras que los lazos lentos (normalmente con actuadores o
plantas más baratos) son los aportan la acción necesaria para compensar
la desviación de la salida. Además el punto de operación del sistema (es-
tacionario) puede modificarse cambiando la referencia de las variables
rápidas.

run−1
c∗n pn

rui−1 c∗i pi

ru1 c∗2 p2

c∗1 p1

pd

−

−

−
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un
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Figura 2.5: Estructura de control serie.

Las variables para las que se plantean señales de referencia serán: la
respuesta del sistema y, junto con las acciones de control ui=1,...,n−1 apor-
tadas por los controladores (c∗i=1,...,n−1); téngase en cuenta que el con-
junto planta actuador más lento c∗n pn es el encargado de gobernar el
estacionario, por lo que carece de sentido fijar una referencia a la ac-
ción de control un. Entonces, las respuestas de las variables del sistema

3 El superíndice “∗” se emplea para diferenciar los controladores serie de los paralelo.
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frente a las entradas externas (r, rui=1,...,n−1 , d) para el esquema de control
realimentado serie responden a:

y =
lt

1 + lt
r +

li+1

1 + lt
rui=1,...,n−1 +

pd

1 + lt
d, (2.1)

yi =
(−1)i+1li

1 + lt
(r − pdd) +

(−1)i pil−j ∏i
k=1 c∗k

1 + lt
rj≥i

+
(−1)(i−j+1)pi ∏i

k=j c∗k
1 + lt

rj<i, (2.2)

ui =
(−1)i+1li/pi

1 + lt
(r − pdd) +

(−1)i l−j ∏i
k=1 c∗k

1 + lt
rj≥i

+
(−1)(i−j+1) ∏i

k=j c∗k
1 + lt

rj<i, (2.3)

donde li, lt y l−j están determinados por:

li = pi

i

∏
k=1

c∗k , (2.4)

lt =
n

∑
i=1

(−1)(i+1)li, (2.5)

l−i =
n

∑
j=i+1

[
(−1)(j−1−i)pj

j

∏
k=i+1

c∗k

]
. (2.6)

En (2.4)-(2.6) se comprueba cómo la complejidad del problema aumen-
ta con el número de plantas4.

La ventaja principal de la estructura serie radica en que el reparto
frecuencial de las tareas asignadas a cada una de las plantas queda fijado
por la estructura de control. Su principal limitación es que no permite
hacer frente a diseños en los que la ordenación “lento - rápido” no pueda
establecerse de forma únivoca y creciente entre las plantas.

4 Tradicionalmente la estructura serie es empleada en sistemas MISO 1 × 2.
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Normalmente sólo se establecen especificaciones de performance diná-
mico para la variable y; que en un problema de regulación sufre des-
viaciones debido a d y a posibles cambios esporádicos en el punto de
operación rui=1,...,n−1 . En este último caso, además se debe asegurar que
las acciones de control ui=1,...,n−1 alcancen rui=1,...,n−1 en el estacionario. En
(2.1) se advierte que un cambio del punto de operación estacionario rui

para la acción de control ui produce una distorsión en la salida y. Para
limitar este efecto indeseado se emplean modificaciones de la estructura
serie que permiten desacoplar la salida y de las referencias rui . Aström
y Hägglund [6] proponen el empleo de un controlador de desacoplo c∗f f
como el ejemplo en la Figura 2.6a. Para un sistema con dos plantas pi=1,2,
éste deberá ser sintonizado según: c∗f f = −p2/p1, asegurando que sea
realizable. Por el contrario, Henson y otros [58] proponen el empleo de
un controlador en prealimentación f ∗ (considérese la Figura 2.6b con
f ∗1 = f ∗, f ∗2 = 0), que se sintonizaría según: f ∗ = −c∗2 p2/(p1 − c∗2 p2). La
ventaja de esta segunda opción radica en que la función de lazo resul-
tante lt en (2.5) no depende de f ∗, lo que independiza el diseño de los
controladores de realimentación c∗i=1,2. Por el contrario, el empleo de c∗f f
en la estructura de la Figura 2.6a, produce una distorsión de lt que debe-
rá ser tenida en cuenta para el diseño de c∗i=1,2. Gayadeen y Heath [43]
utilizan una estructura serie con dos prefiltros f ∗1 y f ∗2 en la implemen-
tación de su estrategia de control. El empleo de arquitecturas de cuatro
grados de libertad, c∗1, c∗2, f ∗1 y f ∗2 como en la Figura 2.6b es lo más apro-
piado en sistemas MISO 1 × 2 para luego establecer equivalencias entre
las estructuras serie y paralelo.

2.3.2 Estructura de control paralelo

La estructura de “control paralelo” [58], también conocida como es-
tructura de “control centralizado” [137], es una generalización de las
estructuras de control propuestas por Chla y Brosilow [20] y Popiel y
otros [118]. La arquitectura presentada en la Figura 2.7 trata de englobar
las múltiples variantes que aparecen en la literatura científica a la hora
de abordar el diseño. De entre ellas se destacan:

Control con maestro-esclavos (Coordinado). En este caso el contro-
lador maestro cm es el principal responsable de calcular la cantidad
de realimentación necesaria en cada instante para gobernar el sis-
tema. Los controladores ci=1,...,n actúan como meros filtros de rama
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(a) Desacoplo con controlador.
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(b) Desacoplo con prefiltro.

Figura 2.6: Estructuras serie con desacoplo de ru1 .

fi=1,...,n, repartiendo o atenuando dicho esfuerzo de control entre
las diferentes plantas del sistema.

Control mediante controladores de rama (Independiente). En este
caso el controlador maestro es omitido cm = 1, transfiriéndose su
cometido a los controladores de rama ci, que aumentan sus compe-
tencias. Nótese que existe un equivalente matemático directo del
control coordinado (cm, fi=1,...,n) al control independiente (ci=1,...,n)
determinado por: ci = cm fi. Sin embargo, la transformación inver-
sa no es de solución matemática única.

Control SISO equivalente. En este caso se emplea únicamente el
controlador maestro cm, fijando los controladores de rama a ci=1,...,n =

1. El controlador maestro cm se diseña aplicando técnicas SISO para
la suma de plantas pe = ∑n

i=1 pi. Esta estructura sigue siendo cola-
borativa y reparte adecuadamente la realimentación entre plantas5

5 Afirmación solo válida bajo ciertas condiciones (más información en el Capítulo 3).
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para el mejor performance, pero el problema es que todas las plan-
tas reciben la misma acción de control, siendo excitadas incluso en
las frecuencias donde no aportan beneficios.
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Figura 2.7: Estructura de control paralelo.

La diferencia principal de la arquitectura paralelo (tómese como re-
ferencia la más genérica con cm = 1 y controladores de rama ci) con
respecto a la arquitectura serie, radica en que en la primera los n contro-
ladores reciben la señal de error (r− y), de forma que pueden trabajar de
forma independiente con la medida de la variable objeto de control. En-
tonces, las frecuencias de trabajo de cada rama dependen del criterio del
diseñador, siendo por tanto, la arquitectura más versátil. La contraparti-
da es la dificultad a la hora de abordar el diseño de los controladores.

Tomando como referencia la estructura de control paralelo genérica
de la Figura 2.7, la respuesta de las variables del sistema en función de
las entradas externas está determinada por:

y =
lt

1 + lt
r +

pd

1 + lt
d, (2.7)

yi =
cmci pi

1 + lt
r − pdcmci pi

1 + lt
d, (2.8)

ui =
cmci

1 + lt
r − pdcmci

1 + lt
d, (2.9)

donde la función de lazo total lt está determinada por:

lt =
n

∑
i=1

li =
n

∑
i=1

cmci pi. (2.10)
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Nótese cómo por el momento no se contempla la modificación del
punto de operación mediante el empleo de referencias rui para las ac-
ciones de control ui. Considerando únicamente el comportamiento de la
variable controlada, pueden obtenerse equivalentes que permiten pasar
de la estructura serie a la paralelo (2.11) y viceversa (2.12) (c∗i controla-
dores de la estructura serie; ci controladores de la estructura paralelo).
Estas relaciones están determinadas por:

ci = (−1)i+1
i

∏
k=1

c∗k , ∀i ∈ (1, n), (2.11)

c∗i =
−ci

ci−1
, ∀i ∈ (2, n); c∗1 = c1. (2.12)

Analizando (2.11) se observa que cualquier diseño realizado para la
estructura serie (todos los c∗i son realizables) será implementable en la
estructura paralelo. Sin embargo, analizando (2.12) puede comprobarse
que la operación inversa no siempre es posible (todos los ci son realiza-
bles), ya que pueden obtenerse controladores no propios. La condición
necesaria y suficiente para la reversibilidad está determinada por:

(Di + Ni−1)− (Ni + Di−1) ≥ 0; ∀i ∈ (2, n), (2.13)

donde N representa el número de polos y D el número de ceros de
los controladores paralelo. Por todo ello, la estructura paralelo permite
resolver casos que no son abordables con la estructura serie.

Cuando se desea gobernar el punto de operación, la estructura para-
lelo mostrada en la Figura 2.8 debe ser modificada. La estructura más
general corresponde con la de la Figura 2.8, propuesta por Eitelberg
[36]. En este caso el punto de operación es controlado inyectando las
referencias rui moduladas por controladores de prealimentación fi en la
entrada de las plantas pi. En la representación mostrada en la Figura 2.8
se contemplan referencias rui para todas las acciones de control. Como
se describió para la estructura serie, un sistema MISO únicamente pue-
de tener fijado el valor estacionario en n − 1 acciones de control, dado
que una de ellas debe absorber en régimen estacionario las posibles per-
turbaciones. No obstante, dado que la estructura paralelo no determina
la ordenación de las frecuencias de trabajo, se ha decidido incluir todas
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las referencias rui pese a que una de ellas debe permanecer libre. Si se
considera la ordenación lento/rápido de la estructura serie, en la que pn

trabaja en régimen permanente, deberá hacerse fn = 0. Las ecuaciones
de comportamiento del sistema completo están determinadas por:

y =
lt

1 + lt
(r − v − pdd) +

pi

1 + lt
rui , (2.14)

yi =
li

1 + lt
(r − v − pdd)− pjli

1 + lt
ruj �=i +

(1 + lt − li)pj

1 + lt
rui , (2.15)

ui =
li/pi

1 + lt
(r − v − pdd)− pjli/pi

1 + lt
ruj �=i +

1 + lt − li
1 + lt

rui , (2.16)

que pese a aumentar en complejidad siguen siendo notablemente más
simples que las obtenidas para la estructura serie.
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Figura 2.8: Estructura de control paralelo con control del punto de operación.

En la literatura científica pueden encontrase modificaciones de la es-
tructura anterior especificas para sistemas MISO 1 × 2. En esta línea
Henson y otros [58] presentan la arquitectura de control de la Figura 2.9.
En este caso el prefiltro f2 es el encargado de desacoplar la respuesta del
sistema y de posibles cambios en el punto de operación deseado para
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la variable manipulable ru1 . Para lograrlo, deberá ser sintonizado según:
f2 = − f1 p1/p2. El prefiltro f1 será diseñado para forzar la dinámica
deseada en la respuesta de u1 frente a cambios en ru1 . Las ecuaciones
que rigen el comportamiento del sistema de la Figura 2.9 son:

y =
lt

1 + Lt
r +

pd

1 + lt
d +

f1 p1 + f2 p2

1 + lt
ru1 , (2.17)

y

u1 =
cmc1

1 + lt
r − cmc1

1 + lt
d +

f1(1 + p2c2cm) + f2 p2c1

1 + lt
ru1 . (2.18)
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Figura 2.9: Estructura de control paralelo 1 × 2 con desacoplo de ru1 .

Por último, la estructura de control de la Figura 2.10, conocida como
“estructura paralelo con control en cascada de salida total” es descrita
por Eitelberg [32, Figura 2.3] a partir de la propuesta en [132, Figura 6.9].
En esta arquitectura se emplea un prefiltro maestro fm que incorpora la
referencia, un controlador de realimentación maestro cm, un controlador
para las acciones de control cu y controladores o filtros de rama ci=1,...,n
(denominados HICi por Shinskey). Se establecen dos lazos de control
en cascada. El lazo interno gobernado por cu es el encargado de garan-
tizar que la acción de control calculada por cm en el lazo externo sea
aportada por los controladores ci=1,...,n. Para ello, realimenta la suma de
todas las acciones de control ui=1,...,n inyectadas en las plantas pi=1,...,n.
El lazo externo es el encargado de gobernar la respuesta total del siste-
ma, para lo que emplea la realimentación de la variable controlada. El
comportamiento de ésta responde a

y =
pecm fm

1 + pecm
r +

pd

1 + pecm
d − pecm

1 + pecm
n, (2.19)
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donde la planta equivalente pe depende del lazo interno y está determi-
nada por

pe =
cu ∑n

i=1 pici

1 + cu ∑n
i=1 ci

. (2.20)

Además, en la estructura de control de la Figura 2.10 se añade el prefiltro
fm con el fin de distinguir el problema de seguimiento, cuando r puede
cambiar, del problema del regulador, donde r se mantiene constante.

fm cm cu
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c1 p1

ci pi

cn pn
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yi
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Figura 2.10: Estructura de control paralelo con control en cascada de salida
total.

2.4 estrategias de diseño colaborativo

A continuación, se presentan las estrategias de diseño MISO colabora-
tivo que más éxito han presentado en la literatura científica. Todas ellas
emplean de forma directa o indirecta alguna de las arquitecturas de con-
trol descritas en la sección anterior. Como se apreciará más adelante
algunas de ellas presentan filosofías de trabajo muy similares, difirien-
do únicamente en algunos detalles. El objetivo de la presente sección
no es determinar las bondades de cada una de ellas, sino efectuar una
pequeña descripción que permita conocer al lector los fundamentos so-
bre los que se sustentan. Se ha buscado un equilibrio entre extensión y
detalle en las descripciones dadas, por lo que han sido omitidos todos
los conceptos que no se han considerado imprescindibles.
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2.4.1 VPC (valve position control)

Debe su nombre a que esta estrategia originalmente se aplicó en el con-
trol de variables en la industria del proceso mediante el accionamiento
de válvulas. El control del posicionamiento de estos actuadores, sirve
para aportar la cantidad de acción de control calculada por los controla-
dores de realimentación que regulan la variable del proceso. La esencia
del control VPC (Valve Position Control) consiste en introducir un segun-
do lazo de control (Figura 2.5, con i = 2) en el tradicional sistema de
regulación SISO. Este segundo lazo realimenta la variable manipulable
del primer lazo con el fin de minimizar o limitar su uso y al mismo
tiempo mantener la controlabilidad del sistema global. El problema de
fondo es que el actuador del lazo principal es de mayor resolución y
dinámicamente más rápido, pero su utilización es más cara; mientras
que el actuador añadido suele ser de mayor capacidad y dinámica más
lenta, por lo que su empleo es más económico. Como cualquier esque-
ma de control realimentado se pretende que ante cualquier perturbación
eventual se recupere la referencia para la variable controlada. Y el mo-
do novedoso de conseguirlo es que el transitorio sea dominado por la
acción de control rápida (con mayor contenido frecuencial). Finalizado el
transitorio, esta acción de control retorna a su punto de operación ini-
cial (para reducir su uso y minimizar el gasto), y la acción de control
secundaria se apodera lentamente del estacionario. Con este propósito,
los primeros diseños VPC siempre utilizaban un control integral puro
en el lazo secundario.

Con estos objetivos, los precursores del VPC [39, 130, 131] proponen
la síntesis de los controladores en dos etapas. En la primera, se diseña el
lazo principal (más rápido), sintonizándose un controlador de tipo PI:

c∗1 = kc1

(
1 +

1
Ti1 s

)
. (2.21)

Para ello, se considera que la planta lenta p2 es actuada en modo manual,
por lo que no se tiene en cuenta en el diseño de c∗1. La especificación
de este diseño es garantizar cierto performance en la respuesta y ante
perturbaciones d tal que sea recuperada la consigna r. Como resultado
implicará cierta actuación u1. En una segunda etapa, un controlador de
tipo integral puro es sintonizado para el lazo secundario (más lento)

c∗2 =
1

Ti2 s
, (2.22)
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con el objetivo de minimizar el empleo de u1, que tras el transitorio
demandado por el lazo rápido debe volver a su punto de operación
inicial ru1 . Entonces, se diseña el tiempo integral Ti2 para condicionar
una determinada constante de tiempo de desconexión del lazo rápido τr

(retorno a su punto de operación inicial). Elegida una τr, se determina
la frecuencia ωr = 1/τr, y finalmente la fórmula del controlador c∗2 en
(2.22) queda definida a partir de la condición de cruce de magnitudes
de las dos ramas:

|c∗1(jωr)c∗2(jωr)p2(jωr)| = |c∗1(jωr)p1(ωr)|. (2.23)

La selección del parámetro de diseño τr suele realizarse mediante prueba
y error, utilizándose conocimientos ad-hoc de las plantas. Téngase en
cuenta, por ejemplo, que en la sintonía de Ti2 según (2.23) no se ha
valorado cómo la adición de c∗2 afecta a la estabilidad del conjunto. Para
simplificar el problema de diseño y reducir las interacciones entre los
dos lazos de control, se recomienda emplear una estrategia conservativa:
lenta desconexión de la planta rápida.

Yu y Luyben [160] ponen de manifiesto la dificultad en la sintonía de
los controladores c∗1 en (2.21) y c∗2 en (2.22) de la estructura VPC cuando
existen diferencias importantes entre las constantes de tiempo de los la-
zos rápido y lento o cuando las plantas presentan polos inestables. En
estos casos, la metodología convencional que sintoniza los controladores
para que el módulo de las funciones de lazo cerrado (salida - entradas de
referencia) no supere cierto máximo (habitualmente 2dB) es insuficiente,
tanto para el caso de plantas estables como para plantas inestables. Las
deficiencias dan lugar a comportamientos temporales muy poco amor-
tiguados y sistemas condicionalmente estables incluso para plantas es-
tables; aunque su ventaja es que se reduce el empleo de la acción de
control cara. Proponen la mejora de introducir alguna especificación de
baja frecuencia: limitar la fase de la función de lazo abierto o utilizar el
“ratio de estabilidad” [98], ambos con el fin de cuantificar la controlabi-
lidad del sistema. Una mayor controlabilidad, mejora el performance y la
estabilidad, pero es contrapuesto a minimizar el empleo de la actuación
cara (objetivo por el cual se añade el lazo extra del VPC). El punto de
inflexión está relacionado con encontrar una Ti2 óptima. Para su cálcu-
lo proponen diagramas de sintonía que tienen en cuenta, además del
criterio convencional, alguno de los criterios de controlabilidad mencio-
nados. Son aplicables a plantas estables modeladas como sistemas de
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primer orden con retardo, y a plantas inestables modeladas como siste-
mas de tercer orden.

Allison y Ogawa [4] realizan una revisión del problema VPC, estable-
ciendo las siguientes definiciones:

CVPC (Conventional Valve Position Control). Se renombra de este
modo la estrategia de diseño VPC primitiva (c∗1 controlador PI, c∗2
controlador I) que se aplicaba a la estructura de la Figura 2.5.

MVPC (Modified Valve Position Control). Empleando la estructura
de la Figura 2.5, se desarrolla una estrategia de diseño que consta
de dos pasos. En el primero se diseña c∗1 como un controlador de
tipo PI para la planta rápida p1, que es modelada como un sistema
de primer orden sin retardo caracterizado por k1 y τ1. Se aplica
la metodología lambda-tuning (ver Aström y Hägglund [6]) para
lograr una cierta dinámica de primer orden del sistema en lazo
cerrado (y/r = gy), caracterizada por una constante de tiempo λy.
El controlador resultante es

c∗1 = kc1

(
1 +

1
Ti1 s

)
; Ti1 = τ1; kc1 =

Ti1
k1λy

. (2.24)

En el caso particular de que la planta rápida responda a una ga-
nancia pura (p1 = k1), se diseñará c∗1 como un controlador integral
puro,

c∗1 =
1

Ti1 s
; Ti1 = λyk1, (2.25)

para garantizar la dinámica gy.

Diseñado c∗1 y considerando p2 un sistema de primer orden con
retardo, caracterizado por una ganancia k2, una constante de tiem-
po τ2 y un retardo h2; se define p12 como la relación u1/u2 que
responde a

p12 =
−p2

p1
gy =

−k2(τ1s + 1)e−h2s

k1(τ2s + 1)(λys + 1)
≈ k12

τ12s + 1
, (2.26)

donde

k12 =
−k2

k1
; τ12 = τ2 + λy − τ1 + h2 > 0, (2.27)
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siempre que τ12 >> h2 [6].

En el segundo paso de diseño se sintoniza c∗2 como un PI para la
planta p12 en (2.26) aplicando lambda-tuning con el objetivo de lo-
grar un comportamiento en lazo cerrado u1/ru1 = gu de primer
orden, caracterizado por una constante de tiempo λu. El controla-
dor resultante es

c∗2 = kc2

(
1 +

1
Ti2 s

)
; Ti2 = τ12; kc2 =

Ti2
k12λu

. (2.28)

Se recomienda seleccionar λu >> λy para limitar las interacciones
entre ambos lazos de control.

DVPC (Direct Synthesis Valve Position Control). Se utiliza la estructu-
ra de la Figura 2.6b, con el fin de poder establecer una comparativa
con la síntesis directa propuesta por Henson y otros [58] en su estra-
tegia habituating control para la Figura 2.6b (véase Subsección 2.4.2).
En DVPC, los controladores se calculan según

c∗1 =
gy(p∗2 − p2gu)

(1 − gy)p1 p∗2
, (2.29)

c∗2 =
p1gu

p∗2 − p2gu
, (2.30)

f ∗ =
p2

p∗2
gu, (2.31)

donde p∗2 es la aproximación de fase mínima de p2, y gy y gu repre-
sentan los modelos dinámicos deseados en lazo cerrado.

Se debe destacar que la estrategia VPC ha tenido una gran aceptación
en la industria de proceso. Prueba de ello es que suele ser descrita en la
literatura básica referente al control de procesos [132, 99, 96].
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2.4.2 Control habituating

Henson y otros [58] presentan una estrategia de diseño para sistemas
MISO conocida como Habituating Control. Nace del estudio de sistemas
biológicos [50, 81], poniendo especial énfasis en el sistema de control
de la presión sanguínea conocido como baroreceptor reflex [85]. Henson y
otros [58] estudian como coordinar las acciones de control disponibles
para conseguir una mejora en el performance con el menor coste de ma-
nipulación (gasto de acción de control). En la búsqueda de este objetivo
establecen dos técnicas de diseño. Una se basa en la síntesis directa de
controladores y la otra utiliza los fundamentos del control MPC (Model
Predictive Control). Ambas están pensadas para sistemas con dinámicas
claramente diferenciadas: una planta “lenta y barata”, que se denomina
como primaria (p2); junto con una planta “rápida y cara”, que se denomi-
na como secundaria (p1). Además de reducir el coste de manipulación,
se proponen otros objetivos secundarios como la síntesis directa de con-
troladores que reduzca la necesidad de conocimientos ad-hoc necesarios
si se diseña empleando VPC; o tratar de reducir los efectos negativos
producidos por la saturación de las acciones de control.

síntesis directa de controladores .

Se definen las dinámicas de lazo cerrado deseadas para funciones
de transferencia salida/entrada en una cierta estructura de control,
y a continuación se despejan los controladores que dan solución a
las ecuaciones que describen el comportamiento del sistema.

Por ejemplo, para un sistema MISO 1× 2 se eligen tres objetivos de
control: la dinámica deseada para la salida gy = y/r, la dinámica
deseada para la acción de control secundaria gu = u1/ru1 y cómo
desacoplar ambas intervenciones mediante y/ru1 = 0.

Si se emplea la estructura paralelo de la Figura 2.9, las variables
del sistema se interrelacionan por las ecuaciones

y =
c1 p1 + c2 p2

1 + c1 p1 + c2 p2
r +

pd

1 + c1 p1 + c2 p2
d

+
f1 p1 + f2 p2

1 + c1 p1 + c2 p2
ru1 , (2.32)

u1 = (y − r)c1 + ru1 f1,

u2 = (y − r)c2 + ru1 f2.
(2.33)
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Entonces, han de satisfacerse tres objetivos mediante la sintonía de
cuatro elementos de control ( f1, f2, c1, c2). A partir de las ecua-
ciones anteriores y para plantas de fase mínima pueden calcularse
como

f1 = gu; f2 =
−p1

p2
gu; c2 =

gy − (1 − gy)p1c1

(1 − gy)p2
. (2.34)

Nótese como f1 y f2 quedan unívocamente definidos, mientras que
c1 es expresado en función de c2 ó viceversa, debido a la existencia
de más incógnitas que ecuaciones.

Si se emplea la estructura serie de la Figura 2.6b, con f ∗2 = 0 y f ∗ =
f ∗1 , las ecuaciones que interrelacionan las variables del sistema son

y =
c∗1 p1 − c∗1c∗2 p2

1 + c∗1 p1 − c∗1c∗2 p2
r +

pd

1 + c∗1 p1 − c∗1c∗2 p2
d

+
c∗2 p2 + f ∗(p1 − c∗2 p2)

1 + c∗1 p1 − c∗1c∗2 p2
ru1 , (2.35)

u1 = (y − r)c∗1 + ru1 f ∗,

u2 = (ru1 − u1)c∗2;
(2.36)

en las que aparecen tres grados de libertad a diseñar (c∗1, c∗2 y f ∗)
para satisfacer los mismos tres objetivos de control anteriores. Des-
pejando se calculan

f ∗ = gu; c∗2 =
−p1gu

p2(1 − gu)
; c∗1 =

gy(1 − gu)

p1(1 − gy)
. (2.37)

Nótese cómo en este caso, f ∗ es el encargado de lograr la diná-
mica gu, c∗1 se ocupa de la dinámica gy, y c∗2 asume las tareas de
desacoplo y/ru1 = 0.

Si la planta secundaria p2 (lenta) presentara comportamientos de
fase no mínima (retardos o ceros en el semiplano derecho), los ele-
mentos de control en (2.34) para una estructura paralelo no serían
realizables. En estos casos, se recomienda partir de una estructu-
ra serie cuyos elementos de control se calcularían de la siguien-
te forma. Primero, con las relaciones (2.35)-(2.36) y los objetivos
y/r = gy e y/ru1 = 0, se obtiene

c∗2 =
−p1 f ∗

p2(1 − f ∗)
, c∗1 =

gy

(1 − gy)(p1 − p2c∗2)
. (2.38)
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Nótese que c∗2 no es a priori realizable, ya que en su denominador
aparece p2 que es de fase no mínima. Para solventarlo se emplea-
rá f ∗, que además debe encargase del tercer objetivo de control
u1/ru1 = gu. Esto es asumible en la práctica, puesto que la con-
signa ru1 rara vez se modifica. Entonces, se propone el empleo de
f ∗ = p2gu/p∗2, donde p∗2 es la aproximación de fase mínima de la
planta p2. Los elementos de control realizables finales son

f ∗ =
p2

p∗2
gu, c∗2 =

−p1gu

(p∗2 − p2gu)
, c∗1 =

gy(p∗2 − p2gu)

(1 − gy)p1 p∗2
. (2.39)

Una vez calculados, es posible obtener un equivalente en la estruc-
tura paralelo empleando la transformación

f1 =
p2

p∗2
gu, f2 =

−p1

p∗2
gu, c1 = c∗1, c2 =

gygu

(1 − gy)p∗2
. (2.40)

mpc (model predictive control).

Para un sistema MISO 1× 2, Henson y otros [58] calculan la ley de
control U(k) que minimiza la función de coste

min
U(k)

Φ =
P

∑
j=1

{
γj [r(k + j)− ŷ(k + j|k)]2

+ β1j [ru1(k + j − 1)− u1(k + j − 1|k)]2

+ β2j [r(k + j − 1|k)− u2(k + j − 2|k)]2
}

, (2.41)

donde P es el horizonte de predicción, ŷ(k + j|k) es el valor esti-
mado para y(k + 1) basado en la información hasta el instante k,
ui(k + j|k) es el valor calculado para ui(k + j) basado en la infor-
mación hasta el instante k, y {γj, β1j , β2j} son los coeficientes de
ponderación. El vector U(k) es definido según

U(k) = [u1(k|k), . . . , u1(k + M − 1|k), u2(k|k), . . . ,

u2(k + M − 1|k)]T, (2.42)

donde M indica el horizonte de control.

Para acotar los errores de modelado, la salida estimada es calcula-
da según

ŷ(k + j|k) = ỹ(k + j|k) + (y(k)− ỹ(k|k)), (2.43)
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donde ỹ(k + j|k) es la salida del modelo en el instante k + j obte-
nida con la información hasta el instante k, e y(k) es la salida del
sistema medida en el instante k. Puesto que (2.41) sólo contiene las
primeras M muestras de control, las salidas futuras del modelo se
calculan tomando

ui(k + j|k) = ui(k + M − 1|k) ∀j ≥ M, i ∈ [1, 2] (2.44)

La primera muestra calculada para cada entrada son las inyectadas
en el sistema u1(k) = u1(k|k), u2(k) = u2(k|k). Un nuevo problema
de optimización-predicción se resuelve para el siguiente intervalo
de muestreo k + 1.

Alvarez-Ramirez y otros [5], también emplean la denominación Habi-
tuating Control para establecer una nueva estrategia de diseño focalizada
en garantizar la estabilidad del sistema MISO cuando las plantas con-
tienen comportamientos de fase no mínima. Para un sistema TISO (Two
Inputs Single Output), las plantas responden a

pi=1,2 =
Ni

Di
e−his, (2.45)

donde Ni y Di son los polinomios en la variable s del numerador y del
denominador, respectivamente. Los retardos cumplen h2 ≥ h1.

Dentro de una estructura paralelo con maestro-esclavos (Figura 2.7,
i = 1, 2) se propone que los controladores ó filtros de rama c1 y c2 sean
diseñados según

c1 = α
N+

2 D1

N−
1 Q

e−h12s, c2 = (1 − α)
N+

1 D2

N−
2 Q

, (2.46)

donde Ni = N+
i N−

i . El polinomio del numerador N+
i contiene las di-

námicas RHP (Right Half Plane), incluidas las pertenecientes al eje ima-
ginario. El polinomio N−

i contiene las dinámicas LHP (Left Half Plane).
Q es un polinomio en s cuyo orden deberá ser seleccionado para que
los controladores sean realizables, y además su coeficiente del término
de menor orden debe cumplir Q(0) = 1. La constante h12 representa la
diferencia entre los retardos h2 y h1 (h12 = h2 − h1). La variable α corres-
ponde con el coeficiente de reparto de la acción de control entre las dos
ramas, denominado “divisor”.
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El controlador maestro cm se diseña para la planta

H =
N+

1 N+
2

Q
, (2.47)

que contiene las dinámicas de fase no mínima de las plantas p1 y p2. Se
recomienda el empleo de un controlador integral puro como controlador
maestro

cm =
ki

s
. (2.48)

Por último, se elige el divisor α. Téngase en cuenta que este parámetro
determina la influencia de cada una de las plantas en la regulación del
sistema: si α = 0 → u1 = 0 y si α = 1 → u2 = 0. La selección de α puede
realizarse minimizando la siguiente función de coste

min
(u1,u2)

1
2
[α(c1u1)

2 + (1 − α)(c2u2)
2]. (2.49)

McLain y otros [104] presentan la extensión del Habituating Control a
sistemas MISO no lineales. En trabajos anteriores [28, 103], una acción
de control se empleaba para linearizar el sistema y la otra para estabili-
zarlo, mientras que McLain y otros [104] utilizan ambas entradas para
el control. Al igual que en Henson y otros [58] se emplea una estrate-
gia MPC, definiendo una función de coste que penaliza la distorsión del
punto de operación. La diferencia principal con respecto a los sistemas
lineales [58] es que en aquellos se buscaba devolver las acciones de con-
trol que no contribuyen al estacionario a su punto de operación original
tras el transitorio. Sin embargo, en los sistemas no lineales, el objetivo
es devolver el conjunto de variables del sistema a las proximidades del
punto de operación.

Las estrategias de control que se incluyen bajo el epígrafe de Habi-
tuating Control se han utilizado con éxito en el control de reactores /
separadores [105], reactores CSTR [144], reactores aerobios empleados
en el tratamiento de aguas residuales [143] y en el control de glucosa en
pacientes [141], entre otras aplicaciones.

2.4.3 Control de rango medio ( mid-ranging )

La denominación control de rango medio hace referencia al control
de sistemas MISO con una actuación rápida y otra lenta, de forma que
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ambas intervienen en la regulación de la salida, y la actuación rápida
fluctúa alrededor de un punto de operación (mid-range). Para ello utili-
zan algún tipo de arquitectura serie (véase Subsección 2.3.1), y suelen
tomar como precursora la metodología de diseño VPC (véase Subsec-
ción 2.4.1). Las aplicaciones resueltas bajo esta estrategia son comunes
en la industria del proceso.

Karlsson y otros [83] utilizan la estrategia mid-ranging para el control
de la humedad en la sección de secado de una máquina de papel. Se
emplea la estructura serie de la Figura 2.6a. El controlador feedforward
de desacoplo entre lazos se calcula según

c∗f f =
−p2

p1
. (2.50)

Los controladores de realimentación se diseñan bajo el enfoque IMC
(Internal Model Control),

c∗i =
qi

1 − qi pi
=

Ti p+i
1 − Ti p+i pi

, i = 1, 2; (2.51)

donde qi es el parámetro de control en la arquitectura IMC. Éste se cal-
cula con p+i , la inversa realizable del modelo de la planta pi, y con Ti,
el performance deseado en lazo cerrado. Éste último debe elegirse con un
número de polos suficiente en consonancia con los que posea pi para
que resulte un c∗i realizable. La velocidad de respuesta elegida para el
lazo lento y para el rápido se recomienda que difieran de cinco a diez
veces.

En un trabajo posterior, Karlsson y otros [84] completan su estrategia
de diseño anterior añadiendo a la estructura serie de la Figura 2.6b un
controlador feedforward encargado de mejorar el rechazo de perturbacio-
nes medibles. Este controlador actúa sobre la acción de control u1, que
en este caso pasará a estar determinada por

u1 = c∗1(r − y) + c∗f f u2 + c∗f fd
d. (2.52)

Definido el modelo de la perturbación como pd, el controlador feedfor-
ward se calcula según

c∗f fd
=

−pd

p1
, (2.53)

o su aproximación realizable.
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Gayadeen y Heath [43] parten de una arquitectura IMC multivariable,
de fácil correspondencia con una estructura MISO paralelo, sobre la que
proponen su estrategia mid-ranging. Las especificaciones de control en
lazo cerrado se fijan con las funciones de sensibilidad complementaria
deseadas: Tf para el perfomance y/r con ambas actuaciones (plantas), y Ts

para el performance y/r sólo con la actuación (planta) lenta. Si las plantas
pi=1,2 contienen elementos de fase no mínima (ceros RHP o retardos),
éstos deben incluirse en Ts y en Tf , de forma que Ts/p1, Ts/p2 y Tf /p1

sean realizables y estables (suponiendo que p2 es más lenta que p1).
Considerando que los modelos de las plantas son perfectos, se establece
la siguiente metodología de diseño:

1. Para lograr Ts, se diseña el controlador de realimentación q2 =

Ts/p2 de la arquitectura IMC.

2. Para lograr Tf , se completa el diseño de la arquitectura IMC con el
controlador de realimentación q1 = (Tf − Ts)/p1.

3. Para el desacoplo entre la referencia de la variable de actuación len-
ta y la salida se diseñan los prefiltros con alguno de los siguientes
criterios:

a) f1 = 1 y f2 = −p1/p2.

b) f1 = p2/p2(0) y f2 = −p1/p2(0).

c) f1 = hp−2 y f2 = −hp1/p+2 ; donde p2 = p+2 p−2 , p+2 contiene
los elementos de p2 de fase mínima y p−2 los de fase no mí-
nima (ceros y retardos). h es obtenido para que se cumpla la
relación hp−2 (0) = 1.

Diseñados los grados de libertad de una arquitectura IMC paralelo, se
deducen sus equivalentes en una estructura MISO serie como la de la
Figura 2.6b:

c∗1 =
q1

1 − p1q1 − p2q2
, c∗2 =

−q2

q1
, f ∗1 = f1, f ∗2 = f2. (2.54)

Heath y Gayadeen [57] determinan las propiedades que debe cumplir
un diseño de control MISO para garantizar su estabilidad y performance
en términos robustos. Estas condiciones están determinadas a partir de
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modelos con incertidumbre multiplicativa. Se considera que la respuesta
del sistema estará determinada por

y =
n

∑
i=1

pi(1 + WiΔi)ui, (2.55)

donde pi se corresponde con los modelos nominales de cada una de
las plantas, Wi con los pesos dependientes de la frecuencia, y Δi con la
incertidumbre de cada planta pi.

Definido el modelo de comportamiento se establecen las condiciones
de estabilidad y performance robustos dado un único grado de libertad
en el diseño, C, con n × 1 controladores ci, que gobierna un sistema de
plantas 1 × n con incertidumbre

Estabilidad robusta(
n

∑
i=1

|S(jω)pi(jω)ci(jω)Wi(jω)|
)2

≤ 1, (2.56)

donde S(jω) representa la función sensibilidad nominal

S(jω) =
1

1 + ∑n
i=1 pi(jω)ci(jω)

. (2.57)

A partir de (2.56) y (2.57) puede obtenerse la siguiente condición
de estabilidad robusta

n

∑
i=1

|pi(jω)ci(jω)Wi(jω)| ≤
∣∣∣∣∣1 +

n

∑
i=1

pi(jω)ci(jω)

∣∣∣∣∣ . (2.58)

Performance robusto

(
n

∑
i=1

|S(jω)pi(jω)ci(jω)Wi(jω)|+ |S(jω)Wp(jω)|
)2

≤ 1, (2.59)

donde Wp se corresponde con una incertidumbre multiplicativa
ficticia situada tras las plantas pi, dando lugar a la siguiente res-
puesta del sistema

y =
n

∑
i=1

pi(1 + WiΔi)(1 + WpΔp)ui. (2.60)
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A partir de (2.59) y (2.57) puede obtenerse la siguiente condición
de performance robusto

n

∑
i=1

|pi(jω)ci(jω)Wi(jω)|+ |Wp(jω)|

≤
∣∣∣∣∣1 +

n

∑
i=1

pi(jω)ci(jω)

∣∣∣∣∣ . (2.61)

Allison y Isaksson [3] presentan su estrategia de diseño de controla-
dores mid-ranging mediante MPC (similar a la propuesta por Henson y
otros [58]). En este caso, la estrategia de diseño se basa en el GPC (Ge-
neralised Model Predictive Control) propuesto por Clarke y otros [21]. Las
acciones de control son actualizadas empleando el algoritmo one-step op-
timal saturation correction algorithm de Segall y otros [129]. La función de
coste a minimizar es:

J = E

{
ny

∑
j=1

(yt+j − rt+j) +
nu1

∑
j=1

ρ1(Δu1,t+j−1)
2 +

nu2

∑
j=1

ρ2(∇u2,t+j)
2

}
, (2.62)

donde ny y nui representan los horizontes de predicción que serán fija-
dos a ny = nu1 = nu2 = 1; Δu1 representa el incremento de la acción de
control u1 con respecto de su punto medio de trabajo ū1. La predicción
de yt se realiza mediante un modelo CARIMA (Auto Regresive Integrated
Moving Average) con estructura

A(z−1)yt = B1(z−1)u1,t−k1 + B2(z−1)u2,t−k2 + C(z−1)vt/∇, (2.63)

donde A, Bi, C son polinomios en potencias negativas de z, y ki repre-
senta el retardo de las entradas ui; vt es un ruido blanco con varianza
σ2.

Partiendo de diseños de control realizados de acuerdo a estrategias
mid-ranging como las anteriores, Haugwitz y otros [56] analizan la co-
rrección anti-windup de los controladores dentro de la estructura serie
de la Figura 2.5. Se demuestra cómo el uso de los esquemas anti-windup
estándar produce una degradación innecesaria del performance durante
la saturación. La justificación reside en que la acción de control secunda-
ria, u2, es calculada a partir de la acción de control primaria, u1, que en
caso de saturar estará limitada a u1 = u1max por la estructura anti-windup
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de c∗1. Entonces, la acotación de u1 reduce innecesariamente la potencia-
lidad de u2 debido a su disposición en cascada. Se propone un diseño
según la estructura anti-windup estándar para recuperar el performance.
Alternativamente se presenta un nuevo esquema anti-windup que utiliza
una constante ks para incrementar la proporción de acción de control u1

que llega a c∗2 cuando la primera se encuentra saturada. La selección del
parámetro ks es determinante en el desempeño del sistema final, pues-
to que incrementa el ancho de banda del controlador c∗2. Se propone
utilizar aquel valor que minimiza la función de coste

J =
∫ t f

0
[(r − y)2 + ρu2

2]dt, (2.64)

donde ρ es un parámetro que penaliza la cantidad de acción de con-
trol u2. Las mejoras introducidas por Haugwitz y otros [56] se ilustran
mediante el control de un sistema de refrigeración.

Gayadeen y Heath [43] también completan la estrategia de diseño mid-
ranging descrita en párrafos anteriores con una solución anti-windup ba-
sada en la modificación de la estructura IMC propuesta por Zheng y
otros [165].

La estrategia de control mid-ranging ha sido aplicada con éxito en di-
versos procesos reales, destacando el control de bioreactores [145], la
regulación de pH [119], y en la fabricación de papel [119], entre otros.
Como en el caso del VPC, en la literatura básica de control de procesos
[6], se incluye una breve descripción del concepto mid-ranging.

2.4.4 Control cooperativo

Wang y otros [148] recurren a un sistema MISO 1 × 2 como una ex-
tensión del SISO en el que la saturación de la acción de control impide
alcanzar el performance deseado (output unreachability under input cons-
traint). Es decir, el empleo de la acción de control secundaria u2 (planta
adicional p2) está supeditado a que existan saturaciones en la acción de
control primaria u1 (planta principal p1). En realidad, sólo p1 se encuen-
tra dentro de un lazo clásico de control realimentado6 (c1), mientras que
la intervención de p2 se gestiona por un algoritmo de control específico
para u2 de acuerdo a los siguientes criterios:

6 Nótese como esta estrategia de diseño no es estrictamente colaborativa. Se ha decidi-
do su inclusión en la presente sección por presentar denominación común a algunas
estrategias colaborativas expuestas posteriormente.
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El cambio de u2 sólo debe ser activado cuando el rechazo de la
perturbación o el nuevo punto de operación (consigna) sean im-
posibles de satisfacer con sólo la entrada u1 (planta p1 ). En caso
contrario, u2 permanecerá constante.

Dichos cambios en u2 serán incrementos/decrementos de ampli-
tud mínima y el número de conmutaciones ha de ser mínimo.

Para poder determinar si se precisa o no la cooperación, se estudian
los siguientes aspectos:

Alcanzabilidad de la consigna en régimen permanente. Conside-
rando constante la acción de control secundaria u2 = ū2, la res-
puesta del sistema en régimen permanente estará determinada por

y(∞) = p1(0)u1(∞) + p2(0)ū2 + ωd(∞), (2.65)

donde ωd representa la distorsión en la salida y introducida por
la perturbación d, es decir, ωd = pdd. Nótese que las plantas están
expresadas en el dominio de la frecuencia (funciones de transfe-
rencia pi(s)), mientras que las variables del sistema lo están en el
dominio del tiempo.

Considerando que la acción de control primaria se encuentra limi-
tada en el intervalo u1 ∈ [u1min , u1max ], la capacidad estática de la
planta p1(0) estará acotada tal que y1 ∈ [y1min , y1max ], donde{

y1min = min[p1(0)u1min , p1(0)u1max ]

y1max = max[p1(0)u1min , p1(0)u1max ]
(2.66)

Si se desea error estacionario nulo, y(∞) = r(∞), la condición
de alcanzabilidad de cierta consigna r̄ = r(∞) sin necesidad de
cambio en u2 = ū2, está determinada por

y1min + p2(0)ū2 + ωd(∞) ≤ r̄ ≤ y1max + p2(0)ū2 + ωd(∞), (2.67)

que precisa conocer el valor de la perturbación d(∞), para calcular
ωd(∞) = pd(0)d(∞) .

Predicción de la perturbación. Para perturbaciones no medibles,
se propone una estimación de las mismas d̂(t). A partir de los
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modelos de las plantas p1(s) y p2(s), y las señales de actuación
u1(t), u2(t), se podría estimar la componente regulable de la salida,
ŷu(t), que restada de la salida medible y(t), serviría para recons-
truir ω̂(t), lo que en principio sería suficiente para evaluar (2.67).
No obstante, considerando que lo que se precisa es el estaciona-
rio y puesto que d̂(t) alcanzará éste antes que ω̂(t), se considera
estimar d̂(t) a partir de ω̂(t) y una aproximación realizable del
modelo de perturbación p−1

d (s). Entonces, transcurrido un tiempo
t = T, y a falta de información sobre el futuro de la perturba-
ción, se tomará d̂(∞) = d̂(T), que se calcula con la información de
{u1(t), u2(t), y(t), t ∈ [0, T]} y el método indicado.

Con la predicción de la perturbación d̂(t), la condición (2.67) de al-
canzabilidad de la consigna para determinar si es necesario modificar la
acción de control secundaria u2(t), se modifica a

d̂(T) ≥ 1
pd(0)

[u1max + p2(0)ū2 − r̄] (2.68a)

d̂(T) ≤ 1
pd(0)

[u1mim + p2(0)ū2 − r̄] (2.68b)

No obstante, se prevén transitorios rápidos en d̂(T) que no aparece-
rían en d(∞). Y éstos resultan en un incumplimiento indeseado de (2.68).
Entonces, se establece un periodo de observación To que vigilaría un in-
cumplimiento reiterado de (2.68), esto es

d̂(T − τ) >
1

pd(0)
[u1max + p2(0)ū2 − r̄] , τ ∈ [0, To] (2.69a)

d̂(T − τ) <
1

pd(0)
[u1mim + p2(0)ū2 − r̄] , τ ∈ [0, To] (2.69b)

donde To ∈ [0.2Tp, 1.5Tp] (recomendado 0.5Tp). Tp representa la cons-
tante de tiempo equivalente del proceso.

Determinada la condición de activación del algoritmo de cambio de u2,
el siguiente paso es determinar la cantidad que debe modificarse, Δu2,
para lograr la consigna r̄. Substituyendo ū2 por u2(0) + Δu2 en (2.68), se
despejarían los incrementos como

Δu2 =
1

p2(0)

[
r̄ + pd(0)d̂(T)− u1max

]
− u2(0) (2.70a)

Δu2 =
1

p2(0)

[
r̄ + pd(0)d̂(T)− u1min

]
− u2(0), (2.70b)
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respectivamente para el cumplimiento de (2.69a) y de (2.69b). En [148] se
comentan diversas razones por las que dicho Δu2 resultaría demasiado
conservador, por lo que propone incorporar un factor corrector β > 1,
tal que finalmente los incrementos del algoritmo de cambio son

Δu2 =
1

p2(0)

[
β(r + pd(0)d̂(T))− u1max

]
− u2(0) (2.71a)

Δu2 =
1

p2(0)

[
β
(

r + pd(0)d̂(T)
)
− u1min

]
− u2(0), (2.71b)

recomendándose β ∈ [1.05, 1.5], y por defecto, β = 1.2.

Giovanini [46, 47], trabaja en la misma línea que Wang y otros [148],
proponiendo el empleo de lo que denomina “control de estructura flexi-
ble” para solucionar la no alcanzabilidad de la salida deseada debido a
restricciones en la entrada. Se consideran dos posibles plantas, la prima-
ria p1 y la secundaria p2, y se presentan dos alternativas:

Protección preventiva o feedforward, que emplea términos de preali-
mentación hasta el actuador de p2 desde la referencia r, y desde las
perturbaciones d si éstas fueran medibles y su modelo pd conocido.
La acción de control prealimentada secundaria se calcula

u2 = ηrp−1
1 (0)c2 + ηdp−1

1 (0)pd(0)c2, η ≥ 0, (2.72)

donde η es un factor de reparto estacionario del control entre la re-
alimentación sobre p1 y la prealimentación sobre p2. El controlador
en la cadena de prealimentación c2 satisface la dinámica deseada
para y2. Por su parte, el controlador c1 forma parte del lazo de
realimentación principal que es único.

Protección reactiva o feedback, que transfiere el control realimenta-
do de la planta p1 a la planta p2, y viceversa, en función de la
saturación de u1. La función no lineal de selección es

f (u1) =

{
u1(t)− u1max , u1(t) > u1max

0 u1(t) ≤ u1max ,
(2.73)

que decide si el control realimentado se cierra solamente a través
de c1 y p1, o si lo hace a través de c1c2 y p2. En esencia, este método
se trata de un control de rango partido como el de la Figura 2.3,
no existiendo interacción entre ambos lazos de control.
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Como mejora se propone la cooperación de los dos lazos, utilizán-
dose la función de selección

f (u1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

u1(t)− (1 − η)u1max , u1(t) > u1max

ηu1(t), u1min ≤ u1(t) ≤ u1max

0, u1(t) ≤ u1min

(2.74)

que para η = 0 anularía la colaboración reduciéndose a (2.73). Sin
embargo, cuando η > 0 la intervención de u2 previene la satura-
ción de u1. No obstante, nótese que durante esta colaboración las
plantas efectivas serían p1 y ηp2, lo que puede contradecir el crite-
rio de ordenación deseado rápido-lento. Además, cuando se pasa
de la colaboración al dominio absoluto de la planta secundaria,
se produciría un salto de ηp2 a p2. Para paliar estos defectos, se
propone utilizar

f (u1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

u1(t)− ū1max + η(u1max − κ), u1(t) > u1max

η(u1(t)− κ), κ ≤u1(t) ≤ u1max

0, u1(t) < κ

(2.75)

que incluye un parámetro adicional κ que acomoda la amplitud
del rango común de trabajo, mientras que η gestiona la intensidad
de dicha colaboración.

Con estas premisas, los trabajos incluyen una explicación exhaus-
tiva del diseño de los controladores c1 y c2 de acuerdo a la meto-
dología IMC y a la metodología clásica de cancelación. Por último,
se establecen los rangos recomendados para los parámetros κ y η.

2.4.5 Método PQ

Schroeck y otros [127] proponen la técnica de diseño PQ para sistemas
DISO (Dual Input Single Output). Se apoya en la estructura paralelo de la
Figura 2.7 con controlador maestro cm y esclavos ci=1,2. El método de di-
seño propuesto reduce el problema DISO a dos problemas SISO, que se
abordan desde un enfoque frecuencial. El primer diseño SISO determina
el reparto frecuencial de las tareas de control entre p1 y p2. Para ello se
emplea un sistema realimentado auxiliar, que da nombre al método. Sus
funciones de lazo abierto, planta y controlador son, respectivamente,

PQ =
c2 p2

c1 p1
, P =

p2

p1
, Q =

c2

c1
, (2.76)
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asumiéndose P realizable. Entonces, su ecuación característica está de-
terminada por

1 +
c1 p1

c2 p2
= 1 + PQ (2.77)

Las consideraciones fundamentales respecto al diseño de Q, que se acon-
seja realizar mediante técnicas frecuenciales, son:

Ceros RHP. Las raíces de la ecuación característica (2.77) serán los
ceros de la planta equivalente pe = c1 p1 + c2 p2 en el segundo pro-
blema SISO a resolver con el controlador maestro cm. Por tanto, el
diseño de Q debe garantizar la estabilidad de 1 + PQ, para evi-
tar ceros en el semiplano derecho (RHP) que limiten el ancho de
banda del sistema final en lazo cerrado.

Contribución relativa en la salida (magnitud relativa). Los sistemas
MISO se conciben normalmente para que cada planta contribuya
a la salida en un rango de frecuencias diferente. Por ejemplo, se
considerará que la magnitud de la salida de p1 en altas frecuencias
predomine sobre la de p2, y a la inversa en bajas frecuencias. Por
tanto, el diseño de Q debe realizarse tal que |PQ(jω)| >> 1 en
bajas frecuencias, y |PQ(jω)| << 1 en altas frecuencias.

Interferencia destructiva (fase relativa). La premisa anterior conlle-
va a que en ciertas frecuencias las magnitudes de ambas salidas
serán similares. Serían iguales en la frecuencia de cruce de PQ, es-
to es |PQ(jω)| = 1. En estas frecuencias, el desfase entre las salidas
de p1 y p2 debe ser inferior a 180◦, ya que si se ponen en contrafase,
la magnitud total caería drásticamente, comprometiendo no sólo el
performance sino también la estabilidad. Entonces, se diseña Q para
garantizar un margen de fase mayor de 60◦. Simultáneamente es-
to garantiza que no aparecerán ceros RHP para el segundo diseño
SISO.

Una vez diseñado Q, se descompone en fórmulas c1 y c2 realizables.
Para garantizar órdenes bajos, se recomienda el elegir un c1 lo más sen-
cillo posible. Si Q es realizable, c1 = 1 es un opción razonable. Cualquier
factor común en c1 y c2 debe extraerse al controlador maestro cm.

En una segunda etapa se efectúa el segundo diseño SISO. En este
caso se diseña el controlador maestro cm para la planta pe = c1 p1 +
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c2 p2, de forma que el conjunto cumpla con las especificaciones de diseño.
Se recomiendan técnicas frecuenciales para satisfacer las necesidades
finales de ancho de banda y estabilidad.

Pese a ser descrita para un sistema DISO, la estrategia puede ser exten-
dida a un sistema MISO de n entradas de forma sencilla. Para ello debe-
rán realizarse (n − 1) diseños DISO, que serán realizados agrupando las
plantas o conjuntos de plantas ya diseñadas de dos a dos. Diseñados los
controladores maestro-esclavos en una etapa, se obtiene un equivalente
matemático del conjunto que actúa como una única planta en el siguien-
te paso de diseño. Para simplificar el problema se recomienda comenzar
los diseños partiendo de las plantas que trabajan en alta frecuencia y
finalizarlo en las de baja frecuencia.

Esta estrategia de diseño ha sido empleada en el control de sistemas
de almacenamiento de datos [127, 163]. También pueden encontrarse
diseños para sistemas de tracción vehículos [14] y sistemas de inyección
[49].

2.4.6 Reparto de cargas (load-sharing)

Eitelberg es uno de los autores que más interés ha mostrado en el
estudio de los sistemas MISO. Prueba de ello son sus numerosas publi-
caciones [36, 32, 34, 35], entre las que se incluye un libro dedicado en
exclusiva al control MISO y sus aplicaciones. En sus trabajos presenta
dos estructuras de control paralelo 7 que denomina:

Reparto de carga independiente. Se corresponde con una estructura
paralelo sin controlador maestro, cm = 1, y n medidas de la varia-
ble controlada y; siendo aplicable en plantas distribuidas espacial-
mente. La inclusión de estas medidas adicionales implica el em-
pleo de n sensores, y por tanto, n fuentes de ruido vi=1,...,n, dentro
de cada uno de los n lazos de control. Estos se cierran utilizan-
do n referencias ri=1,...,n, que se incorporan a sus respectivos lazos
realimentados a través de n prefiltros fi=1,...,n. En este caso los con-
troladores ci=1,...,n, en vez de en la cadena directa, se disponen en
la cadena de realimentación, dando lugar a acciones de control

ui = ri fi − ci(y + vi). (2.78)

7 Consisten en modificaciones de la estructura de control mostrada en la Figura 2.7
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La respuesta de la variable controlada responde a

y =
∑n

i=1 pi firi

1 + lt
+

pd

1 + lt
d − ∑n

i=1 livi

1 + lt
, (2.79)

donde las funciones de lazo abierto se definen como

lt =
n

∑
i=1

li =
n

∑
i=1

ci pi. (2.80)

Reparto de carga coordinado. Se corresponde con una estructura pa-
ralelo con controlador maestro, cm, y esclavos o de rama, ci, en ca-
dena directa. Existe una único sensor, es decir, una única medición
de la salida y, y una única fuente de ruido v. Las únicas diferencias
con respecto de la estructura de la Figura 2.8 son la existencia de
un prefiltro maestro fm empleado para incorporar especificaciones
de control para cambios en la referencia r, y que las referencias rui

son denominadas como bias bi=1,...,n. En este caso, cada acción de
control está determinada por

ui = bi fi + cmci(rm fm − v − y). (2.81)

Y la respuesta de la variable controlada por

y =
∑n

i=1 pi fibi

1 + lt
+

lt fm

1 + lt
r +

pd

1 + lt
d − lt

1 + lt
v, (2.82)

con las funciones de lazo mostradas en (2.80).

La metodología de diseño de los controladores es desarrollada am-
pliamente en [36] a través de “once notas de diseño”. A continuación, se
resumen aquellos aspectos más significativos.

Las dos estructuras de control paralelo propuestas presentan una rela-
ción idéntica entre la perturbación d y la salida del sistema y. Por tanto,
la misma función de lazo abierto lt resuelve en ambas el problema del
regulador (performance deseado para el rechazo de la perturbación en la-
zo cerrado). Entonces, se estudia cómo repartir la ganancia de la función
de lazo abierto total lt entre las diferentes ramas li.

Primeramente se analiza el efecto en cada salida individual yi (apor-
tación de cada planta pi) producido por una distorsión entre los ruidos
del sensor de dos ramas (vi − vj); relación que se corresponde también
con el efecto en cada salida individual yi producido por la diferencia
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de las referencias de dos ramas ( firi/ci − f jrj/cj). A estas relaciones las
denomina supply distribution cross sensitivities, en adelante funciones de
sensibilidad cruzada, calculándose con

Sij = Sji =
lilj

lsh(1 + lt)
, (2.83)

donde lsh se corresponde con los elementos comunes a las dos ramas li,
lj. Si la magnitud de la sensibilidad cruzada Sij es elevada, las salidas in-
dividuales yi e yj saturarán, comprometiendo el desempeño del sistema
global.

En la estructura de “reparto de carga independiente”, el empleo de
controladores de alta ganancia en la misma frecuencia para dos ramas
distintas, aumenta su sensibilidad cruzada. Para evitarlo, deberá man-
tenerse un reparto frecuencial tal que en cada rango de frecuencias ω∗

sea una sola rama la que contribuya a la ganancia de lazo, es decir:
|lt(ω∗)| ≈ |li(ω∗)| y |lj �=i(ω

∗)| << |lt(ω∗)|. Y así, la sensibilidad cruza-
da en cada frecuencia será mínima

Sij = Sji =
lilj

lsh(1 + lt)
≈ 0

lt
= 0 (2.84)

En la estructura “reparto de carga coordinado”, es mucho más sen-
cillo asegurar una sensibilidad cruzada de magnitud pequeña en cada
frecuencia. En este caso el elemento común a dos ramas lsh coincide
con el controlador maestro cm. Por tanto, la sensibilidad cruzada pue-
de minimizarse transfiriendo la magnitud necesaria |lt| al controlador
maestro y empleando los controladores de rama ci=1,...,n como meros
filtros que limiten la magnitud de cada rama a un intervalo frecuen-
cial. Como en el caso anterior, si el diseño cumple |lt(ω∗)| ≈ |li(ω∗)| y
|lj �=i(ω

∗) << |lt(ω∗)|, la sensibilidad cruzada en (2.83) es mínima. Los
filtros se diseñan tal que |ci| ≈ 1 en las frecuencias en las que trabaja la
planta pi y |ci| ≈ 0 en el resto de frecuencias.

Bajo las anteriores premisas, se establecen las propiedades que debe
cumplir cada una de las ramas li incorporadas al lazo de control dentro
de un procedimiento secuencial. Una vez diseñadas i − 1 ramas, la con-
tribución al performance de lazo cerrado de la nueva rama li a diseñar
está determinada por

1
1 + lt

=
1

1 + li−1

1
1 + li∗

, (2.85)
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donde

li∗ =
li

1 + li−1
; li−1 =

i−1

∑
i=1

li. (2.86)

Se diseñará el controlador ci siguiendo las siguientes consideraciones:

Asumiendo que el sistema de partida (i − 1 ramas diseñadas) es
estable, la estabilidad del sistema global estará garantizada siem-
pre que 1/(1 + l∗i ) sea estable y no existan cancelaciones de polos-
ceros situados en el semiplano derecho. De este modo podemos
garantizar la estabilidad del sistema global a partir de l∗i utilizan-
do técnicas SISO.

La rama li se añade al sistema para conseguir un incremento en
el ancho de banda del sistema en lazo cerrado. La frecuencia de
cruce de rama ωh−o, determinada por

|li(ωh−o)| = |l−i(ωh−o)|, (2.87)

fija la pulsación a partir de la cual li trabajará en solitario incremen-
tando el ancho de banda (performance del sistema). Un cambio en
la perturbación d, producirá un fenómeno transitorio en la rama i
con una constante de tiempo aproximada de τi = 1/ωh−o.

Además de los problemas típicamente MISO, en [36] se analizan otros
problemas de múltiples variables desde la perspectiva load - sharing, co-
mo es el caso de las estructuras de control en cascada, sin y con modifica-
ción de planta, o el caso de sistemas MIMO que pueden controlarse como
sistemas MISO. También, describe cómo emplear las salidas individua-
les yi, si fueran medibles, en nuevas estructuras de control multilazo. A
pesar de incluirse el prefiltro fm no se especifica cómo diseñar éste para
un supuesto cambio en la referencia (distinción entre servosistemas y
reguladores).

2.4.7 Control robusto QFT

Dentro del control robusto cuantitativo, Horowitz [61, págs. 400-412]
propone el empleo de estructuras multilazo que trabajan con las me-
didas de las salidas de cada una de las plantas yi=1,...,n, buscando una
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reducción del “coste de realimentación”. Éste se cuantifica cómo la am-
plificación en el actuador de señales de alta frecuenta provenientes de
los sensores. En este trabajo se resalta que si las salidas individuales
yi=1,...,n no son medibles (como es el caso que nos ocupa en esta tesis)
el problema debe reducirse a un diseño SISO para la suma de plantas
(Figura 2.7 con ci=1,...,n = 1). Entonces, se propone diseñar un controla-
dor robusto cm para pe = ∑n

i=1 pi aplicando la metodología clásica QFT
(Quatitative Feedback Theory) para sistemas SISO8 [65, 70].

También dentro del control robusto QFT, Jayasuriya y Franchek [78]
y Gutman y otros [52] emplean estructuras con n controladores en pa-
ralelo (Figura 2.7 con cm = 1), para dar solución al problema MISO
del regulador. En ambos casos, los diseños son realizados para plantas
con limitaciones (acción de control máxima, retardos, etc.) en las que los
objetivos de control no pueden satisfacerse con una única planta. Los
dos autores proponen una estrategia de diseño secuencial en la que se
añaden plantas (ramas) al lazo de control hasta poder satisfacer los obje-
tivos de control en lazo cerrado. Por tanto, ambas estrategias emplearán
el número mínimo de plantas en paralelo.

Se definen las especificaciones de control acotando la magnitud de las
respuestas en frecuenciales de lazo cerrado. Estas especificaciones deben
ser cumplidas por todos los elementos dentro del espacio de parámetros
Q que define la incertidumbre del sistema9. Se establecen las siguientes
restricciones de diseño:

Estabilidad robusta:∣∣∣∣ lt

1 + lt

∣∣∣∣ ≤ Ws; ∀q ∈ Q (2.88)

Rechazo robusto de perturbaciones d que se incorporan a la salida
y a través de un modelo pd:∣∣∣∣ pd

1 + lt

∣∣∣∣ ≤ Wd; ∀q ∈ Q (2.89)

Limitación robusta de cada acción de control ante un cambio en la
perturbación:∣∣∣∣ pdci

1 + lt

∣∣∣∣ ≤ Wui ; ∀q ∈ Q (2.90)

8 Una descripción detallada de la misma es presentada en el Apéndice A.
9 Una descripción detallada de la definición de incertidumbre empleada en QFT se pre-

senta en la Subsección A.2.1.
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Se propone el empleo de una estrategia de diseño secuencial en la que
se separan los lazos ya diseñados l−i del lazo a diseñar li, como en (2.85).
Es decir, se emplean los fundamentos de la metodología de diseño ex-
puesta por Eitelberg [36] para el Load Sharing. De este modo, utilizando
(2.85) en las inecuaciones (2.89) y (2.90), se obtienen inecuaciones con un
solo grado de libertad que permiten obtener uno de los controladores
ci. En el paso de diseño i, las inecuaciones (2.88)-(2.90) pueden ser mo-
dificadas para establecer condiciones sobre l∗i . Dado que l∗i = ci p∗i , con
p∗i = pi/(1+ l−i), estas condiciones determinan el controlador ci que da
solución al problema de control. Por lo tanto, se establecen las siguientes
restricciones de diseño:

El rechazo robusto de la perturbación queda garantizado por

∣∣∣∣ 1
1 + l∗i

∣∣∣∣ ≤ |Wd|
∣∣∣∣ pd

1 + l−i

∣∣∣∣
−1

; ∀q ∈ Q (2.91)

Para garantizar la limitación robusta de las acciones de control uj �=i
se debe cumplir

∣∣∣∣ 1
1 + l∗i

∣∣∣∣ ≤ |Wd|
∣∣∣∣ pd/cj �=i

1 + l−i

∣∣∣∣
−1

; ∀q ∈ Q (2.92)

Para garantizar la limitación robusta de las acciones de control ui
se debe cumplir

∣∣∣∣ l∗i
1 + l∗i

∣∣∣∣ ≤ |Wd|
∣∣∣∣ pd/pi

1 + l−i

∣∣∣∣
−1

; ∀q ∈ Q (2.93)

La estabilidad robusta del conjunto se garantiza mediante la esta-
bilidad robusta del nuevo término añadido al lazo de control∣∣∣∣ l∗i

1 + l∗i

∣∣∣∣ ≤ Ws; ∀q ∈ Q, (2.94)

si se asegura además que no hay cancelaciones de polos-ceros ines-
tables.

Una vez calculados los contornos de diseño QFT que expresan las
especificaciones robustas en términos de la función de lazo abierto no-
minal para l∗i , pueden observarse dos situaciones:
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Los contornos obtenidos para las inecuaciones (2.91)-(2.94) son
compatibles [45], es decir, pueden satisfacerse todos de forma si-
multánea en las frecuencias previstas. En este caso se realiza el
loop-shaping de l∗i para cumplir con dichas condiciones. El diseño
finaliza en este paso, no siendo necesario añadir más plantas al
lazo de control.

Los contornos obtenidos para las inecuaciones (2.91)-(2.94) son in-
compatibles, es decir, no pueden satisfacerse todos de forma si-
multánea en alguna frecuencia de diseño. En este caso se realiza
el loop-shaping de l∗i , intentando cumplir con el mayor número de
condiciones posibles. Se establece el siguiente criterio de prioridad:

1. Condiciones de estabilidad.

2. Condiciones de performance en el rechazo de perturbaciones.

3. Condiciones que expresan limitaciones en las acciones de con-
trol.

Será necesario añadir una nueva planta pi+1,y por tanto recurrir a
una nueva etapa de diseño para cumplir con las especificaciones
de diseño violadas en el paso i.

Garcia-Sanz y Hadaegh [42] proponen el empleo de QFT para el dise-
ño de controladores de astronaves en formación. Plantean una estrategia
de diseño bajo la estructura paralelo con control en cascada de salida to-
tal de la Figura 2.10, a la que se añaden perturbaciones dui=1,...,n que se
incorporan a la entrada de las plantas pi=1,...,n. El diseño se realiza en
tres pasos, sintonizando primero los controladores internos y después
los externos, como sigue:

1. En el primer paso se diseñan los controladores ci=1,...,n. Estos de-
terminan las frecuencias en las que trabaja cada una de las plantas
pi=1,...,n, y son diseñados como filtros pasa bajos, pasa banda o pa-
sa altos. La selección de las frecuencias de trabajo es libre, según
el criterio del diseñador.

2. En el segundo paso se diseña el controlador de las acciones de con-
trol cu. Su objetivo es garantizar que la acción de control calculada
por cm sea aplicada entre los n controladores ci=1,...,n. El segundo
objetivo del controlador cu es reducir el efecto de las perturbacio-
nes dui=1,...,n , que pueden introducirse inmediatamente después de



2.4 estrategias de diseño colaborativo 55

los controladores ci=1,...,n. Si las perturbaciones dui=1,...,n son despre-
ciables ó si no pueden ser medidas ni estimadas, el lazo interno
puede ser eliminado.

3. En el tercer y último paso se diseñan los elementos de control
maestros, controlador cm y prefiltro fm. Diseñados los controlado-
res internos la planta pe queda fijada según (2.20) y contiene una
incertidumbre determinada. Por tanto, se diseñan cm y fm aplican-
do QFT SISO.

2.4.8 Control robusto en el espacio de parámetros

Besson y Shenton [9] presentan una estrategia de diseño robusto basa-
da en un diseño iterativo sobre el espacio de parámetros del controlador.
La metodología es una extensión de la propuesta realizada para siste-
mas SISO en [8]. Se desarrolla para un sistema MISO formado por n
plantas pi=1,...n, trabajando en una estructura paralelo sin controlador
maestro (Figura 2.7 con cm = 1). En ella se añaden: perturbaciones vi
que se incorporan a la entrada de cada planta pi, y una entrada n que
se incorpora sin dinámica en la cadena de realimentación representando
el ruido de medida del sensor. La perturbación d es incorporada en la
variable controlada sin dinámica adicional (pd = 1). La señal de error es
e = r − y. A partir de la función sensibilidad

S =
1

1 + ∑n
i=1 pici

, (2.95)

se determinan la relaciones entre cualquier pareja entrada-salida del sis-
tema. Se denomina Sαβ a la relación entre la entrada α y la salida β. Se
analizan las siguientes relaciones:

1. Sensibilidad primaria Sαβ = ±S; para las entradas α ∈ {d, n, r} y
la salida β = e.

2. Sensibilidad complementaria Sαβ = ±∑n
i=1 piciS; para las entradas

α ∈ {n, r} y la salida β = y.

3. Sensibilidad ante perturbaciones Sαβ = ±piS; para la entrada α ∈
{vi} y las salidas β = {y, e}.

4. Sensibilidad del esfuerzo de control Sαβ = ±ciS; para las entradas
α ∈ {d, n, r} y la salida β = ui.



56 estado del arte

5. Sensibilidad cruzada Sαβ = ±picjS, j �= i; para las entradas α ∈
{vi} y las salidas β = uj.

6. Sensibilidad complementaria parcial Sαβ = ±piciS; para las entra-
das α ∈ {d, n, r} y la salida β = yi.

Las condiciones de diseño son establecidas mediante el empleo de
funciones Wαβ, de forma que el sistema en lazo cerrado cumpla:

||WαβSαβ||∞ ≤ 1. (2.96)

Como ocurre en QFT, esta condición será evaluada para un conjunto
discreto de frecuencias Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, dando lugar a

||Wαβ(ω)Sαβ(jω)||∞ ≤ 1, ∀ω ∈ Ω. (2.97)

El procedimiento de diseño consiste en fijar n − 1 controladores y ob-
tener las restricciones para el controlador libre ck, en cada una de las
frecuencias discretas. Estas restricciones son trasladadas al espacio de
parámetros del controlador, donde son sintonizados los parámetros dos
a dos en un proceso iterativo.

Se plantean condiciones de diseño para las funciones sensibilidad
(3, 5, 6) en un sistema con dos plantas p1 y p2. Por ejemplo, la condición
para la sensibilidad ante la perturbación v2 en la salida está determinada
por ∣∣∣∣ p2W3

1 + p1c1 + p2c2

∣∣∣∣ ≤ 1. (2.98)

Elegido un controlador c1, se reescribe la condición anterior aislando c2∣∣∣∣c2 −
1 + p1c1

−p2

∣∣∣∣ ≥ W3. (2.99)

La interpretación gráfica de (2.99), determina que las soluciones váli-
das para c2 en cada frecuencia se corresponden con los puntos del plano
complejo que se encuentran alejados una distancia W3 del lugar geomé-
trico −(1 + p1c1)/p2. De esta forma se determinan las regiones en el
plano complejo en cada frecuencia que son solución para ci(jω). Des-
pués, son transformadas en regiones en el espacio de parámetros del
controlador. Para ello, primero se describe cada controlador ci como un
producto de controladores cic de segundo orden

ci =
N

∏
c=1

cic; N ≥ 1, (2.100)



2.4 estrategias de diseño colaborativo 57

donde cada elemento cic está determinado por

cic =
bic2 s2 + bic1 s + bic0

aic2 s2 + aic1 s + aic0

. (2.101)

En cada iteración, se diseñan únicamente dos de los cinco parámetros
del elemento de control cic, fijando el resto de parámetros de cic y el resto
de elementos del producto que componen ci (véase [8]). De este modo,
el conjunto de regiones solución en el plano complejo para cada frecuen-
cia discreta se superponen en un único plano bidimensional, en el que
los ejes se corresponden con los valores de los dos parámetros a diseñar.
Así, se define la región solución en el plano de parámetros. Seleccionado
un punto solución, quedan fijados dos parámetros de cic, continuándose
con otra pareja de parámetros en cic. Una vez diseñados todos los pa-
rámetros de cic, se continua con el diseño del resto de elementos cic en
ci. Este procedimiento iterativo se repite hasta diseñar todos los pará-
metros de los n controladores ci=1,...,n. El uso de herramientas CAD es
imprescindible para aplicar dicha metodología.

2.4.9 Control main-vernier

Lurie y Enright [93, Capítulo 2.7] presentan la arquitectura paralelo
de la Figura 2.7 sin controlador maestro, cm = 1, y la estructura serie
de la Figura 2.5, utilizadas cuando existen dos actuadores uno de mayor
rapidez (vernier) y otro de mayor capacidad (main). Los autores descri-
ben como la estructura paralelo resulta más sencilla para comprender
este modo de funcionamiento main-vernier, pero el diseño de los con-
troladores es mucho más complejo que en la estructura serie, ya que
los controladores de rama deben ocuparse no sólo del performance sino
también de las bandas de trabajo de cada planta (véase Sección 2.3).

Para una estructura paralelo, Lurie y Enright [93] determinan que la
estabilidad de un sistema formado por dos plantas p1 y p2 está con-
dicionada por la estabilidad de la función W = p1c1/p2c2, siguiendo el
mismo razonamiento que el método PQ de Schroeck y otros [127] (véase
Subsección 2.4.5). Garantizar la estabilidad de W implica una limitación
en la relación entre las pendientes de las magnitudes de las ramas l1 y
l2 (l1 = p1c1, l2 = p2c2). Esto obliga a transiciones suaves a lo largo de
la frecuencia cuando una rama pasa a tomar el control mientras que la
otra se desconecta, y viceversa. En base a este estudio y buscando un
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método simple de diseño, se propone determinar uno de los controlado-
res, de forma que el otro quede determinado por la relación l2 = 1 − l1.
La principal desventaja es qué este procedimiento es muy sensible a la
incertidumbre paramétrica, impidiendo su empleo como estrategia de
control robusto.

En [93] se presentan ejemplos de diseño reales mediante su estrategia
main-vernier, tales como el control de un interferómetro [51, 116], o el
regulador DC de un radar [23].

2.5 aplicaciones

Las estrategias de control descritas en la Sección 2.4 han sido aplicadas
a multitud de sistemas reales. A continuación se describen algunas de
las aplicaciones para las que se han desarrollado estrategias de control
MISO.

2.5.1 Procesos industriales

El campo en el que las estrategias de control MISO han presentado
mayor impacto es la industria de procesos [82]. La naturaleza multiva-
riable de todo proceso industrial facilita la búsqueda de estrategias de
control MISO colaborativas. En la literatura científica se encuentran mul-
titud de ejemplos, que abarcan desde pequeños subsistemas que actúan
en los niveles inferiores de una estructura de control jerárquica, hasta
sistemas de planificación que se encargan de la gestión de grandes pro-
cesos productivos.

Dentro de las aplicaciones más frecuentes destaca el control de pre-
sión y caudal [3, 4, 92]. En estos casos suelen emplearse dos válvulas
con diferente resolución o un conjunto bomba-válvula, en el que la vál-
vula es empleada como actuador de precisión. Ademas de en pequeños
subsistemas, las estrategias MISO han sido aplicadas con éxito en la ges-
tión de grandes procesos, destacando el control de presión en columnas
de destilación [39, 130, 131] y el control de temperatura en reactores
químicos [104, 160].

Pese a ser empleadas desde la década de los setenta, las estrategias
MISO siguen dando solución en la actualidad a multitud de problemas
dentro de la industra del proceso. A continuación se muestran algunos
ejemplos de aplicación presentados a lo largo de los últimos quince años.
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Eitelberg [32] propone el control de la temperatura en el interior de
una cámara empleando dos elementos calefactores. El sistema des-
crito es configurado habitualmente como un sistema MIMO 2 × 2,
donde cada elemento calefactor es empleado para controlar la tem-
peratura registrada por cada una de las sondas de temperatura dis-
ponibles 10. En su trabajo Eitelberg propone emplear como variable
de control la temperatura media, que en este caso es manipulada
mediante el gobierno de los dos actuadores de forma coordinada.

Monroy-Loperena y otros [105] presentan un control MISO cola-
borativo de un proceso compuesto por un reactor/separador con
corriente de recirculado (RSR). En este caso el objetivo es mante-
ner la concentración del producto a un valor fijo. Como variables
de control se emplea la temperatura del reactor y la cantidad de
vapor empleada en la columna de destilación. En dicho trabajo se
emplea una estructura de control paralelo con controlador maestro
y esclavos.

En la industria del papel, el control de la humedad de la hoja de
papel fabricada es de vital importancia para obtener un producto
de calidad. Las perturbaciones producidas por cambios en la ma-
teria prima puede producir que gran parte de producto fabricado
deba ser desechado. Para solucionar estos problemas se han bus-
cado estrategias de control más agresivas, que permiten mejorar el
comportamiento dinámico del sistema. Karlsson y otros [83] pre-
sentan una estrategia de control MISO para la cámara de secado,
en la que emplean como actuadores la presión de vapor y la hu-
medad del aire de la cámara. En [84] se añaden a la estructura de
control señales feedforward que incorporan información sobre las
perturbaciones medibles.

Velut y otros [145] presentan una estrategia de control para un bio-
reactor operado en modo batch, que trabaja cerca de su capacidad
máxima de transferencia de oxígeno. El método presentado com-
bina las ventajas de la estrategia de alimentación de sondeo y la
técnica TLFB (Temperature Limited Fed-Batch). Cuando se alcanza la
máxima capacidad de transferencia de oxígeno del reactor, la tem-
peratura es disminuida para reducir la demanda de oxígeno. Para

10 Una de ellas se encuentra situada en la parte superior de la cámara y la otra en la parte
inferior.
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lograr un buen control del oxígeno disuelto, una estructura de con-
trol mid-ranging manipula tanto la velocidad del agitador como la
temperatura del reactor.

Haugwitz y otros [55] presentan el modelado y control de un nue-
vo tipo de reactor. El reactor de placas, presenta una estructura si-
milar a la de un intercambiador de calor, garantizando una transfe-
rencia de calor adecuada, característica esencial en reacciones alta-
mente exotérmicas. El trabajo presenta un sistema de refrigeración
operado mediante una estructura de control MISO serie. El empleo
de un control MISO permite optimizar el equipamiento hidráulico
empleado para llevar a cabo la extracción de calor del reactor. Los
controladores son diseñados empleando estrategias MPC.

Velasco-Pérez y Álvarez Ramírez [143] proponen el control de un
reactor aerobio empleado en el tratamiento de aguas resisduales.
Se emplea una estructura de control paralelo con maestro y escla-
vos cuyo objetivo es regular la DQO (Demanda Química de Oxígeno)
en la salida del proceso. Para lograrlo se emplea el flujo de alimen-
tación como variable primaria, y el flujo de recirculación como
variable secundaria.

En [144] se describe el control de un reactor CSTR (Continuous
Stirred-Tank Reactor). En este caso se emplea una estrategia MISO
que manipula simultáneamente el caudal inyectado en la chaqueta
refrigeradora y la tasa de dilución del reactor (reactante). Mediante
la manipulación de dichas variables se gobierna la concentración
de salida del reactor. Los controladores empleados son diseñados
siguiendo la metodología propuesta en [5] para una estructura pa-
ralelo con controlador maestro y esclavos.

Prado-Rubio y otros [119] presentan el control del pH en un bio-
reactor integrado en un proceso de separación de membrana accio-
nada eléctricamente REED (Reverse Electro-Enhanced Dialysis). Para
gobernar el pH el sistema emplea como variables manipuladas la
densidad de corriente eléctrica junto con la concentración de en-
trada al canal de hidróxido de dializado. El bioreactor es operado
periódicamente, manteniendo un pH deseado en la salida entre
periodos y restableciendo la densidad de corriente. Los resultados
muestran como se consigue un rendimiento adecuado dentro de
una gran parte de la ventana de operación.
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Johnsson y otros [80] presentan una estructura de control serie mo-
dificada para el control de procesos no estacionarios. La modifica-
ción consiste en emplear como referencia de la acción de control
rápida (ru1 en la Figura 2.5) la acción de control lenta u2. De este
modo, se produce un cambio continuo en el set point del lazo que
gobierna la acción de control u1, produciendo que el sistema nunca
alcance el régimen estacionario. Como aplicación directa muestra
el gobierno del oxígeno disuelto en un bioreactor, empleando co-
mo acciones de control la velocidad de agitación y el caudal de
gases extraídos del interior del reactor.

2.5.2 Motores de combustión interna

Uno de los campos en los que más se ha aplicado el control MISO
es al gobierno de motores de combustión interna. Los primeros diseños
[151, 78, 9] buscaban controlar la velocidad de rotación de un motor de
inyección v6 mediante la manipulación del avance del tiempo de encen-
dido y la válvula de aire de ralentí. Estos trabajos empleaban como pun-
to de partida el modelo del sistema propuesto por Williams y otros [151],
para el que se diseñaron estrategias de control robustas fundamentadas
en H∞, QFT, y el diseño en el espacio de parámetros del controlador.
Pese a ser un problema analizado hace más de dos décadas, nuevos di-
seños que afrontan problemas similares en diferentes tipos de motores
son publicados regularmente; prueba de ello son los trabajos [117, 72].
En muchos casos, estos diseños buscan una reducción del consumo, o
la aplicación de los conceptos anteriores a nuevos motores. Véase como
ejemplo el trabajo propuesto por Gorzelic y otros [49], en que se presen-
ta un control MISO para motores turbo. La diferencia principal con los
anteriores es que en este caso, se emplean como actuadores la válvula
del acelerador y la válvula de descarga que controla la cantidad de gases
de escape empleados en el compresor del turbo.

En la actualidad, la comunidad científica centra sus esfuerzos en el
desarrollo de motores que reduzcan las emisiones de agentes contami-
nantes y mejoren la eficiencia, de forma que se reduzca el consumo
de combustibles fósiles. En esta línea los motores HCCI (Homogeneous
Charge Compression Ignition), conocidos en castellano como motores de
mezcla homogénea y encendido por compresión, presentan un amplio
potencial de desarrollo. Este tipo de motores pueden considerarse co-
mo un híbrido entre motor diésel y gasolina, ya que el combustible
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empleado es gasolina pero el proceso de combustión es realizado por
auto-ignición, como si se tratase de un motor diésel. Este tipo de moto-
res pueden ser gobernados empleando estrategias MISO [120, 73, 75] en
las que se emplean como acciones de control el tiempo de cerrado de
la válvula de extracción y el tiempo de inyección de combustible; para
controlar la fase de combustión.

2.5.3 Sistemas de almacenamiento de datos

El incremento de la capacidad en los sistemas de almacenamiento de
datos (HDs, unidades ópticas, etc) ha sido logrado gracias al aumento de
la densidad de almacenamiento. Este aumento implica que el posiciona-
miento del cabezal encargado de realizar las tareas de lectura/escritura
deba ser cada vez más preciso. Los primeros dispositivos empleaban un
único servomotor (voice coil) para realizar el control de la posición de
dicho cabezal. No obstante, las limitaciones mecánicas de este tipo de
motores impiden su empleo en sistemas de alta densidad. Para solucio-
nar las limitaciones se emplean sistemas con dos grados de libertad, en
los que el movimiento es producido por la combinación de un servomo-
tor junto con un actuador piezoeléctrico. Nótese cómo éste es un claro
ejemplo de sistema en el que se dispone de un actuador muy preciso pe-
ro con poca capacidad 11 (actuador piezoeléctrico) junto con un actuador
poco preciso con gran capacidad (voice coil). Algunos de los primeros di-
seños fueron presentados a principios del sigo XXI; algunos ejemplos
se muestran en [128, 127, 163, 86]. Los dos primeros trabajos [128, 127]
emplean la estrategia PQ Method, mientras que Zhai y otros [163] y Koba-
yashi y Horowitz [86] emplean modificaciones de la estructura paralelo
y serie, respectivamente. Prueba de la creciente importancia del control
MISO en el control de sistemas de almacenamiento de datos, es el tra-
bajo presentado por Al Mamun y otros [1], en el que se presenta una
revisión del estado del arte que describe las diferentes arquitecturas de
control MISO aplicadas a este tipo de sistemas.

En la actualidad, la continua evolución de este tipo de sistemas pro-
duce que sigan apareciendo de forma regular aportaciones científicas.
Estos trabajos presentan nuevas estrategias de diseño [90, 41] o se cen-
tran en la resolución de algunos problemas particulares, como puede

11 Los actuadores piezoeléctricos son capaces de producir desplazamientos de amplitud
muy limitada.
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ser la reducción del desplazamiento del actuador secundario [87], la re-
ducción de las saturaciones [29], o el empleo de incertidumbre [59] en
los modelos de la planta. Por último, Du y otros [30] en su trabajo más
reciente presentan una estructura de control que emplea tres actuadores.
En este caso se incorpora un actuador térmico, que presenta una menor
vulnerabilidad ante vibraciones. De este modo se consigue aumentar el
ancho de banda del conjunto. Esta última aportación hace suponer que
el empleo de estructuras de control MISO en este campo todavía presen-
ta un amplio potencial de aplicación, sobre todo en sistemas con más de
dos entradas, por ser los menos desarrollados.

2.5.4 Sistemas mecánicos

Los servomecanismos que requieren de una elevada precisión repre-
sentan un campo de potencial aplicación para las estrategias de diseño
MISO. En estos casos pueden emplearse diferentes tipos de accionamien-
tos para conseguir un movimiento coordinado más preciso, o que permi-
ta un mayor ancho de banda. Las aplicaciones pueden ser muy diversas,
y pueden clasificarse por el tipo de actuadores empleados para llevar a
cabo el movimiento. A continuación se muestran algunos ejemplos.

Schneider y otros [126] presentan un diseño coordinado para llevar
a cabo mecanizados de alta precisión. En este caso el movimiento
se realiza empleando un robot industrial convencional, junto con
un mecanismo de compensación externa. Como se muestra en el
trabajo, la combinación de estos dos elementos permite alcanzar
un mayor ancho de banda en el control de la posición relativa entre
la herramienta y la pieza a mecanizar. Se emplea la estructura de
control serie con controladores diseñados empleando la estrategia
DVPC.

En la literatura científica se han presentado varios trabajos [166,
125, 124, 147] que emplean como sistema de validación un posi-
cionador lineal. El objetivo de control es gobernar la posición del
servomecanismo, empleando como actuadores un motor lineal y
un actuador piezoeléctrico. En los trabajos presentados se demues-
tra que un control coordinado de los actuadores permite un mejor
performance que un control clásico con un único grado de libertad.
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Chiang [19] desarrolla un sistema de posicionado cartesiano que
emplea actuadores neumáticos junto con un actuador piezoeléctri-
co. Los actuadores neumáticos permiten un desplazamiento am-
plio (carrera de 250mm), por lo que son empleados para realizar
un pre-posicionado de poca precisión. El actuador piezoeléctrico
con precisión de 20nm, es empleado para realizar el posicionado
de precisión. Los controladores son diseñados empleando una es-
trategia DSOFSMC (decoupling self-organizing fuzzy sliding mode con-
trol) e implementados en una estructura de control paralelo.

Bozchalooi y Youcef-Toumi [13] emplean un sistema de actuación
con varios grados de libertad para un microscopio de fuerza atómi-
ca AFM (Atomic Force Microscope) de alta velocidad. En este trabajo
se propone una modificación del sistema de actuación, en el que se
añade un actuador piezoeléctrico para mejorar el performance del
sistema. Pruebas de validación en un sistema real determinan que
las estrategias MISO reportan mejores resultados que el control
clásico.

Grogan y otros [51] emplean una estructura de control con tres
grados de libertad para un interferómetro astronómico. En este ca-
so los tres actuadores corresponden con un motor, un servo (voice
coil) y un actuador piezoeléctrico. La estructura de control emplea-
da puede considerarse como una estructura de control serie sin
referencias para las acciones de control.

2.5.5 Otras aplicaciones

A continuación, se presentan algunos ejemplos más de aplicación en
los que el control MISO ha sido implementado de forma exitosa.

Sun y otros [141] analizan el empleo de una estructura de control
con doble actuación para el gobierno de los niveles de glucosa. En
este caso se emplean como acciones de control la insulina y la glu-
cosa suministradas. La lógica de control es diseñada empleando
MPC. Los resultados de simulación muestran que el sistema doble-
mente actuado presenta mejores resultados que cuando se emplea
únicamente la glucosa suministrada como acción de control.

Soltesz y otros [139] proponen el empleo de un nuevo sistema de
control para la administración de fármacos en el control de la pro-



2.5 aplicaciones 65

fundidad hipnótica. Se propone el empleo de propofol (empleado
en el caso SISO) junto con el de remifentanil, que presenta un tiem-
po de metabolización mucho más rápido que el primero. La com-
binación de la administración de los fármacos permite lograr un
control con mayor ancho de banda. En cuanto a la estructura de
control se emplea una variante de la estructura de control paralelo.

Dayton y Haid [24] presentan un sistema de control de tempera-
tura criogénica para la instalación NIF (National Ignition Facility).
El sistema de control emplea una arquitectura serie, cuyos contro-
ladores son diseñados empleando una extensión de las tablas de
Ziegler-Nichols.
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3
C O L A B O R A C I Ó N E N S I S T E M A S M I S O

El presente capítulo analiza de forma detallada bajo que circunstan-
cias las plantas disponibles en un sistema MISO son susceptibles de co-
laborar. Dicho estudio es fundamental antes de llevar a cabo cualquier
estrategia de diseño colaborativa, ya que pueden darse casos en los que
no es posible llevar a cabo dicha colaboración, o que los beneficios obte-
nidos de la misma sean insignificantes o poco prácticos desde un punto
de vista coste/beneficio. El estudio realizado emplea plantas lineales sin
limitaciones, buscando una estrategia general que deberá ser modulada
en función de las limitaciones inherentes a todo sistema real. Las conclu-
siones alcanzadas en el presente capítulo representan los fundamentos
sobre los que se han desarrollado las estrategias de control MISO QFT
que afrontan el problema del regulador.

3.1 fundamentos qft para sistemas siso

A continuación, se presentan dos conceptos clave en todo diseño QFT,
el coste de la realimentación y el diseño óptimo QFT. El objetivo de
la presente sección es repasar detalladamente dichos conceptos, esta-
bleciendo de forma clara e inequívoca cómo debe ser un diseño SISO.
Las descripciones realizadas en esta sección, actuarán como punto de
partida para en la Sección 3.2 alcanzar conclusiones sobre cómo deben
gobernarse los sistemas MISO.

3.1.1 Coste de la realimentación

El objetivo del control realimentado es garantizar cierto comporta-
miento en la variable controlada a pesar de la incertidumbre sobre el
modelo del sistema y sobre las perturbaciones no medibles. La forma de
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llevarlo a cabo se fundamenta en medir la salida y tras compararla con
el objetivo (referencia), actuar de manera conveniente según dictamine
la estructura de control. Pero estos beneficios conllevan un precio. Por
un lado, el gasto en acción de control para conseguir el comportamiento
deseado. Y por el otro, un coste que no aporta beneficios y por lo que
se trata verdaderamente del coste de la realimentación (cost of feedback
[66]). Éste hace referencia a la amplificación de ruidos de alta frecuencia
introducidos por el sensor, de modo que a mayor cantidad de realimen-
tación, mayor es la amplificación de ruidos, sobre todo, en la acción de
control.

c(s) p(s)
r(s) u(s) y(s)

v(s)

−

Figura 3.1: Estructura de control SISO.

Para ilustrar este concepto, considérese que se dispone de un sistema
SISO sin incertidumbre que es gobernado mediante el empleo de una es-
tructura de control en lazo cerrado como la de la Figura 3.1. En este caso,
la amplificación de ruidos en la acción de control 1 está determinada por

Tuv(jω) =
−c(jω)

1 + l(jω)
=

−1
p(jω)

l(jω)

1 + l(jω)
=

−1
p(jω)

T(jω). (3.1)

Los requisitos de diseño en baja frecuencia2 (ω << ωcg) son proporcio-
nar una baja sensibilidad, para lo que la función de lazo abierto l(jω) de-
be presentar alta magnitud. De forma aproximada podemos garantizar
que |l(jω)| >> 1 en ω < ωcg y, por tanto, la sensibilidad complemen-
taria |T(jω)| ≈ 1 en ω < ωcg . Teniendo en cuenta la relación anterior,
puede aproximarse Tuv(jω) en baja frecuencia por

|Tuv(jω)| ≈
∣∣∣∣ 1

p(jω)

∣∣∣∣ , ∀ω < ωcg. (3.2)

1 Relación entre la acción de control u y la señal de ruido v.
2 Frecuencias inferiores a la frecuencia de cruce de ganancia ωcg
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Obsérvese cómo la amplificación de ruidos3 en la acción de control es
independiente del controlador empleado, dependiendo únicamente del
módulo de la planta.

Por otro lado, en alta frecuencia, una vez superada la frecuencia de
cruce de ganancia ωcg, que determina de forma indirecta el ancho de
banda del sistema, la función de lazo abierto tiende a cero reduciendo
progresivamente su magnitud debido al efecto de los polos. En estas
frecuencias (ω > ωcg) puede considerarse |l(jω)| << 1, permitiendo
aproximar Tuv(jω) por

|Tuv(jω)| ≈
∣∣∣∣ l(jω)

p(jω)

∣∣∣∣ , ∀ω > ωcg. (3.3)

En función de la relación existente entre l(jω) y p(jω) el ruido v será am-
plificado o atenuado en u. Si se considera que c(jω) es estrictamente pro-
pio, existirá una pulsación ωG en la que se cumpla |l(jωG)| = |p(jωG)|.
Por lo tanto, frecuencias inferiores a ωG darán lugar a amplificación de
ruidos y frecuencias superiores a ωG atenuarán el ruido v(t) introducido
por el sensor (ver Figura 3.2).

En conclusión, existe un intervalo frecuencial ωcg < ω < ωG en el
que se produce amplificación de ruidos sin obtener beneficio alguno. A
este fenómeno se le conoce como cost of feedback [66]. Véase cómo en
frecuencias anteriores a ωcg también se obtiene |Tuv(jω)| > 1, pero en
estas frecuencias se obtienen beneficios de la realimentación, por lo que
no puede asociarse esta amplificación con un coste.

Por último, analícese Tuv(jω) en la Figura 3.2. En ella puede com-
probarse el comportamiento descrito anteriormente. Obsérvese cómo en
baja frecuencia |Tuv(jω)| se corresponde con la inversa del módulo de la
planta. A medida que la frecuencia aumenta, se observa un incremento
de |Tuv(jω)| debido a la reducción de la ganancia de la planta en (3.1).
En el entorno de la frecuencia de cruce de ganancia ωcg, lo más habitual
es que la especificación de estabilidad robusta domine sobre el resto. Por
lo tanto, si se considera que el sistema cumple dicha condición de forma
estricta, puede aproximarse la función sensibilidad complementaria por

|T(jωcg)| =
∣∣∣∣ l(jωcg)

1 + l(jωcg)

∣∣∣∣ ≈ Ws, (3.4)

3 Aunque se trata de señales que toman amplitudes importantes a partir de cierta frecuen-
cia, teóricamente un control sin limitaciones (ancho de banda infinito) si que plantearía
este caso.
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|l(jω)|

|p(jω)|

|Tuv (jω)|
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Figura 3.2: Coste de la realimentación en un sistema SISO.

donde Ws se corresponde con la cota máxima que define la estabilidad
relativa4 del sistema. Es decir, la máxima amplificación de ruidos puede
obtenerse sustituyendo (3.4) en (3.1), dando lugar a

|Tuv. máx | = |Tuv(ωcg)| ≈
∣∣∣∣ Ws

p(jωcg)

∣∣∣∣ . (3.5)

Pasada la frecuencia de cruce de ganancia, en la que se produce la má-
xima amplificación de ruidos, comienza a decrecer ésta última |Tuv(jω)|.
Dicha reducción es debida a la pérdida de magnitud en l(jω) y se man-
tiene a lo largo de la frecuencia. Compruébese en la Figura 3.2 cómo a
partir de ωG el sistema deja de amplificar la señal de ruido, frecuencia a
partir de la cual desaparece el coste de la realimentación.

En conclusión, queda demostrado que todo diseño de control reali-
mentado lleva asociado un coste. El objetivo de todo ingeniero de con-
trol debe ser minimizar dicho coste en la medida posible. Para ello debe
reducirse el ancho de banda del sistema en lazo cerrado al mínimo estric-
tamente necesario5. De este modo la zona de amplificación de ruidos se
desplaza a la región de bajas frecuencias, donde la magnitud del ruido
presenta menor importancia.

4 Alejamiento del punto crítico.
5 Se debe evitar emplear especificaciones de diseño agresivas si no son estrictamente

necesarias. Dado que todos los sistemas reales son estrictamente propios, el aumento
de la frecuencia ωcg implica un mayor pico de amplificación de ruidos ya que |p(jω)|
presenta menor magnitud en alta frecuencia.
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3.1.2 Diseño QFT óptimo

Para determinar si un diseño es adecuado, debe determinarse de for-
ma clara qué se considera un diseño óptimo. En la literatura científica
pueden encontrarse numerosas descripciones en función de los objetivos
perseguidos. Un diseño óptimo desde la perspectiva QFT de Horowitz
[67, 65] es aquel que satisface los requisitos de performance estrictamente
necesarios en la banda de control funcional. De este modo, la banda de
frecuencia donde ya no se obtienen beneficios de la realimentación (se
habla de coste) se desplaza a la región de bajas frecuencias, en la que la
presencia e intensidad del ruido es menor. Entonces, para que el diseño
sea adecuado, los requisitos de performance deben alcanzarse empleando
en la banda útil, ω << ωcg, una función de lazo con la ganancia |l(jω)|
estrictamente necesaria. De este modo, la ganancia del lazo en la banda
de frecuencia donde ya no se obtienen beneficios de la realimentación
(zona en la que se produce el cost of feedback) puede ser minimizada. Esta
afirmación se justifica con la tercera integral de Bode [11], que describe
matemáticamente la relación entre la ganancia de lazo a lo largo de la
frecuencia, conocido como efecto «cama de agua» (waterbed). Además de
los requisitos impuestos por las condiciones de performance, los márge-
nes de estabilidad relativa condicionan la velocidad de caída de |l(jω)|
a partir de ω > ωcg. Por todo ello, el diseño se realiza en orden cre-
ciente de frecuencias, de bajas hacia altas frecuencias. Y la estrategia de
búsqueda del diseño óptimo es aquella que busca minimizar en cada
frecuencia el coste de la realimentación. En Gera y Horowitz [44] y Ho-
rowitz y Sidi [67] se presenta una definición matemática y precisa del
problema de diseño óptimo descrito.

No obstante, existe otra perspectiva de diseño óptimo que, a pesar de
no ser propia de QFT, presenta interés desde un punto de vista prác-
tico y es habitual en otros métodos de diseño frecuenciales realizados
mediante el loop-shaping de l(jω). Esta parte de la elección de un ancho
de banda, ωcg, de acuerdo a restricciones de índole práctico. Las restric-
ciones pueden provenir por limitaciones debidas al tiempo de muestreo,
desconocimiento de los modelos de las plantas en alta frecuencia, laten-
cias debidas a la instrumentación, etc. Elegido el ancho de banda, queda
determinado el cost of feedback. En este caso, el diseño óptimo es aquel
que maximiza los beneficios de la realimentación. Es decir, el que ga-
rantiza que |l(jω)| para ω < ωcg alcance los valores mayores posibles.
Nuevamente, los márgenes de estabilidad limitan la velocidad de creci-
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miento de la ganancia de lazo al disminuir la frecuencia hasta alcanzar
la banda útil (ω << ωcg) donde se obtienen beneficios de la realimen-
tación. En esta segunda estrategia de diseño óptimo se diseña de altas
a bajas frecuencias. La denominaremos maximizar los beneficios de la
realimentación y se describe ampliamente en [61, 93, 94]. En el presente
documento, si no se dice lo contrario, aplicaremos el concepto de óptimo
que busca minimizar el coste de la realimentación.

Por último, hay que destacar que las descripciones anteriores son ade-
cuadas para sistemas sin limitaciones. Cuando las plantas presentan res-
tricciones en el ancho de banda, las condiciones que determinan el dise-
ño óptimo deben ser adaptadas. Los sistemas que presentan limitaciones
en el ancho de banda se corresponden con los sistemas que no son de
fase mínima. Puede tratarse de plantas con retardos o con ceros en el
semiplano derecho (ceros RHP), cuyo ancho de banda máximo está li-
mitado (estos son los sistemas de fase no mínima). O puede tratarse de
plantas con polos inestables (polos RHP), que demandan un ancho de
banda mínimo para poder ser estabilizadas. Las definiciones de diseño
óptimo para este tipo de sistemas aparecen en [67, 68], para los sistemas
con retardos o ceros RHP, y en [44] para los sistemas con polos RHP.

Conocida la definición de óptimo a emplear en el presente trabajo, a
continuación, se presenta una descripción del proceso de diseño QFT
SISO, en el que se analiza como alcanzar un diseño óptimo según la
descripción propuesta por Horowitz. En QFT los objetivos de performan-
ce de lazo cerrado son fijados mediante el empleo de cotas que limitan
la magnitud de la respuesta en frecuencia. Por ejemplo, el performance
para el rechazo de perturbaciones en la salida6, está determinado por la
función sensibilidad, que deberá cumplir

|Td(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); (3.6)

donde Wd(ω) se corresponde con la cota máxima que determina el com-
portamiento de lazo cerrado (ver Subsección A.2.2).

Como se describe en el Apéndice A, las restricciones impuestas por
las inecuaciones que garantizan el performance son evaluadas únicamente
en un conjunto discreto de frecuencias. De este modo, en una frecuencia

6 En este caso se considera que la perturbación presenta una dinámica pd(jω) = 1.
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discreta ω1, en la que la cota superior Wd(ω) corresponde con Wd(ω1) =

wd, la especificación puede expresarse según∣∣∣∣ 1
1 + l(jω1)

∣∣∣∣ ≤ wd. (3.7)

Por lo que en el caso límite, se tiene∣∣∣∣ 1
1 + lmı́n(jω1)

∣∣∣∣ = wd. (3.8)

Por lo tanto, se define lmı́n(jω1) como el contorno perteneciente al plano
complejo que garantiza la condición de diseño por la mínima (véase la
Figura 3.3). En el caso que nos ocupa, los puntos que definen lmı́n(jω1)

cumplen7

|lmı́n|2 + 2|lmı́n| cos θ +

(
1 − 1

w2
d

)
= 0, (3.9)

donde θ se corresponde con la fase de la función de lazo abierto l(jω) =

|l(jω)|∠θ(jω).
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Figura 3.3: Restricción de la función de lazo abierto para wd = 0.5.

La Figura 3.3 muestra como la especificación (3.7) puede cumplirse
mediante el empleo de infinitas combinaciones de magnitud-fase, siem-
pre que éstas se encuentren fuera de la región sombreada delimitada por
lmı́n(jω1). Se analizarán las cuatro opciones de diseño l1,...,4. Confirmado
que todas ellas cumplen la condición de performance (3.7), ¿cuáles la satis-
facen de forma óptima?. Compárense en primer lugar los diseños l3 y l4.

7 Se omite la dependencia con la frecuencia para simplificar la notación.
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Dado que en la frecuencia ω1 la función de lazo abierto está determinada
por l(jω1) = c(jω1)p(jω1), puede garantizarse que |c4(jω1)| > |c3(jω1)|.
Es decir, dada una fase de diseño θ, la función de lazo abierto que garan-
tiza el cumplimiento de la especificación con menor magnitud es aquella
que se sitúa sobre el contorno lmı́n. Analícese en segundo lugar la rela-
ción entre l1(jω), l2(jω) y l3(jω). Todos los diseños pertenecen a lmı́n,
pero puede establecerse la siguiente relación entre la magnitud de los
controladores: |c3(jω1)| > |c2(jω1)| > |c1(jω1)|, puesto que p(jω1) es
única. Como se ha descrito anteriormente, para alcanzar un diseño óp-
timo debe garantizarse la condición de performance con una función de
lazo abierto de magnitud mínima. Por lo tanto, el diseño óptimo será
aquel que presente una l(jω) que se sitúe sobre los contornos lmı́n(jω)

en todas las frecuencias de diseño, y además, lo hace buscando las fases
de diseño que demandan un lmı́n de menor magnitud. No debe selec-
cionarse estrictamente el punto de mínimo módulo en cada frecuencia
discreta de diseño, ya que puede hacer el diseño inabordable en el resto
de frecuencias. Pero siempre que sea posible, deberá emplearse un ca-
mino de fases que busque las regiones que demanden menor magnitud
teniendo en cuenta todas las fases de diseño a lo largo de la frecuencia
(l1 en el caso que nos ocupa). Aunque pueda parecer que en bajas fre-
cuencias estas pautas de diseño son irrelevantes (una mayor magnitud
del controlador no implica mayor Tuv en baja frecuencia), es importan-
te tenerlas en cuenta ya que la magnitud del controlador en media-alta
frecuencia está ligada a la de baja frecuencia8, tal y como establecen las
integrales de Bode [11].

3.2 fundamentos cuantitativos y colaboración en siste-
mas miso

En esta sección se presenta una cuantificación de la acción de control
en sistemas MISO, así como un estudio de las condiciones a satisfacer
para que exista una colaboración efectiva entre las plantas que forman
el sistema. Como en la Sección 3.1, se considera que las plantas son de
fase mínima y, a priori, no se definen limitaciones sobre la acción de
control. Por tanto, los objetivos de control (performance y márgenes de
estabilidad) pueden lograrse empleando una única planta del conjunto

8 No puede reducirse la magnitud del controlador de forma drástica en un breve intervalo
de frecuencias.
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MISO o una combinación de las mismas. Este enfoque es diferente al
empleado en muchas de las estrategias de diseño presentadas en la Sec-
ción 2.4, donde el empleo de arquitecturas MISO tenía como objetivo la
reducción de los costes de producción, maximizar la producción, vencer
limitaciones de las plantas, etc.

3.2.1 Acción de control en sistemas MISO

En los sistemas SISO, el problema principal del control en lazo cerrado
era el coste de la realimentación. En los sistemas MISO, existen múltiples
alternativas para alcanzar los objetivos de performance deseados, ya que
se dispone de n grados de libertad (acciones de control). Por lo tanto,
se analizará la acción de control en cada una de las ramas con el fin de
determinar la mejor alternativa.

Asumiremos pd(s) = 1, considerando que esta planta actúa como un
mero escalado frecuencial de cómo d afecta a cada acción de control ui.
En tal caso la función de lazo cerrado de cómo la perturbación d y el
ruido v afectan a la acción de control ui es la misma. Se obtiene

Tui(jω) =
ci(jω)

1 + lt(jω)
, (3.10)

donde lt(jω) corresponde con la función de lazo abierto global, que está
determinada por

lt(jω) =
n

∑
i=1

li(jω) = cm(jω)
n

∑
i=1

pi(jω), (3.11)

para una estructura con únicamente un controlador maestro cm (Figu-
ra 2.7 con ci(jω) = 1), por

lt(jω) =
n

∑
i=1

li(jω) =
n

∑
i=1

ci(jω)pi(jω), (3.12)

para una estructura de controladores ci=1,...,n en paralelo (Figura 2.7 con
cm(jω) = 1), y por

lt(jω) =
n

∑
i=1

[
(−1)i+1 pi(jω)

i

∏
k=1

c∗k (jω)

]
, (3.13)

para una estructura de controladores c∗i=1,...,n en serie (Figura 2.5).
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Considérese para este estudio la estructura con controladores en para-
lelo por ser la más general y versátil9.

Para una mejor interpretación del consumo de acción de control Tui ,
puede multiplicarse el numerador y denominador por la planta pi y por
la función de lazo abierto lt, obteniéndose

Tui(jω) =
ci(jω)

1 + lt(jω)

pi(jω)

pi(jω)

lt(jω)

lt(jω)
. (3.14)

Relación que puede reescribirse según

Tui(jω) =
lt(jω)

1 + lt(jω)

li(jω)

lt(jω)

1
pi(jω)

= T(jω)
li(jω)

lt(jω)

1
pi(jω)

. (3.15)

De este modo, la función de transferencia de interés en el caso MISO que-
da expresada de forma similar a la empleada en la Subsección 3.1.1 para
el caso SISO. Comparando ambas, ahora aparece un término adicional
li(jω)/lt(jω), que como se describirá posteriormente es determinante
para la cuantificación de la cantidad de realimentación demandada.

Una vez que la acción de control se encuentra expresada en función
de la sensibilidad complementaria (T(jω)) del conjunto MISO, y dado
que los controladores de realimentación son diseñados para que ésta
se comporte según unos criterios de performance establecidos, es posible
efectuar las aproximaciones empleadas en la Subsección 3.1.1 para el
caso SISO.

Como en todo diseño de control, el objetivo del sistema MISO en baja
frecuencia10 (ω < ωcg) es proporcionar baja sensibilidad, para lo que la
función de lazo abierto global lt(jω) debe presentar alta magnitud. De
forma aproximada, podemos garantizar que si |lt(jω)| >> 1 en ω < ωcg,
la función sensibilidad complementaria cumple |T(jω)| ≈ 1 en ω < ωcg.
Teniendo en cuenta la relación anterior, puede aproximarse Tui(jω) en
baja frecuencia por

|Tui(jω)| ≈
∣∣∣∣ 1

pi(jω)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ li(jω)

lt(jω)

∣∣∣∣ , ∀ω < ωcg. (3.16)

9 El resto de estructuras pueden ser transformadas de forma directa en una estructura
paralelo (ver Sección 2.3).

10 Se considera ωcg la pulsación en la que la función de rama global lt(jω) cruza la mag-
nitud de 0 dBs.
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Obsérvese como la acción de control depende de la magnitud de la
planta (tal como ocurre en el caso SISO) y de la relación entre la magni-
tud de la rama li y la rama total lt. Definiendo

xi(ω) =
|li(jω)|
|lt(jω)| , (3.17)

puede reescribierse (3.16) como

|Tui(jω)| ≈
∣∣∣∣ xi(ω)

pi(jω)

∣∣∣∣ = ∣∣Tui,SISO (jω)
∣∣ xi(ω), ∀ω << ωcg. (3.18)

En esencia, la acción de control resultante en baja frecuencia corres-
ponde con la obtenida si se emplea la planta pi en solitario, |Tui,SISO |,
ponderada por la relación xi entre la magnitud de las ramas li y lt. De
ello se deduce que en las frecuencias en las que xi(ω) cumpla xi(ω) < 1,
la planta i demandará una acción de control menor, para satisfacer las
necesidades de performance en baja frecuencia, que la demandada si la
planta pi trabajara en solitario dentro de un lazo SISO. Además, la mag-
nitud de Tui será menor cuanto menor sea el factor xi(ω). Del mismo
modo, se deduce que en los casos en los que se cumpla xi(ω) > 1 el sis-
tema MISO empleará una acción de control ui mayor que la demandada
por la planta trabajando en solitario. Es evidente, que estos casos son
indeseados y deberán ser evitados en la medida que sea posible. Poste-
riormente, la Subsección 3.2.2 mostrará la relación entre los diferentes
coeficientes xi necesarios para lograr lt, dando pautas sobre cómo deben
contribuir las diferentes ramas a lo largo de la frecuencia para alcanzar
de forma combinada la función lt, demandada por la especificación de
comportamiento en lazo cerrado.

Véase como en los sistemas MISO, el estudio de la magnitud de las
acciones de control en baja frecuencia tiene la misma o mayor importan-
cia que el estudio de los efectos producidos en alta frecuencia. Esta es
una diferencia notable con respecto del caso SISO, en el que la magnitud
de la acción de control en baja frecuencia estaba determinada exclusiva-
mente por el módulo de la planta, y por lo tanto, no podía ser objeto de
diseño.

Estudiada la acción de control en baja frecuencia, se analiza la misma
en alta frecuencia. Una vez superada la frecuencia de cruce de ganancia
ωcg puede considerarse |lt(jω)| << 1, obteniéndose

|Tui(jω)| ≈ |lt(jω)|
∣∣∣∣ 1

pi(jω)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ li(jω)

lt(jω)

∣∣∣∣ = |ci(jω)|, ∀ω > ωcg. (3.19)
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Como en el caso SISO, la acción de control en alta frecuencia depende
del módulo del controlador ci (cantidad de realimentación). En función
del controlador ci empleado en cada una de las ramas, el ruido será
amplificado o atenuado en dicha rama. Si se considera que todos los
controladores ci(jω) son estrictamente propios, existirá una pulsación
ωGi a partir de la cual el módulo del controlador ci será inferior a la uni-
dad, momento a partir del cual el ruido es atenuado y deja de asociarse
un coste a la realimentación.

Tal como ocurre en el caso SISO, la magnitud de los controladores ci,
no puede reducirse de forma drástica en el entorno de la pulsación de
cruce de ganancia, puesto que se compromete la estabilidad del conjunto
MISO. Si se analiza el problema en términos de la rama total lt, el valor
de mayor amplificación de ruidos se producirá en la pulsación de cruce
de ganancia, momento en el que la función sensibilidad complementaria
(implicada en el calculo de ui) presenta su magnitud máxima, que será
aproximadamente igual a la definida por la especificación de estabilidad
robusta11. En conclusión, la acción de control máxima está determinada
por

|Tui(jωcg)| ≈
∣∣∣∣ Ws

pi(jωcg)

∣∣∣∣ xi(ωcg)

=
∣∣Tui,SISO (jω)

∣∣ xi(ωcg), ∀ω << ωcg. (3.20)

Del mismo modo que en el caso anterior, la acción de control máxima
(o la amplificación de ruidos máxima) se corresponde con la obtenida
para la planta pi trabajando en solitario dentro de un lazo SISO, pon-
derada por el fator xi(ωcg) que indica cómo contribuye la rama li a la
consecución de lt en la pulsación de cruce de ganancia. La magnitud de
Tui máxima determina de forma directa la amplificación de ruidos en
el actuador de la planta i, dado que a mayor magnitud, mayor será el
intervalo frecuencial necesario para que la magnitud Tui decrezca, y por
lo tanto, ωGi (pulsación a partir de la cual la rama i deja de amplificar
ruido) se desplaza a la región de alta frecuencia.

Del estudio de (3.20) se deduce que mientras el factor xi(ωcg) cum-
pla xi(ωcg) < 1, la amplificación de ruidos será inferior a la obtenida si
la planta pi se encargase de la regulación del sistema en solitario. Por

11 Se considera que la estabilidad se impone en términos de la función de rama total. Es
decir, para garantizar la estabilidad del conjunto MISO, se evita que lt penetre en el
M-circle definido por la cota Ws.
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el contrario, cuando se cumpla xi(ωcg) > 1, se producirá un desplaza-
miento a la región de alta frecuencia de ωGi , que conllevará una mayor
amplificación de ruidos si se compara con la de la planta trabajando en
solitario.

En conclusión, las acciones de control en los sistemas MISO deben
ser evaluadas en todo el espectro frecuencial, puesto que además de
depender del módulo de las plantas y de las especificaciones de diseño,
dependen de forma directa de la contribución de li en la consecución
de lt. En principio, cuanto mayor sea el módulo de la planta menor será
la acción de control demandada por la misma. Por el contrario, cuanto
menor sea la contribución de una rama a la consecución de la función de
rama total, menor será la acción de control demandada por dicha rama.
Véase como reducir la contribución xi de una planta, implica el empleo
de un controlador de menor magnitud, dada la relación

ci = xi(ω)
lt(ω)

p1(ω)
. (3.21)

Por lo tanto, si se desea reducir la acción de control demandada, de-
berá reducirse la cantidad de realimentación (ganancia del controlador
|ci(jω)|) en cada una de las ramas. En adelante y para el problema del
regulador (rechazo de perturbaciones), emplearemos indistintamente la
terminología cantidad de realimentación o acción de control, en una ra-
ma, para hacer referencia a |ci(jω)|. Por último, debe tenerse en cuenta
que reducir la cantidad de realimentación de una rama (la contribución
en la consecución de lt), implica que otra rama deberá encargarse de di-
chas tareas, demandando una mayor realimentación en dicha rama, que
conlleva un mayor gasto de acción de control en la nueva rama. Dicho
de otro modo, reducir en una pulsación el factor xi(ω), producirá un
aumento en los factores xj �=i(ω), implicando que aumente la acción de
control las ramas j �= i.

3.2.2 Colaboración en sistemas MISO

En la sección anterior se ha analizado de forma detallada como la ac-
ción de control en sistemas MISO depende de las especificaciones de
control deseadas (performance y/d y estabilidad), de los módulos de las
plantas que componen el sistema y de la contribución de cada una de
las ramas li en la conformación de la función de lazo abierto total lt para
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satisfacer las especificaciones. En última instancia, el objetivo del dise-
ñador debe ser satisfacer los objetivos de control empleando el menor
controlador en cada una de las ramas. Si se logra el objetivo propues-
to, se reducirá la amplificación de ruidos de alta frecuencia y el valor
de régimen permanente necesario para combatir perturbaciones. Estas
dos ventajas reducirán la fatiga en los actuadores y permitirán combatir
perturbaciones o seguir referencias de mayor amplitud.

La presente sección analiza cómo deben ser las ramas del sistema MI-
SO para que éstas puedan colaborar en la consecución del objetivo de
control propuesto. Además, se analiza cuándo es interesante desde un
punto de vista práctico forzar dicha colaboración. Es decir, se describen
las condiciones a cumplir por el diseño MISO para que el empleo de
más de una acción de control repercuta en un beneficio operativo. Las
conclusiones alcanzadas en la presente sección constituyen los cimientos
sobre los que se articulan los procedimiento de diseño presentados en
capítulos posteriores.

Considérese el problema de rechazo de perturbaciones analizado en la
Sección 3.1. En este caso, la especificación (3.6) puede expresarse según

|Td(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω). (3.22)

En la frecuencia discreta ω1, la especificación anterior se especifica como

|Td(jω1)| =
∣∣∣∣ 1
1 + lt(jω1)

∣∣∣∣ ≤ wd. (3.23)

De donde se deduce que existe una función de lazo abierto lt(jω1) que
satisface por la mínima la condición de diseño. Siguiendo los mismos
pasos que en la Subsección 3.1.2 puede obtenerse el contorno lt,mı́n(jω1)

que define la región en la que se satisface la condición de forma estricta.
En este caso lt,mı́n se encuentra definido por

|lt,mı́n|2 + 2|lt mı́n| cos θt − (1 − w2
d) = 0, (3.24)

y presenta la misma forma y dimensión que el contorno lmı́n(jω1) presen-
tado en la Figura 3.3. Nuevamente, existirá un punto en lt,mı́n(jω1) que
satisface la condición empleando una magnitud mínima. A este punto
le denominamos ltop(jω1). Tal como ocurre en el problema SISO, este
punto demandará menor cantidad de realimentación y, por lo tanto, co-
rresponderá con el punto óptimo de diseño. Las mismas consideraciones



3.2 fundamentos cuantitativos y colaboración miso 83

analizadas en la Subsección 3.1.2 para sistemas SISO deben tenerse en
cuenta para la selección del óptimo MISO.

Por el momento, el problema es idéntico al problema SISO, dado que
se trata de satisfacer la condición de diseño empleando la función de la-
zo abierto total de ganancia mínima. La diferencia principal con respecto
al caso SISO radica en que en el problema MISO existen infinitas com-
binaciones de rama que dan como resultado ltop(jω1). Es decir, existen
infinitos diseños de control que satisfacen

ltop(jω1) =
n

∑
i=1

lia(jω1) =
n

∑
i=1

lib(jω1) = · · · =
n

∑
i=1

liz(jω1), (3.25)

donde el subíndice a, b, . . . , z designa cada una de las posibles solucio-
nes del problema de control. Véase como ejemplo la Figura 3.4. En ella
se presentan cuatro alternativas para conseguir que un sistema MISO
con dos ramas l1 y l2, en una frecuencia ω1, presente una función de
lazo abierto lt(jω1) que recae en una fase determinada sobre lt,mı́n(jω1).
Dado que los cuatro diseños presentan la misma lt(jω1), su performance
de lazo cerrado será idéntico en dicha frecuencia. Por lo tanto, si para
un mismo performance existen diferentes alternativas, debe determinarse
cual de ellas da lugar al diseño más adecuado. Para ello, debe analizarse
la acción de control (cantidad de realimentación) empleada en cada uno
de los casos para lograr el mismo objetivo.

Analícense en primer lugar los diseños a y b. La magnitud de la rama
l1 en los dos casos cumple |l1a(ω1)| > |l1b(ω1)| > |lt(ω1)|, hecho que
implica que el factor x1 cumpla x1a(ω1) > x1b(ω1) > 1. Recuérdese que
el factor de reparto xi tenía una influencia directa en la cantidad de
realimentación (acción de control) demandada por la rama i. Tanto en el
caso a como en el b, se obtiene un coeficiente de reparto para la planta
p1 mayor a la unidad, implicando que el sistema MISO demanda una
acción de control en la frecuencia ω1 superior a la demandada por la
planta p1 trabajando en solitario en un lazo de control SISO. Es decir, no
se está obteniendo ningún beneficio del empleo de dos ramas de control,
puesto que el gasto de acción de control aumenta con respecto del caso
SISO.

En segundo lugar, analícese las soluciones de control c y d. En este ca-
so, las magnitudes de las ramas satisfacen |l1d(ω1)| < |l1c(ω1)| < |lt(ω1)|
y |l2d(ω1)| = |l2c(ω1)|. Y por lo tanto, los coeficientes de reparto satisfa-
cen x1d(ω1) < x1c(ω1) < 1 y x2c(ω1) = x2d(ω1) < 1. Véase como todos
los coeficientes de reparto son inferiores a la unidad, y por lo tanto, en
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Figura 3.4: Ejemplos de diseño de l1 y l2 que dan lugar a una misma lt.

los dos casos de diseño, las acciones de control demandadas serán infe-
riores (en la pulsación evaluada) a las de las plantas trabajando de forma
individual en lazos SISO. En conclusión, puede determinarse que en los
dos casos se obtiene una mejora, pero ésta es más importante en la op-
ción de diseño d, puesto que para un mismo gasto de acción de control
u2, se obtiene una menor magnitud en u1. Además, puede comprobarse
como una vez fijada la rama l2d(jω1), no existe ninguna rama l1(jω1)

que presente un módulo inferior al de l1d(jω1). Es decir, una vez fijada
la rama l2, el diseño l1d(jω1) puede considerarse óptimo.

Las conclusiones anteriores se derivan de que las ramas se combinan
para generar la función de rama total a partir de sumas vectoriales. Para
que los módulos de las ramas se combinen de forma perfecta (den lugar
a un módulo máximo) éstas deben encontrarse en fase. Si se garantiza
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que todas las ramas del sistema MISO se encuentran en fase, en todas
las frecuencias, el sistema cumplirá

|lt(jω)| =
n

∑
i
|li(jω)|. (3.26)

Y se garantizará que el módulo de cada una de las ramas es aprovechado
totalmente para generar lt. En estos casos, puede asumirse que se logra
una colaboración perfecta ente las ramas.

Cuando las ramas no se encuentran en fase, pueden presentarse dos
situaciones. La primera, corresponde a los casos en los que el desfase
entre las ramas es pequeño. En estas situaciones los módulos de las ra-
mas serán inferiores al de la rama total |lt(jω)| > |li(jω)| (ver caso c en
la Figura 3.3). Pese a ello, se considera que las ramas colaboran, pues-
to que sus módulos se combinan para dar lugar a una rama total de
mayor magnitud. La segunda situación corresponde a los casos en los
que el desfase entre ramas es elevado. En estas situaciones el módulo
de alguna de las ramas del sistema será mayor que el de la rama total
|lt(jω)| < |lj(jω)|. Se considera que no existe colaboración entre las ra-
mas, ya que éstas en lugar de colaborar, compiten por la regulación del
sistema, degradando sus efectos y dando lugar a acciones de control su-
periores a las necesarias. Por lo tanto, el diseñador deberá evitar dichas
situaciones.

Si se desea cuantificar el desfase máximo entre las ramas para obtener
una colaboración, debe analizarse el módulo de la rama total y compa-
rarse con el de las ramas individuales. Por simplicidad, supóngase que
se dispone de un sistema compuesto por dos ramas. La magnitud de la
función de lazo abierto total está determinada por

|lt| = |l1 + l2| =
√
|l1|2 + |l2|2 + 2|l1||l2| cos(θ1 − θ2), (3.27)

donde l1 = |l1|∠θ1 y l2 = |l2|∠θ1. El módulo de lt será superior al de la
rama l1 siempre que se cumpla

|l2| ≥ 2|l1| cos(θ1 − θ2). (3.28)

Dado que la condición anterior queda garantizada para desfases inferio-
res a ±90o, puede considerarse éste como el desfase límite si se desea
alcanzar algún tipo de colaboración entre ramas.

Por el momento se han alcanzado las siguientes conclusiones:
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Las condiciones de performance deben lograrse empleando funcio-
nes de lazo abierto total lt de ganancia mínima, puesto que esto
repercute en el empleo de menor acción de control (cantidad de
realimentación) en las ramas.

Las ramas del sistema colaboran perfectamente si se encuentran en
fase. Si se desea que dos o más ramas colaboren en las tareas de
control, en una frecuencia discreta, deberá reducirse su desfase. En
todo caso, si se desea una colaboración entre ramas, deben evitarse
desfases entre éstas superiores a ±90o.

Llegados a este punto, queda una única cuestión por resolver. Esta
concierne al grado de participación o colaboración que debe asignarse
a cada una de las plantas, en cada una de las frecuencias. Es decir, de-
finida en la frecuencia ω1, la función de lazo abierto deseada lt(ω1), y
garantizado un desfase nulo entre las ramas ¿cuánto debe contribuir la
rama li en la consecución de lt? . O dicho de otro modo, ¿cómo deben
asignarse los factores de reparto xi(ω1) de cada una de las ramas en
dicha frecuencia para conseguir lt(ω1)?.

Para simplificar el problema, supónganse plantas sin incertidumbre,
que presentan todos sus polos y ceros en el semiplano izquierdo. En
estos casos pueden emplearse controladores ideales determinados por

ci(jω) = xi(ω)
lt(jω)

pi(jω)
. (3.29)

Bajo esta suposición, cada una de las ramas li toma la forma

li(jω) = xi(ω)
lt(jω)

pi(jω)
pi(jω) = xi(ω)lt(jω), (3.30)

y la rama total cumple

lt(jω) = lt(jω)
n

∑
i=1

xi(ω). (3.31)

Para obtener una rama total adecuada bastará con seleccionar los co-
eficientes de reparto xi(ω) de forma que satisfagan

n

∑
i=1

xi(ω) = 1, ∀xi(ω) ≤ 1. (3.32)

Véase como todos los controladores presentan una parte común (lt(jω))
y una parte propia (xi(ω)/pi(jω)), que depende de la planta y del factor
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de reparto. Si se desea cuantificar y reducir el módulo del controlador
de cada una de las ramas12, deberán analizarse las relaciones entre los
coeficientes de reparto y los módulos de las plantas. Para minimizar el
controlador de todas las plantas, debe buscarse un equilibrio entre to-
das ellas. Esto puede lograrse planteando un sistema con n ecuaciones
y n incógnitas (factores de reparto xi(ω)). El sistema de ecuaciones a
resolver esta compuesto por la ecuación (3.32) y n − 1 ecuaciones

xi(ω)

|pi(ω)| =
xi+1(ω)

|pi+1(ω)| , i = 1, . . . , n − 1. (3.33)

A continuación, se muestran algunos ejemplos de aplicación:

Sistema con dos ramas cuyas plantas tienen igual módulo,|p1| =
|p2|. En este caso, los coeficientes de reparto ideales son: x1 = 1/2
y x2 = 1/2.

Sistema con dos ramas tal que la relación entre los módulos de
las plantas cumple: |p1| = 10|p2|. En este caso, los coeficientes de
reparto ideales son: x1 = 10/11 y x2 = 1/11.

Sistema con tres ramas tal que la relación entre los módulos de las
plantas cumple: |p3| = |p1|/10 = |p2|/5. En este caso, los coefi-
cientes de reparto ideales son: x1 = 10/16, x2 = 5/16 y x3 = 1/16.

Téngase en cuenta que estas operaciones de reparto deben realizarse en
cada una de las frecuencias de diseño, para obtener la contribución de
cada rama a lo largo de la frecuencia. En los ejemplos presentados se ha
omitido la dependencia con la frecuencia para simplificar la notación.

Las propuestas presentadas en los ejemplos anteriores representan el
caso ideal, en el que se fuerza a las ramas a colaborar por pequeños que
sean los beneficios de dicha colaboración, o sea siempre que se encuen-
tren en fase. Sin embargo, desde un punto de vista práctico carece de
sentido hacer trabajar a una planta para lograr que otra disminuya en
un pequeño porcentaje su acción de control (ver segundo ejemplo). En
estas situaciones parece lógico hacer que una única planta se encargue
de todas las tareas de control, inhibiendo a las plantas peor condiciona-
das y conservando su acción de control para emplearla en las frecuencias
en la que realmente son necesarias. Esta afirmación puede no ser cierta

12 Recuérdese que este es uno de los objetivos de diseño.



88 colaboración en sistemas miso

en casos en los que el sistema de control se encuentre tan mal condi-
cionado que se requiera la colaboración entre las ramas por pequeños
que sean los beneficios, pero será una regla para la mayor parte de los
diseños.

Para establecer la toma de decisiones puede definirse un ahorro mí-
nimo de acción de control, a partir del cual se considera oportuna la
colaboración. Es decir, puede determinarse un umbral y a partir del
mismo decidir si la colaboración es interesante o no. En este trabajo se
considera, por defecto, que la colaboración es adecuada si la acción de
control (cantidad de realimentación) resultante es 2/3 de la obtenida por
la planta trabajando en solitario. A efectos prácticos, para un sistema con
dos plantas esta condición implica que el módulo de la planta de mayor
magnitud, como máximo, debe ser el doble que el de la planta de me-
nor magnitud. Es decir, |p1| = 2|p2|. Si se define la diferencia entre los
módulos de las plantas como |p1| = α|p2|, puede determinarse el valor
de α máximo según

α =
1

100
ρ − 1

, (3.34)

donde ρ determina el porcentaje de la acción de control (cantidad de
realimentación) empleada si se compara con la obtenida por la planta
en solitario. Por ejemplo, si se desea que la colaboración de lugar a que
la planta consuma un 80 % de la acción de control SISO, el coeficiente α

deberá cumplir

α =
1

100
80 − 1

= 4. (3.35)

Es decir, la planta de módulo máximo deberá ser como máximo cuatro
veces mayor que la de la planta de módulo mínimo.

Este criterio puede extenderse a sistemas que presenten n ramas en
paralelo susceptibles de colaborar. En estos caso se emplea

α =
n − 1

100
ρ − 1

, (3.36)

donde n corresponde con el número de plantas que intervienen en la
colaboración. Véase como último ejemplo un sistema con dos plantas en
el que se desea una reducción de la acción de control del 50 %. Para un
sistema con dos plantas, el coeficiente α debe cumplir

α =
1

100
50 − 1

= 1; (3.37)
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corroborando que las plantas deben ser iguales para tal fin. Por el con-
trario, si se dispone de tres plantas, la diferencia entre sus magnitudes
estará determinada por

α =
3 − 1

100
50 − 1

= 2, (3.38)

indicando que no es necesario que dichas plantas sean exactamente igua-
les. Queda claro que un mayor número de plantas permite un mayor
número de opciones de reparto, así como un aumento de la reducción
de la ganancia de los controladores de las ramas.

Normalmente, cuando se trabaja con diagramas frecueciales13 en los
que la magnitud de las plantas es expresada en dB será interesante ex-
presar el coeficiente α en dichas unidades. De este modo podrá deter-
minarse si la colaboración entre las plantas es interesante observando la
diferencia en la altura de los contornos de magnitud, como se describirá
en capítulos más adelante. Véase como para un sistema con dos plantas
sin incertidumbre, la colaboración será interesante en las frecuencias en
las que los módulos de dichas plantas difieren una cantidad inferior a
6dBs (20 log10 2 ≈ 6).

3.3 conclusiones sobre la colaboración miso

Del estudio realizado en la Sección 3.2 se extraen una serie de con-
clusiones que permiten determinar como realizar un diseño MISO de
forma adecuada. A continuación se resumen las mismas:

1. Las ramas de un sistema con plantas en paralelo colaboran de
forma perfecta cuando se encuentran en fase. Esta colaboración
perfecta se reduce cuando el desfase entre las ramas aumenta. A
efectos prácticos, la colaboración queda garantizada siempre que
el desfase entre ramas sea inferior a 90o. Esta condición es conser-
vadora. De forma estricta, una rama li colabora con un conjunto
de ramas lt−i si cumple

|ln(jω)| ≥ −2|lt−i(jω)| cos(θt−i(jω)− θi(jω)). (3.39)

Téngase en cuenta que la relación anterior depende de la frecuen-
cia.

13 Los diseños QFT se desarrollan a partir de diagramas de Bode y Nichols.



90 colaboración en sistemas miso

2. Si las ramas de un sistema MISO colaboran, los módulos de los
controladores ci, obtenidos para cada una de las ramas, serán in-
feriores a los controladores ci,s, obtenidos si se regula el sistema
empleando un lazo de control SISO en el que solo se emplea la
planta pi. En estos casos se satisface

|ci(jω)| ≤ |ci,s(jω)|. (3.40)

3. El empleo en una frecuencia discreta de una planta pk(jω) carece
de interés si existe una planta o conjunto de plantas pi �=k(jω) con
magnitud muy superior a la de pk(jω) en dicha frecuencia. En es-
tos casos, sera más adecuado inhibir la planta en dicha frecuencia
y conservar su accion de control para emplearla en las frecuencias
en las que realmente reporta beneficios.

4. Las plantas que no reportan beneficios en alta frecuencia deben ser
inhibidas del lazo de control en dichas frecuencias para evitar la
fatiga de los actuadores.

5. Las plantas que no reportan beneficios al lazo de control en baja
frecuencia deben ser inhibidas en dichas frecuencias para conser-
var un mayor rango de actuación y reducir las posibilidades de
saturación.

6. La estructura de control MISO con un único controlador maestro
no resulta adecuada para el control de sistemas MISO, puesto que
no permite inhibir las plantas en las frecuencias en las que no es
interesante su empleo.

7. Para poder alcanzar un diseño MISO 1 × n adecuado, es necesa-
rio emplear arquitecturas de control que presenten al menos n
grados de libertad para el control en lazo cerrado (estructura se-
rie, estructura paralelo con cm(jω) = 1 y estructura paralelo con
maestro-esclavos). Estas estructuras permiten satisfacer las condi-
ciones de performance con la planta/plantas mejor condicionadas
en cada frecuencia, desconectando del lazo de control las plantas
que no reportan beneficios.



4
M E T O D O L O G Í A D E D I S E Ñ O M I S O Q F T

A continuación, se presenta una nueva metodología de diseño QFT
MISO para sistemas reguladores. La estrategia de diseño propuesta per-
mite alcanzar diseños robustos y que emplean la menor cantidad de
realimentación en cada frecuencia para cada una de las plantas que for-
man el sistema MISO.

4.1 estructura y fundamentos

Considérese la estructura de la Figura 4.1. Cada planta en paralelo pi,
con i = 1, . . . , n, define el efecto de la variable manipulable ui sobre la
única variable controlada y. La planta pd define como las perturbaciones
no medibles d desvían la salida y del punto de consigna r. Un conjunto
de controladores en paralelo ci, con i = 1, . . . , n, son diseñados para
minimizar dicha desviación. Cada ci calcula la acción de control ui en
función de la única medida de la salida y. Dicha medición es alterada
por ruidos de alta frecuencia v. De acuerdo a la estructura de control,
las funciones de lazo cerrado que determinan el comportamiento del
sistema son

y =
pd

1 + lt
d − lt

1 + lt
v, (4.1)

yi = − li pd

1 + lt
d − li

1 + lt
v, (4.2)

ui = − ci pd

1 + lt
d − ci

1 + lt
v, (4.3)
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donde li = pici es la función de transferencia de lazo abierto de cada
una de las ramas y

lt =
n

∑
i=1

li, (4.4)

es la función de lazo abierto total.

c2 p2

c1 p1

ci pi

cn pn

pd

d

u2

u1

ui

un

r

y2

y1

yi

yn

y

v

−

Figura 4.1: Estructura de control MISO para sistemas reguladores.

En el diseño de los controladores se tiene en cuenta las incertidumbre
parámetrica1 en los modelos de las plantas. Para ello, se define el vector
q = [q1, q2, . . . , qm], que contiene todos los parámetros que aparecen en
las funciones de transferencia

P = {p1(jω), p2(jω), . . . , pn(jω), pd(jω)}. (4.5)

Cada parámetro qi varia entre un rango superior e inferior. Por lo tanto,
el vector de incertidumbre q pertenece a un hiper-rectángulo en Rm

llamado espacio de la incertidumbre Q. Es decir,

q ∈ Q � {q ∈ Rm|q−i ≤ qi ≤ q+i , i = 1, . . . , m}. (4.6)

El propósito del control QFT es hacer cumplir las especificaciones de
lazo cerrado para todos los elementos dentro del espacio de la incerti-
dumbre. En este caso, las especificaciones incluyen la estabilidad robus-
ta2 ∣∣∣∣ lt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω); ∀q ∈ Q, (4.7)

1 Ver Apéndice A para obtener una descripción más detallada de la definición de incerti-
dumbre.

2 En este capítulo se emplea una primera condición de estabilidad generada como una
extensión del método SISO. Un estudio detallado de las condiciones de estabilidad se
presenta en el Capítulo 5.
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y el rechazo robusto de perturbaciones∣∣∣∣ pd(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q, (4.8)

donde Ws(ω) y Wd(ω) son las tolerancias superiores para la magnitud
de cada respuesta frecuencial en lazo cerrado3. Como en el caso SISO,
las especificaciones de diseño son evaluadas y garantizadas únicamente
en un conjunto discreto de frecuencias, que denominamos Ω.

La metodología de diseño propuesta emplea dos etapas de diseño. En
la primera se establece el reparto frecuencial de la realimentación, de
forma que se maximicen los beneficios de cada una de las plantas y
se reduzca al máximo el coste de la realimentación (Sección 4.2). Este
reparto de tareas se lleva a cabo de forma cuantificada y teniendo en
cuenta la incertidumbre paramétrica. En la segunda etapa de diseño se
lleva a cabo el loop-shaping de controladores para que el sistema trabaje
según el reparto de tareas establecido en la primera etapa de diseño
(Sección 4.3).

4.2 reparto frecuencial de la realimentación

La esencia del método es cuantificar la cantidad de realimentación. Pa-
ra ello, se evalúa en primer lugar la cantidad de realimentación |ci(jω)|
que cada planta |pi(jω)| demanda trabajando en solitario para cumplir
las especificaciones de control (4.7) y (4.8). Es decir, se asume cj �=i(jω) =

0. La ganancia requerida es expresada gráficamente con contornos QFT
evaluados en la frecuencia ω, denominados βci(ω). El cálculo de los
contornos βci(jω) se realiza en dos etapas4. En primer lugar, se emplea
la instrucción sisobnds de la Terasoft QFT Toolbox [12] para calcular los
bounds que garantizan la estabilidad robusta (4.7) y el rechazo robusto
de perturbaciones (4.8). En un segundo paso, se elimina el módulo de la
planta nominal realizando en cada frecuencia la operación

βci(ω) = βli(ω)/|pio(ω)|. (4.9)

Nótese que a diferencia de los contornos QFT tradicionales, éstos ex-
presan en el eje vertical la ganancia del controlador, no la ganancia de

3 La selección de las cotas Ws(ω) y Wd(ω) es realizada del mismo modo que en los
sistemas SISO, ya que se establecen para el conjunto del sistema. Véase el Apéndice A
y Apéndice B para una descripción más detallada.

4 Puede realizarse en un único paso de diseño empleando la instrucción genbnds y una
planta nominal pio (jω)∗ = 1∠θi . Planta con módulo unitario y fase igual a la de pio (jω).
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la función de lazo abierto nominal |lio(jω)|. Estos contornos no son em-
pleados para el diseño de controladores, sino como comparación gráfica
de la demanda de la realimentación en cada fase de diseño ∠lio(jω) para
cada planta. Una vez que todos los contornos son calculados para una
frecuencia discreta, se selecciona la fase de diseño Θd para realizar la
comparación de contornos de acuerdo al siguiente criterio:

a) Si uno de los contornos, por ejemplo βck(ω), tiene una magnitud
sensiblemente inferior al resto en la frecuencia de diseño Θd, enton-
ces la regulación en dicha frecuencia debe ser realizada emplean-
do la función de lazo abierto lk(jω), y el resto de ramas deben ser
inhibidas reduciendo todo lo posible la magnitud de los controla-
dores ci �=k(jω). Una diferencia en magnitud de 20 log m dB es una
guía práctica para establecer la diferencia mínima entre las altu-
ras, donde m corresponde con el número de plantas susceptibles
de colaborar. Esta medida está basada en la reducción de ganancia
obtenida en un sistema ideal con m plantas iguales, en el que se
reduce m veces la cantidad de realimentación; véase la Sección 3.2
para una explicación más detallada5. A modo de ejemplo, la Figu-
ra 4.2 muestra el análisis para una estructura con dos ramas, que
sugiere que en la frecuencia ω1 el controlador c2(jω) debe hacerse
cargo de las tareas de control sea cual sea la fase de diseño Θd
seleccionada.

b) Si varios contornos se sitúan en la parte inferior y sus magnitudes
en la fase de diseño Θd no difieren demasiado entre ellas, sus plan-
tas deben asociarse para compartir las tareas de control. Las ramas
que no presenten contornos localizados alrededor del grupo seña-
lado deben ser inhibidas, reduciendo la magnitud de sus contro-
ladores. En este caso, mantener una distancia entre los contornos
inferior a ±20 log m dB es una regla práctica para determinar si un
conjunto de m plantas deben colaborar. En consecuencia, el ejem-
plo de la Figura 4.2 sugiere que los controladores c1(jω) y c2(jω)

deben colaborar en las tareas de control en la frecuencia ω2, sea
cual sea la fase de diseño Θd seleccionada.

5 Como se describe en el caso b de la Sección 3.2 puede establecerse un criterio diferente
para determinar si las plantas deben colaborar o no. Para ello basta con determinar el
porcentaje de reducción del controlador deseado.
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Figura 4.2: Ejemplo de demanda de realimentación en un sistema 1 × 2.

4.3 diseño de controladores en paralelo

Una vez decidido qué planta o plantas deben hacer frente a las especi-
ficaciones en cada frecuencia, se diseñan los n controladores en paralelo.
El procedimiento presentado permite reducir el número de iteraciones
necesarias para llegar a una solución adecuada. En cada paso de diseño
un controlador es diseñado empleando el procedimiento de loop-shaping
QFT, mientras que el resto de controladores se consideran constantes.
Este procedimiento secuencial de diseño de controladores es llevado a
cabo empleando la función genbnds de la Terasoft QFT Toolbox [12], que
admite especificaciones generales de la forma∣∣∣∣ A + BG

C + DG

∣∣∣∣ ≤ W. (4.10)

Por lo tanto, si en un momento dado se diseña el controlador ck(jω),
la especificación que garantiza la estabilidad robusta (4.7) puede ser ex-
presada según∣∣∣∣ ∑i �=k li(jω) + lk(jω)

1 + ∑i �=k li(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω), (4.11)

y los bounds que la garantizan pueden ser calculados mediante el empleo
de A = ∑i �=k li(jω), B = pk(jω), C = 1 + ∑i �=k li(jω), D = pk(jω), G =

ck(jω), W = Ws(ω) en (4.10). La especificación que garantiza el rechazo
robusto de perturbaciones (4.8) puede ser expresada según∣∣∣∣ pd(jω)

1 + ∑i �=k li(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω), (4.12)
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y los bounds de rechazo de perturbaciones son calculados empleando
A = pd(jω), B = 0, C = 1 + ∑i �=k li(jω), D = pk(jω), G = ck(jω), W =

Wd(ω). Téngase en cuenta que corresponden con bounds QFT que impo-
nen condiciones en la función de lazo abierto lko(jω), y en consecuencia
son denominados βlk(ω).

El procedimiento de diseño comienza ajustando todos los controlado-
res a cero. A continuación, en la primera etapa de diseño, se comienza
diseñando la rama/ramas que deben trabajar en baja frecuencia. En un
orden creciente de frecuencias, el último paso corresponde con el diseño
de la rama/ramas que trabajan en alta frecuencia. Durante cualquiera
de los loop-shapings, las acciones a realizar en cada frecuencia dependen
de la planificación del reparto de la realimentación realizada en la pri-
mera etapa. Como es común en un loop-shaping QFT, el diseño comienza
satisfaciendo las condiciones impuestas por las especificaciones de baja
a alta frecuencia. En alta frecuencia (frecuencia roll-off ), se realiza una
reducción brusca de la ganancia de la función de lazo abierto. La no-
vedad del control MISO es que la ganancia lazo abierto también debe
ser reducida en las frecuencias en las que la rama no debe colaborar. En
consecuencia, se presentan dos objetivos a lograr en una frecuencia dis-
creta ω: cuando una rama debe contribuir al performance de lazo cerrado
y cuando una rama debe ser inhibida del lazo de control. Este segundo
objetivo puede ser debido a que otras ramas se encargan de las tareas
de control en dicha frecuencia o porque se ha alcanzado la frecuencia
roll-off de la rama.

En las frecuencias en las que la rama/ramas deben contribuir a las ta-
reas de diseño, pueden obtenerse las dos opciones de diseño detalladas
a continuación. La Figura 4.3 y la Figura 4.4 muestran ejemplos de los
dos casos. Los superíndices en los bounds indican el paso en el procedi-
miento de diseño secuencial.

a) Una única planta pk(jω) es responsable de las tareas de diseño en
la frecuencia ω1 (ver el ejemplo de dos ramas de la Figura 4.3). En
este caso, lko(jω1) es situado sobre el bound βlk(ω1) (ver la Figu-
ra 4.3, donde lko se corresponde con l1o y βlk con β0

l1
). Finalizado

el diseño y actualizados los bounds, se observa que el contorno de
la rama k que indica la condición mínima no cambia (ver βI

l1
(jω1)).

Sin embargo, como el cumplimiento de la condición de diseño se
ha asegurado con ck(jω), el resto de contornos de diseño βli �=k(ω1)

delimitan una región de exclusión. Este hecho permite una reduc-
ción de la ganancia de las ramas lio �=ko(jω) en la frecuencia ω1
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cuando se lleven a cabo dichos diseños (comparar βI
l2(jω1) con

β0
l2
(jω1) ). Nótese que un sobrediseño del controlador ck (mayor

ganancia que la exigida por el contorno βlk(ω1) ), produciría una
mayor contracción de los contornos βli �=k(jω1) en el resto de los
lazos.
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Figura 4.3: Loop-shaping para sistema 1 × 2 en el que una única planta trabaja
en la frecuencia ω.

b) Un grupo de m plantas deben compartir las tareas de control en
ω1 (ver el ejemplo de cuatro ramas de la Figura 4.4, donde m = 3).
El loop-shaping se realiza de forma conjunta tal como se indica. Por
conveniencia, denominamos el grupo de plantas que comparten
las tareas de control

pki(jω) = {pk1(jω), pk2(jω), . . . , pkm(jω)}. (4.13)

Se asume que el controlador ck1(jω) es diseñado en primer lugar.
El objetivo del diseñador es situar lk1o

(jω1) alrededor de 20 log m
decibelios debajo de βlk1

(ω1) en la frecuencia de diseño Θd (ver l1o

y β0
l1

). Efectuado el diseño de ck1(jω) y actualizados los contornos
de diseño, se observa que el contorno βlk1

(ω1) no cambia (ver βI
l1

),
pero aparece una depresión en el entorno de Θd para los bounds
βlkj

(ω1), j = 2, . . . , m (ver βI
l2 y βI

l3 ). Entonces, el diseño de lk2o
(jω)

se realiza situando lk2o
(jω1) alrededor de 20 log(m − j + 1), j = 2,

decibelios por debajo del contorno βlk2
(ω1); (ver βI

l2 ). Una vez lo-
grado, el contorno βlk2

(ω1) no cambia (ver βII
l2 ), pero la depresión

de los contornos βlkj
(ω1), j �= 2 (ver βII

l1
y βII

l3 ) aumenta. El procedi-
miento continua del mismo modo. Se violan los bounds de diseño
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de forma temporal, hasta que es realizado el diseño de lkmo
(jω). En

este último caso, el objetivo es situar lkmo
(jω1) sobre el contorno

βlkm
(ω1) cuya depresión se ha ampliado con el diseño de cada uno

de los controladores anteriores cj(ω1), j = 1, . . . , m − 1 (ver βII
l3 ).

Cuando este paso finaliza, todos los contornos violados en pasos
anteriores ahora cumplen con la especificación (ver βIII

l1
, βIII

l2 y βIII
l3 ).

Si las m plantas son idénticas en ω1, cada controlador ck1,...,m(jω)

habrá visto reducida su ganancia 20 log m dB en comparación con
la ganancia del controlador obtenido si sólo trabajara una planta
en dicha frecuencia; esto es lo esperado según las conclusiones al-
canzadas en la Sección 3.2. Como es indicado en la Sección 4.2,
magnitudes comprendidas en un rango entre ±20 log m dB son ad-
mitidas para la cooperación, aunque este criterio es modificable de
acuerdo a lo expuesto en la Sección 3.2 si se desea una menor re-
ducción. Para lograr una reducción de ganancia como la esperada
según el estudio previo suelen ser necesarios algunos ajustes adi-
cionales (iteraciones) con el fin de cumplir de forma precisa con
cada uno de los βlkj

(jω1). Después de diseñar los m controladores
encargados del performance en ω1, los bounds del resto de lazos (los
que no deben colaborar en el performance) presentarán regiones de
exclusión (ver βIII

l4
).

En las frecuencias en las que una rama/ramas no deben contribuir al
performance, pueden surgir una gran variedad de situaciones, especial-
mente si disponemos de un sistema MISO con más de dos entradas. A
continuación, se describen algunas de las más frecuentes. En cualquier
caso, los contornos de diseño obtenidos tras cada iteración de diseño
permiten evaluar las ventajas y desventajas de cada opción de diseño,
como es inherente a cualquier diseño con múltiples grados de libertad.

Consejos de diseño una vez alcanzada la frecuencia de roll-off (ωr)
del lazo k. La reducción de la ganancia de lko(jωr) debe presentar
un equilibrio entre la máxima atenuación del ruido y el mínimo
orden de los controladores. Téngase en cuenta que pueden produ-
cirse dos situaciones. Por un lado, pueden aparecer bounds βlk(ωr)

que demandan una cierta realimentación en ωr, pero existen otros
lazos encargados de llevar a cabo el control en dichas frecuencias.
En este caso, el lazo lko(jω) es diseñado violando temporalmen-
te los bounds de las frecuencias roll-off. Después del diseño del
resto de los lazos de control, los contornos βlk(ωr) deben ser re-



4.3 diseño de controladores en paralelo 99

β0
l1
(ω1)

Mag. |l1| (dB)

Θd

β0
l2
(ω1)

Mag. |l2| (dB)

Θd

β0
l3
(ω1)

Mag. |l3| (dB)

Θd

β0
l4
(ω1)

Mag. |l4| (dB)

Θd

βI
l1
(ω1)

ω1

l1o

Θd

βI
l2 (ω1)

Θd

βI
l3 (ω1)

Θd

βI
l4
(ω1)

Θd

βII
l1
(ω1)

ω1

l1o

Θd

βII
l2 (ω1)

ω1

l2o

Θd

βII
l3 (ω1)

Θd

βII
l4
(ω1)

Θd

βIII
l1
(ω1)

ω1

l1o

Fase ∠l1(o)

Θd

βIII
l2 (ω1)

ω1

l2o

Fase ∠l2(o)

Θd

βIII
l3 (ω1)

ω1l3o

Fase ∠l3(o)

Θd

βIII
l4
(ω1)

Fase ∠l4(o)

Figura 4.4: Tres plantas colaboran en ω para garantizar la especificación.

dibujados. Si todos los diseños se han realizado de forma adecuada
se apreciarán regiones de exclusión en los contornos anteriormen-
te violados, que lko(ω) ahora cumple de forma automática. Pese
a ello, futuras iteraciones pueden ser necesarias para optimizar la
reducción de ganancia a partir de la frecuencia de roll-off. El caso
opuesto sucede cuando el lazo k es diseñado en último lugar. En
este caso, los contornos βlk(ωr), que delimitan las regiones prohi-
bidas, reflejan las restricciones definitivas que debe cumplir lko(jω)

en pos de la máxima reducción de ganancia. En este caso el loop-
shaping debe ser efectuado como en un sistema SISO.

Consejos de diseño para las bajas frecuencias ωl f en las que la
planta k debe ser inhibida. En este caso los contornos βlk(ωl f ) de-
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limitan regiones de exclusión en ωl f , cuando alguno de los otros
lazos de control ya cumple con las especificaciones de control. La
restricción para la reducción de la ganancia de lko(jω) en ωl f viene
condicionada por los bounds de mayor frecuencia, donde la planta
k deberá contribuir en las tareas de control. Una reducción muy
brusca de la ganancia del controlador en las frecuencias en las que
debe ser inhibido puede producir que sea imposible alcanzar la
especificación de diseño en frecuencias superiores empleando un
controlador de orden razonable. Por ello, debe llevarse a acabo el
proceso de conexión/desconexión de plantas empleando cambios
suaves en la magnitud de los controladores.

4.4 ejemplos de diseño

A continuación, se muestra la resolución de tres ejemplos de diseño,
cada uno de ellos destinado a ilustrar una serie de conceptos impor-
tantes. El primero, muestra un ejemplo sin incertidumbre y su función
es mostrar paso a paso el proceso de diseño. En él se ilustra de forma
detallada como realizar el loop-shaping de controladores, permitiendo
comprender de forma sencilla el procedimiento expuesto en la sección
anterior. Se establece una comparativa con el empleo de un único con-
trolador maestro, justificando el empleo de una estructura de control
paralelo. El segundo, muestra un ejemplo real con incertidumbre, en el
que la perturbación es introducida en el lazo de control a través de una
dinámica con incertidumbre. Este segundo ejemplo permite validar la
técnica de diseño y exponer las problemáticas que pueden aflorar cuan-
do se intenta llevar a cabo el diseño empleando estrategias que no cuan-
tifican el esfuerzo de control. Por último, se muestra un tercer ejemplo
con tres plantas, en el que el reparto de tareas es más complejo de lo
habitual. Este último ejemplo permite ilustrar el potencial de la metodo-
logía de diseño propuesta y su facilidad de uso cuando el número de
plantas es superior a dos6.

6 Recuérdese que una gran parte de las estrategias evaluadas en la Sección 2.4 solo son
compatibles con sistemas MISO 1 × 2.
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4.4.1 Ejemplo 1: Sistema MISO sin incertidumbre

Se desea gobernar un sistema MISO 1 × 2 de forma que sea capaz
de rechazar perturbaciones en la salida7. Los modelos de las plantas sin
incertidumbre están determinados por

p1(s) =
1

10s + 1
, p2(s) =

0.1
0.1s + 1

, pd(s) = 1. (4.14)

Dentro de una disposición con plantas en paralelo (Figura 4.1), el pro-
blema del regulador tiene como objetivo diseñar ci=1,2(jω) para garanti-
zar el cumplimiento de las especificaciones de estabilidad (4.7) y perfor-
mance (4.8) con la menor cantidad de realimentación en cada frecuencia.
Para conseguir un margen de fase mínimo de 45◦, la tolerancia seleccio-
nada es:

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ , MF = 45. (4.15)

Para el rechazo robusto de perturbaciones, el modelo superior empleado

es:

Wd(s) =
∣∣∣∣ 1.4167s(s + 30)
(s + 10)(s + 42.5)

∣∣∣∣ . (4.16)

El cálculo de contornos QFT y el loop-shaping de controladores se rea-
liza para el siguiente vector de frecuencias discretas:

Ω = {0.1, 0.5, 1, 5, 10, 100}[rad/s]. (4.17)

Primera etapa: reparto frecuencial de la realimentación

De acuerdo a las explicaciones realizadas en Sección 4.2, se calcula pa-
ra el vector de frecuencias Ω la cantidad de realimentación demandada
por cada una de las plantas p1(jω) y p2(jω). En la Figura 4.5 se muestra
la demanda de controlador, solo se representan tres frecuencias pertene-
cientes a Ω para ilustrar los tres posibles resultados. Se comparan los
bounds del controlador de los dos sistemas, alcanzando las siguientes
conclusiones:

7 Se considera que la referencia permanecerá constante en todo momento.
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Figura 4.5: Realimentación demandada por cada una de las plantas.

En baja frecuencia (ω < 0.5), los bounds βc1 se sitúan más de
20 log 2 dB por debajo de los bounds βc2 ; ver ω = 0.1. Por lo tanto,
la rama p1(jω) debe asumir la regulación de la salida y, mientras
que la rama p2(jω) debe ser inhibida. Los objetivos del loop-shaping
son: lt(jω) ≈ l1(jω) y l2(jω) ≈ 0 para ω < 0.5.

En media frecuencia (0.5 ≤ ω < 2), las alturas de los bounds di-
fieren menos de 20 log 2; ver ω = 1. Por lo tanto, las dos plantas
deben colaborar. Los objetivos del loop-shaping son: l1(jω) ≈ l2(jω)

para 0.5 ≤ ω < 2.

En alta frecuencia (ω ≥ 2), los bounds βc2 se sitúan más de 20 log 2
dB por debajo de los bounds βc1 ; ver ω = 10. Los objetivos del
loop-shaping son: lt ≈ l2(jω) y l1(jω) ≈ 0 para ω ≥ 2.

De acuerdo al estudio anterior, la Tabla 4.1 muestra la planificación
del reparto de la realimentación en Ω.

Tabla 4.1: Reparto de tareas para una menor cantidad de realimentación.

ω 0.1 0.5 1 5 10 100

p1 × × ×
p2 × × × × ×
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Segunda etapa: diseño de controladores en paralelo

El diseño secuencial de los controladores c1(jω) y c2(jω) es realiza-
do siguiendo los objetivos mostrados en la Tabla 4.1. La Figura 4.6 y
Figura 4.7 ilustran el proceso de diseño en pasos detallados (el número
de paso es indicado con super-índices). Los pasos 0, I y II pertenecen
a la primera iteración, que explica el diseño de c1(jω) y c2(jω). Las si-
guientes iteraciones (paso III) son necesarias para conseguir que los dos
diseños presenten estrictamente la mínima cantidad de realimentación
en cada frecuencia, empleando controladores de orden razonable. La
guía de diseño empleada es la indicada en la Sección 4.3, y se describe
paso a paso a continuación.
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Figura 4.6: Secuencia de diseño (loop-shaping).
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Figura 4.7: Secuencia de diseño (loop-shaping).

0.- El cálculo inicial de bounds es realizado con c0
2(jω) = 0 para el lazo

1 (Figura 4.6 cuadro a) y con c0
1(jω) = 0 para el lazo 2 (Figura 4.6

cuadro b).

I.- Loop-shaping de l1(jω) (ver Figura 4.6 cuadro c). Para lograr que
lt(jω) ≈ l1(jω) en ω < 0.5, l1(jω) es situado sobre el bound βl1(0.1).
Para lograr la colaboración con la planta p2(jω) en 0.5 ≤ ω < 2,
l1(jω) es situado 6 dB por debajo de βl1(0.5) y βl1(1). En ω ≥ 2,
el objetivo es que lt(jω) ≈ l2(jω). Para ello, ω ≥ 2 es la frecuen-
cia roll-off de l1(jω). La ganancia de lazo es reducida lo máximo
posible, violando momentáneamente los bound βl1(5), βl1(10) y
βl1(100), condiciones de diseño que serán cumplidas cuando se
diseñe l2(jω). Como la reducción de ganancia no presenta bounds
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que guíen el loop-shaping, se requerirá un re-diseño de l1(jω) en
alta frecuencia. Después del paso I, los controladores son:

cI
1(s) =

417(s + 0.1)
s(s + 2)2 , cI

2(s) = c0
2(s) = 0. (4.18)

Como consecuencia, se obtienen nuevos bounds βl2 para el loop-
shaping de l2(jω). Pueden compararse los nuevos bounds en la Fi-
gura 4.6 cuadro d, con los bounds iniciales mostrados en la Figu-
ra 4.6 cuadro b. Obsérvese como aparecen regiones de exclusión
en βl2(0.1). Por lo tanto, se deberá reducir la cantidad de realimen-
tación del lazo l2(jω) en ω < 0.5, donde el lazo l1(jω) logra por
sí mismo los objetivos de control. Del mismo modo surgen depre-
siones en βl2(0.5) y βl2(1), donde l2(jω) debe colaborar con l1(jω).
Por último, se obtienen los mismos bounds que en la etapa inicial
para ω = {5, 10, 100}, donde sólo l2(jω) es la encargado de las
tareas de control.

II.- Loop-shaping de l2(jω) (ver Figura 4.7 cuadro f). En primer lugar,
se reduce la ganancia de l2(jω) en ω < 0.5 para conseguir que
|l2(jω)| � |lt(jω)|. Entonces se logra que lt(jω) ≈ l1(jω). Este
ejemplo no necesita el empleo de una red de retraso, lo que per-
mite obtener un controlador c2(jω) de menor orden. En segundo
lugar, se sitúa l2(jω) sobre los bounds βl2(jω) en ω = {0.5, 1, 5, 10};
nótese como existe un exceso de realimentación en la frecuencia
ω = 1, cuyo propósito es ilustrar el proceso iterativo empleado
para optimizar el diseño. Finalmente, se reduce en alta frecuencia
ω ≥ 100 (frecuencia de roll-off ) la ganancia de l2(jω) tanto como
sea posible; como en un ejemplo clásico de diseño QFT. Después
del paso II, los controladores son:

cII
2 (s) =

193.2(s + 0.4)(s + 6.3)
(s + 11)(s2 + 1.2s + 0.51)

, cII
1 (s) = cI

1(s). (4.19)

Como consecuencia, pueden compararse los nuevos bounds βl1 en
la Figura 4.7 cuadro e, con los bounds del paso anterior en la Fi-
gura 4.6 cuadro c. Nótese como ahora l1(jω) cumple con todos
los bounds. Muéstrese especial atención en la Figura 4.7 cuadro e
y Figura 4.7 cuadro f, en las frecuencias en las que las plantas
colaboran. El reparto de la realimentación está cerca del óptimo
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en ω = 0.5 (l1(jω) y l2(jω) se encuentran sobre sus respectivos
bounds), pero esto no ocurre en ω = 1. Por lo tanto, es necesario
un pequeño reajuste para ahorrar realimentación en esta última
frecuencia.

III.- Ambos lazos son rediseñados de forma iterativa en la Figura 4.7
cuadro g y Figura 4.7 cuadro h. Gracias a la ayuda de herramientas
software, este proceso es muy sencillo. Los controladores finales
son:

c1(s) = cIII
1 (s) =

329.7(s + 0.088)
s(s + 1.5)(s + 2)

, (4.20)

y

c2(s) = cIII
2 (s) =

225.13(s + 1.1)(s + 6.95)
(s + 14.81)(s2 + 1.77s + 1.22)

. (4.21)

Puede comprobarse como l1(jω) logra por sí mismo los requisi-
tos de control en ω = 0.1, y comparte las tareas de control con
l2(jω) en ω = {0.5, 1}. Para ello, l1(jω) se sitúa sobre βl1 en
ω = {0.1, 0.5, 1}. Del mismo modo, l2(jω) cumple por sí sólo los
objetivos de performance en ω = {5, 10}. Para ello, l2(jω) se sitúa
sobre βl2 en ω = {0.5, 1, 5, 10}. Nótese como la disposición de los
bounds permitiría reducir las magnitudes de las ramas en ω > 1
para l1, y en ω < 0.5 y ω > 10 para l2. Sin embargo, se ha decidido
no realizar dichos ajustes dado que debe existir un equilibrio entre
el ahorro de realimentación y el orden de los controladores de las
ramas.

Análisis y comparaciones

A continuación, se compara el control en paralelo con ci=1,2(jω) (4.20)
y (4.21), con el control con controlador maestro, cm(jω). El controlador
maestro se diseña para la planta equivalente pe(jω) = p1(jω) + p2(jω)

para lograr las mismas condiciones de estabilidad y performance robustos.
Se diseña un único controlador aplicando QFT SISO

cm(s) =
192.6(s + 0.1)(s + 4.4)

s(s + 1)(s + 8.9)
. (4.22)

Para una comparación adecuada, se ha buscado que lm = cm pe cum-
pla exactamente con los bounds de diseño y reduzca lo máximo posible
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su ganancia de alta frecuencia. Por lo tanto, es la solución con la menor
cantidad de realimentación en cada frecuencia si el sistema presenta una
única entrada (óptimo QFT). La Figura 4.8 muestra cómo el módulo del
controlador maestro |cm(jω)| presenta un valor aproximadamente igual
al de los controladores obtenidos para el diseño MISO. La principal fuen-
te de ahorro de realimentación no proviene de situarse exactamente so-
bre los bounds de diseño (que los diseños SISO y MISO satisfacen), sino
de repartir de forma adecuada la realimentación entre las dos ramas. Nó-
tese como |c2(jω)| � |cm(jω)| en bajas frecuencias, donde p1(jω) es la
encargada de regular la salida, y |c1(jω)| � |cm|(jω)| en alta frecuencia,
donde trabaja p2(jω). De este modo, c2(jω) filtra las bajas frecuencias,
eliminando offsets innecesarios en el actuador de p2(jω), y c1(jω) filtra
las altas frecuencias, reduciendo la amplificación de señales de alta fre-
cuencia (cost of feedback) en el actuador de p1(jω).
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Figura 4.8: Respuesta frecuencial: (sup.) cantidad de realimentación, (inf.) coste
de la realimentación en lazo cerrado.
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La Figura 4.9 muestra claramente estos beneficios en la respuesta
temporal en lazo cerrado. Las entradas externas son: una perturbación
de tipo escalón d(t) en t = 0.5s, y el ruido del sensor v(t) generado
con una fuente de ruido blanco (Noise Power=0.001, Sample time=0.01
s). Todas las respuestas son mostradas con y sin la presencia del rui-
do (líneas azul y verde, respectivamente). Dado que se cumple que
l1(jω) + l2(jω) ≈ lm(jω) (una mejor aproximación puede lograrse em-
pleando controladores de mayor orden), las funciones de lazo cerrado
y/v y y/d son similares para las dos estrategias de control. De acuerdo
con ello, el performance para y(t) coincide para el control con controla-
dor maestro o con controladores de rama (sólo se muestra una respuesta
en la Figura 4.9), en presencia o ausencia de ruido. Por el contrario, el
esfuerzo de control muestra claras diferencias ya avanzadas en la Figu-
ra 4.8.

Podemos comparar las acciones de control u1(t)-u2(t) con la señal
um(t) en la Figura 4.9. Por un lado, la variable de control u1(t) está
mucho menos afectada por amplificaciones de las señales de ruido de
sensor, lo que evita fatigas innecesarias en el actuador de p1(jω). La
cuantificación exacta de este beneficio es la distancia entre |u1/v(jω)| y
|um/v(jω)|, lograda principalmente por la reducción de ancho de banda
durante el diseño de l1(jω). Por otro lado, la amplificación del ruido v(t)
afecta con la misma intensidad a las señales u2(t) y um(t). Sin embargo,
u2(t) retorna al punto inicial en estado estacionario y um(t) no. Com-
probar cómo se cumple que u2(t = ∞) ≈ 0, um(t = ∞) = u1(t = ∞)

en el dominio temporal, y que |u2/d(ω = 0)| ≈ −∞, |um/d(ω = 0)| ≈
|u1/d(ω = 0)| en el dominio frecuencial. De este modo, para pertur-
baciones acumulativas, en un primer instante la acción de control u2(t)
responderá rápidamente partiendo de cero, y en consecuencia, dispon-
drá de todo el rango de operación de la señal u2 para combatir una
perturbación, existiendo un menor riesgo de saturación. Ambas mejoras
(la reducción de ruido en u1(t) y el mantener a cero u2(t) en régimen
estacionario) son valiosas desde un punto de vista práctico, ya que en
las plantas físicas, los actuadores y sensores presentan limitaciones y
diversas no linealidades.

Como apunte final, los controladores c1(jω) y c2(jω) pueden obtener-
se como equivalentes de otras estructuras de control MISO (estructura
con maestro-esclavos y estructura serie). Recuérdese que los diseños reali-
zados con otras estructuras y metodologías son siempre transformables
a una estructura estrictamente paralelo como la de la Figura 4.1, pero el
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Figura 4.9: Respuesta temporal para el rechazo de perturbaciones.

proceso inverso no siempre es posible. En todo caso, el diseño óptimo
QFT con controladores (4.20) y (4.21) probablemente no será alcanzable
empleando otras estrategias de diseño que no cuantifican la cantidad de
realimentación y las posibilidades de colaboración entre plantas. Ade-
más, como se muestra en ejemplos posteriores, existen objetivos y condi-
ciones de diseño para sistemas MISO que son sólo abordables mediante
el empleo de la nueva metodología de diseño en paralelo.

4.4.2 Ejemplo 2: Intercambiador de calor

El intercambiador de calor es un ejemplo común de aplicación en inge-
niería donde se pueden emplear estrategias de control MISO [58, 100, 47].
La Figura 4.10 muestra el esquema del proceso a controlar, que incluye
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un intercambiador de calor, un refrigerador y una caldera. Compruébese
cómo la temperatura de salida del intercambiador de calor T(t) puede
ser regulada mediante el empleo de dos variables manipulables: el flujo
másico del fluido calefactor ṁh(t) o la señal que gobierna la potencia de
calentamiento δ(t) (determina la temperatura del fluido calefactor). El
flujo másico del fluido frío ṁc(t) actúa como una perturbación cuando
cambia la tasa de producción. Una combinación de las plantas PRO-
CON comercializada por Feedback Systems Inc. [40] permite configurar el
esquema mostrado en la Figura 4.10 a escala de laboratorio.

mh(t)

(t)

mc(t)

Calefactor

Refrigerador

Intercambiador
de calor

T(t)

TC1TC1

TC2TC2TC2TC2

TTTT

Figura 4.10: Esquema del proceso térmico a controlar.

Alrededor de un determinado punto de operación, pueden obtenerse
modelos lineales con la forma

pi(s) =
b3i s

3 + b2i s
2 + b1i s + b0i

s4 + a3s3 + a2s2 + a1s + a0
, (4.23)

identificados en [121]. Estos expresan las relaciones entre las dos varia-
bles manipulables y la variable controlada (p1 = T/δ y p2 = T/ṁh), y la
relación entre la perturbación y la salida (pd = T/ṁc).

Se definen un total de 112 casos de cómo se relaciona cada entrada con
la salida. Estos permiten generar la incertidumbre para los coeficientes
del numerador y denominador (4.23). La Figura 4.11 muestra la envol-
vente de las respuestas frecuenciales de las plantas. Puesto que todos los
modelos de planta son de fase mínima, sólo se muestra los diagramas
de Bode de magnitud.

La especificación de estabilidad robusta (4.7) junto con la cota (4.15)
permite obtener un margen de fase mínimo de 45o. El rechazo robusto
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Figura 4.11: Magnitud de la respuesta frecuencial de las plantas.

de perturbaciones es garantizado empleando (4.8) junto con un modelo
para la cota superior

Wd(s) =
1.2s(s + 1.6)(s + 5)

(s + 6)(s2 + 1.6s + 1.778)
. (4.24)

Tras aplicar el procedimiento descrito en la Sección 4.2 se determina
que el mejor reparto de tareas para minimizar la cantidad de realimen-
tación es el mostrado en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2: Reparto de la realimentación a lo largo de la frecuencia.

Ω 0.005 0.02 0.05 0.2 0.5 1 10

p1 × ×
p2 × × × × × ×

Se realizan los loop-shaping de l1o(jω) y l2o(jω) (ver Figura 4.12) para
conseguir los objetivos propuestos en la Tabla 4.2, obteniendo

c1(s) =
69.5(s + 0.0044)(s + 0.058)

s(s + 0.018)(s + 0.49)(s + 2.94)
, (4.25)

y

c2(s) =
8074.4(s + 0.003)(s + 0.052)(s + 0.54)
(s + 0.0027)(s + 0.016)(s + 4)(s + 20)

. (4.26)

En la Figura 4.13, se ilustra cómo las respuestas de lazo cerrado cum-
plen con los objetivos de diseño. En ella se muestran únicamente las
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Figura 4.12: Loop-shaping de controladores.

envolventes del conjunto de 112 respuestas correspondientes a cada una
de las plantas en el dominio de incertidumbre. Del mismo modo, puede
comprobarse como el esfuerzo de control cumple con la planificación
prevista en la primera etapa de diseño. En resumen, la originalidad de
este ejemplo recae en el carácter práctico de la planta MISO, la robustez
de la nueva metodología (se consideran modelos con incertidumbre), y
el reto de incorporar la entrada de perturbación a través de un modelo
con incertidumbre.

Con el objetivo de realizar comparaciones, se diseña un controlador
maestro

cm(s) =
280(s + 0.0044)(s + 0.058)(s + 0.38)(s + 0.58)

s(s + 0.018)(s + 0.49)(s + 4)(s + 20)
, (4.27)

para la suma de plantas pe(s) = p1(s) + p2(s), que permite obtener las
mismas especificaciones de control robusto.

La disposición en paralelo y la estructura con controlador maestro se
comportan igual si se atiende al performance de la salida. Sin embargo, el
empleo de controladores en paralelo es superior si se evalúan las señales
obtenidas para las acciones de control. Las mismas razones y beneficios
comentados en el ejemplo 1 pueden ser extendidos a este ejemplo.

En segundo lugar, se realiza una comparación entre la estructura pa-
ralelo y la estructura con maestro-esclavos. La estructura con maestro-
esclavos (Figura 2.7 con cm(jω) �= 1, c1(jω) �= 1, c2(jω) �= 1) puede con-
siderarse un caso particular de la estructura en paralelo (cm(jω) = 1), pe-
ro cómo se demostrará a continuación esta última es más versátil. Aten-
diendo a su funcionamiento, podemos renombrar el controlador esclavo
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Figura 4.13: Magnitud de la respuesta frecuencial en lazo cerrado. Especifica-
ciones y Acciones de control.

c1(jω) como filtro f1(jω) y el controlador esclavo c2(jω) como filtro
f2(jω). Se supone que c1(jω) (4.25) y c2(jω) (4.26) ya han sido diseña-
dos para una estructura de control en paralelo. Entonces, podemos obte-
ner controladores equivalentes para la estructura con maestro-esclavos.
Los controladores equivalentes deben cumplir: cm(jω) f1(jω) = c1(jω)

y cm(jω) f2(jω) = c2(jω). Una solución práctica puede ser diseñar en
primer lugar el controlador maestro cm(jω) en (4.27), el performance
logrado por éste debe coincidir con el logrado empleando el conjunto
c1(jω) (4.25) y c2(jω) (4.26). En segundo lugar, para superar las limita-
ciones que presenta el control con maestro en estructuras paralelo, se
diseñan los filtros f1(jω) y f2(jω) según: f1(jω) = c1(jω)/cm(jω) y
f2(jω) = c2(jω)/cm(jω), donde c1(jω) (4.25), c2(jω) (4.26). Este proce-
dimiento también puede realizarse en el Ejemplo 1. El procedimiento
inverso, es decir, la síntesis directa de los filtros f1(jω), f2(jω) y el con-
trolador cm(jω) aparentemente puede realizarse con éxito en el Ejemplo
1. Sin embargo, es extremadamente difícil llevarlo a cabo en en el se-
gundo ejemplo por los siguientes motivos. La metodología con controla-
dores maestro-esclavos comienza con el diseño de los filtros, y después,
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realiza el diseño del controlador maestro. Como primera dificultad, los
filtros deben lograr el reparto frecuencial de las tareas de control, pero
su diseño manual no emplea un criterio que cuantifique la realimenta-
ción. Además, la incertidumbre en los modelos de las plantas (p1(jω),
p2(jω)) dificulta la selección de la frecuencia de corte de los filtros. Otra
dificultad es que las perturbaciones son introducidas en el lazo de con-
trol a través de un modelo dinámico (pd(jω)) que impide predecir cual
es el mejor reparto frecuencial de la realimentación entre las plantas
en paralelo (p1(jω), p2(jω)), y por tanto, complica la parametrización
de los filtros. Una vez seleccionados los filtros de rama, el controlador
maestro debe ser diseñado, teniendo en cuenta las suma de las ramas
que contienen plantas y filtros. En esta etapa, la reducción de ganancia
de los filtros puede producir grabes problemas: filtros muy selectivos
producen una rápida atenuación de la ganancia, pero introducen fase
negativa en la rama. Entonces, las ramas pueden encontrarse en contra-
fase en algunas frecuencias. En estos casos, el controlador maestro no
puede lograr que las plantas colaboren dónde deben, puesto que la su-
ma vectorial lt(jω) = l1(jω) + l2(jω) presenta un menor módulo que las
ramas l1(jω) y l2(jω).

4.4.3 Ejemplo 3: Sistema MISO 1 × 3

A pesar de existir una gran cantidad de sistemas reales que presen-
tan más de dos entradas manipulables para gobernar una única salida,
pocas aplicaciones han sido documentadas hasta el momento [51]. De
hecho, sólo unos pocos trabajos científicos incorporan desarrollos para
sistemas con n entradas [78, 36, 52, 9, 127], dado el incremento de la com-
plejidad que lleva a cabo su consideración. En este sentido, el siguiente
ejemplo pretende demostrar el potencial de la nueva metodología de
diseño. Considérese un sistema con tres entradas manipulables y una
única salida objeto de control, cuyas funciones de transferencia están
determinadas por

pi(s) =
ki(ais + 1)

(bis + 1)(cis + 1)
, i = 1, 2, 3; (4.28)

que es particularizado para cada entrada i por k1 = 100, k2 = 10, k3 = 1,
a1 = 10, a2 = a3 = 0, b1 = 1000, b2 = b3 = 0.01, c1 = 0.1, c2 =

c3 = 0. Las perturbaciones son añadidas directamente en la salida sin
dinámica asociada, pd(jω) = 1. La dificultad de este ejemplo recae en
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que posee tres actuadores; la incertidumbre paramétrica ha sido excluida
de los modelos de las plantas pi(jω). La estabilidad robusta y el rechazo
robusto de perturbaciones pueden ser logrados garantizando (4.7) con
cota (4.15) y (4.8) con cota (4.16), respectivamente.

La sección superior de la Tabla 4.3 muestra la cantidad de realimenta-
ción |ci| demandada por cada una de las ramas ci pi en la fase de diseño
Θd ≈ −90◦ si dichas ramas tuviesen que garantizar el cumplimiento de
las especificaciones trabajando en solitario 8. En consecuencia con la par-
te superior de la Tabla 4.3 se selecciona el reparto de tareas entre ramas,
que es mostrado en la sección inferior de la Tabla 4.3. Revísese el criterio
de selección del reparto frecuencial de tareas de control indicado en la
Sección 4.2 si surgen dudas sobre el porqué de la selección hecha.

Tabla 4.3: (sup) Demanda de realimentación; (inf) Reparto de la realimentación.

Ω 0.001 0.01 0.05 0.1 0.5 1 5 10 100

|c1|dB 43 40 39 37 26 20 6 -3 20

|c2|dB 60 40 27 23 20 20 19 13 40

|c3|dB 80 60 46 40 26 20 5 -6 3

Ω 0.001 0.01 0.05 0.1 0.5 1 5 10 100

p1 × × × × × ×
p2 × × × × ×
p3 × × × × ×

De acuerdo a los resultados mostrados en la Tabla 4.3, el loop-shaping
de cada una de las ramas li(jω) es realizado de forma secuencial (los
diseños finales se muestran en la Figura 4.14). Los controladores alcan-
zados son:

c1(s) =
584.7(s + 0.0007)(s + 0.39)(s + 7.68)(s2 + 0.132s + 0.009)
s(s + 0.0068)(s + 0.08)(s + 9)(s + 86)(s2 + 0.98s + 0.33)

, (4.29)

c2(s) =
32.4(s + 0.1)

(s + 0.0087)(s + 0.63)(s + 5.27)
, (4.30)

8 En los ejemplos anteriores se representaban las necesidades de realimentación emplean-
do la diagramas de Nichols, que muestran las necesidades de diseño en todas las posibles
fases de diseño(−360◦, 0◦]. Aquí se simplifica el resultado a una única fase de diseño.
Nótese como la selección de la fase de diseño es una de las tareas del diseñador.
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Figura 4.14: Loop-shaping de los tres controladores en paralelo.

y

c3(s) =
6.155(s + 0.01)

(s + 0.007355)(s + 0.7128)
. (4.31)

La Figura 4.15 muestra el reparto de la realimentación a lo largo de la
frecuencia (Tabla 4.3) en términos de las ramas de lazo abierto |li(jω)|,
y su contribución a la función de lazo abierto total |lt(jω)| = |l1(jω) +

l2(jω) + l3(jω)|.
La originalidad de este ejemplo teórico recae principalmente en dos

desafíos: enfrentarse al problema del regulador en sistemas con más de
dos entradas manipulables, y hacer frente a sistemas con plantas en pa-
ralelo cuando parte de las plantas deben trabajar en bandas de frecuen-
cia disjuntas. Nótese como p1(jω) trabaja primero en ω ∈ [0.001, 0.01]
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Figura 4.15: Magnitud de la respuesta frecuencial en lazo abierto.

y después en ω ∈ [0.5, 10]. Esto produce que no exista un equivalente
a c1(jω) (4.29), c2(jω) (4.30), c3(jω) (4.31) en una estructura serie (Fi-
gura 2.5). Renómbrense los controladores de la estructura serie según:
cs

1(jω), cs
2(jω), cs

3(jω). Los controladores equivalentes para la estructura
serie, partiendo de los de la estructura paralelo, son: cs

1(jω) = c1(jω),
cs

2(jω) = −c2(jω)/c1(jω), cs
3(jω) = −c3(jω)/c2(jω); lo que produciría

un controlador c3(jω)s no propio (con mayor número de ceros que de
polos). El diseño de cs

i (jω) directamente empleando una estrategia para
la estructura serie no es viable en este ejemplo, ya que el reparto frecuen-
cial de las tares de control (Tabla 4.3) no permite una ordenación de las
plantas más rápidas a las más lentas9 (p1(jω) trabaja en intervalos dis-
continuos de frecuencia). Es decir, la estructura serie está concebida para
que cada planta trabaje en un sólo intervalo de frecuencia. Una descrip-
ción más detallada de las estructura serie y del diseño de controladores
QFT para dicha estructura se presenta en el Capítulo 8.

9 La estructura serie sólo es adecuada si las plantas pueden ordenarse en forma que
cada planta trabaje en un único rango de frecuencias. Perderá interés si las plantas
deben compartir tareas de control en una determinada banda de frecuencia y carecerá
de sentido su empleo si una o varias plantas deben trabajar en frecuencias disjuntas.





5
E S TA B I L I D A D E N S I S T E M A S M I S O

La estrategia de diseño presentada en el Capítulo 4 garantiza la esta-
bilidad del sistema de control mediante el empleo de una única inecua-
ción de diseño, tal como ocurre en un diseño QFT SISO. En el capítulo
anterior se omitió la justificación de dicha inecuación, así como las con-
diciones a cumplir durante el loop-shaping de controladores, con el fin de
simplificar la interpretación del método de diseño.

El presente capítulo analiza de forma detallada las condiciones a cum-
plir durante el diseño secuencial de los lazos del sistema MISO, para
que se garantice la estabilidad del conjunto en lazo cerrado. En primer
lugar, en la Sección 5.1 se evalúan las condiciones a cumplir por el sis-
tema cuando la estabilidad en lazo cerrado se establece acotando las
variaciones máximas en la magnitud y fase en la función de lazo total
lt. Estas corresponden con las condiciones empleadas hasta el momento
en el Capítulo 4. A continuación, en la Sección 5.2, se describen nuevas
inecuaciones que permiten garantizar la estabilidad del conjunto MISO
acotando las variaciones máximas en la magnitud y fase de cada una de
las plantas pi que forman parte del sistema.

Por último, en la Sección 5.3, se presentan las particularidades del di-
seño cuando se aplican las inecuaciones descritas en secciones anteriores
al diseño QFT MISO. En esta sección se describe como efectuar el loop-
shaping de controladores para alcanzar diseños óptimos desde el punto
de vista QFT.

Todos los resultados alcanzados en el presente capítulo para los siste-
mas MISO se obtienen a partir de las condiciones de estabilidad de los
sistemas SISO (véase Apéndice B) dentro del marco de diseño QFT.
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5.1 estabilidad miso referida al conjunto de ramas

Como se describió en el Capítulo 4, un sistema MISO gobernado me-
diante el empleo de la arquitectura de control paralelo de la Figura 4.1,
presenta un comportamiento en lazo cerrado determinado por

y =
pd(jω)

1 + lt(jω)
d − lt(jω)

1 + lt(jω)
v, (5.1)

donde li(jω) = pi(jω)ci(jω) corresponde con la función de transferencia
de lazo abierto de cada una de las ramas, y

lt(jω) =
n

∑
i=1

li(jω) (5.2)

con la función de lazo abierto total.
La estabilidad del sistema en lazo cerrado será garantizada si el sis-

tema es estable externa e internamente. Es decir, si todas las posibles
funciones de transferencia de lazo cerrado (y/d, y/n, ui/d, etc.) presen-
tan sus polos en el semiplano izquierdo. Recuérdese que para que en un
sistema SISO se garantice la estabilidad interna, debe garantizarse que
las raíces de

np(s)nc(s) + dp(s)dc(s) = 0, (5.3)

donde p(s) = np(s)/dp(s) y c(s) = nc(s)dc(s); pertenecen al semiplano
izquierdo. La condición anterior no se cumple cuando existen cancelacio-
nes de polos inestables con ceros RHP. Para comprobar dicha afirmación,
considérese una planta

p(s) =
np(s)

dp(s)dp(−s)
, (5.4)

donde dp(−s) contiene los polos inestables de la planta p(s); y un con-
trolador c(s) = nc(s)dp(−s)/dc(s), que contiene en su numerador a los
términos inestables de p(s). En este caso (5.3) toma la siguiente expre-
sión

np(s)nc(s)dp(−s) + dp(s)dp(−s)dc(s) =

dp(−s)(np(s)nc(s) + dp(s)dc(s)) = 0, (5.5)

Presentando siempre raíces en el semiplano derecho, y por lo tanto, dan-
do lugar a sistemas que no garantizan la estabilidad interna.
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En el caso MISO, de forma similar al caso SISO, la estabilidad interna
queda garantizada si las raíces de la ecuación característica

n

∏
i=1

dpi(s)dci(s) +
n

∑
i=1

npi(s)nci(s)∏
j �=i

dpj(s) = 0, (5.6)

donde las plantas pi corresponden con pi(s) = npi(s)/dpi(s), y los con-
troladores ci con ci(s) = nci(s)dci(s); se encuentran en el semiplano iz-
quierdo. Si se establecen cancelaciones entre los polos inestables de la
planta pi y los ceros del controlador ci,

pi(s) =
npi(s)

dpi(s)dpi(−s)
, ci(s) =

nci(s)dpi(−s)
dvi(s)

, (5.7)

la ecuación característica (5.6) toma la forma

n

∏
i=1

dpi(s)dpi(−s)dci(s)

+
n

∑
i=1

npi(s)nci(s)dci(−s)∏
j �=i

dpj(s)dpj(−s) = 0. (5.8)

Ecuación de la que pueden extraerse como factor común las raíces ines-
tables canceladas por los controladores

dpi(−s)

[
n

∏
i=1

dpi(s)dci(s) +
n

∑
i=1

npi(s)nci(s)∏
j �=i

dpj(s)

]
= 0, (5.9)

y que por lo tanto, incumple la condición para que se garantice la esta-
bilidad interna del sistema (todas sus raíces deben ser positivas).

En conclusión, para que un sistema MISO sea estable internamente,
deberán evitarse en todas las ramas las cancelaciones entre ceros y polos
RHP. Además, para garantizar la estabilidad externa, deberá asegurarse
que la función de lazo abierto total lt cumple con el criterio de Nyquist.

Despreciando el carácter multilazo del sistema y teniendo en cuenta
únicamente la función de lazo abierto total lt(jω), podemos garantizar la
estabilidad del sistema mediante la restricción de la función sensibilidad

|S(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs, (5.10)
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o sensibilidad complementararia

|T(jω)| =
∣∣∣∣ lt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ μt, (5.11)

tal como si se tratase de un sistema SISO1.
La estrategia de diseño presentada en el Capítulo 4 empleaba un cierre

secuencial de lazos, traducido en un diseño secuencial de controladores.
Por lo tanto, cuando se efectúa el loop-shaping del controlador ck(jω),
se considera que el resto de controladores ci �=k(jω) son constantes. La
inecuación (5.10) puede reescribirse según

|S(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + l−k(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs, (5.12)

donde

l−k(jω) = ∑
i �=k

li(jω) = ∑
i �=k

pi(jω)ci(jω) = lt(jω)− lk(jω), (5.13)

aglutina al conjunto de ramas a las que ck no pertenece. Del mismo
modo, la inecuación (5.11) pueden reescribirse según

|T(jω)| =
∣∣∣∣ l−k(jω) + lk(jω)

1 + l−k(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ μt. (5.14)

Uno de los problemas asociados al aplicar el procedimiento de diseño
descrito en el Capítulo 4 cuando se emplean las inecuaciones (5.12) o
(5.14), es que los contornos de diseño QFT obtenidos para llevar a cabo
el loop-shaping no se encuentran centrados en el punto (−180o, 0dB). El
desplazamiento de los contornos de estabilidad respecto al punto crítico
de estabilidad no es habitual en QFT y dificulta su interpretación para
lograr un diseño estable. A continuación, se analiza de forma detallada
las condiciones a cumplir por lk para que un sistema MISO garantice
las inecuaciones (5.10) y (5.11). Además se presenta un estudio de las
regiones de exclusión acotadas en el plano Real-Imag de lk y Mod-Arg
de lk. Este estudio permite una mejor comprensión del significado de la
inecuación, así como de sus limitaciones.

1 Condición empleada en los diseños realizados en el Capítulo 4.
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5.1.1 Estabilidad MISO en el plano Real-Imag

Como en el caso SISO, el estudio de las condiciones de estabilidad
se realiza empleando el criterio de Nyquist en el plano complejo Real-
Imag. Considérese en primer lugar un sistema MISO conformado por
plantas MP, es decir, con todos sus polos y ceros situados en el semiplano
izquierdo. Como en el caso SISO, el criterio de Nyquist establece que
el sistema será estable en lazo cerrado siempre que lt(jω) no presente
rodeos al punto −1. La diferencia principal con respecto al problema
SISO radica en que lt(jω) comprende la rama a diseñar lk(jω) y el resto
de ramas l−k(jω). Por lo tanto, desde el punto de vista de la rama a
diseñar lk(jω) aparece una función crítica −1− lk(jω) para la estabilidad,
dada la relación

1 + l−k(jω) + lk(jω) = 0 → lk(jω) = −1 − l−k(jω). (5.15)

En conclusión, el número de rodemos de lk(jω) a −1 − l−k(jω) deter-
mina el número de polos inestables del sistema en lazo cerrado. La di-
ficultad radica en que −1 − l−k(jω) es un punto crítico diferente para
cada frecuencia. Estudiar los rodeos a una función dependiente de la
frecuencia puede llegar a ser complejo, y debe definirse de forma cla-
ra qué condiciones deben cumplirse para garantizar la estabilidad del
sistema.

En la Figura 5.1 puede observarse la traza en el plano complejo de
una función lk(jω) con tres ganancias de control diferentes para la mis-
ma planta. También se representa la función crítica de estabilidad para
lk(jω), denominada ek(jω) = −1 − l−k(jω). A continuación, se analiza
la estabilidad para cada uno de los casos.

lk1(jω) no se cruza con ek(jω) y deja en todo momento a ek(jω)

a su izquierda si avanzamos hacia frecuencias crecientes. En este
caso el sistema será estable, puesto que lk(jω) no rodea a ninguno
de los puntos ek(jω).

lk2(jω) se cruza con ek(jω) en alguna frecuencia. El sistema podrá
ser estable o inestable en función de las posiciones relativas de
los lugares geométricos lk2(jω) y ek(jω) en frecuencias específicas.
Corresponde con el caso más complejo, ya que no puede determi-
narse la estabilidad con la información disponible en el diagrama.
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jv

lk3(jω) lk2(jω)

lk1(jω)

e(jω)

−1e(j0) lk(j∞)

Figura 5.1: Criterio de Nyquist MISO para tres funciones lk(jω).

lk3(jω) no se cruza con ek(jω) y deja en todo momento a ek(jω) a su
derecha si avanzamos hacia frecuencias crecientes. El sistema será
inestable, puesto que los puntos críticos son rodeados por lk2(jω).

Cuando lk(jω) y ek(jω) = −1 − l−k(jω) se cruzan, el primer paso es
obtener la pulsación de cruce ωc en la que lk(jωc) corta a ek(jω). En-
tonces, el punto crítico de estabilidad en dicha frecuencia es ek(jωc). A
continuación, se analiza su posición con respecto a lk(jωc) para determi-
nar la estabilidad. Se presentan dos opciones (ver Figura 5.2):

ek(jωc) = A. En este caso lk(jωc) deja al punto A a la izquierda
en el sentido creciente de frecuencias. Es decir, no se presentan
rodeos al punto crítico de estabilidad y el sistema en lazo cerrado
es estable.

ek(jωc) = B. En este caso lk(jωc) deja al punto B a la derecha en
el sentido creciente de frecuencias. Es decir, se produce un rodeo
al punto crítico de estabilidad, y por lo tanto, el sistema en lazo
cerrado presenta polos inestables.

A continuación, se justifica el criterio anterior estudiando la posición
de funciones de lazo respecto al punto crítico clásico −1 (como en el
caso SISO). La función de lazo abierto total lt(jω) se reescribe

lt(jω) = lk(jω) + l−k(jω) = lk(jω)− ek(jω)− 1. (5.16)



5.1 estabilidad referida al conjunto de ramas 125

u

jv

lk(jω)

ek(jω)

lk(jωc)

−1ek(j0)

B

A

Figura 5.2: Puntos que determinan la estabilidad MISO cuando lk(jω) corta a
ek(jω) = −1 − l−k(jω).

Considerando la frecuencia de cruce crítica ωc, la función −ek(jωc) −
1 toma un valor concreto, para el cual expresamos la función de lazo
abierto total como

l∗t (jω) = lk(jω)− ek(jωc)− 1. (5.17)

En la Figura 5.3 se obtienen las funciones l∗t1
(jω) y l∗t2

(jω), que corres-
ponden con ek(jωc) = A y ek(jωc) = B, respectivamente, en el ejemplo
mostrado en la Figura 5.2. Puede comprobarse como l∗t1

(jω) no presenta
rodeos al punto -1, dando lugar a un sistema estable en lazo cerrado. Por
el contrario, l∗t2

(jω) presenta un rodeo, dando lugar a un sistema inesta-
ble. Es decir, se confirman las conclusiones ya indicadas anteriormente.

u

jv

l∗t1
(jω)l∗t2

(jω)

e(jω)

lk(jω)

−1 − e(jω)

−1 − eA(jωc)

−1 − eB(jωc)

−1e(j0)

B

A

B

A

ωc

Figura 5.3: Criterio de Nyquist MISO respecto a −1.

Como en el caso SISO, cuando se realiza el diseño de un sistema de
control no sólo se busca que el sistema sea estable (estudio de la esta-
bilidad absoluta), sino que lo sea con unos ciertos márgenes (estudio
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de la estabilidad relativa). De este modo, se garantiza que distorsiones
desconocidas en la función de lazo abierto dentro de unos ciertos már-
genes no produzcan comportamientos inestables. Como se describe en
el Apéndice B, la forma tradicional de hacerlo es establecer restricciones
en la magnitud máxima de la función sensibilidad S o de la función sen-
sibilidad complementaria T. Esta idea es extrapolada a continuación a
los sistemas MISO.

Considérese en primer lugar la función sensibilidad S(jω) cuyo pico
de magnitud máximo es μs, que ha sido seleccionado según los criterios
expuestos en la Sección B.1. La inecuación puede expresarse según

|S(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + lt(jω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1
1 + lk(jω) + l−k(jω)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1
lk(jω)− ek(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs, (5.18)

donde |lk(jω)− ek(jω)| se relaciona de forma directa con μs a partir de

|lk(jω)− ek(jω)| ≥ α = μ−1
s . (5.19)

Expresando lk(jω) y e(jω) en coordenadas rectangulares (Real-Imag)
según: lk(jω) = u(jω) + jv(jω), e(jω) = ue(jω) + jve(jω); se sustituyen
en la inecuación y se obtiene

(u(jω)− ue(jω))2 + (v(jω)− ve(jω))2 ≥ α2, (5.20)

El límite acotado por la inecuación anterior en el plano de la función de
lazo abierto lk en cada frecuencia discreta representa una circunferencia
de radio α centrada en

u = ue(jω); v = ve(jω). (5.21)

Es decir, se generan un conjunto de circunferencias (una por cada
frecuencia discreta) que definen la región de exclusión para lk(jω), como
se ilustra en la Figura 5.4.

También puede definirse la estabilidad relativa acotando el pico máxi-
mo de la función sensibilidad complementaria a una magnitud μt, que
ha sido seleccionada según los criterios expuestos en la Sección B.1:

|T(jω)| =
∣∣∣∣ lt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ lk(jω) + l−k(jω)

1 + lk(jω) + l−k(jω)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ lk(jω)− ek(jω)− 1
lk(jω)− ek(jω)

∣∣∣∣ ≤ μt. (5.22)
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Figura 5.4: Regiones de exclusión para lk(jω) cuando se acota el pico de la
función sensibilidad. Y diseño de lk(jω) estable.

Y sustituyendo lk(jω) = u(jω) + jv(jω) y e(jω) = ue(jω) + jve(jω) se
obtiene

|T(jω)| =
√
(u(jω)− ue(jω)− 1)2 + (v(jω)− ve(jω))2√
(u(jω)− ue(jω))2 + (v(jω)− ve(jω))2

≤ μt. (5.23)

Simplificando la notación2 y desarrollando la ecuación anterior, se llega
a

u2(1 − μ2
t ) + 2u(ue(μ

2
t − 1)− 1) + (1 − 2ue + u2

e (1 − μ2
t ))

+ (1 − μ2
t )(v − ve)

2 ≥ 0; (5.24)

ecuación que con las transformaciones adecuadas representa una circun-
ferencia en el plano Real-Imag de lk. Para ello, se agrupan los términos
que contienen u según

(1 − μ2
t )

[
u2 − 2u

1 − ue(μ2
t − 1)

(1 − μ2
t )

]
, (5.25)

dando lugar a

(1 − μ2
t )

(
u − 1

(1 − μ2
t )

− ue

)2

−
(
1 − ue(μ2

t − 1)
)2

(1 − μ2
t )

. (5.26)

2 Se omite temporalmente la dependencia de ω
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Los términos que no dependen ni de u ni de v, pueden agruparse en el
lado derecho de la ecuación dando lugar a

(
1 − ue(μ2

t − 1)
)2

(1 − μ2
t )

− (1 − 2ue + u2
e (1 − μ2

t )); (5.27)

expresión que puede simplificarse en

μ2
t

(1 − μ2
t )

. (5.28)

Por último, se multiplica a ambos lados de la ecuación por (1 − μ2
t )

−1,
obteniendo(

u − 1
(1 − μ2

t )
− ue

)2

+ (v − ve)
2 ≥ μ2

t

(1 − μ2
t )

2
. (5.29)

El límite demarcado por la inecuación anterior en el plano Real-Imag de
lk se corresponde con una circunferencia centrada en el punto

u =
1

(1 − μ2
t )

+ ue, v = ve; (5.30)

con radio

r =
∣∣∣∣ μt

(1 − μ2
t )

∣∣∣∣ . (5.31)

Teniendo en cuenta que las coordenadas ue y ve dependen de la fre-
cuencia, se tiene una familia de circunferencias, que corresponden con
M-circles desplazados. Véase como la circunferencia obtenida si l−k(jω) =

0 se corresponde con el círculo M definido por la magnitud μt, dado que
en este caso se cumple que ek(jω) = −1, lo que implica: ue = −1, ve = 0;
produciendo que el centro de la circunferencia se sitúe en

u =
1

(1 − μ2
t )

− 1 =
μ2

t

(1 − μ2
t )

, v = 0. (5.32)

Es decir, cada circunferencia se encuentra desplazada a la izquierda del
punto ek(jω) una cantidad |1 − μ2

t |−1. Este desplazamiento lateral es
idéntico al obtenido en el caso SISO con respecto al punto -1.

En la Figura 5.5 se muestran las regiones de exclusión para tres fre-
cuencias de diseño, junto con un diseño de lk(jω) estable. En ella queda
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Figura 5.5: Regiones de exclusión para lk(jω) cuando se acota el pico de la
función sensibilidad complementaria. Y diseño de lk(jω) estable.

comprobado como la acotación de la función sensibilidad restringe un
círculo M equivalente al obtenido para un sistema SISO, pero desplaza-
do en el eje real una magnitud

1
(1 − μ2

t )
. (5.33)

Para el trazado del ejemplo mostrado en la Figura 5.5 se ha empleado
una cota μt = 3, dando lugar a un desplazamiento del centro de la
circunferencia en el eje real de −0.125. El radio de las circunferencias
corresponde con 0.375.

En conclusión, el empleo de las inecuaciones (5.18) y (5.22) permite
garantizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado con unos ciertos
márgenes, ya que imponen una región de exclusión para cada lazo lk
respecto a un punto crítico de estabilidad que depende de los demás la-
zos y que por lo tanto se desplaza con la frecuencia. El problema es que
dichas inecuaciones realmente establecen los márgenes de estabilidad
deseados para la función de lazo abierto total; y los márgenes resultan-
tes para cada función de lazo están supeditados al diseño secuencial. Así,
por ejemplo, si se emplea la inecuación (5.18) junto con una cota μs para
obtener un margen de ganancia de 5dB, el sistema será estable siempre
que el conjunto lt(jω) presente una variación en su magnitud inferior a
5dB. Sin embargo, esta condición no implica que cada una de las ramas
li(jω) que componen lt(jω) pueda cambiar su magnitud 5dB. La defini-
ción de márgenes concretos para cada lazo sería lo deseable, ya que la
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estabilidad relativa está normalmente asociada al desconocimiento de la
planta, o sea, en este caso a cada pi. El definir márgenes de estabilidad
para lt(jω) en vez de para li(jω) puede resultar especialmente proble-
mático cuando se diseña en el plano Mod-Arg, como es habitual en QFT.
La siguiente sección analiza estos problemas.

5.1.2 Estabilidad MISO en el plano Mod-Arg

Conocidos los criterios de estabilidad absoluta para sistemas MISO en
el plano complejo Real-Imag de la función de lazo, éstos se extrapolarán
al plano Mod-Arg en el que se realiza el loop-shaping de controladores
QFT (ver Capítulo 4). Como en el caso SISO, la transferencia de las con-
clusiones es directa, dada la equivalencia entre ambos planos. Como se
ha observado en la Figura 5.4 y la Figura 5.5, cuando empleamos este ti-
po de especificaciones de diseño, los contornos de exclusión para lk(jω)

se desvían en función de ek(jω) = −1 − l−k(jω), a diferencia del caso
SISO, donde dichos contornos de exclusión eran fijos con referencia en
el punto −1.

En la Figura 5.6 se muestra el efecto que produce el desplazamiento de
las regiones de exclusión en el plano Mod-Arg. Como era de esperar el
desplazamiento de los contornos es tal que la referencia no corresponde
con el punto (−180o, 0dB). Pero además, se observa como estos se de-
forman, comprimiéndose o expandiéndose cuando la función ek(jω) es
diferente de −1. Atendiendo al fenómeno de compresión de contornos,
puede comprobarse como la compresión es mayor cuanto mayor es el
módulo de |ek(jω)|, pudiendo llegar a ser prácticamente un punto cuan-
do la magnitud de ek(jω) aumenta suficientemente. Es decir, cuando se
diseñe la rama lk(jω), para un sistema en el que l−k(jω) presente alta
magnitud en un conjunto discreto de frecuencias, se obtendrán regiones
de exclusión para lk(jω) que tienden a transformarse en un punto en
dicho conjunto de frecuencias. De hecho, la naturaleza doblemente dis-
creta3 de QFT puede producir que no aparezcan contornos de exclusión,
ya que dicho punto puede situarse en una fase no considerada para el
cálculo del contorno QFT.

Por norma general, todos los diseños MISO exigen que la función
de lazo abierto total lt(jω) presente alta magnitud en baja frecuencia,

3 Se calculan los contornos de diseño para un conjunto discreto de frecuencias en un
conjunto discreto de fases.
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Figura 5.6: Esquema de la transformación de las regiones de exclusión en la
carta de Nichols obtenidas mediante la acotación de T.

|lt(j0)| >> 1, como condición necesaria para un adecuado rechazo de
perturbaciones. Dicha magnitud decrece con el aumento la frecuencia,
haciéndose menor a la unidad cuando nos aproximamos a la frecuencia
de cruce de fase. Por lo tanto, el fenómeno descrito anteriormente será
más pronunciado en el diseño de las ramas que trabajan en alta frecuen-
cia, ya que cuando se lleva a cabo su loop-shaping las ramas que trabajan
en baja frecuencia se encuentran ya diseñadas4. En el diseño de las ra-
mas que han de trabajar en alta frecuencia se observarán regiones de
exclusión en baja frecuencia muy pequeñas, que pueden incluso llegar a
desaparecer. Que este problema se produzca en baja frecuencia reduce
su importancia, dado que la estabilidad se determina en medias-altas
frecuencias, donde las ramas que aportan magnitud de baja frecuencia
se encuentran desconectadas del lazo de control, lo que produce que los
contornos de exclusión sean similares a los obtenidos en un diseño SISO.

A continuación, se cuantifica la compresión de los contornos. Estos
cálculos permiten comprender por qué tiene lugar la compresión de los
mismos, permitiendo una mejor interpretación de los problemas que
pueden aparecer cuando se emplean este tipo de especificaciones - (5.18)
y (5.22)- para definir la estabilidad robusta.

4 Recuérdese que el método de diseño propuesto establece un orden de cierre de lazos en
el que las plantas que trabajan en baja frecuencia se diseñan en primer lugar.
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En primer lugar , se cuantifica la deformación de los contornos para lk
obtenidos por acotación del pico de la función sensibilidad (5.18) cuan-
do se pasa del plano complejo Real-Imag al plano complejo Mod-Arg.
Recuérdese que esta especificación genera regiones de exclusión circula-
res centradas en el punto ek(jω) y con radio μ−1

s en el plano Real-Imag.
En el plano Mod-Arg se obtienen regiones de exclusión centradas en el
punto (∠ek(jω), 20 log |ek(jω)|), cuyas dimensiones dependen del módu-
lo de |ek(jω)|. La distancia relativa entre la altura máxima y mínima de
dicha región está determinada por

hdB(jω) = 20 log
|ek(jω)|+ μ−1

s

|ek(jω)| − μ−1
s

= 20 log
μs|ek(jω)|+ 1
μ|ek(jω)| − 1

, (5.34)

ecuación que puede obtenerse restando el módulo máximo y el mínimo
del área de exclusión en el plano Real-Imag (Figura 5.7). Del mismo mo-
do, la distancia relativa entre la fase máxima y mínima esta determinada
por

w(jω) = 2 arctan
μ−1

s
|e(jω)| = 2 arctan

(
1

|e(jω)|μs

)
, (5.35)

ecuación obtenida calculando el doble de la mayor distorsión en fase.
Puede comprobarse como los valores de hdB(jω) y w(jω) decrecen

con el incremento de |ek(jω)|, obteniéndose para |ek(jω)| = ∞ unas
dimensiones h(jω) = 0 y w(jω) = 0.

Véase como ejemplo un sistema MISO con dos ramas. La rama l1(jω)

se encuentra diseñada y presenta en dos frecuencias distintas los siguien-
tes valores: l1(jω1) = 99∠0o, l1(jω2) ≈ 0∠ − 180o. Para cada una de
las frecuencias se obtiene el contorno ek(jω), dando lugar a dos puntos:
e1(jω1) = 100∠− 180o, e1(jω2) ≈ 1∠− 180o. Si la estabilidad es definida
empleando la función sensibilidad S(jω) cuyo pico se acota con μs = 2,
obtenemos las siguientes regiones de exclusión:

Para ω1 se obtiene una región de exclusión en el plano Mod-Arg
cuya altura es

hdB = 20 log
100μs + 1
100μs − 1

= 0.0869dB, (5.36)

y su anchura es

w = 2 arctan
(

1
100μs

)
= 0.573o. (5.37)
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Figura 5.7: Contorno de estabilidad en el plano Real-Imag obtenido por aco-
tación del pico de la función sensibilidad: medidas características
para dimensionar el contorno en el plano Mod-Arg.

Es decir, el círculo en el plano Real-Imag se ha transformado prác-
ticamente en un punto del plano Mod-Arg, que puede no ser apre-
ciable si se emplea un cálculo de contornos en frecuencias discretas
(estrategia empleada en QFT).

Para ω2 se obtiene una región de exclusión en el plano Mod-Arg
cuya altura es

hdB = 20 log
1μs + 1
1μs − 1

= 9.54dB, (5.38)

y su anchura es

w = 2 arctan
(

1
100μs

)
= 53.13o, (5.39)

Es decir, el círculo en el plano Real-Imag se corresponde con una
amplia región de exclusión en el plano Mod-Arg, cuyas dimensio-
nes son similares a las de los contornos QFT para sistemas SISO.

A continuación, se cuantifica la deformación de los contornos para
lk obtenidos por acotación del pico de la función sensibilidad comple-
mentaria (5.22) cuando se pasa del plano complejo Real-Imag al plano
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complejo Mod-Arg. Recuérdese que en este caso, los contornos en el
plano Real-Imag son circunferencias (M-circles) desplazadas por la fun-
ción ek(jω) (Figura 5.5). En el plano de Mod-Arg se obtiene una región
de exclusión centrada en el punto

arctan

⎛
⎝ ve(jω)

1
(1−μ2

t )
+ ue(jω)

⎞
⎠ ,

10 log

((
1

(1 − μ2
t )

+ ue(jω)

)2

+ ve(jω)2

)
; (5.40)

cuya distancia relativa entre la altura máxima y mínima está determina-
da por

hdB(jω) = 20 log

√(
1

(1−μ2
t )
+ ue(jω)

)2
+ ve(jω)2 + μt√(

1
(1−μ2

t )
+ ue(jω)

)2
+ ve(jω)2 − μt

, (5.41)

ecuación que puede obtenerse restando el módulo máximo y el mínimo
del área de exclusión en el plano Real-Imag (Figura 5.8). Del mismo mo-
do, la distancia relativa entre la fase máxima y mínima está determinada
por

w(jω) = 2 arctan

μt
1−μ2

t√(
1

(1−μ2
t )
+ ue(jω)

)2
+ ve(jω)2

, (5.42)

ecuación obtenida calculando el doble de la mayor distorsión en fase.
Como en el caso anterior, las medidas hdB(jω) y w(jω) se reducen con

el aumento del módulo de ek(jω), sufriendo un comportamiento similar
al obtenido para la función sensibilidad.

Considérese el ejemplo anterior, en este caso empleando una cota
μt = 2 sobre el pico de la función sensibilidad complementaria T(jω).
Se obtienen regiones de exclusión con las siguientes características:

Para ω1 se obtiene una región de exclusión centrada en el punto
(0o, 40.02dB) cuya distancia máxima entre el extremos superior e
inferior está determinada por

hdB = 20 log
100.33 + 2/3
100.33 − 2/3

= 0.1154dB, (5.43)
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Figura 5.8: Contorno de estabilidad en el plano Real-Imag obtenido por acota-
ción del pico de la función sensibilidad complementaria: medidas
características para dimensionar el contorno en el plano Mod-Arg.

el ancho de dicha área de exclusión es

w = 2 arctan
(

2/3
100.33

)
= 0.7614o. (5.44)

Es decir, el círculo en el plano Real-Imag se ha transformado prác-
ticamente en un punto en el plano Mod-Arg, el cual puede no ser
ni tan siquiera apreciable en una frecuencia discreta.

Para ω2 se obtiene una región centrada en el punto (0o, 2.5dB) del
plano Mod-Arg cuya distancia máxima entre el extremos superior
e inferior está determinada por

hdB = 20 log
1.33 + 2/3
1.33 − 2/3

= 9.57dB. (5.45)

El ancho de dicha área de exclusión es

w = 2 arctan
(

2/3
1.33

)
= 53.25o. (5.46)

Es decir, el círculo en el plano Real-Imag se corresponde con una
amplia región de exclusión en el plano Mod-Arg, cuyas dimensio-
nes son similares a las de los contornos QFT para sistemas SISO.
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Llegados a este punto pueden determinarse una serie de conclusio-
nes sobre el significado de las inecuaciones de diseño - (5.18) y (5.22)-
analizadas hasta el momento.

1. El cumplimiento de dichas condiciones garantiza la estabilidad del
sistema MISO. Los márgenes de estabilidad relativa alcanzados
son referidos a la función de lazo abierto total. Es decir, el siste-
ma será estable siempre que el conjunto de ramas lt(jω) presente
variaciones en su magnitud o fase inferiores a las establecidas por
dichos márgenes. Su empleo puede ser adecuado siempre que se
comprendan sus particularidades.

2. Cuando se realiza el loop-shaping de controladores en el plano de lk
debe vigilarse la compresión de los contornos de estabilidad. Co-
mo en el caso SISO, en todas las frecuencias analizadas aparece
un contorno (bound) de estabilidad. Dicho contorno pueden encon-
trarse comprimido hasta tal punto que al manejar fases discretas
se reduzca a un punto o incluso desaparezca. En estos casos se de-
be prestar especial atención en cómo se realiza el loop-shaping de
lk, ya que dicho contorno existe y debe ser bordeado debidamente
para satisfacer el criterio de estabilidad de Nyquist.

3. Un diseño estable lt(jω) que garantice el cumplimiento de las es-
pecificaciones puede encontrarse muy próximo a la inestabilidad
debido a variaciones en alguna de sus ramas. Este fenómeno no es
habitual si se emplean las estrategias de diseño presentadas en el
Capítulo 4, ya que estas favorecen la consecución de diseños sufi-
cientemente estables en cada rama. No obstante, si se consideraran
únicamente 5 especificaciones de estabilidad, podrían obtenerse di-
seños en los que un pequeño cambio en la magnitud o fase de una
de las ramas produciría la inestabilidad del conjunto. La Figura 5.9
muestra un loop-sahping que ilustra dicho problema. Los contornos
de diseño obtenidos para la rama lk(jω) son generados emplean-
do la inecuación (5.22), junto con una cota μt = 1.3. Esta especi-
ficación garantiza que el sistema será estable siempre que lt(jω)

presente distorsiones en magnitud inferiores a 5dB y distorsiones
en fase inferiores a 45o. La figura muestra varios diseños de la ra-
ma k. El loop-shaping lka(jω) da lugar a un sistema estable en lazo
cerrado. Sin embargo, el loop-shaping lkb(jω) da lugar a un sistema

5 Se excluyen las especificaciones de performance.
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inestable en lazo cerrado. Véase como la distorsión en magnitud
entre ambos diseños es inferior a 5dB. Queda comprobado como
la compresión de los círculos de estabilidad puede producir que
diseños estables puedan volverse inestables debido a la presencia
de pequeñas variaciones de las plantas.
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Figura 5.9: Problemas producidos por la compresión de los contornos de esta-
bilidad.

5.2 estabilidad miso referida a cada rama

Para solucionar los problemas presentados en la sección anterior de-
ben emplearse nuevas especificaciones de diseño que garanticen el cum-
plimiento de márgenes de estabilidad relativos a cada rama, lo cual está
ligado al desconocimiento asociado al modelo de cada planta. Si el di-
seño de control satisface los contornos correspondientes, el sistema será
estable si la variación de las plantas es inferior a los márgenes previstos
para cada una de ellas. Estas condiciones son mucho más restrictivas que
la empleada en la sección anterior y, por lo tanto, darán lugar a contro-
ladores que emplean mayor cantidad de realimentación para satisfacer
el mismo performance.

La condición de estabilidad descrita en el párrafo anterior requiere
que los contornos de estabilidad no se compriman cuando se encuen-
tren desplazados del punto −1. Es decir, para sistemas sin incertidum-
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bre6, deberían obtenerse contornos de exclusión con idéntica forma y
dimensión a los obtenidos cuando el punto crítico de estabilidad se si-
túa en el punto (−180o, 0dBs), para cualquier valor de ek(jω). De este
modo, puede garantizarse una mayor robustez en el diseño.

En la sección anterior se ha demostrado que la compresión de los
contornos de estabilidad en el plano Mod-Arg, obtenidos mediante el
empleo (5.18) y (5.22), es debida a que ek(jω) desplaza el punto crítico de
estabilidad. Para solucionar este problema debe incrementarse el tamaño
de la región de exclusión en el plano complejo de lk cuando el módulo
de ek(jω) aumenta. De este modo, el incremento en la restricción de
diseño se compensa con la compresión de los contornos, dando lugar a
regiones de exclusión en el plano de Nichols con el mismo tamaño que
las obtenidas cuando ek(jω) = 0.

A continuación, se presentan dos nuevas inecuaciones de diseño, que
substituyen a (5.18) y (5.22). En primer lugar se estudia la modificación
necesaria cuando se desea acotar la sensibilidad complementaria. Para
ello analícense las ecuaciones (5.34) y (5.35), que estudian la compresión
de los contornos cuando se emplea una acotación de la función sensibi-
lidad (5.18). Del análisis previo se conoce que el tamaño del contorno
sólo es adecuado cuando |ek(jω)| = 1. En este caso se obtiene

hdB = 20 log
μs + 1
μs − 1

,

w = 2 arctan(μ−1
s ).

(5.47)

Si la cota μs se hace más restrictiva (más pequeña) en función del
módulo de ek(jω), puede compensarse la compresión del contorno. Si
se emplea como cota en(5.18) la función μs/|ek(jω)|,∣∣∣∣ 1

1 + l−k(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs

|ek(jω)| =
μs

|1 + l−k(jω)| ; (5.48)

las ecuaciones que determinan el tamaño de los contornos en el plano
de Mod-Arg de lk pasan a ser

hdB(jω) = 20 log
|ek(jω)|+ μ−1

s |ek(jω)|
|ek(jω)| − μ−1

s |ek(jω)|
= 20 log

μs + 1
μs − 1

, (5.49)

y

w(jω) = 2 arctan
μ−1

s |ek(jω)|
|ek(jω)| = 2 arctan

(
μ−1

s

)
. (5.50)

6 Los estudiados hasta este momento.
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Queda demostrado que con la modificación propuesta el tamaño del
contorno en el plano de Mod-Arg es constante e independiente de la
función ek(jω). Por lo tanto, se obtendrán contornos cuyo centro se sitúa
en ek(jω), y presentan idéntica forma y dimensión a la obtenida para un
contorno SISO.

La inecuación (5.48) puede ser expresada según∣∣∣∣ 1 + l−k(jω)

1 + l−k(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs, (5.51)

para dejar en el lado derecho únicamente la cota que no depende de la
frecuencia.

En el plano complejo Real-Imag de lk, la modificación anterior, (5.51)
frente a (5.18), produce un incremento de las regiones de exclusión. La
Figura 5.10 muestra este fenómeno. En ella se presentan las nuevas re-
giones de exclusión junto con un diseño de lk(jω) estable7. En línea
discontinua se muestra la función lk(jω) de la Figura 5.4. Véase cómo
se viola el contorno para ω3, aún cuando éste está determinado por una
función ek(jω) con módulo próximo a la unidad.
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lk(jω3)

−1ek(jω)

ω2

lk(jω1)

lk(jω2)

α|ek(jω1)|

α|ek(jω2)|

ω3ω1

Figura 5.10: Regiones de exclusión obtenidas mediante el empleo de la inecua-
ción (5.51).

La inecuación (5.51) es equivalente a emplear∣∣∣∣∣∣
1

1 + lk(jω)
1+l−k(jω)

∣∣∣∣∣∣ ≤ μs, (5.52)

7 Se emplean los mismos datos que en la Figura 5.4, pero en este caso empleando la nueva
inecuación de diseño (5.51).
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que establece que la función auxiliar lk(jω)/(1 + l−k(jω)) no penetre en
una zona circular de radio μ−1

s alrededor del punto −1 en el plano Real-
Imag (véase el paralelismo con la Figura B.4 para la función l(jω) en un
diseño SISO).

Entonces la estabilidad del sistema MISO para cada rama utiliza la
función de lazo abierto auxiliar

lk(jω)

1 + l−k(jω)
. (5.53)

Así, la estabilidad del conjunto MISO acotando la función sensibilidad
complementaria es∣∣∣∣∣∣

lk(jω)
1+l−k(jω)

1 + lk(jω)
1+l−k(jω)

∣∣∣∣∣∣ ≤ μt, (5.54)

donde μt representa la cota máxima y se escoge según lo expuesto en el
Apéndice B.

A continuación, se estudian las regiones acotadas por la inecuación
anterior en el plano Real-Imag de lk y en el plano Mod-Arg de lk. Para
ello se expresa la inecuación anterior en función de ek(jω), dando lugar
a ∣∣∣∣∣∣

lk(jω)
1+l−k(jω)

1 + lk(jω)
1+l−k(jω)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ lk(jω)

1 + l−k(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ lk(jω)

−ek(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ μt. (5.55)

Sustituyendo las componentes Real-Imag de lk y ek se obtiene√
u2(jω) + v(jω)2√

(u(jω)− ue(jω))2 + (v(jω)− ve(jω))2
≤ μt. (5.56)

Para obtener el contorno de exclusión en las coordenadas Real-Imag
de lk(jω) = u(jω) + jv(jω) se re-ordena convenientemente la expresión
anterior. En primer lugar, se eliminan las raíces y se pasa el denominador
a la parte derecha de la inecuación8

u2 − μ2
t u2 + 2μ2

t uue + v2 − μ2
t v2 + 2μ2

t vve ≤ μ2
t u2

e + μ2
t v2

e . (5.57)

8 Se elimina la dependencia de la frecuencia para simplificar la notación.
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A continuación, se agrupan los términos para expresarlos en función de
u(jω) y v( jω)

(1 − μ2
t )

[(
u +

ueμ
2
t

(1 − μ2
t )

)2

− u2
e μ4

t

(1 − μ2
t )

2

]
+

(1 − μ2
t )

[(
v +

veμ
2
t

(1 − μ2
t )

)2

− v2
e μ4

t

(1 − μ2
t )

2

]

≤ μ2
t (u

2
e + v2), (5.58)

y se pasan al lado derecho los términos que no dependen de éstos, obte-
niéndose(

u +
ueμ

2
t

(1 − μ2
t )

)2

+

(
v +

veμ
2
t

(1 − μ2
t )

)2

≤
(

μ2
t

√
u2

e + v2
e

(1 − μ2
t )

)2

. (5.59)

La ecuación anterior corresponde con la de una circunferencia con
centro en

μ2
t

(μ2
t − 1)

ek(jω); ∀μt > 1, (5.60)

y radio∣∣∣∣ μt

(1 − μ2
t )

∣∣∣∣ |ek(jω)|. (5.61)

En la Figura 5.11 se muestran las nuevas regiones de exclusión, obte-
nidas para el mismo ejemplo que en el mostrado en la Figura 5.5. Como
en el caso anterior se representan junto a las regiones de exclusión dos
diseños de lk(jω). El mostrado con línea continua, representa un diseño
estable que no viola los contornos, mientras que el mostrado con línea
discontinua corresponde con el de de la Figura 5.5 para la condición de
estabilidad (5.22). Este último diseño viola los contornos incluso en alta
frecuencia, donde ek(jω) presenta un módulo próximo a la unidad.

Conocido el tamaño de los contornos de exclusión, puede analizarse
el tamaño de los mismos en el plano Mod-Arg de lk. Para ello se siguen
los mismos pasos que se ilustraron con la Figura 5.8. El incremento de
altura del contorno se calcula

hdB(jω) = 20 log

μ2
t

μ2
t −1 |ek(jω)|+ μt

μ2
t −1

μ2
t

μ2
t −1 |ek(jω)| − μt

μ2
t −1 |ek(jω)|

= 20 log
μt + 1
μt − 1

, (5.62)
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Figura 5.11: Regiones de exclusión obtenidas mediante el empleo de la inecua-
ción (5.54).

que coincide con (5.41) cuando ek(jω) = −1. Es decir, presenta el mismo
tamaño que el contorno SISO. Y la anchura del contorno está determina-
da por

w(jω) = 2 arctan

μt
μ2

t −1 |ek(jω)|
μ2

t
μ2

t −1 |ek(jω)|
= 2 arctan

(
μ−1

t

)
, (5.63)

que coincide con (5.42) cuando ek(jω) = −1.

Por tanto, las nuevas especificaciones generan contornos para cada ra-
ma en el plano Mod-Arg de dimensiones equivalentes a un diseño SISO,
pero desplazados por la función ek(jω). De este modo, los márgenes de
estabilidad dan respuesta a posibles variaciones en la magnitud o fase
de cada una de las plantas. La Figura 5.12 muestra una comparativa
entre los contornos obtenidos empleando las especificación (5.22) y la
especificación (5.54). Estos últimos son los que restringen el mismo área
en todas las frecuencias, es decir, se establece el mismo margen de cam-
bio de pk a lo largo de la frecuencia, como ocurre en un diseño SISO de
planta única.

En la Figura 5.12 puede apreciarse otro de los problemas de los con-
tornos obtenidos con (5.22). Analícese el tamaño de los contornos obte-
nidos cuando ek(jω) presenta un módulo inferior a la unidad (contorno
de color cyan). En este caso, el contorno restringe una área mayor que
el contorno obtenido para (5.54). Es decir, aunque hasta ahora se había
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Figura 5.12: Comparativa entre los contornos obtenidos con (5.22) y (5.54).

puntualizado el problema de la compresión de los contornos, también
puede darse una expansión de los mismos cuando |ek(jω)| < 1. En estos
casos las inecuaciones de diseño (5.18) y (5.22) dan lugar a condiciones
de diseño más restrictivas.

Desde un punto de vista práctico es más conveniente el empleo de las
inecuaciones de diseño (5.51) y (5.54) para definir la estabilidad robusta
ya que consideran las variaciones de cada una de las plantas.

5.3 diseño miso secuencial estable

Conocida la forma y ubicación de los contornos de estabilidad obteni-
dos cuando se afronta un diseño QFT MISO, esta sección describe cómo
realizar el loop-shaping de cada una de las ramas lk(jω) cuando dispone-
mos de lazos l−k(jω) ya diseñados. La diferencia principal con el diseño
SISO radica en que ahora los contornos de estabilidad se encuentran
dispersos a lo largo del plano Mod-Arg de lk.

Tal como ocurre en el caso SISO, el sistema será estable si la rama
lk(jω) bordea en la frecuencia de roll-off 9 el contorno de estabilidad

9 Esta frecuencia marca el descenso de ganancia para ahorrar realimentación.
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βs(ω) por su esquina inferior derecha. En caso contrario el sistema será
inestable. Recuérdese que se considera en todo momento que no exis-
ten cancelaciones entre ceros y polos RHP, es decir, se considera que el
sistema presenta estabilidad interna.

La condición anterior, aparentemente sencilla, puede dar lugar a erro-
res de interpretación. En primera instancia, el diseñador que se enfrenta
por primera vez a un diseño MISO puede verse tentado a bordear todos
los contornos de estabilidad por su esquina inferior derecha (ver lk1(jω)

en Figura 5.13), tal como lo haría en un diseño SISO. En este caso, el
diseño dará lugar a un sistema estable en lazo cerrado10, pero se incurre
en sobrediseño, ya que se retrasa de forma innecesaria la frecuencia de
roll-off de la rama lk(jω).
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Figura 5.13: Diseños de la rama lk estables. Sobrediseño para lk1(jω), diseño
óptimo para lk2(jω).

Una evaluación más precisa de la condición de estabilidad permite
reducir la magnitud de la rama lk(jω) en las frecuencias en las que no
reporta beneficios al lazo de control, reduciendo el sobrediseño y per-
mitiendo alcanzar un diseño óptimo desde el punto de vista de QFT
(véase lk2(jω) en la Figura 5.13). Para ello, se toma como referencia la
frecuencia de roll-off deseada ωc. Se deberán dejar a la izquierda todos
los contornos βs(ω) obtenidos para frecuencias ω < ωc. En particular

10 Véase como este diseño representa una situación idéntica a la ilustrada en la Figura 5.1
por la rama lk3 (jω).
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el contorno βs(ωc) se debe bordear por la derecha aproximándose lo
más posible a la esquina inferior derecha. Los contornos de estabilidad
βs(ω) de alta frecuencia ω > ωc pueden dejarse a la derecha de la rama
lk(jω). Por otro lado, el cierre secuencial de lazos propuesto en la Sec-
ción 4.3 facilita el diseño, ya que se efectúa en última instancia el diseño
de las ramas que trabajan en alta frecuencia, facilitando la obtención de
un diseño estable. A continuación se ilustran estas peculiaridades.

5.3.1 Plantas estables

A continuación, se presentan los posibles escenarios cuando ningu-
na de las plantas del sistema MISO de partida presenta polos en el el
semiplano derecho (se excluye el eje jω).

En función de las tareas asignadas a cada una de las ramas, pueden
distinguirse tres casos: ramas que trabajan en alta frecuencia, ramas que
trabajan en media frecuencia, ramas que trabajan en baja frecuencia. A
continuación, se muestran una serie de pautas que representan la evolu-
ción de un diseño MISO común si se emplean las pautas descritas en el
Capítulo 4.

Ramas que trabajan en baja frecuencia.

Cuando se lleva a cabo el diseño de la rama lk(jω) que trabaja en baja
frecuencia, los controladores del resto de ramas se encuentran sin dise-
ñar ci �=k(jω) = 0. Este hecho produce que los contornos de estabilidad se
encuentren centrados en el punto (0dB,−180o), dado que ek(jω) = −1.
Si se siguen las pautas indicadas en la Sección 4.3, el controlador deberá
proporcionar una reducción brusca en la ganancia de la rama cuando se
alcance la pulsación de roll-off, pulsación a partir de la cual la rama de-
be ser desconectada del lazo de control11. Los contornos de estabilidad
serán violados de forma transitoria en medias/altas frecuencias.

Como se observó en la Sección 4.3, cuando se sintonicen los controla-
dores del resto de las ramas, ci>k, el sistema global en lazo cerrado será
estable12. En esencia, las incorporación de las ramas li>k en el diseño
secuencial produce una reubicación de los contornos de estabilidad vio-

11 Recuérdese que la frecuencia de roll-off es determinada en la primera etapa de diseño,
en la que se planifican las tareas asignadas a cada rama.

12 Siempre que el último diseño cumpla en todas las frecuencias con la condición de esta-
bilidad.
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lados inicialmente por lk, de tal modo que pasarán a ser respetados tras
el diseño del último lazo. Si se calculan los contornos de diseño para rea-
lizar un nuevo ajuste del controlador de rama, o para validar el diseño,
se observará la siguiente disposición de contornos:

Los contornos de estabilidad en baja frecuencia se encuentran des-
plazados verticalmente con respecto del punto crítico de estabili-
dad. Esto es debido a que las ramas que trabajan en medias/bajas
frecuencias, presentan cierta magnitud en dichas frecuencias. Pese
a ello, los contornos de baja frecuencia no ponen en riesgo la esta-
bilidad del sistema, ya que esta magnitud es inferior a la deman-
dada por la especificación de diseño, y por lo tanto, los contornos
se encuentran por debajo de la especificación de performance.

En medias frecuencias las ramas li �=k decrementan su magnitud,
produciendo un descenso de los contornos de estabilidad. Este des-
censo se encuentra acompañado por un desplazamiento hacia la
izquierda, debido a la reducción de fase en las ramas. Nótese que
en dichas frecuencias lt(jω) ≈ l−k(jω), y considerando que en me-
dias frecuencias la magnitud de lt(jω) sigue siendo muy superior
a la unidad podemos aproximar la magnitud de ek(jω) por

|ek(jω)| ≈ | − lt(jω)| = |lt(jω)|, (5.64)

y su fase por

∠ek(jω) ≈ −180o +∠lt(jω). (5.65)

El desplazamiento descrito es el encargado de producir que los
contornos de estabilidad violados inicialmente cumplan con la con-
dición de diseño, ya que ahora se encuentran a la izquierda de la
rama lk.

En alta frecuencia, las ramas li �=k alcanzan su frecuencia de roll-off
y reducen bruscamente su magnitud para desconectarse del lazo
de control, produciendo que los contornos que en media frecuen-
cia se encontraban desplazados pasen en alta frecuencia a situarse
centrados en el punto (0dB,−180o). En estas frecuencias la rama
lk(jω) dejará a dichos contornos de alta frecuencia a su derecha. Si
todo el proceso de diseño se ha efectuado de forma adecuada, los
contornos βs(ω) anteriores a ωc se encontrarán a la izquierda de
la rama lk(jω) y los contornos βs(ω) posteriores a ωc a la derecha
de la misma. Siendo ωc es la frecuencia de roll-off para lk(jω).
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Ramas que trabajan en media frecuencia.

En media frecuencia, las ramas que trabajan en baja frecuencia se des-
conectan del lazo de control, dejando las labores de control a la rama/-
ramas que deben hacerse cargo del mismo en dichas frecuencias. Del
mismo modo, las ramas que únicamente trabajan en alta frecuencia se
encuentran desconectadas (se diseñan en último lugar), de modo que se
obtiene la siguiente situación:

En baja frecuencia ek(jω) = −(1+ l−k) ≈ −lt(jω). Es decir, los con-
tornos de estabilidad en baja frecuencia se encuentran desplazados
verticalmente. Además, si las ramas de baja frecuencia incorporan
un integrador (característica habitual en la mayor parte de los di-
seños) estos se encontrarán desplazados a la izquierda, partiendo
de la fase -270o. Las estabilidad será garantizada en dichas fre-
cuencias de forma sencilla, ya que la rama lk(jω) se situará en baja
frecuencia en el cuadrante (−180o, 0o], evitando la intersección con
los contornos.

En medias frecuencias las ramas que trabajan en baja frecuencia
se desconectan del lazo de control, produciendo que los contor-
nos tiendan a acercarse al punto (0dB,−180o). Una desconexión
agresiva de dichas plantas puede producir que los contornos de
estabilidad se sitúen en algunas frecuencias a la derecha de la fase
−180o, dado que para desconectar las plantas es necesario aña-
dir una serie de polos en el controlador que pueden producir un
rápido decremento de la fase, confiriendo a la rama l−k una fase
inferior a -180o cuando todavía presenta una magnitud elevada en
comparación con la unidad.

En alta frecuencia ek(jω) ≈ −1. Es decir, los contornos se encuen-
tran centrados en el origen, tal como si de un diseño SISO se trata-
se.

El loop-shaping de lk(jω) se efectúa como en el caso anterior, cum-
pliendo con las especificaciones en las frecuencias de trabajo y violando
los contornos de estabilidad en frecuencias mayores a la de roll-off. Co-
mo ocurría en el caso anterior, el diseño posterior del resto de ramas
producirá que los contornos inicialmente violados en alta frecuencia se
re-ubiquen y pasen a dejar de estar violados. Todos los lazos finalmente
cumplirían sus contornos de estabilidad.
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Ramas que trabajan en alta frecuencia.

Cuando se efectúa el loop-shaping de las ramas que trabajan en alta
frecuencia el loop-shaping del resto de lazos está ya realizado. Por lo
tanto, los nuevos diseños deberán cumplir en todas las frecuencias con
las condiciones impuestas por los contornos de estabilidad. Téngase en
cuenta que en este caso no existe una rama adicional que pueda corre-
gir las deficiencias de ésta, tal como ocurría en los casos anteriores. Si
se ha seguido el procedimiento de diseño propuesto en la Sección 4.3,
las ramas ya diseñadas l−k(jω) y que trabajan en media/baja frecuencia
corresponden con lt(jω), de forma que se cumple lt(jω) ≈ l−k(jω). Por
lo tanto, ek(jω) presentará una magnitud muy elevada para ω = 0 que
decrece con la frecuencia. Del mismo modo en alta frecuencia la mag-
nitud de ek(jω) tiende a cero. Si se cumple esta premisa, los contornos
de estabilidad βs(ω) se encontrarán centrados en el punto crítico. Lo
más habitual13 es que comiencen en la fase −270o y converjan con el
aumento de la frecuencia hacia el punto (0dB,−180o). Como en el caso
anterior, una desconexión agresiva de las ramas que trabajan en frecuen-
cias anteriores a las de la rama lk(jω) puede producir que aparezcan de
forma puntual contornos desplazados a la derecha de −180o.

Como puede comprobarse la estabilidad queda garantizada de forma
sencilla pese a que el estudio inicial pueda parecer complicado. Como
puede comprobarse, no es necesario evaluar la pulsación de cruce ωc, ya
que en última instancia es la rama de alta frecuencia la que garantiza la
estabilidad del conjunto de los lazos.

5.3.2 Plantas inestables

Cuando las plantas que componen el sistema MISO presentan polos
en el semiplano derecho (inestables) debe prestarse especial atención
cuando se efectúa el loop-shaping de controladores. Esto es debido a que
la estabilidad requiere de una condición adicional que puede no ser evi-
dente. Recuérdese como en el caso SISO para estabilizar un sistema con
polos inestables es necesario aumentar su fase para que se sitúe en el in-
tervalo (−180o, 0o] antes de alcanzar la pulsación de cruce de ganancia.
Todo ello, sin penetrar el contorno de estabilidad (ver Figura B.10). De
forma análoga, cada una de las ramas del sistema MISO que presente

13 Se considera la existencia de un integrador en l−k(jω), empleado en la mayor parte de
los casos para eliminar el error en régimen permanente.
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polos inestables, deberán aumentar la fase y cruzar de izquierda a dere-
cha la línea descrita por ek(jω) respetando el contorno correspondiente
antes de alcanzar la pulsación de cruce ωc. Téngase en cuenta que se
describe la condición como si el diseño fuese a efectuarse en modo multi
sheet o multi ventana. Esta condición es más compleja de interpretar y
puede dar lugar a errores si no se efectúa el diseño de forma adecuada.

Como se describe en el Capítulo 6, para los primeros diseños, se reco-
mienda emplear segmentos verticales acompañados de los contornos de
estabilidad, aunque estos no son fundamentales. Su función principal
es determinar cuando se ha rebasado la fase crítica, que en este caso se
desplaza con la frecuencia.

La Figura 5.14 muestra un ejemplo de aplicación, desarrollado especí-
ficamente para ilustrar el problema de diseño. En dicha figura se mues-
tran la función ek(jω) junto con dos diseños para la rama lk(jω). El di-
seño lk1(jω), pese a penetrar en las regiones de exclusión y parecer más
complejo corresponde con un diseño estable. Por el contrario, el diseño
lk2(jω), que bordea todos los contornos por la derecha, reporta una con-
figuración inestable en lazo cerrado. Esto es debido a que se precisa un
cruce con el lugar geométrico crítico antes de alcanzar ωc para satisfacer
el criterio de Nyquist, por tratarse de una planta inestable.
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Figura 5.14: Diseños de rama para planta inestable. Estable en lazo cerrado pa-
ra lk1(jω), inestables para lk2(jω).
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O de otro modo, la clave del análisis radica en el número de cruces
de izquierda a derecha de ek(jω). Dado que pk(jω) presenta un polo
inestable, demanda un cruce por la fase crítica para ser estabilizado. En
este caso la fase crítica se desplaza con la función ek(jω), y no se encuen-
tra anclada en −180o. Si se analizan las frecuencias discretas de ek(jω)

y lk2(jω), puede comprobarse como lk2(jω) se encuentra en todo mo-
mento a la derecha de ek(jω), y por lo tanto no se presentan cruces de
izquierda a derecha. Este es el motivo por el cual el sistema resultante en
lazo cerrado es inestable. Por el contrario, si se analizan las frecuencias
discretas para lk1(jω), puede comprobarse como existe un cruce de iz-
quierda a derecha en baja frecuencia, ya que la primera pulsación (color
rojo) se encuentra a la izquierda de ek(jω) y la segunda (color azul) a la
derecha. Este cruce se produce antes de la pulsación de cruce ωc (color
gris), por lo que el sistema presenta un cruce por la fase crítica, dando
lugar a un sistema estable.



6
M I S O Q F T PA R A P L A N TA S Q U E N O S O N D E FA S E
M Í N I M A

Una gran parte de los sistemas MISO reales presentan modelos di-
námicos que contienen ceros/polos en el semiplano derecho (RHP) o
retardos [2, 83], implicando nuevos retos para el control de los mismos.
Como se muestra en la Sección 2.4, la mayor parte de las estrategias de
diseño analizan exclusivamente la existencia de una planta rápida y cara
junto con una planta lenta y barata, conteniendo esta última un retado
o cero RHP. Por lo tanto, estas estrategias son poco flexibles y restan
generalidad a los procedimientos de diseño. Además, como se ha descri-
to en el Capítulo 5, los sistemas MISO con plantas que presentan polos
en el semiplano derecho suponen un reto de diseño para su estabiliza-
ción [52]; este tipo de sistemas han sido poco estudiados en la literatura
científica.

El presente capítulo extiende la metodología general de diseño pre-
sentada en el Capítulo 4 a sistemas donde las plantas pueden presentar
polos/ceros RHP o retardos. Como en el método general, el objetivo es
que cada controlador emplee la mínima cantidad de realimentación (mí-
nima ganancia) en cada frecuencia para satisfacer el performance y estabi-
lidad robustos prescritos. La principal diferencia radica en que ahora se
deberán tener en cuenta los problemas/limitaciones impuestos por los
polos/ceros RHP y retardos. Para ello, es necesaria una reformulación
de los criterios que determinan el reparto de las tareas de control a lo
largo de la frecuencia entre las plantas. Para los avances propuestos se
parte de las consideraciones de la metodología QFT para sistemas SISO,
en cuanto a las limitaciones en el ancho de banda de los sistemas con
retardos ó ceros RHP estudiadas en [133, 68, 135], y en cuanto a los requi-
sitos necesarios para estabilizar los sistemas con polos RHP estudiados
en [22, 18].
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6.1 planteamiento del problema de control

Tradicionalmente el control de sistemas con comportamientos de fase
no mínima (retardos o ceros RHP) o inestables (polos RHP) recibe un
tratamiento específico dentro de la teoría de control. Habitualmente se
modifican convenientemente las metodologías para sistemas de fase mí-
nima. La metodología QFT MISO propuesta en el Capítulo 4, emplea los
contornos βci(ω) para establecer cual es el reparto de tareas de control
idóneo. Véase como dichos contornos no expresan las limitaciones inhe-
rentes a las plantas cuando éstas presentan dinámicas en el semiplano
derecho o retardos. Por lo tanto, es de esperar que la planificación del re-
parto de tareas no sea la adecuada, desembocando en diseños que impli-
can un mayor coste de realimentación o simplemente son inalcanzables.
La naturaleza del problema es la misma que aparece en los contornos de
diseño βl(ω) de sistemas SISO cuando la planta no es de fase mínima.
Las conclusiones expuestas en [68, 18] para los sistemas SISO se apro-
vecharán a continuación para extender la metodología propuesta en el
Capítulo 4 a sistemas MISO cuyas plantas presentan polos/ceros en el
semiplano derecho o retardos.

terminología . Dado que existen diferentes denominaciones en la
literatura científica, se considera necesario detallar en primer lugar la
terminología empleada en el presente documento:

Un sistema lineal invariante en el tiempo es denominado como
sistema de fase mínima (MP) si el sistema y su inversa son causales
y estables. Si no se cumplen dichas condiciones el sistema no es MP
1. De acuerdo a dicha definición, un sistema que no presente ceros
RHP, polos RHP y retardos es definido como sistema MP.

Los sistemas que son causales y estables pero su inversa es cau-
sal e inestable son denominados como sistemas de fase no mínima
(NMP). Por lo tanto, los sistemas NMP no abarcan a todos los siste-
mas que no son MP. De acuerdo a la definición anterior, un sistema
estable con ceros en el semiplano derecho RHP es denominado co-
mo sistema NMP. Del mismo modo, los sistemas que contienen
retardos no están incluidos dentro de la categoría NMP, salvo que

1 Nótese que no es equivalente decir que un sistema no es de fase mínima (no es MP) a
decir que un sistema es de fase no mínima (es NMP)
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se emplee la aproximación de Padé. Otro tipo de sistemas comple-
tamente diferentes son los que presentan polos RHP (inestables).
En general y para facilitar la comprensión, los sistemas que no se
correspondan con los de MP serán definidos en función de su ele-
mento particular, es decir: sistemas con polos RHP, sistemas con
ceros RHP, sistemas con retardos, o combinaciones de los anterio-
res. Sistemas con dinámicas RHP engloba a los sistemas con polos
y/o ceros RHP.

Un sistema con ganancia inversa (o negativa) denota que en esta-
do estacionario presentará una respuesta temporal con signo ne-
gativo si la entrada presenta signo positivo. Esta característica no
debe ser confundida con la respuesta inversa inicial obtenida en
los sistemas con ceros RHP.

6.2 antecedentes y estudio preliminar

En el Capítulo 4 se ha presentado la metodológica de diseño de contro-
ladores robustos que permite obtener controladores ci=1,...,n de ganancia
mínima cuando las plantas pi=1,...,n son MP. Recuérdese que dicha meto-
dología consta de dos etapas:

etapa 1 : reparto de la realimentación. Se planifica el reparto
de las tareas de control entre las diferentes plantas, de forma que
se extraiga el máximo potencial de las plantas en cada frecuencia.
Para ello, primero se calculan en un conjunto de frecuencias dis-
cretas contornos QFT denominados βci(ω). Estos expresan la mag-
nitud demandada por el controlador |ci(jω)| en cada frecuencia si
su rama trabajara en solitario para satisfacer las especificaciones de
control robusto. Se presenta un criterio que permite comparar los
diferentes βci(ω) para determinar en qué frecuencias debe trabajar
cada planta, en solitario o en colaboración con otras; o si debe ser
inhibida para ahorrar realimentación. Este criterio debe ser modifi-
cado cuando se trabaja con plantas que presentan dinámicas RHP
o retardos. Dicha modificación corresponde con la principal apor-
tación del presente capítulo.

etapa 2 : diseño de controladores . Se calculan contornos de di-
seño βli(ω) en un conjunto discreto de frecuencias. Empleando
dichos contornos de diseño se realizan los loop-shaping de cada
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lio(jω) para satisfacer el reparto de tareas planificado en la Etapa
1. Se facilita una serie de reglas que permiten reducir el número
de iteraciones. Cuando nos enfrentamos a sistemas que presentan
dinámicas RHP o retardos, se debe prestar especial atención a las
limitaciones en el ancho de banda. A parte de los retos que estas
limitaciones imponen en los loop-shaping se considera que el lector
posee suficiente habilidad para llevar a cabo los mismos2, por lo
que no se incluyen descripciones detalladas en los ejemplos inclui-
dos en el presente capítulo.

Antes de enunciar las modificaciones necesarias para afrontar un dise-
ño MISO con dinámicas RHP o retardos, debe hacerse una revisión del
método [68, 18] empleado en QFT SISO cuando se tienen plantas con
dinámicas RHP o retardos. Considérese p(s) la función de transferen-
cia de una planta cuyo numerador n(s) o denominador d(s) contienen
dinámicas RHP o retardos. Ésta puede reescribirse como

p(s) =
n(s)
d(s)

=
n1(s)n2(−s)
d1(s)d2(−s)

, (6.1)

donde n1(s) y d1(s) contienen las dinámicas LHP de numerador y de-
nominador, y n2(−s) y d2(−s) las dinámicas RHP y retardos. Siendo
p(s) una planta con incertidumbre, la planta nominal podrá expresarse
según

po(s) =
no(s)
do(s)

=
n1o(s)n2o(−s)
d1o(s)d2o(−s)

(6.2)

Se define p′o(s) como una planta MP con idéntica magnitud a po(s):

p′o(s) = po(s)a(s) =
n1o(s)n2o(s)
d1o(s)d2o(s)

, (6.3)

donde

a(s) =
n2o(s)d2o(−s)
n2o(−s)d2o(s)

. (6.4)

En consecuencia, p′o(s) no presenta ninguna dinámica RHP ni retardos.
En el dominio de la frecuencia, las funciones de transferencia (6.2), (6.3)

2 En caso contrario se recomienda una nueva lectura y realización paso a paso del Ejemplo
1 mostrado en la Sección 4.4.
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y (6.4) pueden ser reescritas como números complejos: po(jω) = |po|∠θo,
p′o(jω) = |po|∠θ′o y a(jω) = 1∠θa, cuya magnitud y fase dependen de la
frecuencia. La relación entre estos números complejos viene dada por

po(jω) = |po|∠θo = |po|∠(θ′o − θa) = p′oa−1; θ′o = θo + θa. (6.5)

Bajo estas premisas, el diseño QFT SISO para plantas con dinámicas
RHP y retardos puede llevarse a cabo empleando como plantas nomina-
les po(jω) o p′o(jω), indistintamente [133, 68, 18]. En el primer caso, los
contornos de diseño βl(ω) no muestran los desfases adicionales intro-
ducidos por los elementos RHP o retardos. Estos efectos son inherentes
a po(jω), y en consecuencia, se advertirán durante el loop-shaping del
lo(jω). En el segundo caso, al utilizar una planta nominal p′o(jω) esta-
ble y MP, se producirá un desplazamiento en fase de los contornos de
diseño

β′
l(ω) = βl(ω) · 1∠θa(ω), (6.6)

que refleja las limitaciones del diseño antes de acometerlo. Esta última
disposición de contornos es por tanto muy útil en las etapas de análisis,
pero requiere de ciertas precauciones si se utiliza para el loop-shaping
de l′o(jω). La más importante es tener en cuenta el desplazamiento del
punto de estabilidad. Dada la relación

1 + l(jω) = 1 + l′(jω)a−1(jω) = 0 → l′(jω) = −a(jω), (6.7)

el punto de estabilidad crítica es ahora (0dB,−180◦ + θa(ω)). Por lo tan-
to, dicho punto se traslada con la frecuencia. En [18] se propone el em-
pleo de segmentos verticales sobre los contornos β′

l(ω) para facilitar la
localización de la fase crítica de estabilidad, −180◦ + θa(jω). Esto es es-
pecialmente útil en sistemas inestables, que requieren de cierto número
de cruces de l′o(ω) por la fase crítica según el criterio de estabilidad de
Nyquist [22].

Volviendo al problema MISO, además de contornos para el diseño de
controladores βli(ω) (Etapa 2, Sección 4.3), se utilizan otros contornos
que expresan las necesidades de control βci(ω) (Etapa 1, Sección 4.2), tal
que

βli(ω) = βci(ω)|pio(jω)|. (6.8)

Ambos tipos de contornos, βli y βci , difieren por tanto en su módulo,
pero se calculan para el mismo vector de fases: las fases de diseño ∠lio =

∠(θio + φi), siendo φi la fase del controlador ci(jω) = |ci|∠φi.
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Dado que en este caso se trabaja con plantas que contienen dinámicas
RHP o retardos, el uso de

β′
li(ω) = β′

ci
(ω)|p′io

(jω)|, (6.9)

surge como otra opción en la primera y segunda etapa de diseño. Ténga-
se en cuenta que los contornos β′

li
(ω) pueden ser calculados empleando

la instrucción genbnds de la Terasoft QFT Toolbox, que permite el cálculo
de los contornos con la planta pio(jω) pero empleando como planta no-
minal p′io

(ω) en (6.3). Todos los contornos implicados en (6.8) y (6.9) son
representados en la Figura 6.1 para un sistema con dinámicas RHP3. Se
cumple la relación

β′
l(ω) = βl(ω) · 1∠θa(ω), (6.10)

y

β′
c(ω) = βc(ω) · 1∠θa(ω). (6.11)

Donde θia(ω) es el ángulo de la red (6.4) que relaciona pio(jω) y p′io
(jω)

según (6.2) y (6.3). En la gráfica izquierda de la Figura 6.1, los contornos
no reflejan las limitaciones debidas a las dinámicas RHP4, y el punto
crítico de estabilidad se mantiene fijo en (0dB,−180o). Por lo tanto, las
limitaciones aparecerán cuando se efectúe el loop-shaping de lio(jω) (Eta-
pa 2). En la parte derecha de la Figura 6.1 se aprecia un desplazamiento
horizontal de los contornos β′

lo(ω) y β′
ci
(ω). Estos contornos desplaza-

dos permiten apreciar los retos de diseño que introduce el cero RHP.
En consecuencia β′

ci
puede ser empleado en la toma de decisiones para

determinar qué plantas pi(jω) deben colaborar o inhibirse en cada fre-
cuencia de diseño (Etapa 1), ya que muestran las limitaciones de la plan-
ta pi(jω) si ésta las tuviera. Los bounds βli(ω) son más adecuados para
llevar a cabo el loop-shaping de las ramas lio(jω) (Etapa 2). La diferencia
principal con el método SISO es que en este caso el loop-shaping de l′io

(jω)

para satisfacer β′
li
(ω) es significativamente más complejo, debido a que

las interacciones entre los diferentes lazos producen desplazamientos en
los contornos durante el proceso de diseño5.

3 Se representan los contornos para un sistema que presenta un cero en el semiplano
derecho.

4 Recuérdese que el sistema presenta ceros en el semiplano derecho, y por lo tanto, tiene
su ancho de banda limitado.

5 Una descripción más detallada de este fenómeno se presenta en la Sección 6.3
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Figura 6.1: Ejemplo de contornos; (izq.) βc y βl , (dcha.) β′
c y β′

l .

6.3 modificaciones del método general

A partir de todas las premisas anteriores la metodología de diseño
QFT MISO para sistemas con dinámicas RHP o retardos se formula co-
mo sigue:

Etapa 1: Reparto de la realimentación

Se calculan los contornos β′
ci
(ω) que cuantifican la realimentación ne-

cesaria |ci(jω)| en cada frecuencia discreta si la planta pi(jω) trabajara
en solitario para satisfacer los requisitos de control. Para el cálculo de
dichos contornos se utilizarán plantas MP p′io

(jω) según (6.3). El nuevo
criterio de reparto es:

criterio 1 : m plantas deben repartirse el esfuerzo de control en una
frecuencia discreta ω1, si la altura en dB de los m contornos β′

ck=1,...,m
(ω1)

presenta una distancia relativa entre sí inferior a ±20 log m dB6 en la fase
de diseño deseada Θd, y el desfase entre dichos contornos es inferior a
±90◦; y además no existe ningún otro contorno j �= k con una altura
inferior .

Como consecuencia, el resto de plantas j �= k deberán inhibirse, redu-
ciéndose su ganancia de lazo todo lo posible en ω1 durante la etapa de
diseño. Y también, una sola planta se encargará del control en ω1 si no se
cumple el Criterio 1. Se buscará que m sea máxima (m ≤ n), ya que una

6 Recuérdese que como en el caso MISO para plantas MP este criterio puede ser modifi-
cado en función del nivel de colaboración deseado.



158 miso qft para plantas que no son de fase mínima

mayor colaboración redundará en un mayor ahorro de realimentación
(reducción de la ganancia de los controladores).

Nótese que la fase de diseño elegida en cada frecuencia, Θd, es única
para todos los lazos, y corresponde con la fase en la que mediante el loop-
shaping (Etapa 2) se desea modificar la ganancia añadiendo el elemento
que proceda: ganancia, polo o cero.

Para medir el desfase entre contornos se toman como referencia sus fa-
ses críticas de estabilidad, marcadas con un segmento vertical. La nueva
condición de argumento sobre el desfase entre contornos es imprescindi-
ble para determinar si la colaboración es posible en sistemas con dinámi-
cas RHP o retardos. Analicemos el ejemplo en la Figura 6.2 donde esta
condición marca la diferencia. Los contornos β′

c1
(ω) y β′

c2
(ω) exhiben la

misma magnitud en todas las posibles fases de diseño Θd en (−360o, 0o],
tanto en ω1 como en ω2; indicando que las dos plantas demandan la mis-
ma ganancia. Sin embargo, el desfase entre β′

c1
(ω1) y β′

c2
(ω1) es de 180o,

lo que implica que necesitando la misma ganancia de control, ambos la-
zos se encuentran totalmente en contrafase. Por lo tanto, las magnitudes
anulan sus efectos e imposibilitan la colaboración de plantas en ω1. Por
el contrario, el desfase entre β′

c1
(ω2) y β′

c2
(ω2) es inferior a 90◦, por lo

que una colaboración entre lazos implicará una reducción de la cantidad
de realimentación necesaria en ω2 respecto a si un sólo lazo se ocupara
del control. Dicha reducción de ganancia sería exactemente de 1/2, si los
contornos estuvieran totalmente en fase. Como en este caso su desfase
es de 80o, próximo al límite de 90o, la reducción de ganancia con la cola-
boración será pequeña. La nueva condición de argumento toma especial
relevancia en sistemas MISO con polos RHP, ya que el desplazamiento
horizontal de los contornos se da en baja frecuencia.

Etapa 2: Loop-shaping de controladores

Se realizan secuencialmente los diseños de los lazos de acuerdo a la
planificación de reparto establecida en la etapa anterior.

Ahora se aconseja utilizar como contornos de diseño los βli(ω). De
este modo en los contornos no aparecen desviaciones en fase debidas
a los elementos RHP o retardos, conservándose una referencia en fase
común a todos los lazos que puede emplearse como guía en el diseño
colaborativo.

Esto no ocurre si se emplean los contornos β′
li
(ω), como se ilustra

en el ejemplo de la Figura 6.3. Se parte de un sistema MISO de dos
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Figura 6.2: Dos plantas que no pueden colabor en ω1 pero si en ω2.

plantas, siendo p2(jω) NMP y p1(jω) MP, y ya se ha determinado que
ambas deben colaborar en ω1 (Etapa 1). Se emplean de forma errónea
contornos β′

li
(ω) para llevar a cabo el proceso secuencial que da lugar

al loop-shaping de los lazos. Recuérdese que una modificación de l′io
(jω)

en la frecuencia ω1 produce cambios en los contornos β′
lj
(ω1), con j �= i.

El número de iteración es indicado mediante el empleo de superíndices.
Los contornos de diseño iniciales β′0

li
(ω1) para cada lazo, son calcula-

dos como si cada lazo se ocupara en solitario del control del sistema. A
continuación, de acuerdo al procedimiento estándar propuesto en la Sec-
ción 4.3, se acomete el diseño colaborativo de l′1o

(jω) para la frecuencia
ω1. Entonces, se reduce la ganancia de l′1o

(ω1) en la fase de diseño Θd,
ya que con el diseño del lazo i = 2 se suplirá la deficiencia de ganancia.
Para lograr dicho efecto l′1o

(ω1) se sitúa por debajo de su contorno inicial
β′0

l1
(ω1). La consecuencia esperada es que en el segundo lazo se produz-

ca una depresión en β′I
l2(ω1) en la fase Θd (línea discontinua), lo que per-

mitiría la reducción de ganancia de l′o2
(ω1). Sin embargo, como puede

apreciarse al comparar β′0
l2
(ω1) y β′I

l2(ω1), dicha depresión ha aparecido
desplazada θa2(ω1) (línea continua para β′I

l2
(ω1)), ya que los contornos

han incorporado las desviaciones NMP según (6.10). Si se hubieran uti-
lizado los contornos βli(ω), los resultados hubieran sido los esperados
(depresión en Θd), ya que no incorporan las limitaciones RHP.

En cualquier caso, debe puntualizarse que en el caso MISO el empleo
de los contornos βli(ω) no evita el desplazamiento del punto de estabili-
dad, a diferencia de lo que ocurría en el caso SISO. Como se describió en
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Figura 6.3: Desplazamiento de los contornos β′
li

cuando realizamos el loop-
shaping del lazo j �= i.

el Capítulo 5 dicho desplazamiento no tiene su origen en las dinámicas
RHP o retardos, sino en el carácter multilazo del sistema.

6.4 ejemplos de diseño del método extendido

A continuación se resuelven dos ejemplos de diseño. La selección de
los mismos se ha realizado para que representen los casos más comple-
jos desde un punto de vista de reparto frecuencial de tareas de control.
Téngase en cuenta que representan ejemplos puramente teóricos; otros
ejemplos de aplicación real de los conceptos presentados se muestran en
el Capítulo 10. El primer ejemplo corresponde con un sistema MISO con
retardo. En él puede comprobarse cómo la metodología propuesta per-
mite alcanzar diseños robustos, pese a existir incertidumbre en todos los
parámetros del sistema (incluido el retardo). La selección de las plantas
es tal que impide alcanzar un diseño con la planta con retardo. Del mis-
mo modo, la suma de plantas da lugar a un sistema con limitaciones en
el performance impidiendo el diseño con un único controlador maestro.
El segundo ejemplo presenta la resolución de un sistema con polos ines-
tables. En este caso el reparto de tareas ya no es obvio ya que la planta
con polos RHP debe ser estabilizada. Para este segundo ejemplo se pre-
sentan dos alternativas de diseño, que dan lugar a sistemas que trabajan
en lazo cerrado con un comportamiento completamente diferente.
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6.4.1 Ejemplo 1: Sistema MISO con retardos o fase no mínima

Dentro de la arquitectura de control de la Figura 4.1, se considera:

p1(s) =
k

s/a + 1
, p2(s) =

k
s/a + 1

e−Ls, pd(s) = 1. (6.12)

Exprofeso, se ha elegido que las plantas sólo difieren en fase debido a
la existencia de un retardo, cómo caso más representativo para el análisis
de resultados sobre sistemas con retardos. El vector de parametros q =

[k, a, L] define un espacio de incertidumbre Q en R3 acotado por los
intervalos de variación:

k ∈ [1, 2] a ∈ [1, 4], L ∈ [0.3, 0.5]. (6.13)

Las plantas nominales, p1o(s) y p2o(s), se eligen con ko = 1, ao = 1 y
Lo = 0.5.

Como especificación de estabilidad robusta se emplean i inecuaciones

∣∣∣∣1 + lt(jω)− li(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws, i = 1, . . . , n; ∀q ∈ Q. (6.14)

De este modo se garantizan márgenes de estabilidad para variaciones
en cada una de plantas (5.51). Se desea un margen de fase (MF) mínimo
de 40o (MG=3.16) para lo que se emplea

Ws(s) =
∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ = 1.462. (6.15)

Para el rechazo robusto de perturbaciones (4.8) se elige la cota

Wd(s) =
∣∣∣∣ 1.5s
(s + 12)

∣∣∣∣ . (6.16)

El vector de frecuencias discretas para el cálculo de los contornos de
diseño es

Ω = {0.1, 0.3, 1, 2, 3, 6, 10, 50}. (6.17)

Etapa 1: Reparto frecuencial de la realimentación

Se calculan los contornos β′
ci
(ω). En la Figura 6.4 se muestran las tres

frecuencias más representativas, a partir de las cuales se concluye:
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Figura 6.4: Necesidades de control β′
c1

, β′
c2

.

En baja frecuencia, ω ≤ 2, los contornos β′
c1
(ω) y β′

c2
(ω) presen-

tan una altura similar en todas las posibles fases de diseño. En
concreto las diferencias son menores a 20 log10 2 = 6 dB (véanse
los contornos para ω = 2). Además, dichos contornos se encuen-
tran desfasados menos de ±90◦, tomándose como referencia sus
fases críticas, marcadas con segmentos verticales. Este desfase está
determinado por a2(jω) = ej0.5ω, siendo: θa2(ω) = 180π × 0.5ω [◦].
En conclusion, para ω < 2, las plantas p1(jω) y p2(jω) pueden
colaborar repartiéndose el esfuerzo de control.

En frecuencias ω > 2, el desfase entre los contornos β′
c1
(ω) y

β′
c2
(ω) supera los ±90◦, por lo que no es posible la colaboración

entre plantas. Sus posibles aportaciones en magnitud (sugeridas
por una diferencia de altura de contornos menor a 6dB en las fases
de diseño [−180o,−90o]) resultarían en una magnitud menor al
realizar la suma vectorial. Entonces, p1(jω) debe asumir el control
del sistema en ω > 2, mientras que p2(jω) será inhibida hacien-
do l2(jω) ≈ 0, lo que elimina las limitaciones introducidas por su
retardo.

En consecuencia, la Tabla 6.1 resume el reparto de tareas deseado para
las frecuencias contenidas en Ω (6.17).

Nótese como la diferencia entre β′
c1
(ω) y β′

c2
(ω) no corresponde úni-

camente con un desplazamiento horizontal. La deformación en los con-
tornos β′

c2
(ω) con respecto a los contornos β′

c1
(ω) es debida a la incer-

tidumbre en el parámetro L que modela el retardo de la planta p2(jω).
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Tabla 6.1: Reparto frecuencial de tareas deseado.

ω 0.1 0.3 1 2 3 6 10 50

p1 × × × × × × × ×
p2 × × × ×

Si no hubiera incertidumbre en el valor de L, la forma de los contor-
nos β′

c1
(ω) y β′

c2
(ω) sería idéntica, y la única diferencia entre ellos ra-

dicaría en un desplazamiento horizontal de los contornos β′
c2
(ω). Este

comportamiento también ocurriría si se tratara de dos plantas idénticas
que presentan un cero en +a y −a, respectivamente. En estos casos, los
contornos βc1(ω)′ y β′

c2
(ω) coincidirían aproximadamente hasta la fre-

cuencia ω = 0.1a; a partir de la cual se produciría un desplazamiento
horizontal hacia la derecha de los contornos de la planta que contiene el
cero RHP.

Etapa 2: Loop Shaping de controladores

Con los objetivos de la Tabla 6.1 se lleva a cabo el loop-shaping de los
controladores7. La Figura 6.5 muestra la disposición final de los contor-
nos βli=1,2(ω) y de las funciones de lazo abierto nominal li=1o ,2o(jω) que
los satisfacen. Nótese como l2o(jω) presenta un retardo8. Los controla-
dores resultantes son:

c1(s) =
403.27(s + 0.59)(s + 1.75)(s + 9.46)(s + 62.52)

s(s + 41.59)(s + 84.57)(s2 + 7.57s + 16.23)
(6.18)

c2(s) =
307.83(s + 2.004)

s(s + 11.01)(s + 13.42)
. (6.19)

Véase como en baja frecuencia, ω = 0.1, la Figura 6.5 muestra el con-
torno de estabilidad obtenido antes de intersectar los bounds de estabi-
lidad robusta y performance, de este modo puede comprobarse como la
(6.14) evita la compresión de los contornos descrita en el Capítulo 5.

7 Analícese en caso de duda la metodología detallada en la Sección 4.3.
8 En alta frecuencia aparece una brusca reducción de la fase.
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Figura 6.5: Loop-shaping de los controladores ci=1,2.

Análisis y comparaciones

El orden de los controladores resultantes es elevado ya que el objetivo
es obtener aquellas soluciones de control de ganancia mínima en cada
frecuencia. Esto permite una comparación más justa con otros contro-
ladores. En la práctica la propia naturaleza del método de diseño QFT
permite sopesar entre el orden del controlador, minimizar la realimen-
tación o satifacer las especificaciones. Los controladores (6.18) y (6.19)
satisfacen la especificación de estabilidad robusta (6.14) con cota (6.15)
y de rechazo robusto de perturbaciones (4.8) con cota (6.16) a lo largo
de todo el espectro frecuencial. No se presentan los diagramas que lo
justifican dado que pueden obtenerse de forma sencilla. A continuación
se presenta un análisis detallado (en el dominio del tiempo y de la fre-
cuencia) del reparto de la realimentación obtenido. Este estudio es muy
similar al que se obtiene cuando nos enfrentamos a sistemas MISO que
presentan ceros RHP en lugar de retardos.

La Figura 6.6 muestra las respuestas temporales para las plantas no-
minales. En el el instante t = 0.5 s. se introduce un cambio escalón de
amplitud 5 en la perturbación d(t). El ruido del sensor v(t) es modelado
empleando un ruido blanco (potencia= 0.001, tiempo de muestreo=0.01).
La respuesta y1(t) muestra como p1(jω) trabaja en todas las frecuencias,
sin retardo inicial. La respuesta y2(t) evoluciona lentamente, con un re-
tardo inicial de 0.5 segundos. Es decir, p2(jω) comparte con p1(jω) el
control en bajas frecuencias, y en particular del régimen permanente. En
esta línea, véase el estacionario no nulo de u1(t) y u2(t), mientras per-
sista d(t). El efecto del ruido en el sensor es poco apreciable en u2(t),
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puesto que en alta frecuencia la planta p2(jω) se encuentra prácticamen-
te desconectada del lazo de control mediante el empleo de una ganancia
muy baja en c2(jω) si se compara con la de c1(jω).
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Figura 6.6: Simulación del sistema controlado.

Los controladores obtenidos para la estructura paralelo pueden ser
comparados con el controlador

c1s(s) =
365.98(s + 0.97)(s + 8.41)(s + 45.19)

s(s + 9.39)(s + 23.22)(s + 76.77)
, (6.20)

calculado mediante el empleo de QFT SISO para p1(jω), ya que esta
planta no impone limitaciones de ancho de banda del sistema en lazo
cerrado. No es posible emplear únicamente p2(jω) en una estructura
de control SISO, ya que el performance propuesto empleando (6.16) en
(4.8) no es alcanzable sin violar las condiciones de estabilidad deter-
minadas por (6.14) y (6.15) debido al retardo. En la Figura 6.7, pue-
de comprobarse como las magnitudes de c1(jω) y c2(jω) (control MI-
SO) son inferiores a las de c1s(jω) (control SISO) en baja frecuencia
(|c1(jω)| ≈ |c2(jω)| ≈ 0.5|c1s(jω)|), gracias a la colaboración. Sin embar-
go, en alta frecuencia, donde sólo trabaja c1(jω), la magnitud de éste es
similar a la de c1s(jω). En resumen, se demuestra la superioridad de un
control MISO correctamente ejecutado sobre el único control SISO facti-
ble (con p1(jω)), en cuanto a que el primero emplea menos cantidad de
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realimentación. El ahorro afecta a las bajas frecuencias sin pagar ningún
precio en alta frecuencia, todo ello a pesar de incorporar o utilizar una
planta adicional con limitaciones (retardo).
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Figura 6.7: Magnitud de los controladores c1, c2 y c1s .

Por último, se estudia la posibilidad de un diseño de control para plan-
tas MISO con retardos utilizando QFT SISO y una estructura de control
con un único controlador maestro. En este caso se emplea un controlador
ce(jω), que es diseñado para la planta suma pe(jω) = p1(jω) + p2(jω).
Dado que el retardo impide una suma de plantas en el dominio «s», se
emplea la suma de plantas en el domino de la frecuencia, que en este
caso resulta

pe(jω) = |p|(cos θ1 + cos θ2) + j|p|(sin θ1 + sin θ2), (6.21)

donde |p(jω)| = |p1(jω)| = |p2(jω)|. En forma polar se obtiene

pe(jω) = |p(jω)|
√

2 + 2 cos(θ1(ω)− θ2(ω))

∠ arctan
sin θ1(ω) + sin θ2(ω)

cos θ1(ω) + cos θ2(ω)
. (6.22)

En baja frecuencia se cumple θ1(ω) ≈ θ2(ω), obteniéndose |pe(jω)| ≈
2|p(jω)|, lo cual es congruente con la colaboración de plantas en baja
frecuencia lograda con la estructura MISO de dos controladores. Como
la fase θ2(ω) crece indefinidamente a partir de cierta frecuencia, perió-
dicamente se cumple que |θ1(ω)− θ2(ω)| es múltiplo de 180◦, anulando
el módulo de pe(jω) y haciendo ingobernable el sistema. El ejemplo
presentado es el caso más desfavorable, en el que no es posible diseñar
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ce(jω), porque ambas plantas tienen exactamente el mismo módulo y
una de ellas un retardo adicional.

Las ventajas del método presentado para un sistema MISO con ceros
RHP serían las mismas. Como salvedad, éstos sistemas siempre permi-
ten el diseño ce(jω) para la suma de plantas. En baja frecuencia éste
igualaría en prestaciones a los controladores paralelo. Sin embargo, en
alta frecuencia presentaría una ganancia muy superior, ya que el dise-
ño con controlador único no permite desconectar en alta frecuencia las
ramas que presenten ceros RHP. En cualquier caso, la presencia de plan-
tas con ceros RHP o retardos junto con plantas MP puede dar lugar a
una planta equivalente con limitaciones en el performance, dado que no
es posible inhibir las señales inadecuadas que llegan a las ramas en alta
frecuencia. En estos casos, las especificaciones, si son alcanzables con un
único controlador ce(jω), demandarán que en alta frecuencia presente
más ganancia que cualquiera de los controladores ci(jω) obtenidos para
la estructura paralelo.

6.4.2 Ejemplo 2: Sistema MISO inestable

El sistema MISO a gobernar responde a

p1(s) =
k

s/a + 1
, p2(s) =

k
s/a − 1

, pd(s) = 1. (6.23)

Su espacio de incertidumbre Q en R2 lo define el vector de parámetros
q = [k, a], tal que k ∈ [1, 2], a ∈ [1, 4]. Las plantas nominales p1o(s) y
p2o(s) responden al caso k = 1 y a = 1.

Las especificaciones de control son las mismas que en el ejemplo an-
terior (6.14)-(6.15) y (4.8)-(6.16). También se escoge el mismo vector de
frecuencias discretas (6.17).

Con estos datos se obtienen las necesidades de control mostradas en
la Figura 6.8 a través de los contornos β′

ci=1,2
(ω). En los sistemas ines-

tables, son posibles dos opciones de control. La más obvia se muestra
en las gráficas superiores. Las gráficas inferiores corresponden con el
empleo de ganacia inversa en el controlador de la planta p1(jω). Si se
elige como fase de diseño Θd ≈ −90o, las diferencias en altura de los
contornos sugieren que es posible la colaboración entre lazos en todas
las frecuencias. Sin embargo, la condición de argumento del Criterio 1
(desfases de contornos inferiores a 90◦), limita la colaboración a la banda
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Figura 6.8: Necesidades de control: (sup.) ganancias de control no inversas (inf.)
ganancia inversa en c1.

ω ≥ 1 si se emplean controladores de ganancia no inversa, y a la banda
ω < 1 si se emplean un controlador de ganancia inversa para el lazo
1. Por otro lado, el lazo 2 debe trabajar en todo el rango de frecuencias,
ya que al ser p2(jω) inestable precisa siempre de una ganancia mínima
para ser estabilizado. Es decir, su rama sólo puede ser inhibida más allá
de la frecuencia de cruce de fase, donde ya el rechazo de perturbaciones
no se considera. Por lo tanto, p1(jω) sólo debe participar en un rango
de frecuencias, inhibiéndose su intervención con una ganancia en el con-
trolador muy baja en el resto de frecuencias. Todas estas conclusiones se
resumen en la Tabla 6.2. Este análisis revela como el empleo de ramas
con polos RHP impone limitaciones de ancho de banda en las plantas
MP si las diferencias en fase impiden una colaboración en todo el espec-
tro de frecuencias. Sin embargo, el empleo de la planta inestable puede
ser útil para reducir la ganancia de los controladores.
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Tabla 6.2: Reparto de la realimentación para el ejemplo 2.

ganacias de control no inversas

ω 0.1 0.3 1 2 3 6 10 50

p1 × × × × × ×
p2 × × × × × × × ×

ganancia inversa de control en lazo 1

ω 0.1 0.3 1 2 3 6 10 50

p1 × ×
p2 × × × × × × × ×

De acuerdo a las planificaciones de reparto, se realizan los loop-shapings
de ambos lazos (Figura 6.9). Los controladores resultantes son:

c1(s) =
275.53s(s + 0.058)(s + 1.74)(s + 2.37)(s + 59.04)

(s + 0.035)(s + 0.19)(s + 0.57)(s + 5.35)(s + 34.54)(s + 99.41)
(6.24a)

c1(s) =
−3182.5(s + 1.51)

s(s + 50.67)(s2 + 5.868s + 16.98)
(6.24b)

y

c2(s) =
247.36(s + 0.39)(s + 1.63)(s + 6.5)(s + 49.9)
s(s + 0.83)(s + 3.62)(s + 25.63)(s + 83.75)

(6.25a)

c2(s) =
671.09(s + 0.2293)(s + 33.12)(s2 + 6.554s + 13.4)

s(s + 21.59)(s + 105.3)(s2 + 4.869s + 7.686)
(6.25b)

Siendo (6.24a)-(6.25a) la opción de control con ganancias no inversas, y
(6.24b)-(6.25b) la opción con ganancia inversa en el lazo 1.

La Figura 6.10 muestra el comportamiento temporal para cinco plan-
tas pertenecientes al dominio de la incertidumbre. Se emplean las mis-
mas entradas de excitación d(t) y v(t) del ejemplo anterior. Las gráficas
de la primera columna muestran el comportamiento de acuerdo a lo
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Figura 6.9: Loop-shapings: (sup.) ganancias de control no inversas (inf.) ganancia
inversa en c1.

planificado en la parte superior de la Tabla 6.2. En ellas se observa la
correspondencia entre y1(t) e y2(t), y entre u1(t) y u2(t) en los primeros
instantes de tiempo tras la perturbación, denotando la colaboración de
p1(jω) y p2(jω) en altas frecuencias. Progresivamente, y2(t) y u2(t) co-
bran más peso en el control, hasta que en régimen permanente p1(jω)

es inhibida, dando lugar a y1(t) ≈ 0 y u1(t) ≈ 0. La segunda columna
de gráficas muestra la otra opción de colaboración indicada en la parte
inferior de la Tabla 6.2. En este caso, la colaboración se efectúa en ba-
ja frecuencia, de ahí la coincidencia en régimen permanente de y1(t) e
y2(t), y de u1(t) y u2(t) en valor absoluto. Por el contrario, en los prime-
ros instantes de tiempo es cuando todo el control es aportado por y2(t) y
u2(t), es decir la planta p2(jω), mientras que y1(t) ≈ 0 y u1(t) ≈ 0 al es-
tar inhibida p1(jω). Si observamos la variable controlada y(t) en las dos
columnas, podemos comprobar como el performance coincide en los dos
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Figura 6.10: Respuestas temporales: (izq.) ganacias no inversas, (dcha.) ganan-
cial inversa en lazo 1.

casos, y es reseñable la presencia de un sobreimpulso debido a las pre-
sencia de polos RHP. Sin embargo, atendiendo a las salidas individuales
y1(t) y y2(t), es interesante destacar que en estos casos se ha trasladado
el sobreimpulso indeseable a la respuesta de la planta y1(t), que no lo
presenta en caso de trabajar en solitario. Comparando las acciones de
control de la columna izquierda con las de la derecha, cabe señalar que
allí donde existe la colaboración entre plantas, las acciones de control
se reducen a la mitad. Así el pico en el transitorio de las acciones de
control u1(t) y u2(t) de la izquierda, se reduce a la mitad respecto al
pico en u2(t) en la derecha. Y por el contrario, el valor estacionario de
u1(t) y u2(t) en la derecha se reduce a la mitad respecto al valor esta-
cionario de u2(t) en la izquierda. También, en la opción de la derecha,
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como el controlador c1(jω) no deja pasar las altas frecuencias, la ampli-
ficación del ruido del sensor en u1(t) es despreciable, evitando la fatiga
del actuador de p1(jω). En la opción de la izquierda, como u1(t) vuelve
a cero en régimen estacionario, el actuador de p1(jω) dispone de todo el
rango de control para responder ante un eventual aumento de la pertur-
bación. Todas estas diferencias pueden servir para decantarse por una u
otra solución de control colaborativo en función de las necesidades de
control.

Ambas opciones de control MISO van a ser comparadas, por separado,
con controles SISO dónde sólo intervendría una planta p1(jω) o p2(jω).
Los controladores SISO (denotados con el subíndice «s») que satisfacen
las especificaciones de diseño son

c1s(s) =
365.98(s + 0.9743)(s + 8.408)(s + 45.19)

s(s + 9.385)(s + 23.22)(s + 76.77)
, (6.26)

y

c2s(s) =
656.36(s + 0.4952)(s + 0.5373)(s + 29.78)

s(s + 0.3386)(s + 17.95)(s + 102.4)
. (6.27)

La Figura 6.11 muestra la superioridad del control MISO frente al con-
trol con una sóla planta en las frecuencias donde colaboran los dos lazos,
mientras que en las frecuencias donde sólo trabaja una rama, evidente-
mente el control MISO se iguala al control SISO correpondiente.

También se compara el control MISO de 2DoF (Degrees of Freedom),
c1(jω) y c2(jω), con un control MISO de controlador único,

ce(s) =
402.05(s + 0.61)(s + 54.02)(s2 + 2.66s + 3.12)

s2(s + 0.75)(s + 22.49)(s + 151.6)
(6.28a)

ce(s) =
293.64(s + 0.55)(s + 1.51)(s + 4.25)(s + 38.59)

s(s + 5.17)(s + 17.53)(s + 104.6)
, (6.28b)

que se diseña para la planta suma equivalente; (6.28a) para pe(jω) =

p1(jω) + p2(jω) y (6.28b) para pe(jω) = −p1(jω) + p2(jω). Nótese so-
bre la Figura 6.11 cómo la reducción de ganancia conseguida con el
diseño MISO 2DoF respecto al diseño MISO 1DoF en las frecuencias de
no colaboración es mucho mayor que cuando se empleaba un control
SISO sobre una sóla planta. Esto se debe a que en dichas frecuencias,
la suma vectorial de plantas pe(jω) tiene un módulo menor que cada
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planta por separado (ya que su desfase es mayor a ±90o). La imposibi-
lidad de inhibir una de las plantas produce que se eleve enormemente
la ganancia ce(jω). Además, para este ejemplo en particular donde las
dinámicas de p1(jω) y p2(jω) están en las mismas frecuencias, la planta
pe(jω) = p1(jω) + p2(jω) contendría un derivador. Entonces, con ce(jω)

en (6.28a) se produciría una cancelación del modo inestable s = 0, vio-
lándose los principios de estabilidad interna.

Debe puntualizarse que no se ha contemplado la opción de diseñar
controladores c1s(jω) o ce(jω) con ganancia inversa por carecer de sen-
tido.
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Figura 6.11: Comparativa de controladores: (sup.) controlador MISO de ganan-
cia no inversa, (inf.) controlador MISO con ganancia inversa en
lazo 1.

6.5 comentarios adicionales

La presencia de ceros y polos RHP (o polos RHP y retardos) en la
misma rama, puede producir que dicha rama sea inútil en las tareas de
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control. En particular este hecho sucede cuando el polo y el cero RHP
se encuentran muy próximos. Sin embargo ésta no es una limitación del
método MISO, ya que también ocurre en los sistemas SISO.

El método proporcionado también es útil en diseños clásicos en los
que no se considera la incertidumbre de la planta. En comparación con
los métodos de diseño mostrados en la Sección 2.4, en los que sólo se
evaluaban las plantas con ceros NMP y retardos, aquí se estudia el poten-
cial de cada planta en cada frecuencia discreta de diseño, lo que permite
mejorar los resultados finales. Debido a su dificultad intrínseca, la parti-
cipación mas fructífera de plantas inestables no se había explorado hasta
ahora en la literatura científica.

Otro de los aspectos interesantes del método es que puede hacer fren-
te a distribuciones de incertidumbre mucho más complejas que las de los
ejemplos proporcionados. Por ejemplo, considérese la multiplicación de
parámetros con incertidumbre, o modelos obtenidos mediante la identifi-
cación experimental o por linealización, en los que podría ser imposible
prever los patrones dominantes para una selección meramente intuitava
de las frecuencias de trabajo para cada rama.

Téngase en cuenta que, pese a que los ejemplos presentados son pa-
ra sistemas 1 × 2, el método no está limitado a sistemas de dos plantas
como ocurre en la mayoría de ejemplos de la literatura. De hecho, dis-
poner de un gran número de plantas no implica dificultades especiales
en el análisis del reparto de la realimentación (etapa 1). Esto hace que
el método sea particularmente atractivo para los sistemas reales, ya que
puede reducir el número potencial de las plantas a considerar. Téngase
en cuenta que la etapa de diseño sí que se complica con el incremento
del número de plantas.
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C O N T R O L D E L A S A C C I O N E S D E C O N T R O L M I S O

Las metodologías de diseño propuestas hasta el momento tienen como
objetivo el control robusto de sistemas MISO en torno a un punto de
operación arbitrario. Es decir, no tienen en cuenta las implicaciones que
tiene el punto de operación en el control del sistema. Esto es debido a
que se consideran las plantas como lineales, invariantes en el tiempo, y
con rango de actuación infinito. Además, no se tienen en cuenta aspectos
que influyen en los sistemas reales, como el coste de manipulación de
las variables físicas o las demandas de producción1.

Ningún sistema real responde a la descripción anterior, por lo tanto,
las estrategias de control propuestas deben adaptarse para que tengan
en cuenta aspectos funcionales derivados de la manipulación de las ac-
ciones de control. En la literatura científica presentada en el Capítulo 2
se advertía de la importancia del control del punto de operación. En
la Sección 7.1 se justifica la afirmación anterior, y se muestra como el
empleo de una arquitectura de control adecuada que permita modifi-
car el punto de operación, puede producir importantes diferencias en el
performance del régimen transitorio.

La Sección 7.2 muestra una modificación de la estructura de control
paralelo, que incorpora nuevas referencias y controladores de prealimen-
tación. Estas modificaciones permiten establecer referencias para las ac-
ciones de control en régimen permanente, sin degradar el performance de
rechazo de perturbaciones. En la Sección 7.3 se muestran estrategias de
diseño para los controladores de prealimentación.

1 Se ha considerado oportuno efectuar la simplificación descrita para concentrar la aten-
ción del lector en los conceptos propios del método de diseño.
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7.1 la importancia del punto de operación

Considérese un sistema MISO lineal con salidas individuales no ac-
cesibles (Figura 2.1b). En lazo abierto, el comportamiento en régimen
estacionario para plantas estables está determinado por

yrp = drp pd(0) +
n

∑
i=1

ui,rp pi(0). (7.1)

Las variables yrp, urp, drp representan los valores de régimen permanente
de las señales en el dominio temporal2. Por otro lado, pd(0) y pi(0) está
representando la ganancia estática3 de las plantas.

En ausencia de perturbación drp = 0 y fijado un valor deseado para
la variable gobernada yrp, existen infinitas combinaciones de acciones
de control ui,rp que equilibran la ecuación (7.1). Es decir, el punto de
operación inicial del sistema es libre, pudiendo ser seleccionado por el
diseñador. Véase como ejemplo un sistema MISO 1 × 2 sin incertidum-
bre, cuyas plantas cumplen: p1(0) = 5, p2(0) = 0.2. En este caso, para
una consigna yrp = 0, el punto de operación se satisface siempre que las
acciones de control cumplan u2,rp = −25u1,rp, siendo posibles infinitas
combinaciones; como por ejemplo: u1,rp = 0 y u2,rp = 0, o u1,rp = 0.1 y
u2,rp = −2.5.

En los sistemas reales, el punto de operación determina los costes de
operación, entendiendo éstos como gastos de acción de control, que se
traducen en consumos de energía y/o materias primas, y por lo tanto,
conllevan un coste económico. En consecuencia su selección es clave pa-
ra una adecuada explotación del sistema. Autores como Shinskey [131]
y Luyben [97] demuestran en sus trabajos como los sistemas MISO pue-
den reducir el consumo energético o maximizar la producción de un
proceso productivo. Véase como en estos casos el reparto de las tareas
de control de acuerdo a los criterios en la Sección 4.2 puede ser contrario
a unas condiciones de trabajo óptimas.

El punto de operación seleccionado no es importante únicamente cuan-
do el sistema trabaja en régimen permanente. Además, condiciona el
comportamiento del sistema en régimen transitorio. Eitelberg [36] pre-
senta una descripción detallada de la implicación que presenta el em-

2 El subíndice «rp» es empleado para indicar que las señales se encuentran en régimen
permanente (t = ∞). Por ejemplo, yrp = y(t = ∞).

3 Si las plantas son estables, su valor de ganancia estática es finito y, o bien positivo o bien
negativo.
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pleo de diferentes puntos de operación en el performance de rechazo de
perturbaciones. En conclusión, determinar cual es el punto de operación
adecuado para un sistema MISO no es una tarea sencilla, y responde
en la mayor parte de los casos a problemas de optimización o al conoci-
mientos ad-hoc del sistema que se desea gobernar.

Véase como ejemplo un sistema hidráulico como el de la Figura 7.1,
en el que se emplean dos servoválvulas para controlar el caudal de un
proceso. Por simplicidad considérese que las funciones de transferencia
de dichas válvulas corresponden con las del Ejemplo 1 presentado en la
Subsección 4.4.1 (p1 servovávula grande y p2 servovávula pequeña). Para
este ejemplo se supone que el rango de actuación esta comprendido en
ui=1,2 ∈ (0 %− 100 %), lo que implica que las servoválvulas sólo pueden
aportar caudal positivo.

u1(t)

u2(t)
válvula grande

válvula pequeña

Figura 7.1: Sistema de control de caudal con dos válvulas en paralelo.

Para las pruebas de simulación se fija como referencia yrp = 10, y
se somete al sistema a una perturbación d(t) de amplitud 1 en t = 1s.
Los controladores empleados son los obtenidos en el Ejemplo 1 y las
simulaciones se realizan en ausencia de ruido de alta frecuencia. La Fi-
gura 7.2 muestra, bajo diferentes hipótesis, las respuestas obtenidas para
la variable controlada y las acciones de control.

Las respuestas marcadas como «u2 lineal» (color azul), ilustran el com-
portamiento del sistema cuando el punto de operación seleccionado co-
rresponde con {u1,rp = 10, u2,rp = 0} y además se considera el sistema
lineal y sin limitaciones (puramente teórico). En este caso, se observa
que el comportamiento dinámico cumple con las condiciones de diseño
impuestas en el Ejemplo 1. Las respuestas marcadas como «u2,rp = 0»
(color verde), corresponden con los resultados obtenidos para el sistema
no lineal (acciones de control limitadas al rango [0 %, 100 %] cuando el
punto de operación seleccionado corresponde con {u1,rp = 10, u2,rp = 0}.
En este caso puede comprobarse como la no linealidad en los actuadores



180 control de las acciones de control miso

produce que las acciones de control saturen, obteniendo una gran degra-
dación en el performance de la variable controlada. Compruébese como
pese a presentar dos plantas, el sistema trabaja como un sistema SISO
durante los primeros segundos, dada la incapacidad para aportar acción
de control negativa en u2. Recuérdese que el sistema teórico es estabiliza-
do gracias al empleo de las dos plantas, durante el tiempo que la planta
p2(jω) se encuentra desconectada del lazo de control t ∈ (1s, 2.7s), el
sistema presenta una función sensibilidad complementaria

T(jω) ≈ p1(jω)c1(jω)

1 + p1(jω)c1(jω)
(7.2)

que en este caso es inestable. Es decir, el sistema se encuentra en modo
inestable hasta que la desviación de la variable controlada exige un au-
mento de la acción de control u2, momento a partir del cual el sistema
recupera su carácter MISO y es estabilizado.

El tercer caso, denominado «u2,rp = 10» (color rojo), muestra el com-
portamiento del sistema no lineal cuando el punto de operación inicial
es fijado a {u1,rp = 9, u2,rp = 10}4. Puede comprobarse como en este
caso el comportamiento dinámico es muy parecido al del sistema lineal,
mejorando el obtenido en el caso anterior. La mejora obtenida es debida
a que en este caso u2 tiene margen para aportar un incremento negativo
con respecto del punto de partida, por lo que el sistema trabaja en modo
MISO desde el instante inicial. La pequeña distorsión obtenida si se com-
para la respuesta de la variable controlada con el comportamiento del
modelo lineal, es debida a la saturación de u2(t) en régimen transitorio.
Para solucionar este problema puede emplearse el punto de operación
{u1,rp = 8, u2,rp = 20} (color negro). En este caso, la acción de control
u2(t) tiene margen suficiente para reducir su valor sin llegar a saturar,
permitiendo obtener un comportamiento dinámico para la variable con-
trolada idéntico al del modelo lineal.

Vistos los efectos que el punto de operación tiene sobre el comporta-
miento del sistema, parece evidente que una estrategia de diseño ade-
cuada debe permitir establecer el mismo y cambiarlo en función de las
necesidades de operación. Atendiendo a estos requisitos, es evidente
que la arquitectura de control presentada en el Capítulo 4 debe ser mo-
dificada convenientemente (véase la Sección 7.2; antes se estudian una
serie de cuestiones referentes al punto de operación).

4 Para ello es necesario incluir una serie de modificaciones que serán presentadas en
secciones posteriores.
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Figura 7.2: Simulación del rechazo de perturbaciones para diferentes puntos de
operación.

La primera de estas cuestiones hace referencia al número de acciones
de control que deben definirse para conocer el punto de operación de un
sistema. En principio, el punto de operación es determinado en función
del valor deseado para la variable controlada, las perturbaciones y las
acciones de control. Por lo tanto, conocidos yrp, drp y todas las acciones
de control excepto una uk,rp, puede obtenerse el valor de dicha acción
de control según

uk,rp =
1

pk(0)

[
yrp − drp pd(0)− ∑

i �=k
ui,rp pi(0)

]
. (7.3)

En un sistema real sometido a perturbaciones, puede parecer que no
tiene sentido realizar la estimación del valor uk,rp, ya que la perturbación
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drp es desconocida, y por lo tanto uk,rp no puede inferirse con precisión.
En el ejemplo anterior se observa como después de rechazarse la pertur-
bación el punto de operación cambia, obteniendo una acción de control
u1,rp diferente a la de partida. Si se tiene en cuenta la incertidumbre del
sistema, este problema se acentúa. En estos casos, incluso en ausencia de
perturbación drp = 0, el valor uk,rp es desconocido. Puede obtenerse una
aproximación del mismo mediante el empleo de las plantas nominales

uk,rp =
1

pko(0)

[
yrp − ∑

i �=k
ui,rp pio(0)

]
, (7.4)

que sólo será adecuado si la incertidumbre es reducida.
El hecho de no poder inferir uk,rp con precisión no es un problema

importante. Si se considera que el sistema trabaja en lazo cerrado y el
diseño del lazo de control es adecuado, este trabajará en régimen perma-
nente sin error5. Es decir, tarde o temprano el lazo de control converge
en un punto de equilibrio que satisface yrp = rrp. Del mismo modo, si el
control se ha diseñado de forma adecuada, puede garantizarse que du-
rante los fenómenos transitorios se producirá siempre un mismo patrón
de actuación. Como se demostró en capítulos anteriores, la estrategia
de control presentada garantiza que las plantas que trabajan en media-
alta frecuencia retornen a su punto de operación una vez rechazada la
perturbación. Por el contrario, las plantas que trabajan en baja frecuen-
cia son las encargadas de absorber en régimen permanente los cambios
necesarios para alcanzar un nuevo punto de equilibrio.

En conclusión, tiene sentido fijar el valor de régimen permanente para
las acciones de control de las plantas que no trabajan en baja frecuencia,
ya que el sistema de control garantiza que una vez finalizados los fenó-
menos transitorios éstas regresen a su punto de partida. Por el contrario,
las plantas que trabajan en baja frecuencia presentarán acciones de con-
trol desconocidas, ya que en última instancia éstas deben adecuar su
valor para alcanzar el equilibrio. Este comportamiento se advierte en las
respuestas mostradas en la Figura 7.2.

Préstese atención a la conclusión anterior. Que la acción de control de
las plantas que trabajan en baja frecuencia sea desconocida, no implica
que deba dejarse al azar. En primera instancia puede pensarse que no
es necesaria una estructura de control que contemple la posibilidad de

5 Este comportamiento queda garantizado mediante la adición del número necesario de
integradores en el lazo de control.
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establecer consignas para dichas acciones de control, pero esta conclu-
sión es errónea, ya que si no se establecen unos valores de referencia6,
el proceso de inicialización será mucho más lento que el obtenido si se
establece un valor cercano al de régimen permanente.

El procedimiento más habitual para el cálculo de dichas consignas es
el siguiente. Una vez seleccionadas las frecuencias de trabajo de cada
una de las plantas7, puede distinguirse entre las plantas que trabajan en
baja frecuencia y las que trabajan en medias-altas frecuencias. Se selec-
ciona el punto de operación deseado para todas las plantas que trabajan
en media/alta frecuencia. Conocidos éstos se calculan los valores de ré-
gimen permanente de las m plantas (p1, . . . , pm) que trabajan en baja
frecuencia según:

r1,...,m|rp =
1

mp1o(0)

[
yrp −

n

∑
i=m+1

ui,rp pio(0)

]
. (7.5)

Debe tenerse en cuenta que en el momento en el que el sistema comien-
ce a trabajar, la incertidumbre y las perturbaciones producirán que las
señales u1,...,m, se desplacen de su valor teórico r1,...,m|rp, ya que éste re-
presenta únicamente un punto de partida aproximado.

7.2 modificación de la estructura de control paralelo

Se presenta una nueva arquitectura de control paralelo. Como se de-
muestra en secciones posteriores, esta nueva estructura mantiene intacta
la filosofía de diseño empleada hasta ahora. Por tanto, los controladores
de realimentación se diseñan siguiendo los procedimientos expuestos
en el Capítulo 4 y Capítulo 6. Todas las modificaciones incorporadas tie-
nen como único objetivo una gestión adecuada del punto de operación,
es decir, permiten al operador de planta ajustar el mismo sin riesgo de
degradar el performancce de la variable controlada.

La estructura de control del Capítulo 4 se modifica según la Figura 7.3,
que se corresponde con un caso particular de la estructura Figura 2.8
propuesta en la Sección 2.3.

En este caso, las señales rui se corresponden con las referencias para
las acciones de control en régimen estacionario, es decir, con el punto de
operación deseado. De la sección anterior ya se conoce que únicamente

6 Conocidos comúnmente como bias
7 Véanse la Sección 4.2 y la Sección 6.3.
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Figura 7.3: Estructura de control paralelo con gestión del punto de operación.

las señales ui de las plantas que no trabajan en baja frecuencia cum-
plirán ui,rp = rui,rp . Para las plantas que trabajan en baja frecuencia las
señales rui actuarán como bias o punto de partida. Los bloques fi corres-
ponden con controladores de prealimentación empleados para mejorar
el comportamiento del sistema ante una eventual modificación del pun-
to de operación8. Su diseño se discute en la Sección 7.3. La estructura
de control propuesta coincide con la empleada en capítulos anteriores
(Figura 4.1) si se fija el punto de operación rui = 0.

De acuerdo a la estructura de control de la Figura 7.3, las funciones
de lazo cerrado que determinan el comportamiento del sistema son:

y =
lt

1 + lt
(r − v)− pd

1 + lt
d +

n

∑
i=1

pi fi

1 + lt
rui , (7.6)

yi =
li

1 + lt
(r − v − pdd) +

(1 + lt − li)pi fi

1 + lt
rui − ∑

k �=i

pkli fk

1 + lt
ruk , (7.7)

ui =
ci

1 + lt
(r − v − pdd) +

(1 + lt − li) fi

1 + lt
rui − ∑

k �=i

pkci fk

1 + lt
ruk ; (7.8)

8 Téngase en cuenta que en la mayor parte de los sistemas reales no es habitual la modi-
ficación del punto de operación. Se trata de sistemas reguladores no de trackers.
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donde li y lt corresponden con las funciones de transferencia de rama y
lazo abierto total, respectivamente, estudiadas en capítulos anteriores.

Considérese que los controladores ci(jω) se encuentran ya diseñados
mediante el empleo de las técnicas presentadas en el Capítulo 4 y Ca-
pítulo 6. Supóngase para un primer análisis de la estructura de control,
que el diseño se ha realizado para que sólo la planta p1(jω) trabaje en
baja frecuencia. Es decir, su rama presenta una magnitud notablemente
superior al resto en la frecuencia ω = 0. Bajo dicha suposición, puede
aproximarse, en baja frecuencia, lt(jω) por l1(jω), cumpliendo

|lt(j0)| ≈ |l1(j0)| >> |li �=1(j0)|. (7.9)

En régimen permanente9 la variable gobernada cumple

yrp =
lt(0)

1 + lt(0)
(rrp − vrp)−

pd(0)
1 + lt(0)

drp +
n

∑
i=1

pi(0) fi(0)
1 + lt(0)

rui,rp . (7.10)

Conocido que en baja frecuencia la especificación de rechazo robusto de
perturbaciones exige que |lt(j0)| ≈ |l1(j0)| >> 1 y |lt(j0)| >> |pd(j0)|,
puede simplificarse la expresión anterior por

yrp =
lt(0)
lt(0)

(rrp − vrp)−
pd(0)
lt(0)

drp +
n

∑
i=1

pi(0) fi(j0)
lt(0)

rui,rp , (7.11)

y si se tiene en cuenta que los controladores de prealimentación fi(jω)

presentan un valor10 | fi(j0)| = 1 y que el controlador c1(jω) presenta
una magnitud en ω = 0 mucho mayor que la de la planta pd(jω) (porque
posee al menos un integrador), finalmente se obtiene

yrp = rrp − vrp ≈ rrp. (7.12)

Es decir, las modificaciones en la estructura de control no afectan en ré-
gimen permanente a la variable controlada, ya que la relación entre la
salida y las señales rui es nula en baja frecuencia. Pese a ello, hay que
tener en cuenta que los cambios en las señales rui producirán distorsio-
nes transitorias en la variable objeto de control. Como se muestra en la

9 Como se indicó en la sección anterior, el sub-índice ”rp” indica valores estacionarios de
las variables temporales, y el paréntesis ”(0)” indica la ganancia estática de la función
de transferencia.

10 Esta afirmación se justificará en la Sección 7.3, en la que se determina el procedimiento
de diseño de los filtros fi.
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Sección 7.3, la distorsión en y(t) puede ser atenuada mediante un em-
pleo adecuado de los los controladores de prealimentación fi(jω). Por
otro lado, el comportamiento dinámico de la salida ante perturbaciones
y ruidos, coincide con el obtenido para la estructura de la Figura 4.1, ya
que la variable gobernada se relaciona con las señales d y v con la misma
función de transferencia de lazo cerrado. Por lo tanto, las estrategias de
control presentadas en capítulos anteriores son válidas para esta nueva
estructura de control.

Conocido el comportamiento estacionario de la variable gobernada
yrp = y(t = ∞), analícese el de las acciones de control. Se tiene

ui,rp =
li(0)/pi(0)

1 + lt(0)
(rrp − vrp − pd(0)drp)

+
1 + lt(0)− li(0)

1 + lt(0)
rui,rp − ∑

k �=i

pk(0)li(0)/pi(0)
1 + lt(0)

ruk,rp . (7.13)

Si se emplean las mismas simplificaciones que en el caso anterior, la ac-
ción de control de las plantas que no trabajan en baja frecuencia, ui �=1,rp,
puede aproximarse por

ui,rp = rui,rp ∀i �= 1. (7.14)

La acción de control que ataca a la planta p1, que trabaja en baja frecuen-
cia, puede aproximarse por

u1,rp =
1

p1(0)
(rrp − vrp − pd(0)drp)− ∑

k �=i

pk(0)
pi(0)

ruk,rp . (7.15)

Por tanto, todas las acciones de control, excepto u1,rp, siguen en régimen
permanente a sus respectivas referencias rui . Es decir, el empleo de la
nueva arquitectura de control, junto con los controladores diseñados se-
gún la metodología MISO QFT permite establecer de forma inequívoca
el punto de operación del sistema.

La conclusión anterior ha sido obtenida para un sistema MISO en el
que únicamente una planta trabaja en baja frecuencia, pero puede exten-
derse a sistemas MISO en los que varias plantas comparten el esfuerzo
de control en régimen permanente. Cuando en lugar de una única plan-
ta se dispone de un conjunto de m plantas p1,...,m(jω) que trabajan en
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baja frecuencia11, las acciones de control en régimen permanente están
determinadas por

ui,rp = rui,rp , ∀i �∈ (1, . . . , m); (7.16)

para las plantas que no trabajan en baja frecuencia, y por

ui,rp =
1

mpi(0)
(rrp − vrp − pd(0)drp) +

(m − 1)
m

rui,rp

− ∑
k �=i

pk(0)
mpi(0)

ruk,rp , ∀i ∈ (1, . . . , m); (7.17)

para las plantas que trabajan en baja frecuencia. En este segundo caso el
comportamiento es idéntico al obtenido cuando una única planta trabaja
en baja frecuencia. La única diferencia radica en que todas las plantas
que trabajan en baja frecuencia presentarán distorsiones entre ui,rp y rui,rp ,
para i ∈ (1, . . . , m); ya que el punto de operación debe ser garantizado
mediante la acción de control aportada por cada una de ellas.

Téngase en cuenta que los modelos de planta presentan incertidumbre
paramétrica. Por lo tanto, para obtener una aproximación del valor de
las acciones de control en régimen permanente ui,rp para i ∈ (1, . . . , m),
deberá substituirse en la ecuación (7.17) las plantas por sus correspon-
dientes valores nominales.

A continuación, se muestra un ejemplo que valida las conclusiones
anteriores. Considérese el control del intercambiador de calor mostrado
en la Subsección 4.4.2. Si se emplean los controladores (4.25) y (4.26), el
conjunto en lazo cerrado presenta un rechazo de perturbaciones tal que
la planta p1(jω) trabaja en baja frecuencia y p2(jω) en alta frecuencia. Si
se substituye la estructura de control por la de la Figura 7.3, con n = 2 y
se emplea un prefiltro f2(jω) = 1 puede controlarse el valor de régimen
permanente de la acción de control u2, inyectando señales a través de la
entrada ru2 .

La Figura 7.4 muestra la respuesta obtenida si se inyecta una señal
escalón unitario a través de la entrada ru2 en el instante de tiempo
t = 1min. En ella puede comprobarse como en régimen permanente
la señal u2 converge a su valor de referencia u2(t = ∞) = ru2 . Véase
como para mantener el nuevo punto de equilibrio, la acción de control

11 Se considera que la colaboración es perfecta. Es decir, todas las ramas que trabajan en
baja frecuencia presentan exactamente la misma magnitud |l1(j0)| = |l2(j0)| = · · · =
|lm(j0)|.
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Figura 7.4: Seguimiento de la referencia ru2 para el ejemplo de la Subsec-
ción 4.4.2.

u1 ha debido modificar su valor en régimen permanente. Esta segunda
señal no converge a un valor concreto, ya que la incertidumbre en la ga-
nancia de p2(jω) produce que existan tantas combinaciones u1,rp − u2,rp

como casos existentes dentro del espacio de la incertidumbre.
El comportamiento obtenido coincide con el esperado y permite vali-

dar las conclusiones alcanzadas anteriormente. No obstante, aunque la
acción de control ha seguido a la referencia en régimen permanente, lo
ha hecho siguiendo un comportamiento dinámico no controlado, puesto
que no se establecen condiciones de diseño sobre este. Algunas premisas
sobre como efectuar un diseño de los controladores de prealimentación
fi(jω) para mejorar este comportamiento se presentan en la Sección 7.3.

Otro de los aspectos destacables es el efecto que tiene el cambio de
la referencia ru2 en la variable controlada. Puede comprobarse como la
manipulación de la acción de control produce una desviación transito-
ria de la misma. No obstante, esta retorna a su valor de consigna en
régimen permanente. La desviación producida es fruto del comporta-
miento dinámico de la planta p2(jω), del valor del prefiltro f2(jω) y de
las especificaciones de rechazo de perturbaciones de lazo cerrado.
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7.3 diseño de controladores de prealimentación

A continuación, se muestra el efecto de los prefiltros fi(jω) en la res-
puesta transitoria del sistema, presentándose algunas pautas para su
diseño. El estudio puede encaminarse a la resolución de dos problemas
completamente diferentes. Por un lado, la acotación de la distorsión que
produce un cambio en rui sobre la variable controlada y. Por otro lado,
la mejora del comportamiento dinámico ui en el seguimiento de su re-
ferencia rui . En la Subsección 7.3.1 se presenta un estudio cuantitativo
del comportamiento y/rui , que permite diseñar, bajo ciertas premisas,
controladores de prealimentación fi robustos. En la Subsección 7.3.2 se
presentan algunos problemas referentes al comportamiento dinámico de
las respuestas de seguimiento ui/rui cuando no se emplean controlado-
res de prealimentación ( fi = 1). Para su paliación se muestran algunas
alternativas sencillas de diseño de fi. Por último, en la Subsección 7.3.3
se presenta una comparativa entre el empleo de controladores de preali-
mentación fi lineales, y el empleo de generadores de referencias rui en
modo rampa siendo fi = 1. Se muestra la equivalencia entre los dos
sistemas y se ilustra como diseñar el generador de referencias para que
trabaje de forma adecuada.

7.3.1 Desviación en la variable controlada

Como se ha indicado en secciones anteriores, los cambios en las refe-
rencias rui producen distorsiones sobre la variable controlada y. A conti-
nuación, se presenta una estrategia de diseño de controladores de preali-
mentación fi(jω) robustos, cuyo objetivo es que la variable controlada y
presente una distorsión inferior a la de un modelo de comportamiento
deseado, cuando se producen cambios en las referencias rui . La respues-
ta de la variable controlada es

y(jω) =
pi(jω) fi(jω)

1 + lt(jω)
rui(jω). (7.18)

Dado que los controladores de realimentación ci(jω) son fijados pa-
ra cumplir con el objetivo de rechazo de perturbaciones no medibles,
la función de rama total y el comportamiento determinado por (7.18)
sólo depende del prefiltro fi(jω). Si se considera el mismo unitario, la
función de transferencia y/rui se corresponde con una de rechazo de per-
turbaciones, con la diferencia de que pd(jω) es substituida por pi(jω).
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Por tanto, si se desea que el pico |y(jω)/rui(jω)| no supere una cota es-
pecífica Wui(ω) se recomienda contemplar n especificaciones de rechazo
de perturbaciones adicionales∣∣∣∣ y(jω)

rui(jω)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ pi(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wui(ω); ∀q ∈ Q. (7.19)

En este caso, los controladores podrán necesitar una cantidad de reali-
mentación mayor que si sólo consideramos |y(jω)/d(jω)| ≤ Wd(ω), en
función de cual sea la especificación robusta más restrictiva. Si Wui(ω) =

Wd(ω), esto ocurre para

|pi(jω, q)|máx > |pd(jω, q)|máx. (7.20)

Esta solución, a pesar de ser funcional, no es la idónea desde los postu-
lados de la realimentación cuantitativa. Ésta defiende derivar a la preali-
mentación aquello que es conocido en el problema de control (como
lo es rui ). De este modo se reduce la cantidad de realimentación, que
corrige lo desconocido, y por tanto, se reduce también el coste de la
realimentación. Desde esta perspectiva, se plantea el diseño robusto de
los prefiltros fi(jω). Supóngase que la tolerancia de desviación para la
variable controlada es la misma para perturbaciones que para cambios
del punto de operación. Entonces,∣∣∣∣ pi(jω) fi(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q, (7.21)

y será necesario el empleo de un prefiltro fi(jω) siempre que se cumple
la condición (7.20). En caso de emplear en la inecuación (7.21) una cota
Wui(ω) diferente a Wd(ω), será necesario el empleo del prefiltro si se
cumple la relación

|pi(jω, q)|máx Wd(ω) > |pd(jω, q)|máxWui(ω). (7.22)

En el caso de ser necesario el empleo de un prefiltro, éste debe ser di-
señado una vez conocidos los controladores de realimentación. Es decir,
será necesaria una tercera etapa de diseño. La inecuación (7.21), genera-
lizada para una cota Wui(ω), puede ser reescrita según∣∣∣∣ pi(jω) fi(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ = | fi(jω)|
∣∣∣∣ pi(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wui(ω); ∀q ∈ Q, (7.23)
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dando lugar a

| fi(jω)| ≤
∣∣∣∣Wui(ω)(1 + lt(jω))

pi(jω)

∣∣∣∣ ; ∀q ∈ Q; (7.24)

que únicamente acota el módulo máximo de fi(jω). Por lo tanto, los con-
troladores de prealimentación fi(jω) pueden ser diseñados empleando
diagramas de Bode, tal como se hace en el diseño del prefiltro en el tra-
king SISO. La diferencia principal es que en el problema que nos ocupa
únicamente debe satisfacerse una cota superior.

Pese a ser una inecuación sencilla, hay que destacar que la Terasotf
QFT Toolbox [12] no presenta una instrucción que permita el diseño in-
teractivo CAD de controladores para la inecuación (7.24). Únicamente se
facilita la instrucción pfshape, pensada exclusivamente para su empleo en
el problema de tracking SISO. No obstante, una pequeña modificación de
la misma permite el diseño para la inecuación (7.24).

La inecuación de diseño (7.24) sólo evalúa el comportamiento de la
salida y frente a cambios en una de las referencias rui . Por otro lado,
la Sección 7.2 estudiaba el régimen de equilibrio del conjunto de varia-
bles considerando fi(0) = 1. Por tanto, todos los fi(jω) deben cumplir
| fi(j0)| = 1. Por el contrario, si se satisface (7.24) con | fi(j0)| �= 1 el sis-
tema cumplirá el comportamiento estacionario deseado para y/rui pero
no para ui/rui . Esta limitación (| fi(j0)| = 1) restringe enormemente los
casos en los que puede aplicarse la estrategia de diseño propuesta, ya
que sólo puede garantizarse si

|pi(j0, q)|máx Wd(0) < |pd(j0, q)|máxWui(0). (7.25)

A continuación, se muestra un ejemplo en el que se ilustran las deficien-
cias de la propuesta anterior. Considérese el sistema de tres plantas en
la Subsección 4.4.3, que emplea los controladores (4.29), (4.30) y (4.31).
La planta p1(jω) es la única que trabaja en baja frecuencia. Por tanto,
si empleamos la nueva estructura de la Sección 7.3 con i = 3 las úni-
cas referencias susceptibles de cambio12 son para las acciones de control
ui=2,3.

Para el estudio actual se establecen dos posibles cotas de diseño

Wua(ω) =

∣∣∣∣ 10(jω + 0.01)
(jω + 10)(jω + 1)

∣∣∣∣ , (7.26)

12 La de la planta p1 es méramente un bias
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Figura 7.5: Situación de partida para el diseño de fi(jω). Cota Wua (izq.), cota
Wub (dcha.).

y

Wub(ω) =

∣∣∣∣ 10jω
(jω + 20)(jω + 1)

∣∣∣∣ . (7.27)

Ambas se dibujan en los diagramas de Bode izquierdo y derecho, respec-
tivamente, de la Figura 7.5, siendo Wua menos restrictiva que Wub . Para
p2(jω) se dibuja |Tu2(jω)| = |y(jω)/u2(jω)| y para p3(jω) se dibuja
|Tu3(jω)| = |y(jω)/u3(jω)|, siendo inicialmente fi(jω) = 1. Se pretende
cumplir la inecuación (7.23) para i = 2, 3. Cuando se emplea Wua , |Tu2 |
la satisface para todas las frecuencias empleando f2(jω) = 1. Y |Tu3 |
con f3(jω) = 1 sólo incumple Wua en alta frecuencia, siendo factible un
rediseño adecuado de f3(jω) para satisfacerla manteniendo | f3(j0) = 1|.
Esta misma situación para el lazo 3 se presenta si empleamos Wub . Pero
el lazo 2 es diferente. Como en éste, |Tu2 | viola Wub en baja frecuencia
no es posible un rediseño de f2(jω) que además cumpla | f2(j0)| = 1.

Por tanto, con el fin de cumplir con el estacionario previsto, se puede
plantear el caso de o bien relajar la especificación Wui (p.e. usar Wua en
vez de Wub ) o violar la misma en baja frecuencia (caso de usar Wub ). Tén-
gase en cuenta que una violación de la especificación en baja frecuencia
no produce efectos notorios en las respuestas temporales, dada la no
correspondencia entre tiempo y frecuencia.

Incluso cuando existe solución al diseño del prefiltro (p.e. rediseño de
f3(jω) para que |Tu3 | satisfaga Wua manteniendo | f3(j0) = 1|), el diseño
de éste no es trivial. El hecho de que la inecuación sólo presente cota
superior13 puede producir dudas sobre como llevar a cabo el diseño

13 Nótese la diferencia con un tracking SISO donde la presencia de cotas superior e inferior
guía el diseño
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del prefiltro fi(jω). Es obvio que una menor ganancia en el prefiltro
produce una menor distorsión en la variable controlada. Para lograr esta
disminución de la ganancia, el diseñador puede aportar polos en baja
frecuencia. Pero este comportamiento tiene un precio, que no es otro
que la dilatación del tiempo necesario para que ui alcance la consigna
rui . Recuérdese que la relación entre la acción de control y su referencia
está determinada por

ui(jω)

rui(jω)
=

(1 + lt(jω)− li(jω)) fi(jω)

1 + lt(jω)
, (7.28)

y las dinámicas de fi(jω) tienen un impacto directo en el seguimiento
de la referencia. Por lo tanto, deberán evitarse los polos/ceros situados
en frecuencias bajas si no es como requisito explícito de la especificación
de diseño, ya que estos incrementan el tiempo de establecimiento de la
respuesta ui/rui .

Para ilustrar este fenómeno se propone el estudio de tres alternativas
(a, b, c) para el prefiltro f3(jω). Los tres controladores propuestos son

f3a(s) =
1

s/8 + 1
, f3b(s) =

1
s/0.8 + 1

, f3c(s) =
1

s/0.08 + 1
. (7.29)

Como se aprecia en la Figura 7.6, los tres prefiltros dan lugar a tres
respuestas de lazo cerrado T3a,b,c que cumplen con la cota superior Wua .
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Figura 7.6: Ejemplo de diseño de prefiltros.

En la Figura 7.7 pueden compararse las respuestas temporales cuan-
do se aplica en la referencia ru3 una consigna de tipo escalón unitario
en el instante de tiempo t = 0.5s. En la gráfica superior se observa el
comportamiento dinámico de la salida. Los tres controladores dan lugar
a respuestas situadas en la región admisible (sombreada en color gris).
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Como era de esperar, el impacto que produce el cambio de la referen-
cia ru3 en la salida y, es inferior para el prefiltro f3c(jω). Sin embargo,
un aspecto interesante de las respuestas mostradas en la Figura 7.7, es
que, en contra de lo deseado, las respuestas y obtenidas con los prefil-
tros f3b,c(jω) convergen al valor de régimen permanente (yrp = 0) en
un tiempo mayor que el obtenido para f3a(jω). Esto es debido a que los
prefiltros f3b,c(jω) contienen dinámicas más lentas que las de f3a(jω), ha-
ciendo que el comportamiento determinado por (7.28) sea más lento. En
consecuencia, u3(t) tarda más en alcanzar su valor de régimen perma-
nente, y por lo tanto, y(t) también. En la parte inferior de la Figura 7.7
queda reflejado el comportamiento descrito. En ella puede comprobarse
como la acción de control u3 converge a su valor de régimen permanen-
te más rápido cuando se emplea f3a(jω), permitiendo que se estabilicen
el resto de señales. Por el contrario, mediante el empleo del prefiltro
f3c(jω) el tiempo de establecimiento para u3 se dilata hasta los 50 se-
gundos, produciendo que y(t) tarde más tiempo en alcanzar su valor
de régimen permanente. A pesar de incrementarse el tiempo en que la
salida alcanza el equilibrio final hay que destacar que la distorsión en
y(t) cuando se emplea esta opción es muy reducida.
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Figura 7.7: Respuestas temporales obtenidas con los prefiltros f3a,b,c .
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En conclusión, debe prestarse especial atención al diseño de los prefil-
tros, ya que éstos pueden producir comportamientos inadecuados si no
se tienen en cuenta los aspectos anteriores.

7.3.2 Seguimiento de la consigna

En la sección anterior se ha analizado el diseño de prefiltros fi(jω)

cuando las especificación de diseño y/rui los demanda. A continuación,
se analiza como proceder cuando la especificación de diseño y/rui se
satisface con un controlador de prealimentación unitario fi(jω) = 1.
Véase como esta hipótesis coincide con la situacion mostrada en la Fi-
gura 7.5 (izq.). En ella puede observarse como la respuesta frecuencial
y(jω)/ru2(jω) se encuentra por debajo de la cota Wu(ω) cuando se em-
plea un prefiltro unitario f2(jω) = 1.

Cuando la especificación de diseño es satisfecha por un prefiltro uni-
tario, éste puede emplearse para mejorar el comportamiento dinámico
en el seguimiento de la referencia rui . Es decir, la respuesta obtenida
cuando se producen cambios en la referencia de la acción de control.
Cuando se emplea un prefiltro unitario, el sistema responde presentan-
do un cambio inmediato en ui cuando se establece una nueva referencia
rui . En un sistema real, esta variación brusca de la acción de control pue-
de ser perjudicial para los actuadores del sistema. Una vez que la acción
de control alcanza el valor de consigna, el sistema reacciona como si de
una perturbación se tratase hasta alcanzar el nuevo punto de equilibrio.
Este fenómeno es debido a que en alta frecuencia se cumple lt(j∞) = 0,
y por lo tanto la respuesta (7.28) cumple

ui(j∞)

rui(j∞)
=

(1 + lt(j∞)− li(j∞))

1 + lt(j∞)
= 1. (7.30)

La Figura 7.8 muestra las respuestas de las acciones de control u2,3, si se
aplica en las referencias rui un escalón unitario en t = 0.5s. En las dos
respuestas puede observarse el cambio brusco descrito anteriormente.
Es evidente que carece de sentido forzar al actuador para que soporte
el comportamiento anterior. Imagínese una servoválvula de gran tama-
ño que es abierta para inmediatamente ser cerrada. Como se observa en
la Figura 7.8, el efecto adverso es más pronunciado en las acciones de
control de las plantas que trabajan en media frecuencia. En estas plantas
se observa que la acción de control retorna al valor previo a la excita-
ción y evoluciona lentamente hasta el valor de consigna. Si se evalúa la
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Figura 7.8: Respuestas temporales obtenidas empleando prefiltros unitarios.

ecuación (7.28) puede comprobarse como el diagrama de bode de mag-
nitud corresponde con el de un filtro elimina banda (ver Figura 7.9), en
el que la banda de frecuencias rechazadas coincide con la banda de tra-
bajo de la planta pi(jω). Por lo tanto, cuando las plantas trabajan en
medias-bajas frecuencias (p2 en el ejemplo de estudio), las bandas elimi-
nas se encuentran en frecuencias inferiores, dando lugar a un tiempo de
respuesta más lento.
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Figura 7.9: Respuestas frecuenciales ui/rui si se emplean prefiltros unitarios.
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Desde un punto de vista práctico, si se desean eliminar los rebotes14

en la respuesta ui(t), bastará con aplicar un filtro pasa bajos a partir del
pico inferior de la magnitud de la respuesta frecuencial. De este modo
se eliminan las componentes de alta frecuencia que producen el cambio
inmediato de la acción de control.

De forma aproximada, el pico inferior de la respuesta frecuencial co-
rresponde con la frecuencia media de la banda de de trabajo. Véase
como ejemplo la Tabla 4.3, que determina las frecuencias de trabajo de
las plantas del ejemplo actual. En ella se observan las bandas de trabajo
para cada una de las plantas. De la misma se puede obtener el valor
medio en escala logarítmica, siendo:

Planta p2(jω): [0.01, 1] = 10[−2, 0]. Media 10−1 = 0.1

Planta p3(jω): [0.5, 100] = 10[−0.3, 2]. Media 100.85 ≈ 7

Véase como estos valores se aproximan a las frecuencias de pico mostra-
das en la Figura 7.9.

Siguiendo este criterio, el prefiltro para la referencia de la acción de
control u2, que en principio podía ser unitario, debe ser modificado por
un filtro pasa bajos con frecuencia de corte ω = 0.1. Se propone el em-
pleo de dos controladores

f2a(s) =
1

(s/0.1 + 1)
, f2b(s) =

1
(s/0.1 + 1)2 ; (7.31)

cuya única diferencia radica en el número de polos. Si se emplean estos
prefiltros se obtienen las respuestas mostradas en la Figura 7.10. En ella
se muestra el comportamiento de la acción de control u2(t) cuando se
emplean los prefiltros anteriores y se comparan con el comportamiento
obtenido con un un prefiltro unitario15. En la Figura 7.10 puede compro-
barse como los dos controladores de prealimentación evitan el cambio
brusco inicial en la acción de control. Del mismo modo, se aprecia que
el controlador f2a produce un pequeño incremento, seguido de un decre-
mento en los instantes iniciales. Esto es debido a que el filtro empleado
es poco selectivo y permite el paso de un mayor rango de frecuencias.
En la Figura 7.11 se muestran los diagramas de bode de magnitud obte-
nidos con los tres posibles prefiltros (unitario, f2a y f2b ). En ella puede

14 Se considera un comportamiento sin rebotes aquel que no alcanza el valor final en el
instante inicial. No confundir con respuestas subamortiguadas.

15 La figura situada en la parte inferior representa la respuesta inicial de forma ampliada.
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comprobarse que se mantiene inalterado el comportamiento en baja fre-
cuencia, pero se eliminan las componentes indeseadas de alta frecuencia.
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Figura 7.10: Respuesta temporal u2, para una referencia de tipo escalón unita-
rio.
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Figura 7.11: Respuestas frecuencial u2/ru2 para los tres casos de estudio.

Si se desea un comportamiento dinámico más rápido en la evolución
de la acción de control u2(t), no queda otra alternativa que emplear es-
trategias de diseño de que empleen controladores diseñados para que
la magnitud de la respuesta frecuencial de la ecuación (7.28) se manten-
ga entre dos cotas, tal como se realiza en el tracking SISO. Como se ha
descrito al inicio del presente capítulo, este tipo de objetivos quedan fue-



7.3 diseño de controladores de prealimentación 199

ra del alcance del presente trabajo, estableciéndose como objetivos para
futuras lineas de investigación.

7.3.3 Referencias en modo rampa

En esta sección, se analizan los generadores de referencias en modo
rampa. En estos casos, los cambios en las referencias rui para las accio-
nes de control son inyectados empleando rampas, tal como se ilustra
en la Figura 7.12. De esta forma, se suaviza el impacto que presentan
las variaciones de rui sobre la variable controlada y. El objetivo final es
substituir el prefiltro fi (que ahora será unitario) por un generador de
referencias adecuado. En principio puede parecer una tarea sencilla, pe-
ro como se justificará en la presente sección, la selección de la pendiente
de la rampa requiere de un estudio en profundidad del comportamiento
del sistema.

r u
i(

t)

Tiempo (s)

mΔrui

Figura 7.12: Esquema de cambio de referencia en modo rampa.

Para entender mejor el efecto que presenta el empleo de un generador
de rampas, puede analizarse su comportamiento en el domino de la
frecuencia. De forma aproximada, emplear un generador de rampas es
equivalente a emplear un prefiltro del tipo

f (s) =
m

Δrui

(1 − e−|Δrus|/m)

s
; (7.32)

donde m corresponde con la pendiente de la rampa y Δrui con el incre-
mento del punto de operación. Véase como el prefiltro anterior para una
acción de control de tipo escalón caracterizada por

rui(s) =
Δrui

s
, (7.33)
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responde según

rui(s) f (s) = m
1
s2 − m

e−|Δru|s/m

s2 . (7.34)

Es decir, presenta dos rampas de igual pendiente y signo contrario retar-
dadas el tiempo necesario para alcanzar el valor deseado. Véase como el
tiempo de retraso entre las rampas depende de la pendiente empleada
y del valor absoluto de la variación de la referencia.

El prefiltro definido por la ecuación (7.32), depende del incremento
de la referencia para la acción de control Δrui , y por lo tanto presenta
un comportamiento no lineal16. Además de la variación de la acción de
control, el mismo está determinado por el valor deseado para la pendien-
te de la rampa m. La pregunta principal cuando se efectúa un cambio
de referencia en modo rampa no es otra que el valor deseado para la
pendiente de la misma. Este valor no es arbitrario y debe seleccionar-
se de forma adecuada. Si las variaciones en la referencia de la acción de
control son inyectadas empleando rampas con poca pendiente, se produ-
cirán leves distorsiones en la variable controlada, a costa de incrementar
el tiempo de establecimiento del sistema. Por el contrario, pendientes
elevadas producirán grandes distorsiones en la variable controlada, a
costa de reducir el tiempo de establecimiento del conjunto. A continua-
ción se muestra un estudio del prefiltro definido por (7.32), de forma
que se establezca de forma clara cuales son los límites para la pendiente
de la rampa m.

Conocida la amplitud del incremento de la referencia Δrui y la pen-
diente del prefiltro m, puede definirse el parámetro ωc según ωc =

m/Δrui . Por lo tanto, el prefiltro (7.32) puede ser reescrito según

f (s) = ωc
(1 − e−s/ωc)

s
(7.35)

En el dominio de la frecuencia, el filtro equivalente está definido por

f (jω) =
ωc

jω

[
1 − e−j ω

ωc

]
=

ωc

jω

[
1 − cos

−ω

ωc
− j sin

−ω

ωc

]
. (7.36)

A continuación, se obtiene el módulo de f (jω) para determinar el
comportamiento dinámico del mismo. Para obtener el módulo de f (jω)

16 Al depender de Δrui la función de transferencia del prefiltro cambia en función de la
referencia.
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se descompone f (jω) en su parte real e imaginaria. A continuación, el
módulo puede obtenerse como la raíz cuadrada de la suma de cuadra-
dos

| f (jω)| = ωc

ω

√
1 − 2 cos

−ω

ωc
+ cos2 −ω

ωc
+ sin2 −ω

ωc
. (7.37)

Desarrollando la ecuación anterior, el módulo de f (jω) puede expre-
sarse según

| f (jω)| = ωc

ω

√
2 − 2 cos

−ω

ωc
=

ωc

ω

√
2 − 2 cos

ω

ωc
, (7.38)

y si se aplica la relación del ángulo mitad, la expresión anterior puede
compactarse en

| f (jω)| = 2
ωc

ω

√
1 − cos ω

ωc

2
= 2

ωc

ω
sin

ω

2ωc
. (7.39)

Conocido el módulo del prefiltro puede analizarse el comportamiento
del mismo en función de la relación ω/ωc. Analícense los siguientes
casos:

En baja frecuencia ω << ωc, la relación ω/ωc presenta un valor
próximo a cero. En estos casos puede emplearse la aproximación
sin(x) ≈ x, dando lugar a

| f (jω)| = 2
ωc

ω
sin

ω

2ωc
≈ ωc

ω
2

ω

2ωc
= 1. (7.40)

Es decir, el filtro equivalente presenta una ganancia unitaria en
baja frecuencia. Esta conclusión es lógica, ya que en baja frecuencia
(régimen permanente) el valor obtenido en la salida del prefiltro
debe ser el mismo que el del escalón aplicado en su entrada.

En alta frecuencia ω << ωc, la relación sin(ω/ωc) oscila entre
±1. Si se consideran los valores máximos de la respuesta, puede
obtenerse la envolvente de la magnitud a lo largo de la frecuencia.
Ésta está determinada por

| f (jω)| ≈ 2
ωc

ω
. (7.41)

Véase como la magnitud anterior coincide con la que presenta en
alta frecuencia un sistema de primer orden con un polo en 2ωc.



202 control de las acciones de control miso

En resumen, el generador de rampas puede aproximarse por un filtro
de primer orden con frecuencia de corte 2ωc. En la Figura 7.13 puede
comprobarse la afirmación anterior. En ella se muestra la magnitud de
la respuesta frecuencial de un generador de rampas caracterizado por
ωc = 0.1, junto con la magnitud de la planta

p(jω) = f rac1j
ω

0.2
+ 1. (7.42)

En ella puede comprobarse como las dos respuestas presentan un com-
portamiento muy similar. La máxima distorsión se obtiene en el entorno
de la frecuencia ωc. Véase como la respuesta frecuencial del generador
de referencias presenta en esta frecuencia -1.5dB, superior a los -3dB que
presenta el sistema de primer orden.

10−2 10−1 100 101
−100

−80

−60

−40

−20

0

20

Frecuencia (rad/s)

M
ag

ni
tu

d
(d

B)

Figura 7.13: Magnitud de la respuesta frecuencial de un generador de rampas
y su aproximación por un sistema de primer orden.

El estudio frecuencial anterior puede ser especialmente útil para rea-
lizar una selección adecuada de las pendientes del generador de ram-
pas. Gracias a el puede elegirse de forma dinámica la pendiente máxi-
ma admisible por el sistema, en función del incremento deseado para
la acción de control. El cálculo de la pendiente se realiza empleando
m = Δrui ωc/2. Donde la frecuencia de corte ωc deberá ser seleccionada
para atender a los objetivos de diseño. Si solo se tiene en cuenta el obje-
tivo de seguimiento, la frecuencia de corte deberá ser igual o inferior a
la frecuencia media de trabajo de la planta pi, tal como se describió en la
Subsección 7.3.2. También puede seleccionarse la frecuencia de corte pa-
ra limitar el impacto en la variable controlada, en este caso la frecuencia
de corte deberá ser seleccionada en función de los requisitos estudiados
en la Subsección 7.3.2.
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A continuación, se muestran algunos ejemplos de diseño, obtenidos
para el ejemplo de tres plantas estudiado anteriormente. Considérese
nuevamente el diseño del sistema encargado de aplicar las referencias
de la acción de control ru2 . Como se describió en la Subsección 7.3.2,
para que no existan rebotes en el seguimiento de ru2 debe emplearse un
filtro pasa bajos con frecuencia de corte 0.1rad/s. Si en este caso se desea
emplear referencias en modo rampa y se considera que la variación de
la acción de control será Δru2 = 1, la pendiente máxima para que el
generador de rampas presente un comportamiento adecuado es

m = ωcΔru2 /2 = 0.1 × 1/2 = 0.05. (7.43)

El la Figura 7.14 se muestran los resultados obtenidos empleando va-
rios generadores de rampas, así como el prefiltro f2a(jω) de la Subsec-
ción 7.3.2. En ella se aprecia claramente que el empleo de pendientes
inferiores 0.05 producen rebotes en el seguimiento de la acción de con-
trol, tal como ocurría cuando no se empleaba ningún prefiltro. Además
puede comprobarse como el comportamiento del sistema cuando la pen-
diente es 0.05 coincide en gran medida con el obtenido con el prefiltro
f2a(jω), corroborando que la aproximación frecuencial es adecuada. Por
último, puede observarse como el seguimiento de referencias obtenido
cuando las referencias son inyectadas con pendientes inferiores a 0.05 es
muy parecido al que se obtendría si se emplearan prefiltros lineales con
una frecuencia de corte equivalente.

El la Figura 7.14, también se muestra la distorsión en la variable con-
trolada. Es en este comportamiento donde se aprecia una mayor distor-
sión entre el empleo del prefiltro lineal y el generador de referencias en
modo rampa con pendientes inferiores a 0.05. Esto es debido a que la
referencia rui actúa como una perturbación tipo rampa, que el sistema
es capaz de rechazar con un error finito en la salida. Por lo tanto, la va-
riable controlada alcanza un valor fijo mientras se aplica la rampa. Valor
que posteriormente es eliminado cuando la referencia alcanza un valor
constante. Véase en la Figura 7.14 como la variable controlada retorna a
su valor de consigna una vez que la referencia alcanza el valor de con-
signa. Pese a todo, si se analiza el comportamiento para la rampa con
pendiente m = 0.05, puede comprobarse que la respuesta sigue siendo
similar a la obtenida para su prefiltro equivalente.
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Figura 7.14: Seguimiento de referencias ru2 en modo rampa.
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E S T R U C T U R A D E C O N T R O L M I S O S E R I E P R O P U E S TA

En este capítulo se analiza en profundidad la estructura de control MI-
SO serie, por ser la más empleada en estrategias de control que presen-
tan una gestión activa del punto de operación. Un estudio preeliminar
de dicha estructura se ha presentado en la Subsección 2.3.1.

En la Sección 8.1 se muestran las deficiencias de la generalización para
sistemas con n actuadores de la estructura serie clásica que se emplea en
sistemas con dos actuadores. Como solución, en la Sección 8.2 se propo-
ne una estructura MISO serie que reduce la necesidad de integradores a
sólo el controlador que afecta a la actuación más lenta. Por último, en la
Sección 8.3 se propone una metodología de diseño QFT de los elementos
de control de la estructura MISO serie, que emplea fundamentos simila-
res a los de las metodologías presentadas en el Capítulo 4 y Capítulo 6
para estructuras MISO de controladores en paralelo.

8.1 estructuras de control serie clásicas

Como puede concluirse del estudio realizado en la Sección 2.4, tradi-
cionalmente el control de sistemas MISO en los que se desea realizar
una gestión avanzada del punto de operación, se ha realizado emplean-
do la estructura de control serie. Todos los trabajos analizados en la Sec-
ción 2.4 que emplean estrategias de diseño serie utilizan la arquitectura
de control de la Figura 8.1, que restringe los sistemas MISO a sólo dos
plantas (dos variables de actuación). Además, al igual que en el resto de
estructuras serie, la arquitectura está pensada para que se produzca una
intervención secuencial de las plantas1, por lo que la disposición de plan-
tas en la estructura debe ser tal que el diseño posterior de controladores
permita que p2 trabaje en alta frecuencia y p1 en baja frecuencia.

1 Ver la Subsección 2.3.1 para una descripción más profunda de la misma.
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Figura 8.1: Estructura de control serie para un sistema MISO 1 × 2.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema en lazo cerra-
do están determinadas por

y =
lt

1 + lt
(r − v)− pd

1 + lt
d +

c1 p1

1 + lt
ru2 , (8.1)

u1 =
c1c2

1 + lt
(−r + v + pdd) +

c1(1 + c2 p2)

1 + lt
ru2 , (8.2)

y

u2 =
c2

1 + lt
(r − v − pdd) +

−c1c2 p1

1 + lt
ru2 , (8.3)

donde la función de lazo abierto total lt corresponde con

lt = c2 p2 − c1c2 p1. (8.4)

Se analizará el comportamiento en baja frecuencia, que en el límite
(ω = 0), describe el comportamiento temporal de régimen permanente
(t = ∞), el cual se representará con el subíndice «rp»; a su vez las ga-
nancias estáticas de las funciones de transferencia se representarán con
«(0)». La señal de ruido v(t) introducida por el sensor se considera que,
por su propia designación, incluye exclusivamente componentes de alta
frecuencia, por lo que vrp = 0.

Para cumplir con las especificaciones de performance sobre y en (8.1)
se cumplirá que |lt(j0)| >> 1, |lt(j0)| >> |pd(j0)|, por lo que la variable
controlada en régimen permanente está determinada por

yrp = rrp +
c1(0)p1(0)

lt(0)
ru2,rp , (8.5)
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cuando |c1(j0)| = ∞. Es decir, se incluye acción integral en c1. Y por
tanto, para que y(t) tienda a r(t), sólo queda anular la dependencia
de la referencia ru2(t) en régimen permanente. Y teniendo en cuenta
el requisito a cumplir por tratarse de una estructura serie - que p1(jω)

trabaje en baja frecuencia y p2(jω) en alta frecuencia- se cumplirá

|c1(j0)c2(j0)p1(j0)| >> |c2(j0)p2(j0)|. (8.6)

Este hecho implica que se cumpla |lt(j0)| ≈ |c1(j0)c2(j0)p1(j0)|, por lo
que finalmente la respuesta en régimen permanente puede aproximarse
por

yrp = rrp +
1

c2(0)
ru2,rp . (8.7)

Por tanto, si se desea eliminar totalmente la dependencia de ru2 el con-
trolador c2 debe cumplir |c2(j0)| = ∞, quedando

yrp = rrp. (8.8)

Del mismo modo, la acción de control u2 definida por (8.3), en régimen
permanente es

u2,rp =
c2(0)
lt(0)

(rrp − pd(0)drp) +
−c1(0)c2(0)p1(j0)

lt(0)
ru2,rp , (8.9)

que puede aproximarse finalmente por

u2,rp = ru2,rp , (8.10)

si se cumplen las condiciones de diseño anteriores.
En resumen, los integradores de c1 corrigen las desviaciones perma-

nentes de y debidas a perturbaciones en d o debidas a la incertidumbre
desconocida de las plantas. Los integradores de c2 corrigen las desvia-
ciones permanentes de y debidas a posibles cambios en el punto de
operación ru2 y también garantizan que dicho punto de operación se al-
cance en u2. Además la concatenación de integradores permite que se
cumpla la condición de trabajo de las plantas (8.6). Por todo esto, la ma-
yor parte de estrategias de diseño presentadas en la Sección 2.4 emplean
controladores de tipo PI en c2, y de tipo I o PI en c1.
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La Figura 8.2 muestra la generalización de la estructura serie mostra-
da en la Figura 8.1 para un sistema MISO de n plantas2. Esta generaliza-
ción es la más intuitiva, pero presenta serios problemas, requiriendo de
diseños complejos para satisfacer todos los objetivos de control.
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run ci pi

cn pn

v

pd

−

−

−

d
u1

u2

ui

unr

y1

y2

yi
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y

−

Figura 8.2: Estructura de control serie generalizada para un sistema MISO 1× n.
pn corresponde con la planta que trabaja en alta frecuencia.

En este caso la variable controlada y, está determinada por

y =
lt

1 + lt
(r − v) +

n

∑
i=2

l−i

1 + lt
rui +

pd

1 + lt
d, (8.11)

donde la función de cada rama li está determinada por

li = pi

n

∏
k=i

ck, (8.12)

y la función de lazo abierto total lt por

lt =
n

∑
i=1

(−1)(n−i)li. (8.13)

Se define la función de rama total vista desde la entrada rui como

l−i =
∑i−1

k=1(−1)(i−k)lk

∏n
k=i ck

. (8.14)

2 Téngase en cuenta que en este capítulo se está empleando una designación de plantas
diferente a la mostrada en la Subsección 2.3.1. Ahora, p1(jω) denota la planta que trabaja
en más baja frecuencia y pn(jω) la planta que trabaja en más alta frecuencia.
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En régimen permanente, empleando las mismas aproximaciones y cri-
terios que en el caso anterior con dos plantas para baja frecuencia, la
variable controlada y está determinada por

yrp = rrp +
n

∑
i=2

l−i(0)
lt(0)

rui,rp , (8.15)

demandando un integrador en c1 para cancelar la influencia de drp y
transmitir la información de rrp, siendo l1(jω) la planta que domina la
baja frecuencia. Entonces, además |lt(j0)| ≈ |l1(j0)|, se tiene

yrp = rrp +
n

∑
i=2

(−1)i−n

∏n
k=i ck(0)

rui,rp . (8.16)

Por lo que, si se desea que los cambios en el punto de operación de
las variables de control rui>1 no afecten al punto de operación de y, será
necesario emplear un integrador en todos los controladores ci>1. Final-
mente, por tanto, todos los controladores ci tienen un integrador, lo que
incrementa la complejidad del diseño para las ramas i > 1 por temas de
estabilidad. Nótese cómo las funciones de rama li = pi ∏n

k=i ck arrancan
en ω = 0 con una fase de −90oi.

La acción de control en las sucesivas plantas está determinada por

ui =
(−1)n−i li/pi

1 + lt
(r − v − pdd)

+
∑i−1

k=1(−1)i−1−klk

1 + lt
rui

+
(−1)n−m−1l−m ∏n

k=m ck

1 + lt
rum<i

+
−1(m−i+1) ∏m−1

k=i ck ∑n
k=m(−1)n−klk

1 + lt
rum>i . (8.17)
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Y el régimen permanente de las acciones de control que deben seguir
sus referencias sin error (i > 1) puede aproximarse por

ui>1,rp =
(−1)n−i li(0)/pi(0)

lt(0)
(rrp − pd(0)drp)

+
∑i−1

k=1(−1)i−1−klk(0)
lt(0)

rui>1,rp

+
(−1)n−m−1l−m(0)∏n

k=m ck(0)
lt(0)

ru1<m<i,rp

+
−1(m−i+1) ∏m−1

k=i ck(0)∑n
k=m(−1)n−klk(0)

lt(0)
rum>i>1,rp . (8.18)

Como la rama l1(jω) domina en baja frecuencia sobre el resto (|lt(jω)| ≈
|l1|(jω)| y |l1(jω)| >> |li �=1(jω)|), puede substituirse la expresión ante-
rior por

ui≥1,rp = rui>1,rp + ∑
1<m<i

l1(0)

∏i−1
k=m ck(0)

rum,rp

+ ∑
m>i>1

pm(0)
pi(0)∏i−1

k=1 ck(0)
rum,rp . (8.19)

Entonces, como ocurría para la variable controlada, únicamente se satis-
face la condición ui>1,rp = rui>1,rp (las variables de control i > 1 alcanzan
el punto de operación deseado) si los controladores de todas las ramas
presentan al menos un integrador. Véase cómo este hecho, unido a la
dificultad intrínseca de la estructura de control3, hace poco viable el uso
de esta estructura (Figura 8.2) en sistemas reales de más de dos plantas
(n > 2).

Por tanto, la estructura serie clásica es viable para sistemas de dos
plantas Figura 8.1, teniendo presente que los dos controladores han de
diseñarse con parte integral. Sin embargo, su generalización para siste-
mas de más de dos plantas (actuaciones) (Figura 8.2) no es muy adecua-
da. En este caso, se recomienda el empleo de la estructura de control
paralelo, o la modificación de la estructura serie propuesta a continua-
ción (Sección 8.2).

3 Una de las mayores dificultades a la hora de realizar el diseño de los controladores
proviene de la existencia de múltiples cambios de signo.
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8.2 estructura de control serie

A continuación, se propone una modificación de la estructura de con-
trol serie, cuyo objetivo es lograr el funcionamiento deseado en sistemas
MISO con más de dos plantas. Se mantiene la filosofía de trabajo, or-
den secuencial de intervención de plantas, pero se adapta la estructura
para solucionar los problemas que introduce la estructura serie clásica
generalizada para un correcto funcionamiento en régimen permanente.
En concreto, no será preciso introducir integradores en todas las ramas,
sino sólo en la que trabaja en régimen permanente.

La Figura 8.3 muestra la estructura de control propuesta. En ella se
aprecia como las referencias para las acciones de control rui son introdu-
cidas mediante el empleo de controladores de prealimentación fi y un
sumador en la entrada de la planta, de forma similar a como se procedía
en la estructura de control paralelo. Los controladores de prealimenta-
ción son empleados para atenuar la distorsión de la variable controlada,
tal como se describió en la Sección 7.3. Una de las primeras ventajas,
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Figura 8.3: Modificación de la estructura de control serie para el control de un
sistema MISO 1 × n.
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que puede observarse a simple vista, es que se eliminan los signos ne-
gativos de los comparadores. De este modo, se simplifica la expresión
de las ecuaciones de comportamiento en lazo cerrado, que ahora están
determinadas por

y =
lt

1 + lt
(r − v)− 1

1 + lt
pdd +

n

∑
i=2

pi fi

1 + lt
rui , (8.20)

y

ui =
li/pi

1 + lt
(r − v − pdd) +

(1 + lt − li) fi

1 + lt
rui − ∑

m �=i

fm pmli/pi

1 + lt
rum . (8.21)

Donde li y lt se corresponden con

li = pi

n

∏
k=i

ck, (8.22)

y

lt =
n

∑
i=1

li. (8.23)

El comportamiento que relaciona la variable gobernada y con respecto
a las señales r, v y d, es idéntico al obtenido con la estructura serie
clásica (Figura 8.2). La única diferencia radica en que los términos li
que componen lt presentan todos sus signos positivos, a diferencia de la
estructura clásica, en la que aparecían con signo positivo y negativo de
forma alternativa.

En régimen permanente, asumiendo las mismas simplificaciones que
se han empleado en secciones anteriores, se tiene

yrp = rrp +
n

∑
i=2

pi(0) fi(0)
l1(0)

rui,rp , (8.24)

cuando c1 contiene un integrador. Condición que se satisface dado que
la rama l1(jω) domina en baja frecuencia. Si se considera que todos los
controladores de prealimentación son filtros paso bajo con fi(0) = 1, se
alcanza

yrp = rrp. (8.25)

Es decir, la nueva estrategia garantiza un adecuado comportamiento en
régimen permanente de la variable controlada y mediante el empleo de
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un único integrador, que en este caso deberá añadirse en c1(jω). Ésta es
una diferencia sustancial con respecto a la estructura de control anterior,
que facilita en gran medida el diseño de los controladores.

La acción de control ui, en régimen permanente ui,rp, puede aproxi-
marse por

ui,rp = fi(0)rui,rp − ∑
m �=i

fm(0)pm(0)li(0)/pi(0)
l1(0)

rum,rp , (8.26)

que se transforma en ui>1,rp = rui,rp si se garantiza la condición impuesta
anteriormente para todos los controladores de prealimentación.

Por todo ello, la nueva estructura de control presenta varias ventajas,
de entre las que destacan:

1. Se simplifica la notación al evitar el empleo de signos negativos.
Estos no son necesarios, ya que el reparto de las bandas de trabajo
asignadas a cada una de las plantas depende de la relación entre
la magnitud de rama y la magnitud de lazo abierto total, no del
empleo de comparadores.

2. Se reduce drásticamente el número de integradores necesarios pa-
ra garantizar los objetivos de diseño en baja frecuencia: yrp = rrp y
ui,rp = rui,rp , para i > 1. Además de reducir el orden de los contro-
ladores, esto facilita el diseño de los mismos.

3. Se añaden prefiltros que permiten mejorar el comportamiento di-
námico del sistema ante un eventual cambio del punto de opera-
ción.

8.3 metodología de diseño miso qft serie

A continuación, se presenta una modificación de la estrategia de di-
seño que se propuso en el Capítulo 4 para una arquitectura paralelo,
para su empleo junto con la arquitectura de control serie presentada
en la Sección 8.2. Los fundamentos de diseño junto con los objetivos se
mantienen inalterados, únicamente se describen las modificaciones ne-
cesarias para alcanzar un diseño apropiado para la estructura de control
serie. Téngase en cuenta que se respetarán en todo momento los objeti-
vos de funcionamiento de la estructura serie. Es decir, que se produzca
una intervención secuencial de plantas tal que pn(jω) sea la primera
en reaccionar, y p1(jω) la última, y por lo tanto ésta última es la que
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se encarga del control en régimen permanente. Se evitará en la medida
posible que dos o más plantas trabajen en una misma banda de frecuen-
cia. Cuando la ordenación de bandas de trabajo no sea la descrita, se
recomienda emplear la estructura paralelo por ser más versátil.

Se emplea el esquema de control de la Figura 8.3. Como ya se ha jus-
tificado, los controladores de realimentación ci(jω) son diseñados para
garantizar el performance de lazo cerrado de y ante perturbaciones d, y
los controladores de prealimentación o prefiltros fi(jω) son empleados
para limitar el impacto que tiene el cambio del punto de operación (mo-
dificación de las señales rui>1) sobre la variable controlada.

Como en el Capítulo 4 se tiene en cuenta la incertidumbre paramétrica
en los modelos de las plantas, garantizando que las especificaciones de
diseño se cumplen para todo el espacio de la incertidumbre.

Como en el caso paralelo, se definen n especificaciones de lazo cerrado
para garantizar la estabilidad robusta4

∣∣∣∣ li(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω), ∀q ∈ Q; (8.27)

y una para el rechazo robusto de perturbaciones,∣∣∣∣ pd(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω), ∀q ∈ Q. (8.28)

De forma adicional pueden establecerse n − 1 especificaciones para el
cambio robusto del punto de operación,∣∣∣∣ pi �=1(jω) fi �=1(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wui �=1(ω), ∀q ∈ Q. (8.29)

Téngase en cuenta que pese a presentarse las misma inecuaciones que
en el Capítulo 6, éstas hacen referencia a otras condiciones de diseño, ya
que en este caso lt(jω) está definido por (8.23).

Como en la estrategia de diseño QFT MISO para la estructura paralelo,
el método de diseño se divide en tres etapas: reparto frecuencial de la
realimentación, loop-shaping de controladores de realimentación y loop-
shaping de los controladores de prealimentación.

4 En este caso se garantiza la estabilidad de lazo cerrado empleando la condición derivada
de la sensibilidad complementaria, presentada en el la Sección 5.2. Del mimo modo
puede emplearse la condición derivada de la sensibilidad, o la condición empleada en
el Capítulo 4.
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Primera etapa: reparto frecuencial de la realimentación

Como en el método propuesto en el Capítulo 6, la primera etapa de
diseño consiste en determinar cual es el mejor reparto de la realimen-
tación5. Esta etapa es independiente de la estructura de control (serie
o paralelo), dado que para determinar la mejor banda de trabajo de ca-
da planta se analiza la cantidad de realimentación necesaria cuando la
planta trabaja en solitario. Por tanto, se siguen los mismos criterios deta-
llados para la estructura paralelo. Igualmente, podrían emplearse otros
criterios de selección de las frecuencias de trabajo, como pueden ser las
limitaciones físicas de las plantas, los costes económicos, conocimientos
ad-hoc, etc.

Una vez realizada la selección de las bandas de trabajo se deberá llevar
a cabo la ubicación adecuada de las plantas sobre la estructura de control
(Figura 8.3). Es decir, la planta que trabaja en la banda de frecuencia más
baja es la denominada p1, y así sucesivamente, hasta la que trabaja en la
banda de frecuencia más alta que se denomina pn

6.

Segunda etapa: loop-shaping de los controladores

Determinadas las bandas de trabajo, el procedimiento de diseño em-
plea un cierre secuencial de lazos, en el que los n controladores ci=1,...,n
son obtenidos en n pasos. Tras asignar inicialmente un valor nulo a to-
dos los controladores ci=1,...,n(jω) = 0, se realiza el cierre secuencial de
lazos diseñando en primer lugar el controlador cn para la planta más rá-
pida pn y finalizando el diseño con el controlador c1 para la planta más
lenta p1. Véase como el orden de cierre de lazos es contrario al empleado
en la estructura de control paralelo. Esta decisión se justifica dado que
la rama lk está determinada por los controladores de las ramas li>k. Por
lo tanto, para llevar a cabo el diseño de lk con ck será necesario haber
establecido el valor de los controladores ci>k.

En cada etapa de diseño se diseña un único controlador ck(jω). Para
ello, se fijan el resto de controladores ci �=k(jω) y se obtienen los contor-

5 En caso de dudas se recomienda revisar la Sección 4.2 y Sección 6.3.
6 Este paso no es necesario cuando se emplea la estrategia paralelo, ya que todas las

plantas son susceptibles de trabajar en baja , media o alta frecuencia. En este caso si
es necesario, dado que la estructura está vinculada a una ordenación adecuada de las
plantas sobre ella.
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nos de diseño QFT para el vector discreto de frecuencias Ω. Las inecua-
ciones (8.27)-(8.28) pueden ser reescritas según

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
lk(jω)

1 +
n

∑
i>k

li(jω) + ck(jω)
k

∑
j=1

lj(jω)

ck(jω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ Ws(ω) (8.30)

y ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
pd(jω)

1 +
n

∑
i>k

li(jω) + ck(jω)
k

∑
j=1

lj(jω)

ck(jω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ Wd(ω). (8.31)

Como en los casos anteriores, los contornos de diseño se obtienen
empleando la instrucción genbnds de la Terasoft QFT Toolbox [12], que
calcula los bounds para una inecuación con formato∣∣∣∣ A + BG

C + DG

∣∣∣∣ < W. (8.32)

Por lo tanto, si en un momento dado se diseña el controlador ck(jω),
los bounds que garantizan la estabilidad robusta (8.30) son calculados
mediante el empleo de

A = 0, B = pk(jω)
n

∏
v=k+1

cv(jω), C = 1 +
n

∑
i>k

li(jω),

D =
k

∑
j=1

lj(jω)

ck(jω)
, G = ck(jω), W = Ws(ω).

Y para el calculo de los bounds de rechazo de perturbaciones (8.31) se
emplea

A = pd(jω), B = 0, C = 1 +
n

∑
i>k

li(jω),

D =
k

∑
j=1

lj(jω)

ck(jω)
, G = ck(jω), W = Wd(ω).
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Véase cómo las ecuaciones propuestas para el cálculo de contornos
incorporan a los elementos cj<k(jω). Según el procedimiento secuencial
propuesto (inicialmente todos los ck = 0 y se va diseñando desde k = n
hasta k = 1), cuando se diseña el controlador ck los controladores cj<k
cumplen cj<k(jω) = 0, y por lo tanto las fórmulas anteriores se simpli-
ficarían. No obstante, se incluye la formulación completa que posibilita
un diseño iterativo (varias secuencias k = n hasta k = 1) para mejorar los
diseños. Al menos una segunda iteración suele ser necesaria para redise-
ñar los controladores de los lazos rápidos una vez que se han obtenido
los controladores de los lazos lentos.

Los bounds calculados imponen condiciones en la función de lazo
abierto lko(jω). Para cada frecuencia ω, se calcula el bound intersección
entre los que representan cada especificación, es decir, el más desfavo-
rable tal que si no es violado por lko(jω) se cumplan todas las especi-
ficaciones. Le designaremos βlk(ω), donde ω pertenece al conjunto de
frecuencias discretas Ω. Además, en la etapa de reparto de la realimen-
tación se planificó que la rama k trabajara en la banda de frecuencia
ωlk ≤ ω ≤ ωhk . Entonces, el loop-shaping se realiza tal que lko(jω) empie-
ce a cumplir sus contornos βlk(ω) a partir de ω ≥ ωlk (ver lno(jω1) en
la Figura 8.4); la violación de contornos en ω < ωlk es sólo transitoria,
ya que en estas frecuencias otros lazos aportarán la ganancia necesaria,
que hará que lko(jω) pase a cumplirlos de forma automática. A partir de
la frecuencia de corte superior de la rama, ω > ωhk , deberá realizarse
una reducción drástica de la magnitud de la rama lko(jω) (se alcanza la
frecuencia de roll-off ). Cuando se realiza el loop-shaping del último con-
trolador c1(jω), el de la planta p1(jω) que trabaja en baja frecuencia,
l1o(jω) debe satisfacer los contornos βl1(ω) en todas las frecuencias dis-
cretas en Ω (ver l1o(jω) en la Figura 8.4). Una vez finalizado este último
loop-shaping, automáticamente todos los lazos lio(jω) pasan a cumplir
sus bounds (incluidos los de las frecuencias que durante el diseño de
los respectivos lazos se violaban). En este punto el diseño finaliza y se
garantiza el cumplimiento de todas las especificaciones de control en
lazo cerrado.

Pueden incluirse etapas adicionales en las que se iteran los diseños en
busca de un ajuste más fino. Debe tenerse en cuenta que en el caso serie
el proceso iterativo es más complejo que en el caso paralelo, ya que la
modificación de una rama afecta a todas las ramas más lentas que ella.
Es decir, el rediseño de la rama lk(jω) implica una modificación en todas
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Figura 8.4: Procedimiento empleado en el loop-shaping de controladores para la
estructura serie.

las ramas li<k(jω). Por este motivo no se recomienda finalizar cualquier
re-diseño sin completar la secuencia hasta c1(jω).

Los controladores ci=1,...,n(jω) son los encargados del reparto de la
realimentación entre las plantas a lo largo de la banda de frecuencia.
Debe evitarse el empleo de elementos de retraso de fase para reducir la
magnitud en baja frecuencia de las ramas que trabajan en alta frecuencia.
Téngase en cuenta que estos elementos son vistos por las ramas que
trabajan en baja frecuencia, y deberán ser compensados por las mismas.
Del mismo modo, debe evitarse el empleo de integradores y ganancias
elevadas en los controladores de las plantas que no trabajan en baja
frecuencia.

Por último, indicar que si más de una planta debe trabajar en una
misma frecuencia discreta de diseño (cuestión que será apreciada en
la tabla que indica el reparto de tareas) el loop-shaping deberá llevarse
a cabo según lo expuesto en Capítulo 4. Por ejemplo, si dos plantas
deben colaborar en cierta frecuencia ω, en el diseño de la primera de
ellas lko(jω) se situará por debajo del contorno βlk(ω) una magnitud
20 log(2) dB, produciéndose una depresión en el contorno de diseño de
la segunda planta en colaboración en dicha frecuencia; al diseñarse el
lazo de esta segunda planta, los dos lazos pasan a cumplir sus contornos
en la frecuencia de colaboración. No obstante, se recomienda no forzar
la colaboración de plantas, salvo en casos puntuales. Si el objetivo es que
más de una planta efectúe el control del sistema en la misma banda de
frecuencia, la estructura paralelo es la más adecuada.
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Tercera etapa: loop-shaping de prefiltros

Como en el caso paralelo, una vez diseñados los controladores de re-
alimentación pueden diseñarse los controladores de prealimentación o
prefiltros, empleados para limitar la distorsión de la variable controla-
da cuando se modifica el punto de operación. Para el diseño de estos
elementos pueden emplearse las estrategias de diseño descritas en la
Sección 7.3, ya que el problema de control una vez diseñados los contro-
ladores de realimentación es equivalente.





9
A P L I C A C I Ó N A L C O N T R O L D E U N ATA D

A continuación, se muestra un ejemplo de aplicación de la estrategia
de control MISO serie1 al control de un ATAD.

9.1 descripción del proceso, modelos dinámicos y objeti-
vos de control .

El sistema a controlar es un digestor aerobio cuyo esquema se presen-
ta en la Figura 9.1. Este tipo de digestores son empleados en el trata-
miento de fangos de aguas residuales, en concreto para la estabilización
y pasteurización del fango utilizando la tecnología ATAD (Autothermal
Thermophilic Aerobic Digestion) [88, 140]. En líneas generales, el proceso
consiste en el empleo de un depósito cerrado en el que la materia orgáni-
ca del influente es degradada (estabilización) por la acción de bacterias
aerobias que son oxigenadas mediante el empleo de un sistema de airea-
ción forzada. La reacción exotérmica de biodegradación incrementa la
temperatura del digestor, que normalmente es operado en modo batch.
Entonces, el lote de fango a tratar se mantiene en el digestor durante
el tiempo necesario, función de la temperatura, para que se reduzca la
concentración de patógenos (pasteurización).

Tradicionalmente el tratamiento ATAD ha sido controlado en lazo
abierto, o mediante controladores automáticos que sólo manipulaban
el caudal de aireación, Qa, para regular la temperatura del digestor. En
este caso, se propone un control dual que añade la manipulación del
tiempo de retención de sólidos SRT - solid retention time- 2. De acuerdo

1 Como parte de los resultados generados por esta tesis, el mismo control ha sido publi-
cado en [108] siguiendo una estructura MISO paralelo.

2 Esta variable es inversamente proporcional al volumen tratado en cada lote, que se con-
trola mediante la bomba de alimentación y evacuación de fango que mueven caudales
Qraw = Qout. En concreto, SRT = VATAD/Qraw, donde VATAD es el volumen del digestor.
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Figura 9.1: Esquema de funcionamiento del ATAD.

a la estructura de control MISO serie (Figura 8.3), u2 = Qa y u1 = SRT.
El control dual permitirá alcanzar dos objetivos en régimen permanen-
te (referencias en los lazos de control). Por un lado, la temperatura del
digestor (salida - y) es regulada de acuerdo a una referencia (r), que
se selecciona convenientemente para obtener cierta calidad en el fango
tratado. A mayor temperatura, el nivel de pasteurización mejora, pero
obviamente se incurre en mayores costes de operación. Por ello, la tem-
peratura de referencia se fija en el valor mínimo que permita cumplir
con los niveles de pasteurización exigidos por la legislación vigente en
materia de tratamiento de fangos de depuradora. Por otro lado, se fija
una referencia para el caudal de aire (ru2 ). Su selección puede obedecer
a diferentes estrategias. Si se desea reducir el gasto de aireación, se se-
leccionan valores pequeños de referencia para Qa. Fijada la temperatura
dada del digestor, si se reduce la aireación, se provoca el aumento del
SRT, es decir, la disminución de Qraw o cantidad de fango tratado. Por
tanto, si se desea aumentar el nivel de producción, otra estrategia de
operación es incrementar la referencia para Qa.

Con el fin de emplear un control lineal, en este caso en el dominio
discreto, se adopta como intervalo de muestreo el tiempo de duración
del lote de tratamiento, que se considera fijo, y se toma ts = 1 d (día).
Entonces, SRT se actualiza cada ts (implica un cambio del volumen que
es tratado en cada lote). En consonancia con el sistema de control discre-
to, el caudal de aire Qa se mantiene fijo durante el lote de tratamiento.
Esta variable manipulable se actualiza cada ts. Y finalmente, la variable
controlada (y) será la temperatura media del digestor, TAVG, que se cal-
cula a partir de las muestras de temperatura recogidas durante el lote de
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un día de duración. Como entradas de perturbación de la temperatura
del digestor se considerarán la variación de la temperatura del aire, Ta,
y la variación de la temperatura del fango, Ts, a la entrada. El contenido
de materia orgánica del fango a tratar también es variable. Su variabili-
dad será considerada como incertidumbre paramétrica en los modelos
dinámicos salida/entrada del sistema.

El reactor utilizado se corresponde con el de un benchmark de simu-
lación no lineal aprobado para la tecnología ATAD [48, 161, 162], que
designaremos como AT_BSM . Diferentes análisis del AT_BSM [109, 107,
108] concluyen que el rango admisible de operación de las variables de
actuación es:

Qa ∈ [1.000, 65.000] m3/d.

SRT ∈ [10, 15] d.

La variabilidad de las perturbaciones es

Ta ∈ [10, 20] oC.

Ts ∈ [10, 20] oC.

Tabla 9.1: Puntos de operación del ATAD.

SRT [d] Qa [m3/d]

PO1 15 17180

PO2 14 15300

PO3 13 13500

PO4 (nominal) 12 11800

PO5 11 10220

PO6 10 8730

Los puntos de operación (equilbrio) del sistema se muestran en la
Tabla 9.1. Alrededor de ellos, sobre el AT_BSM se realizan experimentos
escalón (±1 d para SRT, ±1000m3/d para Qa, y ±5 oC para Ta y Ts)
con el fin de identificar modelos dinámicos lineales de pequeña señal.
Los modelos identificados para cada una de las variables del sistema se
corresponden con sistemas de primer orden

p1(s) = pSRT(s) =
TAVG(s)
SRT(s)

=
kSRT

τSRTs + 1
, (9.1)
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p2(s) = pQa(s) =
TAVG(s)

Qa(s)
=

kQa

τQa s + 1
, (9.2)

pd1(s) = pTa(s) =
TAVG(s)

Ta(s)
=

kTa

τTas+1
, (9.3)

pd2(s) = pTs(s) =
TAVG(s)

Ts(s)
=

kTs

τTs s + 1
. (9.4)

cuya incertidumbre paramétrica se recoge en la Tabla 9.2.

Tabla 9.2: Incertidumbre paramétrica del sistema

Uds. mı́n máx Uds. mı́n máx

kQa [oC d / m3] 0.00077 0.0012 kTa [oC/oC] 0.16 0.21

τQa [d] 6.65 8.92 τTa [d] 6.47 9.5

kSRT [oC/d] 1.49 1.96 kTs [oC/oC] 0.58 0.59

τSRT [d] 6.67 9.51 τTs [d] 6.7 8.72

Los requisitos de comportamiento son los siguientes:

La temperatura de referencia para TAVG se mantiene constante en
55 oC (lo que asegura los niveles de pasteurización mínimos reque-
ridos).

Las perturbaciones máximas se corresponden con variaciones es-
calón de ±5oC en la temperatura del fango Ts o en la temperatura
del aire Ta.

Dada una perturbación de máxima amplitud, la desviación de la
temperatura media TAVG deberá ser igual o inferior a 0.6oC.

Las perturbaciones deberán ser rechazadas en un tiempo máximo
de 7 d (días). Se considera que la perturbación se encuentra re-
chazada cuando la desviación en la temperatura media sobre la
referencia es inferior a ±0.05oC.
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Tras rechazar una perturbación, el nuevo punto de operación (equi-
librio de la salida y acciones de control) deberá ser alcanzado trans-
currido un tiempo igual o inferior a 20 días.

Cuando se modifica el punto de operación del caudal de aire, la
distorsión en la temperatura media sera igual o inferior a la de-
finida para el rechazo de perturbaciones. Se contemplan cambios
máximos en la referencia para el caudal de aire de ±2000m3/día.

Para comparar el potencial dinámico de cada planta los modelos en
función de transferencia anteriores se escalan de acuerdo a los puntos de
operación y a la máxima excursión admisible para las variables. La Figu-
ra 9.2 muestra su respuesta frecuencial. Puede verse cómo la magnitud
de p2 = pQa es mayor que la de p1 = pSRT en toda la banda frecuencial
ω = [0, ∞] rad/d. Como cabía esperar, el caudal de aire es la variable
manipulable que proporciona una mayor controlabilidad de la tempe-
ratura. Por tanto, se determina que p2 = pQa trabaje en alta frecuencia,
para entregar el mejor performance posible, y que p1 = pSRT trabaje en
baja frecuencia. El reparto frecuencial concreto viene determinado por el
requisito de que todas las variables alcancen su equilbrio en un máximo
de 20 días. La constante de tiempo equivalente de lazo cerrado deseada
es de 5 días, por lo que la rama más lenta no podrá desconectarse hasta
0.2 rad/d . En resumen, el reparto frecuencial es:

Banda de trabajo para p2(jω): ω > 0.2.

Banda de trabajo para p1(jω): ω ≤ 0.2.

Nótese cómo la participación de la rama rápida será la encargada de
conseguir que el rechazo de la perturbaciones se realice en un tiempo
inferior a 7 días.

9.2 diseño del sistema de control

A continuación, se presentan los pasos para el diseño del sistema de
control. Se emplea la estructura de control serie de la Figura 8.3, particu-
larizada para n = 2. Como se indicó anteriormente p1 = pSRT y p2 = pQa .
La formulación de las especificaciones de rechazo robusto y de estabili-
dad robusta sigue las pautas indicadas en la Sección 8.3, inecuaciones
(8.27), (8.28) y (8.29).
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Figura 9.2: Magnitud de la respuesta frecuencial escalada de las plantas.

Los requisitos de control dinámico antes mencionados son relativa-
mente ambiciosos para el intervalo de muestreo de ts = 1 d. Esto exi-
ge que el diseño de controladores se realice directamente en el domi-
nio discreto, utilizando la transformada Z . De esta forma se aprove-
cha al máximo la banda de frecuencias realmente disponible [0, π/ts]

rad/d. Teniendo en cuenta que se emplea un retenedor de orden cero,
se calcula el equivalente discreto de las plantas en las ecuaciones (9.1),
(9.2), (9.3) y (9.4), para las que se obtiene: pzoh

SRT(z), pzoh
Qa

(z), pzoh
Ta

(z) y
pzoh

Ts
(z), respectivamente. En adelante, se utilizará la notación simplifica-

da: p1(z) = pzoh
SRT(z), p2(z) = pzoh

Qa
(z), pd1(z) = pzoh

Ta
(z) y pd2(z) = pzoh

Ts
(z).

La estabilidad robusta se formula como∣∣∣∣ p1(z)c1(z)c2(z)
1 + p2(z)c2(z) + p1(z)c1(z)c2(z)

∣∣∣∣
z=ejωts

≤ Ws, ∀q ∈ Q, (9.5)

y ∣∣∣∣ p2(z)c2(z)
1 + p2(z)c2z) + p1(z)c1(z)c2(z)

∣∣∣∣
z=ejωts

≤ Ws, ∀q ∈ Q; (9.6)

tal que para conseguir un margen de fase mínimo de 40o, la tolerancia
superior Ws se selecciona según

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ , MF = 40o. (9.7)

El comportamiento de rechazo robusto de perturbaciones se especifica
como∣∣∣∣ pd1(z)

1 + p2(z)c2(z) + p1(z)c1(z)c2(z)

∣∣∣∣
z=ejωts

≤ |Wd(jω)| , ∀q ∈ Q; (9.8)



9.2 diseño del sistema de control 227

y ∣∣∣∣ pd2(z)
1 + p2(z)c2(z) + p1(z)c1(z)c2(z)

∣∣∣∣
z=ejωts

≤ |Wd(jω)| , ∀q ∈ Q. (9.9)

La cota Wd se corresponde con un modelo de comportamiento que sa-
tisface las condiciones dinámicas expuestas en la sección anterior. En
concreto,

Wd(jω) =
1.631 jω
(jω + 1)2 . (9.10)

El vector de frecuencias Ω para el diseño es

Ω = {0.001, 0.005, 0.01, 0.04, 0.08,

0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.8, 1, π/ts} [rad/d]; ts = 1d. (9.11)

En este ejemplo la selección de la banda de trabajo de cada planta
viene condicionada por la propia naturaleza de las plantas y las espe-
cificaciones de comportamiento3. Tal y como se justificó en la sección
anterior la frecuencia límite entre ramas es ω = 0.2, es decir, se cumpli-
rá:

|p1c1c2(z)|z=ejωts >> |p2c2(z)|z=ejωts , ω ∈ [0, 0.2], ∀q ∈ Q; (9.12)

|p2c2(z)|z=ejωts >> |p1c1c2(z)|z=ejωts , ω ∈ [0.2, π/ts], ∀q ∈ Q; (9.13)

De acuerdo a las especificaciones y reparto frecuencial anteriores se
efectúa el loop-shaping de controladores siguiendo el procedimiento ex-
puesto en la Sección 8.3. En primer lugar se diseña c2(z), de tal forma
que l2o(jω) satisfaga las condiciones de diseño en las frecuencias ω > 0.2.
En la Figura 9.3 puede observarse cómo l2o(jω) se sitúa sobre los contor-
nos a partir de ω = 0.3, y los viola en frecuencias ω < 0.3. El sobrediseño
observado en la frecuencia ω = 0.4, es debido a que el ancho de banda
disponible es tan reducido que no es posible realizar un ajuste más pre-
ciso sin violar los contornos de estabilidad en alta frecuencia. Obsérvese
cómo en baja frecuencia se evita añadir elementos de retraso de fase que
puedan reducir la ganancia de l2o(jω) en ω ≤ 0.2 , ya que éstos serían

3 Por tanto, no se aplicará el procedimiento propuesto en Sección 4.2
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Figura 9.3: Control de ATAD. Loop-shaping del controlador c2(z).

vistos por la rama l1(jω), y posteriormente tratarían de ser cancelados
durante el diseño de c1(jω). El controlador resultante es

c2(z) =
5325.5z

(z − 0.3401)
. (9.14)

En segundo lugar, se diseña c1(jω). En este caso el loop-shaping de l1o(jω)

se realiza como si de un diseño SISO se tratara. Es decir, se satisfacen
los bounds en todas las frecuencias, hasta que una vez alcanzada la fre-
cuencia de roll-off, se practica la mayor reducción posible en la magnitud
de la rama; véase Figura 9.4. La naturaleza discreta del diseño y el re-
ducido ancho de banda han impedido una reducción más agresiva de la
magnitud de la rama. El controlador resultante es

c1(z) =
0.61256z2

(z − 1)(z − 0.4775)
. (9.15)

Téngase en cuenta que el controlador total (c1t ) que ve realmente la
planta p1(s) corresponde con el producto de ambos controladores

c1t(z) = c1(z)c2(z)
0.61256 × 5325.5z3

(z − 1)(z − 0.4775)(z − 0.3401)
, (9.16)

y por lo tanto presenta tres polos4. En este punto puede apreciarse una
de las ventajas de la estructura serie, que no es otra que la reducción
del orden de los controladores. En la mayor parte de las ocasiones, em-
pleando dicha estructura se obtendrán controladores de menor orden
sin sacrificar la reducción de magnitud deseada en alta frecuencia.

4 Además del retenedor de orden cero (ZOH) empleado para inyectar las señales discretas
en el proceso continuo.
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Figura 9.4: Control de ATAD. Loop-shaping del controlador c1(z).

9.3 análisis de resultados

Una vez diseñados los controladores de realimentación se analiza el
comportamiento del sistema en lazo cerrado. En la Figura 9.5(a) se mues-
tra como las respuestas frecuenciales |TAVG/Ts| para el conjunto de ca-
sos de la incertidumbre se sitúan por debajo de la tolerancia establecida
Wd. Las respuestas |TAVG/Ta| cumplen igualmente la especificación. En
la Figura 9.5(b) se muestra cómo para todas las frecuencias, la función
de sensibilidad complementaria para cada lazo está siempre por debajo
de la cota Ws. Y finalmente la Figura 9.5(c) muestra el reparto frecuen-
cial entre las dos ramas. Se concluye por tanto, que se satisfacen las
condiciones frecuenciales de diseño.

En la Figura 9.6 se presenta la evolución temporal de la temperatura
del digestor cuando se produce una perturbación de máxima amplitud
en la temperatura del fango (incremento brusco de 5 oC en el instan-
te t = 1 d). Se observa como, para todos los casos previstos dentro
de la incertidumbre, la temperatura del digestor se desvía del valor de
equilibrio pero recupera éste en aproximadamente 6 días (el tiempo de
establecimiento se mide cuando la desviación es inferior a 0.05 oC), en
consonancia con la especificación que establecía un máximo de 7 días.
Además, la desviación máxima es de 0.4 oC, por debajo de los 0.6 oC
que se establecían como requisito. En la Figura 9.6 también se represen-
ta la evolución temporal de las acciones de control, que obedecen a la
intervención lenta-rápida prescrita. La reacción más rápida es la del cau-
dal de aireación, que presenta una brusca reducción de su magnitud en
los instantes iniciales, y así, de forma progresiva recuperar su punto de
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Figura 9.5: Especificaciones y respuestas frecuenciales.

consigna en aproximádamente 4 días. Conforme retorna a su equilibrio,
la actuación lenta (tiempo de retención de sólidos -SRT) toma el control
del sistema hasta que alcanza un nuevo valor de régimen permanente
para compensar la perturbación, ya que esta persiste en el tiempo. Véase
como la actuación lenta alcanza su equilibrio transcurridos 15 días des-
de el inicio de la perturbación, cumpliendo con los requisitos de diseño
(máximo de 20 días).

9.4 diseño de controladores de prealimentación

Estos se diseñan para corregir la desviación de la variable controlada
ante posibles cambios en el punto de operación de las variables de con-
trol. En el caso de la estructura serie de la Figura 8.3 (particularizada
para n = 2), se trata de diseñar el prefiltro f2 para corregir la desviación
de y = TAVG de la referencia r = 0 cuando se producen cambios en
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Figura 9.6: Control de ATAD. Respuestas temporales frente a perturbación.

ru2 = rQa . El requisito de diseño consistía en que para una variación en
la referencia del caudal de ±2000m3/d la distorsión en la temperatura
no superara los 0.6 oC (que era también el máximo permitido ante cam-
bios en las variables de perturbación propiamente dichas). Por lo tanto,
el sistema debe garantizar∣∣∣∣ 2000p2(z) f2(z)

1 + p2(z)c2(z) + p1(z)c1(z)c2(z)

∣∣∣∣
z=ejωts

≤ |Wd(jω)| , ∀q ∈ Q, (9.17)

utilizándose el mismo modelo de comportamiento Wd que para el recha-
zo de perturbaciones Ta y Ts. El sistema cumple con la condición ante-
rior empleando un prefiltro unitario, f2(z) = 1. No obstante, se diseña
un prefiltro para mejorar en la medida posible la respuesta de u2 = Qa

ante cambios en su consigna ru2 = rQa . En este caso, se opta por emplear
un filtro pasa bajos de segundo orden, caracterizado por

f2(z) =
(1 − 0.6065)2z2

(z − 0.6065)2 . (9.18)

En la Figura 9.7 puede observarse la respuesta para un incremento en
la referencia ΔrQa = 2000m3/d. En ella puede observarse como la dis-
torsión de la variable controlada es prácticamente despreciable, desvián-
dose un máximo de 0.12 oC respecto al equilibrio (consigna deseada).
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Del mimo modo puede comprobarse como el caudal de aire evolucio-
na lentamente hasta alcanzar su nuevo valor de consigna. Este proceso
transcurre en aproximadamente 15 días, tiempo seleccionado en las con-
diciones iniciales para alcanzar un nuevo punto de operación. Por últi-
mo, puede observarse como el tiempo de retención de sólidos también
alcanza un nuevo valor, congruente con el nuevo punto de operación.
Para la misma temperatura del digestor, cuando se emplea un caudal de
aire mayor, el tiempo de retención de sólidos disminuye. Esta estrategia
de operación del ATAD permite aumentar la producción (cantidad de
fango tratado) a costa de un aumentar el gasto (caudal de aire). Por tan-
to, modificando el punto de consigna de la variable de control rápida,
pueden conseguirse de forma controlada distintos puntos de operación
que pueden resultar de interés desde el punto de vista de la aplicación.
Esta versatilidad no es factible en un sistema SISO, donde el único punto
de operación posible se modifica a través de la consigna de la variable
controlada.
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Figura 9.7: Control de ATAD. Respuestas temporales ante un cambio en la re-
ferencia del caudal de aireación (ΔrQa = 2000m3/día).
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9.5 otros resultados

Para el mismo proceso y con los mismos requisitos de diseño que se
describen en la Sección 9.1, en la publicación [108] se presenta una es-
tructura de control MISO de tipo paralelo (Figura 7.3). El diseño serie
presentado en la sección anterior es equivalente al diseño paralelo. En
[108] se analizan en profundidad los resultados desde el punto de vista
de la aplicación, es decir, el tratamiento del fango en el digestor ATAD.
La estructura de control se prueba para el simulador no lineal AT_BSM
de acuerdo a escenarios más realistas en cuanto a la variación de la
temperatura del fango y del aire, así como teniéndose en cuenta la varia-
bilidad en la composición del fango de entrada. Se comparan un control
manual, un control SISO a través del caudal de aireación y diferentes es-
trategias MISO modificando la referencia del caudal de aireación. Para
la evaluación se definen y calculan diferentes índices que miden el grado
de pasteurización del fango tratado (calidad), el gasto de aireación (cos-
te), y la cantidad de fango tratado (producción). La principal conclusión
es que, por un lado, el control automático de la temperatura permite re-
gular el nivel de pasteurización, tanto en estructuras SISO como MISO.
Con el fin de ahorrar costes de aireación, se eligen las consignas de tem-
peratura mínimas que aseguran el grado de pasteurización de acuerdo
con la legislación. El control realimentado vigila que esta temperatura
se mantenga en los rangos de consigna previstos a pesar de las pertur-
baciones. Y por otro lado, el control del caudal de aire estableciendo
una consigna (exclusivo del control MISO) permite además operar el di-
gestor de acuerdo a diferentes estrategias. Modificando dicha consigna
se consigue o bien minimizar los costes de aireación, o bien maximizar
la producción, o bien ajustar la producción a los requerimientos marca-
dos por los otros elementos del proceso, aguas arriba o aguas abajo del
digestor.





10
A P L I C A C I Ó N A L C O N T R O L D E U N C S T R

En este capítulo se presenta la aplicación de las técnicas de diseño
desarrolladas a lo largo del documento a un proceso industrial complejo.
En concreto, al control de un CRTR (Continuous Stirred-Tank Reactor) exo-
térmico doblemente refrigerado. A lo largo del capítulo se muestra todo
el proceso de diseño, que comprende las siguientes etapas: dimensiona-
do de la instalación, desarrollo del modelo dinámico de comportamien-
to, diseño de controladores de realimentación, diseño de controladores
de prealimentación y análisis de resultados.

El objetivo principal del capítulo es ilustrar las ventajas que reportan
las metodologías de diseño, enmarcándolas en un proceso real, en el
que la coordinación de las variables de actuación, además de emplear la
mínima cantidad de realimentación, reporta beneficios operativos. A lo
largo del ejemplo se muestran aspectos importantes desde un punto de
vista práctico no analizados hasta ahora, como la linearización entorno
a un punto de operación, la transformación de dinámicas no lineales en
modelos lineales con incertidumbre, el escalado de las plantas, etc. La
consideración de estos conceptos es fundamental para lograr un correcto
diseño de control.

10.1 descripción del sistema

El reactor CSTR es uno de los equipos más empleados en la industria
química, ya que interviene en la producción de numerosos materiales
sintéticos. La temperatura en el interior del reactor determina de forma
directa el estado de la reacción. Este hecho y la facilidad para tomar
medidas de la misma (sensores baratos), produce que sea la variable
controlada en la mayor parte de las aplicaciones.
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En este tipo de reactores pueden llevarse a cabo reacciones endotér-
micas y exotérmicas. En el primer caso, la reacción necesita aporte de
calor externo para ser activada, por lo que el problema de control es
relativamente sencillo. Téngase en cuenta que en el peor de los casos la
reacción se apagará lentamente debido a un aporte energético inferior
al demandado. Por el contrario, las reacciones exotérmicas generan un
calor que debe ser evacuado de forma adecuada, ya que en caso con-
trario puede producirse un incremento de temperatura ininterrumpido
(téngase en cuenta que el aporte de combustible es constante), que deri-
va en comportamientos inestables. El control de este tipo de reacciones
ha sido ampliamente estudiado en la literatura científica [97, 95].

La evacuación del calor generado en la reacción suele llevarse a cabo
empleando un fluido refrigerante (normalmente agua fría). Desde un
punto de vista tecnológico pueden emplearse tres alternativas. La pri-
mera y más extendida consiste en el empleo de chaquetas refrigeradoras
(casquillos). La segunda, consiste en el empleo de serpentines situados
en el interior del reactor. Por último, pueden emplearse estrategias mix-
tas que combinan un casquillo y un serpentín [150, 149].

La mayor parte de las estrategias de control existentes en la literatu-
ra científica manipulan el caudal del fluido refrigerador para gobernar
la temperatura del reactor, empleando estructuras de control SISO. No
obstante, el empleo de estrategias que manipulan el caudal del reactivo,
o una combinación de los dos caudales (refrigerante y reactivo) pueden
ser interesantes para mejorar ciertos aspectos del proceso productivo.
Véase como ejemplo un reactor con capacidad de evacuación de calor
limitada. En este caso, el gobierno de la temperatura con el caudal de
alimentación maximiza la producción si se fija el caudal de refrigeración
a su valor máximo. En esta línea, Luyben [97] presenta una estrategia
de control para reactores CSTR fundamentada en el control VPC (Valve
Position Control ) propuesto por Shinskey [131]. En ella la temperatura
es gobernada mediante el empleo coordinado de los caudales de alimen-
tación del reactivo y del fluido refrigerante, buscando que en régimen
permanente el caudal de la chaqueta de refrigeración vuelva a su pun-
to de operación, el cual será fijado próximo al valor máximo. De este
modo, las perturbaciones de la temperatura son eliminadas en régimen
permanente con la manipulación del caudal de alimentación, permitien-
do maximizar el mismo y, por lo tanto, maximizando la producción del
equipo.
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10.2 dimensionado y modelado de la instalación

En este caso se propone el empleo de un reactor CSTR doblemente
refrigerado (casquillo y serpentín) como el de la Figura 10.1, para el con-
trol de una reacción exotérmica. El esquema de control presentado en
la Figura 10.1, se corresponde con el de la estructura de control MISO
serie. En él se muestra como el control debe ser llevado a cabo mediante
la manipulación coordinada de los dos caudales de refrigeración, jun-
to con el caudal de alimentación. Se desea que la chaqueta refrigeradora
actué como elemento principal en la extracción del calor generado, mien-
tras que el objetivo del serpentín es actuar como elemento auxiliar que
permita una manipulación dinámica más sencilla. Además se desea ma-
ximizar la producción (el flujo de producto), lo que implica gobernar en
régimen permanente con el flujo de alimentación, tal como se ha descri-
to anteriormente para la estrategia VPC. Véase como para poder llevar
a cabo la estrategia de control de la temperatura con las tres variables
de control mencionadas es necesario un lazo de control adicional, en-
cargado de mantener constante el nivel de llenado del reactor (LC en la
Figura 10.1). En el presente trabajo se supone que este control de nivel
está en funcionamiento y responde a un comportamiento ideal, por lo
que se considera que el volumen en el reactor es constante Vr = cte).

TC2

TC3

TC1

Tc

Tj

Tr

F Tin

Fj Tjin

Fc Tcin

LT

LC

TT

Figura 10.1: Esquema de control del CSTR doblemente refrigerado.

Los parámetros para el dimensionado del reactor se indican en la Ta-
bla 10.1, y coinciden con los presentados en [97, Capítulo 2]. El dimensio-
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nado del reactor se lleva a cabo empleando las ecuaciones que gobiernan
el régimen estacionario (ver Sección C.1). En este caso, se emplea una
modificación del procedimiento propuesto en [97]. Esta modificación ha
sido necesaria para incorporar en el proceso de diseño el segundo circui-
to de refrigerante, ya que los procedimientos presentados en [97, Capítu-
lo 2] sólo son adecuados para reactores refrigerados o bien con casquillo
o bien con serpentín. En nuestro caso el calor extraído del reactor se
reparte entre la chaqueta y el serpentín según un factor α ∈ [0, 1] (ver
paso de diseño 8) y, por lo tanto, se emplea un serpentín con un número
de espiras1 NL = αNLo; siendo NLo las espiras empleadas cuando el
reactor es refrigerado únicamente por este sistema (ver paso de diseño
6).

Fijada la temperatura de trabajo nominal deseada para el reactor Tr [K],
la tasa de producción nominal F [m3/s] y el factor de reducción desea-
do x [ %], se emplean los siguientes pasos de diseño para obtener el
dimensionado de la instalación:

1. En el primer paso, conocido el factor de reducción deseado (condi-
ción de diseño) y la concentración en la entrada Cain , se obtiene la
concentración Ca en el flujo de salida

Ca = Cain −
xCain

100
. (10.1)

2. Una vez fijada la temperatura del reactor (condición de diseño)
puede obtenerse la velocidad de reacción

k = k0e
−E
RTr . (10.2)

3. Con los parámetros anteriores puede calcularse el volumen del
reactor Vr a partir de (C.1) según

Vr = F
Cain − Ca

Cak
. (10.3)

4. Conocido el volumen y la relación de aspecto pueden obtenerse el
diámetro D y la longitud L del reactor

D =
3

√
2Vr

π
; L = 2D. (10.4)

1 Se emplea un número entero de espiras.
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5. Con el diámetro y la longitud del reactor puede obtenerse el área
de intercambio térmico del casquillo Aj y el volumen de líquido
refrigerante Vj almacenado en éste

Aj = πDL; Vj =
1
4
((D + 2Ej)

2 − D2)πL, (10.5)

donde Ej se corresponde con el espesor del casquillo.

6. Del mismo modo, pueden calcularse los datos del serpentín para
lo que se emplea el diámetro de la tubería dc y las dimensiones del
reactor

Lc = πβD
αL
2dc

; Ac = πdcLc; Vc =
1
4

πd2
c Lc. (10.6)

Lc se corresponde con la longitud del serpentín, Ac con el área de
intercambio térmico y Vc con el volumen de refrigerante almacena-
do en el serpentín.

7. En el siguiente paso se calcula el calor a extraer del reactor Q, para
lo que se emplea (C.3) y los datos calculados en pasos anteriores

Q = ρcpF(Tin − Tr)− VrλCak. (10.7)

8. El calor a extraer se reparte entre los dos elementos refrigeradores,
casquillo Qj y serpentín Qc, según el parámetro α

Qj = (1 − α)Q; Qc = αQ. (10.8)

9. Conocido el calor a extraer por el casquillo y su área de intercam-
bio térmico Aj, puede obtenerse la temperatura en el interior de la
misma empleando (C.5)

Tj = Tr −
Qj

UAj
. (10.9)

10. Conocida la temperatura en el casquillo y el calor a extraer, puede
emplearse (C.6) para obtener el caudal necesario en la chaqueta

Fj =
Qj

ρjcpj(Tj − Tjin)
. (10.10)
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11. A continuación, se calculan los parámetros del serpentín mediante
el empleo de un proceso iterativo.

a) Se estima un valor para la temperatura de salida T̄c, y con
el se estima el incremento medio de temperatura logarítmica
ΔT̄lm

T̄c → ΔT̄lm =
(Tr − Tcin)− (Tr − T̄c)

ln
(

Tr − T̄cin

Tr − T̄c

) (10.11)

b) Estimado el incremento medio de temperatura logarítmica,
empleando (C.7) se estima el calor extraído por el serpentín
Q̄c

Q̄c = AcUΔT̄lm (10.12)

c) Se obtiene el error de la estimación

eQc(%) = 100
Q̄c − Qc

Qc
(10.13)

d) Evaluación del error de estimación

|eQc(%)| ≤ 1 % Fin del proceso iterativo: Tc = T̄c, Tlm =

T̄lm

|eQc(%)| ≥ 1 % Vuelta al paso (a) con un nuevo valor para
T̄c. Para la elección de la nueva temperatura se emplea la
siguiente lógica:

• eQc(%) ≥ 0 → T̄c = T̄c − 0.001

• eQc(%) < 0 → T̄c = T̄c + 0.001

12. Por último, calculada la temperatura de salida del serpentín, pue-
de emplearse (C.9) para obtener el caudal necesario en el serpentín

Fc =
Qc

ρccpc(Tc − Tcin)
. (10.14)

Para el ejemplo actual se fijan los valores objetivo: Tr = 350 K, F =

4.377 × 10−4 m3/s y x = 90 %. Tras aplicar los pasos enumerados se
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obtienen las dimensiones del reactor y los valores de las variables mos-
trados en la Tabla 10.1. Los valores calculados para el punto de opera-
ción (caudales de entrada y temperaturas de salida) corresponden con
los nominales para el reactor diseñado2. Además, se reflejan en la tabla
los valores máximos considerados para los caudales de entrada (Fmax,
Fjmax , Fcmax ).

Para llevar a cabo el control del reactor es necesario obtener el modelo
dinámico lineal MISO, empleado para el diseño de los controladores.
En la Sección C.2 se muestran las ecuaciones no lineales que gobiernan
el régimen dinámico. En la Sección C.3 se ilustra el proceso seguido
para su linealización en torno a un punto de operación. Tras aplicar el
procedimiento propuesto en la Sección C.3 pueden obtenerse modelos
de pequeña señal, que presentan la siguiente estructura:

p̂i=1,...,5(s) =
bi3 s3 + bi2 s2 + bi1 s + bi0

s4 + a3s3 + a2s2 + a1s + a0
, (10.15)

donde el subíndice i es empleado para determinar el par entrada-salida.
La asignación correspondiente con el esquema de la Figura 10.2 es:

p̂1(s) = ΔTr(s)/ΔF(s)

p̂2(s) = ΔTr(s)/ΔFj(s)

p̂3(s) = ΔTr(s)/ΔFc(s)

p̂4(s) = ΔTr(s)/ΔCain(s)

p̂5(s) = ΔTr(s)/ΔTin(s) (ver nota3).

Téngase en cuenta que las funciones de transferencia pi(s) expresan las
variaciones con respecto al punto de operación:

ΔTr(t) = Tr(t)− Tro

ΔF(t) = F(t)− Fo

ΔFj(t) = Fj(t)− Fjo

ΔFc(t) = Fc(t)− Fco

2 En la Tabla 10.1 se muestran con el subíndice «o» para diferenciarlos de los valores
obtenidos en otros puntos de operación.

3 En la construcción del modelo dinámico se considera que la temperatura de entrada de
los tres fluidos es idéntica Tin = Tjin = Tcin (ver Sección C.2).
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Tabla 10.1: Datos del reactor CSTR.

parámetros de la reacción exotérmica irreversible

Factor preexponenecial k0 s−1 20.75 × 106

Energía de activación E J/kmol 69.71 × 106

Peso molecular del producto kg/kmol 100

Densidad del producto ρin and ρ kg/m3 801

Densidad del refrigerante ρj, ρc kg/m3 1000

Calor específico del producto cpin and cp Jkg−1K−1 3137

Calor específico del refrigerante cpj , cpc Jkg−1K−1 4183

Calor de reacción λ J/kmol −69.71 × 106

Temperatura de alimentación Tin K 290

Concentración del reactivo Cain kmol/m3 8.01

Temperaturas de entrada Tjin , Tcin K 290

parámetros constructivos del reactor

Relación de aspecto L/D — 2

Coeficiente de transferencia de calor U Wm−2K−1 851

Espesor del casquillo Ej m 0.2

Diámetro de la tubería del serpentín dc m 5.08 × 10−2

Diámetro de las espira del serpentín β — 0.8

dimensionado y variables en el po. nominal

Volumen del reactor Vr m3 4.77

Diámetro del reactor D m 1.45

Longitud del reactor L m 2.90

Número de espiras del serpentín — 7

Factor de reducción x % 90

Factor de reparto de calor extraído α — 0.25

Concentración nominal en la salida Cao kmol/m3 0.8

Caudal nominal de reactivo Fo m3/s 4.37 × 10−4

Caudal nominal de refrigerante en la chaqueta Fjo m3/s 5.50 × 10−4

Caudal nominal de refrigerante en el serpentin Fco m3/s 1.53 × 10−4

Caudal máximo de reactivo Fmáx m3/s 11.96 × 10−4

Caudal máximo de refrigerante en la chaqueta Fjmáx m3/s 8.45 × 10−4

Caudal máximo de refrigerante en el serpentin Fcmáx m3/s 3.04 × 10−4

Temperatura nominal en el reactor Tro K 350

Temperatura nominal en la chaqueta Tjo K 339.8

Temperatura nominal en la salida del serpentín Tco K 349.72

ΔCain(t) = Cain(t)− Cain,o
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ΔTin(t) = Tin(t)− Tin,o

Los valores Tro , Fo, Fjo , Fco , Cain,o, Tin,o corresponden con los valores en
el punto de operación para el que se ha diseñado el reactor.

p̂2(s)

p̂1(s)

p̂3(s)

p̂4(s) p̂5(s)

ΔF(s)

ΔFj(s)

ΔFc(s)

ΔCain(s) ΔTin(s)

ΔTr(s)

Figura 10.2: Estructura del modelo lineal de pequeña señal del CSTR.

Como se observa en la Sección C.3, los coeficientes del denominador
aj y de los numeradores bik dependen de las constantes del sistema (vo-
lumen del depósito, calores específicos, densidades, etc.) y del punto de
operación seleccionado. Dado que el sistema puede trabajar en varios
puntos de operación, el sistema de control debe contemplar el compor-
tamiento dinámico del sistema en cada uno de los posibles puntos de
trabajo. Esta información puede obtenerse empleando modelos dinámi-
cos con incertidumbre. Considerando que las constantes del sistema son
invariantes, puede definirse la incertidumbre del sistema en función del
punto de operación seleccionado. Se seleccionan como variables libres,
la concentración de entrada del reactivo Cain , la temperatura de los flui-
dos de entrada Tin y el flujo de alimentación de la chaqueta Fj. Por lo
tanto, el espacio de la incertidumbre Q, queda definido por el vector de
parámetros

q = [Fj, Tin, Cain ]. (10.16)

Para este ejemplo se seleccionan valores comprendidos entre los si-
guientes intervalos de variación: Fj ∈ [0.5Fjmáx , 0.7Fjmáx ], Cain ∈ [0.8Cain,o,
1.2Cain,o] y Tin ∈ [285, 295]. Fijado el espacio de la incertidumbre, éste se
discretiza empleando la siguiente rejilla

Flujo de alimentación:

Fj = [4.23, 4.65, 5.07, 5.50, 5.92]× 10−4.
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Concentración de entrada:

Cain = [6.408, 7.209, 8.010, 8.8110, 9.612].

Temperatura de entrada:

Tin = [285, 288, 290, 295].

Se combinan los elementos de las rejillas anteriores, generándose 100
casos. A cada uno de ellos se le añaden las otras dos variables libres,
Tr = 350 y Fc = 1.53 × 10−4, para las que no se considera incertidumbre
y se adopta su valor nominal. Para cada una de las 100 combinaciones
posibles de las variables libres, se calculan el resto de variables que de-
finirían el punto de operación del reactor aplicando los siguientes pasos
de cálculo:

1. Conocida la temperatura en el reactor y el flujo en la chaqueta, pue-
de obtenerse la temperatura en la misma igualando (C.5) y (C.6)

Tj =
UAjTr + Fjρjcpj Tjin

UAj + Fjρjcpj

(10.17)

2. Conocida la temperatura de la chaqueta puede obtenerse el calor
extraído por la misma

Qj = UAj(Tr − Tj). (10.18)

3. Para obtener la temperatura del serpentín y el incremento medio
de temperatura logarítmica se emplea un proceso iterativo.

a) Se estima la temperatura del serpentín T̄c y con esta el incre-
mento de temperatura media logarítmica ΔT̄ml

b) Se obtiene el calor en el serpentín a partir de las ecuaciones
(C.7) y (C.9), y se divide para obtener el error de estimación

eQc =
Fcρccpc(T̄c − Tcin)

ΔT̄ml AcU
(10.19)

c) Se emplea la misma estrategia de evaluación de resultados
que en el paso 11 de diseño.
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4. Conocida la temperatura en el serpentín puede obtenerse el calor
extraído por este

Q=Qj + Qc. (10.20)

5. Con el calor extraído puede obtenerse el flujo de alimentación ne-
cesario

F2(ρcp(Tin − Tr)) + F(ρcp(Tin − Tr)kVr

− kVrλCao)− Q)− QVrk = 0. (10.21)

6. Conocido el flujo de alimentación puede obtenerse la concentra-
ción de salida

Ca = F
Cao

Vrk + F
. (10.22)

7. Por último, se obtiene el factor de reducción

x(%) = 100
Ca − Cao

Cao

. (10.23)

Una vez obtenidos los diferentes puntos de operación, se calculan los
modelos lineales que determinan el comportamiento del sistema. Dichos
modelos se obtienen aplicando el procedimiento presentado en la Sec-
ción C.3.

Llegados a este punto, se dispone de una serie de modelos lineales
con incertidumbre paramétrica. Para poder trabajar con ellos de forma
adecuada se recomienda efectuar un escalado según lo expuesto en [137],
que permita establecer comparaciones apropiadas entre las diferentes
plantas. Se obtendrán funciones de transferencia cuya entrada ha sido
escalada al rango ±1. Para ello, se suponen los siguientes rangos de
funcionamiento para cada una de las variables de entrada:

Flujo de alimentación: En el punto nominal el sistema trabaja al
36.6 % de su capacidad máxima. Véase cómo la incertidumbre em-
pleada produce que los puntos de operación admisibles abarquen
un rango de actuación comprendido ente el 25.4 % y el 70 %. El
resto del flujo será empleado para combatir las perturbaciones (ver
Figura 10.3).
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Flujo en el casquillo: En el punto nominal el sistema trabaja al 65 %
de su capacidad máxima. Véase cómo la incertidumbre empleada
produce que los puntos de operación admisibles abarquen un ran-
go de actuación comprendido ente el 50 % y el 70 %. El resto del
flujo será empleado para combatir las perturbaciones.

Flujo en el serpentín. En todos los puntos de operación el sistema
trabaja al 50 % de su capacidad máxima, presentando un rango de
actuación simétrico.

Concentración en el flujo de entrada. Se supone que la variación
máxima en la concentración de entrada es del 20 % del valor nomi-
nal.

Temperatura de los flujos de entrada. Se supone que el sistema ad-
mite perturbaciones que representan cambios en la temperatura de
entrada de ±5o con respecto a la temperatura de entrada nominal.

Conocidos los valores máximos y mínimos pueden escalarse las fun-
ciones de transferencia para que trabajen en tanto por uno. Es decir,
aplicar una acción de control u1 = ±1 en la planta p1(s), equivale a
aplicar una variación ±3.04 × 10−4[m3/s] en el flujo de entrada de p̂1(s).
Una vez finalizado el proceso anterior se obtienen los modelos de com-
portamiento para el diseño del sistema de control; las plantas escaladas
son pi=1,...,5(s) . La Tabla 10.2 muestra el valor mínimo y máximo para
cada uno de los coeficientes del modelo con incertidumbre (10.15). En
la Figura 10.5 se muestran los diagramas de Bode de magnitud para las
plantas escalas.

Como puede comprobarse en la Tabla 10.2, las plantas p2,3(s) presen-
tan ganancia inversa (ganancia negativa), que implica un decremento
de la temperatura del reactor para incrementos positivos de los cauda-
les de refrigeración. Para simplificar el diseño de los controladores se
tomarán dichas plantas con ganancia positiva y se cambiará posterior-
mente el signo del controlador. La estructura de control será por tanto
Figura 10.4.

Véase como los cambios de signo en los coeficientes bk1 indican que la
planta planta p1(s) presenta dinámicas de fase no mínima y, por lo tanto,
su ancho de banda en lazo cerrado deberá estar limitado. Teniendo en
cuenta todas las plantas dentro del la incertidumbre, el cero de fase no
mínima más restrictivo se sitúa en s = 9.7318 × 10−4, por lo que esta
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Rango de actuación del caudal de reactivo F(t)

PO

ΔF Limite

3.04 × 10−4 8.37 × 10−4

Fo

0% 25% 50% 75% 100%

0 2.99 × 10−4 5.98 × 10−4 8.97 × 10−4 11.96 × 10−4

Rango de actuación del caudal del casquillo Fj(t)
ΔFj LimiteFjo

0% 25% 50% 75% 100%

0 2.11 × 10−4 4.22 × 10−4 6.33 × 10−4 8.44 × 10−4

PO

Rango de actuación del caudal del serpentín Fc(t)
ΔFc Limite

Fjo = PO

0% 25% 50% 75% 100%

0 0.765 × 10−4 1.53 × 10−4 2.295 × 10−4 3.06 × 10−4

Figura 10.3: Escalado de las acciones de control.

planta presentará una pulsación de cruce de ganancia máxima aproxi-
mada de ωcg1máx = 0.0017rad/s. Por lo tanto, deberá evitarse su empleo
en medias y altas frecuencias.

c1 p1

c2 −1 p2

f2
ru2

c3 −1 p3

ru3

v

p4 p5

u4 u5

u1

u2

u3r

y1

y2

y3

y

−

Figura 10.4: Esquema de control para gobernar el CSTR linealizado.
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Tabla 10.2: Incertidumbre en los parámetros de las plantas.

mı́n máx mı́n máx

a0 2.06 × 10−12 3.38 × 10−12 b01 7.46 × 10−11 1.80 × 10−10

a1 1.11 × 10−8 1.94 × 10−8 b11 −3.23 × 10−9 1.06 × 10−7

a2 3.12 × 10−5 3.87 × 10−5 b21 −7.44 × 10−5 −6.26 × 10−5

a3 2.08 × 10−2 2.12 × 10−2 b31 −3.90 × 10−3 −3.40 × 10−3

b02 −8.02 × 10−11 −6.6 × 10−11 b03 −5.62 × 10−11 −4.51 × 10−11

b12 −8.85 × 10−8 −7.61 × 10−8 b13 −1.10 × 10−7 −9.29 × 10−8

b22 −4.44 × 10−6 −3.84 × 10−6 b23 −5.23 × 10−5 −4.76 × 10−5

b32 0 0 b33 0 0

b04 4.36 × 10−12 1.21 × 10−11 b05 2.41 × 10−11 4.53 × 10−11

b14 4.45 × 10−9 1.18 × 10−8 b15 3.89 × 10−8 7.11 × 10−8

b24 2.22 × 10−7 5.87 × 10−7 b25 1.35 × 10−5 2.63 × 10−5

b34 0 0 b35 3.61 × 10−4 9.52 × 10−4

Pese a estar representada en la arquitectura de control, la perturbación
producida por u4 es irrelevante para el diseño del sistema de control, ya
que la respuesta frecuencial de la planta p5(s) presenta mayor magnitud
que la de p4(s) en todo el espectro frecuencial, para todos los casos
dentro del espacio de la incertidumbre (ver Figura 10.5). Por lo tanto,
las restricciones para el diseño de los controladores estarán impuestas
por el conjunto u5 - p5(s).
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Figura 10.5: Magnitud de la respuesta frecuencial de los modelos lineales con
incertidumbre.
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10.3 diseño del sistema de control

Se establecen las siguientes especificaciones de funcionamiento en la-
zo cerrado para el sistema de control mostrado en la Figura 10.4:

Estabilidad robusta. Se desea que cada uno de los lazos indepen-
dientes presenten un margen de fase MF=30o. Para ello se emplea
la cota

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/(360))

∣∣∣∣ = 1.932, (10.24)

junto con las inecuaciones∣∣∣∣ li=1,2,3(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws; ∀q ∈ Q, (10.25)

donde li=1,2,3 se corresponden con l3 = p3c3, l2(jω) = p2c3c2(jω) y
l1 = p1c3c2c1.

Rechazo robusto de perturbaciones. Para el rechazo robusto de
perturbaciones se emplea el modelo superior

Wd(ω) =

∣∣∣∣ 453jω
(jω/0.003 + 1)2

∣∣∣∣ , (10.26)

que garantiza una desviación máxima en la temperatura de 0.5o,
y un rechazo tal que transcurridos 20 minutos la amplitud de la
perturbación es inferior a 0.15o. Para lograr dicho comportamiento
el sistema en lazo cerrado debe satisfacer∣∣∣∣ p4,5(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q. (10.27)

El cálculo de contornos de diseño QFT y el loop-shaping de controlado-
res se realiza empleando el vector de frecuencias discretas

Ω = [0.00001, 0.0001, 0.0003, 0.0005, 0.0007,

0.001, 0.002, 0.003, 0.005, 0.008, 0.01]. (10.28)

Se ha optado por un vector con un número elevado de frecuencias pues-
to que el diseño presenta interés en un gran intervalo frecuencial, ya
que las plantas presentan diferentes comportamientos en las distintas
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bandas de frecuencia, y Ω debe abarcar el espectro frecuencial de todas
ellas.

Las selección de las frecuencias de trabajo asignadas a cada una de
las plantas se realiza en función del comportamiento dinámico de las
mismas y siguiendo el criterio marcado por la estructura de control. En
este caso, se emplean las siguientes bandas de trabajo:

Planta p1(s): baja frecuencia ω ∈ (0, 0.0001].

Planta p2(s): medias frecuencias ω ∈ [0.0001, 0.001].

Planta p3(s): alta frecuencia ω ∈ [0.001, ∞).

Véase como el reparto anterior corresponde con el comportamiento lógi-
co de la instalación. Ante una perturbación, el serpentín reaccionará en
primera instancia, por tratarse del elemento más rápido. En una segun-
da etapa el casquillo, que presenta un mayor impacto sobre la variable
controlada, efectuará la regulación del sistema. Por último, el flujo del
reactivo será adaptado para absorber la perturbación y devolver al siste-
ma de refrigeración el valor determinado por sus referencias.

A continuación se presenta una descripción detallada del proceso se-
cuencial de diseño de controladores (el número de paso es indicado con
super-índices).

0.- El cálculo inicial de bounds es realizado con c0
i=1,2,3(jω) = 0. Por lo

tanto, únicamente pueden obtenerse contornos de diseño para el
lazo l3(jω), dado que es el único que depende de un único contro-
lador. Los bounds de diseño se muestran el la Figura 10.6.
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Figura 10.6: Secuencia de diseño para el CSTR. Contornos en el paso 0.
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I.- Loop-shaping de l3(jω) (ver la Figura 10.7). Dado que l3(jω) debe
encargarse del control del sistema en las frecuencias ω ∈ [0.008, ∞),
se realiza el loop-shaping de la rama l3(jω) para que ésta satisfaga
las condiciones de diseño βl3(ω) a partir de ω ≤ 0.001 (color cían).
Véase cómo no es necesario un cumplimiento perfecto de la es-
pecificación en la frecuencia límite inferior (0.001), ya que en esta
frecuencia l2(jω) finaliza su banda de trabajo y puede completar
la demanda de esfuerzo de control. En baja frecuencia se evita in-
troducir elementos para reducir la magnitud de l3(j0), ya que en
caso de ser aportados éstos deberán ser compensados por los con-
troladores que se diseñen posteriormente en la secuencia. Téngase
en cuenta que el controlador visto por el resto de ramas incluye
al controlador c3(jω). En alta frecuencia, una vez alcanzada la fre-
cuencia de roll-off, la ganancia del lazo es reducida todo lo posible,
del mismo modo que en un diseño SISO clásico. Después del paso
I, los controladores son:

cI
1(s) = c0

1(s) = 0,

cI
2(s) = c0

2(s) = 0,

cI
3(s) =

1.6
(s/0.02 + 1)2 .

(10.29)

Una vez realizado el diseño de c3(s), pueden obtenerse los bounds
para el loop-shaping de la rama l2(jω) (ver la Figura 10.7). Sin em-
bargo, siguen sin ser accesibles las condiciones de diseño para la
rama l1(jω), por encontrarse el controlador c2(s) sin diseñar. Pue-
de observarse como en las frecuencias en las que l3(jω) se ha si-
tuado sobre las restricciones de diseño βl3(ω), se han generado
contornos βl2(ω) circulares y situados a la izquierda del plano de
Nichols. Este hecho indica que las condiciones de diseño ya se en-
cuentran satisfechas en dichas frecuencias, y los contornos delimi-
tan las regiones en las que l2(jω) se sitúa en contrafase con respec-
to a l3(jω). Sin embargo, en baja frecuencia los contornos βl2(ω) y
βl3(ω) muestran contornos horizontales que indican que en dichas
frecuencias las condiciones de diseño no se garantizan y deben ser
satisfechas por una de las dos ramas. En medias frecuencias se
aprecian depresiones en βl2(ω), indicando que l3(jω) asume parte
de las tareas de control. Esto es debido a que la desconexión de la
rama no es inmediata y se realiza de forma progresiva.
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Figura 10.7: Secuencia de diseño para el CSTR. Contornos en el paso I y diseño
de la rama l3(jω).

II.- Loop-shaping de l2(jω) (ver Figura Figura 10.8). En este caso se satis-
facen los requisitos de diseño βl2(ω) a partir de ω ≥ 0.0001 (color
verde claro). Como en el caso anterior se evitan las reducciones de
ganancia en baja frecuencia por ser perjudiciales para el diseño de
c1(jω). Como en un diseño SISO clásico, una vez alcanzados los
contornos circulares se considera alcanzada la frecuencia de roll-off
y se practica una reducción brusca de la ganancia del controlador.
Después del paso II, los controladores son:

cII
1 (s) = c0

1(s) = 0,

cII
2 (s) =

5.5(s/0.0012 + 1)
(s/0.00018 + 1)(s/0.01 + 1)2 ,

cII
3 (s) =

1.6
(s/0.02 + 1)2 .

(10.30)

Una vez diseñada la rama l2(jω) pueden obtenerse los nuevos con-
tornos de diseño (ver Figura 10.9). Véase como en este caso si pue-
den calcularse las restricciones para la rama l1(jω). Como en los
casos anteriores, los contornos βl1(ω) demandan acción de control
únicamente en baja frecuencia, donde las ramas l2(jω) y l3(jω) no
satisfacen las condiciones de diseño. En alta frecuencia los contor-
nos βl1(ω) se transforman en regiones circulares, indicando que
en estas frecuencias el esfuerzo de control se encuentra repartido
entre el resto de ramas. Los contornos βl3(ω) ahora son satisfechos
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Figura 10.8: Secuencia de diseño para el CSTR. Diseño de la rama l2(jω).

en medias frecuencias. Esto es debido a que la rama l2(jω) se ha di-
señado para que se encargue de la regulación del proceso en dicha
banda frecuencial.

III.- Loop-shaping de l1(jω) (ver Figura 10.10). En este caso se satisfacen
las condiciones impuestas por βl1(ω) en todas las frecuencias, ya
que es la última rama a diseñar. El diseño de c1(jω) se realiza como
en un diseño SISO. En este caso basta con el empleo de un contro-
lador integral. Téngase en cuenta que la rama l1(jω) contiene a los
controladores c2(jω) y c3(jω), por lo que no es necesario incorpo-
rar polos de alta frecuencia para conseguir una brusca reducción
de la magnitud de la rama en alta frecuencia. Los controladores
finales son:

cIII
1 (s) =

0.00015
s

,

cIII
2 (s) =

5.5(s/0.0012 + 1)
(s/0.00018 + 1)(s/0.01 + 1)2 ,

cIII
3 (s) =

1.6
(s/0.02 + 1)2 .

(10.31)

Por último, pueden actualizarse los contornos de diseño una vez
diseñada la rama l1(jω) (ver Figura 10.10). En este caso puede com-
probarse como todas las ramas li(jω) cumplen con las condiciones
impuestas por los bounds de diseño βi(ω). Como principal nove-
dad con respecto al método que emplea controladores en parale-
lo, destacan los contornos obtenidos en baja frecuencia. Cuando
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Figura 10.9: Secuencia de diseño para el CSTR. Contornos obtenidos después
del diseño de la rama l2(jω).

se emplea la estructura de control con controladores en paralelo,
los contornos de baja frecuencia en las ramas que trabajan en al-
ta y media frecuencia (l2(jω) y l3(jω) en este ejemplo) presentan
forma circular y representan regiones de exclusión. Sin embargo,
en este caso los contornos de baja frecuencia expresan la magni-
tud mínima de estas ramas incluso en las frecuencias en las que
no trabajan. Esto es debido a que las ramas de baja frecuencia se
encuentran afectadas por los controladores de las ramas de alta
frecuencia, y por lo tanto, cualquier variación en éstos afecta a a
dichas ramas. Véase cómo al diseñar l1(jω), los contornos de ba-
ja frecuencia β2,3(jω) se han adaptado de forma automática a los
diseños ya realizados l2,3(jω).
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Figura 10.10: Secuencia de diseño para el CSTR. Diseño de la rama l3(jω).

10.4 análisis de la solución de control

Una vez finalizado el diseño puede evaluarse el mismo mediante el
estudio del comportamiento en lazo cerrado. En primer lugar, en la Fi-
gura 10.11 se muestran las magnitudes de las respuestas frecuenciales
de lazo cerrado. Éstas permiten validar que todas las plantas dentro del
espacio de la incertidumbre satisfacen las condiciones impuestas por las
especificaciones de diseño.

La Figura 10.12 muestra el comportamiento temporal de la temperatu-
ra del reactor ante una perturbación de tipo escalón en la planta p5(s). Es
decir, se considera un cambio brusco en la temperatura de entrada del
reactivo. En concreto se aplica una perturbación de amplitud máxima
u5(t) = −1, que se corresponde con un decremento de la temperatura
del reactivo de 5K. El rechazo de la perturbación se realiza según la es-
pecificación de diseño; además de la evolución de la temperatura para
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Figura 10.11: Magnitud de las respuestas frecuenciales de lazo cerrado: (izq.)
rechazo de perturbaciones; (dcha.) estabilidad

los casos de incertidumbre se muestra la respuesta de la cota de especi-
ficación (nótese que la especificación se establecía para la respuesta en
frecuencia, mientras que ahora estamos representado respuestas tempo-
rales, no existiendo una correspondencia exacta tiempo-frecuencia). Las
respuestas de las tres salidas de las plantas (no existen en la realidad)
muestran el comportamiento esperado. Por un lado, la primera salida en
responder es la generada por la manipulación del serpentín. Esta salida
presenta su mayor amplitud transcurridos los 30-60 primeros minutos,
tiempo a partir del cual vuelve a su estado de reposo. Del mismo mo-
do, la salida producida por la manipulación del casquillo presenta una
respuesta un poco más lenta que la del serpentín, presentando su am-
plitud máxima transcurridas 1.5-2 horas desde la perturbación. A partir
de este momento la respuesta vuelve a su valor de reposo. Por último,
la respuesta generada por la manipulación del flujo de reactivo es la úl-
tima en responder, manteniendo el valor necesario para compensar la
perturbación en régimen permanente.

El comportamiento de las acciones de control es igualmente congruen-
te con el reparto frecuencial establecido. En la Figura 10.13 puede obser-
varse la evolución de las tres acciones de control en el rechazo de la
perturbación indicada anteriormente. Téngase en cuenta que las referen-
cias ru2 y ru3 mostradas en la Figura 10.4 son fijadas a ru2 = ru3 = 0 a lo
largo de todo el experimento (estos valores se corresponden con el valor
nominal). En este caso se observa como se cumple la secuencia de ac-
tuación esperada, retornando las acciones de control u2 y u3 a su punto
de operación, mientras que u1 se adapta para combatir la perturbación
en régimen permanente. Véase cómo la perturbación aplicada supone
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Figura 10.12: Respuesta temporal de la variable controlada ΔTr(t) y las salidas
individuales yi(t) ante una perturbación.

un incremento de la producción, ya que es combatida con un aumento
de u1, correspondiéndose esta variable con las variaciones del flujo de
reactivo.

Por último, pueden analizarse las magnitudes de los controladores en
la Figura 10.14. En ella se muestran las magnitudes de los controlado-
res ci(jω) (líneas discontinuas) y la de los controladores totales vistos
por cada una de las ramas ci,t(jω) (líneas continuas). Estos últimos co-
rresponden con: c1,t(jω) = c1(jω)c2(jω)c3(jω), c2,t(jω) = c2(jω)c3(jω)

y c3,t(jω) = c3(jω). La magnitud de los controladores totales muestra
cómo cada una de las ramas ve un controlador con magnitud mayor al
resto en las frecuencias en las que es encargada del control del proce-
so. Del mismo modo, puede observarse como los controladores c1,t(jω)

y c2,t(jω) presentan una magnitud muy reducida en alta frecuencia, lo
que confiere a sus ramas una alta inmunidad al ruido.

Estos controladores pueden compararse con los obtenidos si se emplea
únicamente una de las plantas para llevar a cabo el control del sistema.
Los controladores SISO necesarios en tal caso son

c2s =
0.0014(s/0.0013 + 1)2

s(s/0.08 + 1)(s/0.02 + 1)2 , (10.32)
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para el control con el flujo de alimentación del casquillo, y

c3s =
0.0019(s/0.0012) + 1

s(s/0.02 + 1)2 , (10.33)

para el control con el serpentín.
No se presenta un controlador c1s , puesto que las especificaciones de

control en lazo cerrado son inabordables empleando únicamente el flujo
de alimentación de reactivo, debido a las dinámicas de fase no mínima.
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Además esta solución carecería de sentido práctico, ya que precisamen-
te se emplean circuitos de refrigeración para no supeditar el ratio de
producción (flujo de reactivo) al control de la temperatura.
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Figura 10.15: Comparativa con los controladores SISO.

En la Figura 10.15 se aprecia como los controladores resultantes em-
pleando una estructura SISO (línea discontinua), presentan una magni-
tud similar a los obtenidos con la estructura de control propuesta en las
frecuencias en las que cada una de las plantas se encarga del control en
solitario. Sin embargo, se observan reducciones de la magnitud de los
controladores en las frecuencias en las que estas plantas no se encargan
de llevar a cabo la regulación del sistema.

10.5 diseño de controladores de prealimentación

Diseñados los controladores de realimentación, puede llevarse a cabo
el diseño de los controladores de prealimentación. En este caso, única-
mente se contempla la manipulación de la referencia ru2 que permite
modificar el estacionario del caudal del casquillo. Sin embargo, la insta-
lación se ha diseñado para que el estacionario del caudal del serpentín
permanezca siempre en su punto medio ru3 = 0. Por lo tanto, únicamen-
te se diseñará el controlador de prealimentación f2(jω) (ver Figura 10.4).

Se seleccionan las siguientes condiciones de diseño para un cambio
en el punto de operación:

Cuando se produzca una modificación en la referencia ru2 que im-
plique una desviación del caudal del refrigerante de 10 %, la tem-
peratura en el reactor presentará una desviación máxima de 1K.
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Cuando se efectúen cambios en el punto de operación, la apertura
de la válvula que regula el caudal del casquillo debe ser progresiva,
evitándose, en la medida posible, cambios bruscos.

Para lograr la primera condición, debe obtenerse en primer lugar el
incremento en la referencia que equivale a una variación de caudal del
10 %. Aplicando un cálculo sencillo, puede obtenerse que una variación
del caudal del 10 % se corresponde con una variación en la planta nor-
malizada Δu2 = 0.4. por lo tanto, para garantizar la primera condición
de diseño se emplea la inecuación∣∣∣∣0.4 f (jω)

p̂2(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wu2(ω); ∀q ∈ Q, (10.34)

donde la cota superior Wu2(ω), se selecciona según

Wu2(ω) =

∣∣∣∣ 906jω
(jω/0.003 + 1)2

∣∣∣∣ . (10.35)

Como se muestra en la Figura 10.16, la condición anterior queda sa-
tisfecha con el empleo de un prefiltro unitario f2(jω) = 1. Por lo tanto,
se diseña el mismo para que el sistema satisfaga la segunda condición
de diseño. Dado que se desea que el sistema evolucione hasta el nuevo
punto de operación sin rebotes en la acción de control u2, se emplea un
filtro pasa bajos para f2(jω). Como se describió en la Subsección 7.3.2, la
frecuencia de corte de éste debe seleccionarse tomando el punto medio
de la banda de trabajo. En este caso, la selección de la frecuencia de corte
ωc se realiza según

ωc =
−4 − 3

2
= −3.5 → 10−3.5 = 3.1623 × 10−4 [rad/s], (10.36)

y se emplea un filtro de segundo orden

f2(s) =
1

(s/ω + 1)2 =
1

(s/(3.1623 × 10−4) + 1)2 . (10.37)

La Figura 10.16 muestra como la incorporación del controlador de
prealimentación f2(jω) �= 1 sigue satisfaciendo la condición de diseño
marcada por (10.34).

En la Figura 10.17 se muestran las respuestas temporales de las varia-
bles cuando la consigna para el caudal del casquillo se reduce un 10 %
bruscamente. Recuérdese que esta variación se corresponde con un esca-
lón de ru2 = −0.4 en las plantas normalizadas. El cambio en la consigna
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Figura 10.16: Diseño de f2(jω). Magnitud y/ru2 .

se produce en el instante t=0.25h=15min. El sistema responde según lo
esperado, garantizando las condiciones de diseño impuestas. Obsérvese
como la desviación en la temperatura es poco acusada, mostrando un
máximo de 0.34o transcurrida la primera media hora. Del mismo modo,
puede comprobarse como la acción de control u2 (caudal en el casquillo)
evoluciona lentamente hasta alcanzar su nuevo valor de consigna, sin
presentar cambios bruscos que pueden dañar los actuadores. El tiempo
necesario para modificar el punto de operación es de aproximadamente
8h. Pese a presentar una dinámica lenta, la escasa desviación de la varia-
ble controlada justifica su empleo en el sistema real, ya que permite man-
tener una producción estable mientras se modifica el valor de consigna
ru2 . También puede observarse cómo la disminución del valor deseado
para el caudal del casquillo implica una reducción del caudal de reacti-
vo. Por tanto, modificando la consigna de refrigeración indirectamente
condicionamos el nivel de producción. Esta es una de las ventajas del
control MISO, en el que además de la salida se puede regular el punto
de operación de las actuaciones rápidas, lo cual indirectamente también
cambia el punto de operación de las actuaciones lentas (se desplaza su
bias, ya que la desviación sobre éste depende de las perturbaciones y la
incertidumbre).
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11
S E RV O S I S T E M A S S I S O Y M I S O

El presente capítulo presenta una solución al problema del seguimien-
to en sistemas MISO. Debe tenerse en cuenta que la teoría de realimenat-
ción cuantitativa (QFT) trata este tipo de problemas bajo una perspectiva
completamente diferente a la empleada en el problema del regulador, o
rechazo de perturbaciones. Esta diferenciación entre servosistemas y sis-
temas reguladores no es llevada a cabo en ninguna de las estrategias de
diseño estudiadas en la Sección 2.4.

Dada esta particularidad, es necesario establecer de forma clara cua-
les son los criterios que determinan una solución óptima al problema
del seguimiento desde el punto de vista de QFT. Como se ha indica-
do a lo largo del documento, una de las premisas fundamentales de
QFT es que la realimentación sólo es necesaria si el sistema a gobernar
presenta incertidumbre o se encuentra sometido a perturbaciones no me-
dibles. Centrándonos en el problema del seguimiento (no se considera
la existencia de perturbaciones), únicamente se deberá emplear la reali-
mentación si el sistema presenta una incertidumbre mayor a la tolerada
por las especificaciones de comportamiento en lazo cerrado. Es decir,
sólo deberá emplearse la realimentación si no existe un controlador de
prealimentación capaz de situar todas las respuestas de lazo abierto en
la región de comportamiento tolerado1. Este análisis, relativamente sim-
ple en sistemas SISO, se complica en sistemas con múltiples entradas
y plantas (sistema MISO), ya que la interacción puede dar lugar a va-
riaciones de la incertidumbre que complican su estudio realizando una
simple inspección visual de los templates o diagramas frecuenciales de
las plantas.

En la Sección 11.1 se presenta una descripción de las alternativas exis-
tentes en el control de servosistemas SISO. Esta descripción completa a

1 Se omiten en esta afirmación los sistemas con dinámicas RHP.
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la realizada en el Apéndice A, y es empleada para enmarcar el proble-
ma MISO dentro de la filosofía de QFT. En la Sección 11.2 se analizan
diseños para sistemas MISO que emplean únicamente controladores de
prealimentación. Los diseños carecen de sentido práctico salvo en apli-
caciones muy puntuales, dado que es poco probable que un sistema
real funcione en ausencia total de perturbaciones desconocidas e incer-
tidumbre. Su inclusión en el presente documento no está motivada por
su aplicabilidad, sino por su carácter docente, ya que permiten adquirir
al lector una amplia comprensión del problema y de la solución que se
desea dar al mismo. Los resultados alcanzados en el mismo son el punto
de partida para un diseño con realimentación, que es llevado a cabo en
el Capítulo 12.

11.1 seguimiento de referencias en sistemas siso

Antes de evaluar la problemática MISO, es necesario estudiar las al-
ternativas existentes en la teoría de la realimentación cuantitativa o QFT
para gobernar servosistemas SISO. El Apéndice A presenta de forma
detallada cómo solucionar un problema SISO empleando la estructura
con dos grados de libertad de la Figura 11.1 (a). En dicho estudio se
presentan todos los pasos de diseño, desde la selección de las especifi-
caciones de comportamiento en lazo cerrado, hasta el loop- shaping de
controladores. La estrategia presentada en dicho anexo fue propuesta
por Horowitz [65] y es la más extendida. Sin embargo, existen otras al-
ternativas en la literatura científica que permiten dar solución al mismo
problema de control. En esta sección se presentan tres alternativas de
diseño; el objetivo no es establecer comparación entre las mismas, sino
hacer una breve descripción que complete la información presentada en
el Apéndice A. Se considera fundamental su inclusión en el documento
dado que la estrategia de diseño MISO propuesta en el Capítulo 12 nace
de las técnicas descritas en la presente sección.

Considérese en primer lugar la estructura de control de la Figura 11.1
(a). Esta arquitectura emplea dos grados de libertad c y f para gobernar
la planta con incertidumbre p. Como en el resto de secciones se consi-
dera que la incertidumbre de la planta es debida a la existencia de un
conjunto q de parámetros con incertidumbre (q ∈ Q). El objetivo del
controlador de realimentación c es reducir la sensibilidad del sistema a
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Figura 11.1: Estructuras de control SISO para el seguimiento de referencias.

la variación en sus parámetros, de forma que la incertidumbre Q pre-
sente un efecto limitado en la respuesta de lazo cerrado

Tr(jω) =
f (jω)c(jω)p(jω)

1 + c(jω)p(jω)
. (11.1)

De forma general, la sensibilidad de Tr(jω), entendiendo ésta como su
distorsión en función de la incertidumbre Q, decrece con el empleo de
un controlador de realimentación c(jω) con mayor magnitud. Sin em-
bargo, este hecho produce un aumento del coste de la realimentación2,
conllevando un deterioro del performance de lazo cerrado en el sistema
físico real.

Horowitz plantea la especificación de seguimiento

Wl(ω) ≤
∣∣∣∣ f (jω)c(jω)p(jω)

1 + c(jω)p(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wu(ω); ∀q ∈ Q, (11.2)

que después reformula en dos estapas, la primera para abordar el diseño
del controlador de realimentación c(jω), y la segunda para el diseño del
controlador de prealimentación f (jω) (ver Apéndice A). Los contornos
para el diseño de c(jω) son tales que si se se cumplen por la mínima
existiría tan sólo un f (jω) solución. Y además c(jω) emplearía la míni-
ma cantidad de realimentación, tanto en la banda útil para reducir la
sensibilidad a la incertidumbre, como a partir de la frecuencia de corte
para minimizar el coste de la realimentación. La magnitud del contro-
lador de prealimentación f (jω), a priori, no conlleva ningún coste. Por

2 Una descripción detallada de este concepto se ha presentado en la Sección 3.1.
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ello, se trata de trasladar lo que es conocido desde la realimentación a la
prealimentación.

El comportamiento obtenido está determinado por

yr =
y
r
=

f cp
1 + cp

. (11.3)

Y dado que trabajamos con una única planta, aunque esta tenga incer-
tidumbre, las especificaciones (11.2) para el comportamiento de yr y la
magnitud de la planta fijan la acción de control necesaria, por la relación
yr = pur. Pero además, debido a la incertidumbre de p cuya influencia
se quiere minorar en lazo cerrado3, a mayor incertidumbre en p para la
misma envolvente (Wl , Wu) de yr, el controlador c deberá tener mayor
magnitud. En definitiva, la acción de control necesaria para el seguimien-
to es

ur =
u
r
=

f c
1 + cp

. (11.4)

Si además de la entrada de referencia para la cual evaluamos el per-
formance yr, tenemos en cuenta el ruido del sensor, obtenemos que la
acción de control total es

u =
f c

1 + cp
r +

−c
1 + cp

n. (11.5)

Por lo tanto, de las posibles parejas c(jω)- f (jω) que dan lugar al compor-
tamiento yr deseado, la que emplee menor ganancia en el controlador
c(jω) será la que minimice la amplificación de ruidos en la acción de
control (coste de la realimentación)

un =
−c

1 + cp
n. (11.6)

En conclusión, dado un sistema de control SISO, el diseño c(jω) que
emplea la mínima cantidad de realimentación (ganancia del controlador)
en cada frecuencia corresponde con un diseño óptimo.

Las estrategias de control denominadas como error tracking [33, 37],
mantienen la estructura de control de la Figura 11.1 (a), pero emplean
especificaciones de funcionamiento en lazo cerrado que acotan el error
de seguimiento, en lugar de la respuesta de lazo cerrado Tr(jω). Para

3 Reducción de la sensibilidad a incertidumbre de p.
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ello se establece un modelo de comportamiento deseado m(jω) y un
cota Wb(ω) que determina el error de seguimiento máximo tolerado. El
comportamiento robusto en lazo cerrado queda garantizado mediante
el empleo de la inecuación∣∣∣∣m(jω)− f (jω)c(jω)p(jω)

1 + c(jω)p(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wb(ω); ∀q ∈ Q. (11.7)

El comportamiento de la acción de control sigue estando determinado
por (11.5) y, por lo tanto, el objetivo sigue siendo alcanzar una diseño
f (jω)-c(jω) que cumpla (11.7) con la menor cantidad de realimentación
en c(jω).

No puede realizarse una comparativa directa entre las estrategias de
tracking (11.2) y de error de tracking (11.7), ya que la especificación de di-
seño empleada en cada uno de los casos es diferente. Como puede com-
probarse en la Figura 11.2, un diseño tradicional acota la función de lazo
cerrado Tr(jω) entre dos tolerancias, implicando que en una frecuencia
discreta ωd sea válida cualquier solución que restringa Tr(jωd) entre dos
circunferencias concéntricas centradas en el origen y con radios Wu(ωd)

y Wl(ωd). Por el contrario, las especificaciones de error tracking restrin-
gen las respuestas de lazo cerrado Tr(jωd) a un área circular con centro
en m(jωd) y radio Wb(jωd). Puede observarse cómo el método clásico
permite un mayor rango de soluciones ya que no acota la fase del sis-
tema, mientras que la especificación de error tracking impone de forma
indirecta restricciones en la fase de la respuesta de lazo cerrado.

Re

Im

Wu(ω)

Wl(ω)

Re

Im

m(ω)

Wb(ω)

Figura 11.2: Regiones solución en las especificaciones de tracking clásico y error
tracking.
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Por último, Elso y otros [38] proponen el empleo de la estructura model
matching (ver Figura 11.1 (b)) para la resolución del problema de segui-
miento. La inecuación que garantiza el seguimiento deseado es la misma
que la empleada en las estrategias error tracking, y por lo tanto se trata
de una estrategia de diseño que acota el error de seguimiento. En este
caso, el modelo deseado de respuesta y frente a r forma parte del diagra-
ma de control (modelo m). Las discrepancias entre la y deseada (la que
genera el modelo) y la real (la que proviene de la realimentación) serán
objeto de corrección por parte del lazo de control realimentado. Por otro
lado, la acción de control calculada por el controlador de prealimenta-
ción g(jω) es enviada directamente a la planta, donde es añadida a la
acción de control calculada por el controlador de realimentación c(jω).
La acción de control del sistema en lazo cerrado está determinada por

u =
g + mc
1 + cp

r − c
1 + cp

n, (11.8)

dónde se observa claramente que la acción de control ur necesaria para
realizar el seguimiento de la referencia deseada4 se reparte entre dos
elementos de control, g en prealimentación y c en realimentación. Como
en la estructura clásica, el diseño óptimo será el que consiga gobernar el
sistema con un controlador de realimentación c(jω) de mínima ganancia
dado que esto implicaría conseguir la acción de control mínima necesa-
ria para el seguimiento según el modelo deseado y a la vez la menor
amplificación de ruidos.

Uno de los puntos positivos de la estructura model mátching es que
es intuitiva y coherente con los propósitos de la teoría de realimenta-
ción cuantitativa. Por ejemplo, considérese un diseño en el que g(jω)

es capaz de hacer cumplir las especificaciones por sí mismo. En dicho
caso, el controlador de realimentación debería ser nulo c(jω) = 0. Dado
que g(jω) se encuentra conectado directamente a la entrada de la plan-
ta (hecho que no ocurre en el caso de la estructura tradicional), puede
implementarse el sistema sin necesidad de modificar la estructura de
control. Por el contrario, en la estructura clásica un controlador de re-
alimentación nulo implica una modificación de la estructura de control
para poder gobernar con un controlador f (jω) de prealimenatción.

4 Recuérdese que la acción de control es única y depende de la especificación elegida para
yr. Es decir, no se puede optimizar por el hecho de emplear una nueva estructura de
control.
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En el resto de aspectos, el empleo de una u otra estructura de control
es irrelevante y depende de un criterio personal más que de un aspec-
to funcional. Si que serán diferentes las especificaciones seleccionadas5,
dado que éstas acotarán el comportamiento del sistema de forma dife-
rente y por lo tanto, darán lugar a soluciones válidas pero diferentes (no
comparables).

11.2 efecto de la prealimentación en sistemas miso

En esta sección se analiza cómo afecta la suma de plantas a la ganancia
e incertidumbre del sistema MISO y sus repercusiones en términos de
control. En última instancia, se busca determinar si en el control MISO
el factor que condiciona la acción de control dadas unas especificaciones
sigue siendo el tamaño de la incertidumbre de la planta, como en el
caso SISO, o por el contrario existen otros aspectos a tener en cuenta.
Las conclusiones alcanzadas en esta sección establecen los fundamentos
a partir de los que se construye la técnica de diseño presentada en el
Capítulo 12.

Si se considera la arquitectura de control model matching6 y se generali-
za para un sistema MISO con n plantas en paralelo, la primera pregunta
a resolver es a través de qué entrada o entradas de actuación es más con-
veniente prealimentar la señal proveniente de la referencia. Véase cómo
en este caso la referencia es susceptible de ser inyectada a través de una
o varias entradas, empleando uno o varios controladores de prealimenta-
ción7. Para ello, en primer lugar se va a estudiar cómo controlar sistemas
MISO en lazo abierto, utilizando sólo controladores de prealimentación.
Se analizarán diferentes casos que contemplen la posibilidad de existen-
cia de incertidumbre en ninguna, una, o varias plantas. En cada uno de
los casos analizados, se determinará cuando existe solución al problema
de control sin necesidad del empleo de controladores de realimentación,
y cuando es necesario el empleo de los mismos. Las conclusiones alcan-
zadas mostrarán las pautas que determinan cual es el reparto idóneo del
esfuerzo de control entre las diferentes acciones de control. En resumen,
se establece una estrategia de diseño en lazo abierto, que si bien normal-

5 Acotación de la respuesta de lazo cerrado o del error de seguimiento.
6 Las mismas conclusiones pueden extraerse empleando la estructura de control clásica

con dos grados de libertad.
7 Recuérdese que en el caso SISO sólo existía una entrada de actuación sobre la planta, y

por lo tanto, un único punto por el que prealimentar.
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mente carece de aplicabilidad en el sistema real, es el punto de partida
para la estrategia de control con controladores de prealimentación y re-
alimentación desarrollada en el Capítulo 12. Nótese cómo en este caso,
al no existir realimentación, no se valora su coste QFT en términos de
amplificación de ruidos del sensor.

Considérese el sistema de control en lazo abierto de la Figura 11.3.
Los controladores de prealimentación gi=1,...,n(jω) son los encargados
de generar las acciones de control ui para cada una de las plantas pi(jω)

con la información proveniente de la referencia r. El objetivo del sistema
es que la salida y siga a la referencia r. No se considera el efecto de las
posibles perturbaciones.

g2 p2

g1 p1

gi pi

gn pn

u2

u1

ui

un

r

y2

y1

yi

yn

y

Figura 11.3: Plantas en paralelo gobernadas en lazo abierto.

Las ecuaciones que determinan el comportamiento del sistema son

y = r
n

∑
i=1

pigi, (11.9)

y

ui = rgi. (11.10)

Como en los estudios anteriores, las plantas presentan incertidumbre
paramétrica definida por q ∈ Q. El objetivo es que la especificación
de control se garantice para todas las respuestas yr posibles dentro del
espacio de la incertidumbre. Para los ejemplos teóricos presentados, se
considera que todas las plantas pi son estables en lazo abierto. Por lo
tanto, la estabilidad del sistema global está garantizada si los controla-
dores de prealimentación gi presentan todos sus polos en el semiplano
izquierdo. El objetivo de seguimiento puede plantearse empleando la
especificación de tracking clásico (11.2), o las de error tracking (11.7),
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mostradas en la Sección 11.1. En el caso MISO, las inecuaciones se rede-
finen según

Wl(ω) ≤
∣∣∣∣∣

n

∑
i=1

gi(jω)pi(jω)

∣∣∣∣∣ ≤ Wu(ω), (11.11)

para la especificación de tracking clásico , y∣∣∣∣∣m(jω)−
n

∑
i=1

gi(jω)pi(jω)

∣∣∣∣∣ ≤ Wb(ω); ∀q ∈ Q, (11.12)

para la especificación de error tracking. En esta sección se opta por em-
plear especificaciones de este último tipo, por considerarse más apropia-
das para el desarrollo de la estrategia de diseño. Fijada la especificación
de comportamiento deseado (11.12), existirá solución al problema de
control si existe una combinación de controladores de prealimentación
gi(jω) que la satisfagan. En caso contrario, será necesario el empleo de
una estructura de control que cierre un lazo de realimentación para re-
ducir la sensibilidad del sistema a la incertidumbre.

Considérese en primer lugar un sistema MISO en el que una de las
plantas pj(jω), j ∈ i, no presenta incertidumbre. El resto de plantas del
sistema pi �=j(jω) presentan una incertidumbre tal que es imposible cum-
plir la especificación (11.12) sin añadir controladores de realimentación.
En este caso, el problema puede resolverse de forma directa anulando
los controladores gi �=j(jω) y empleando un único controlador de preali-
mentación gj(jω), calculado a partir de la inversión de la planta pj(jω).
El conjunto de controladores de prealimentación para el sistema MISO
es:

gj(jω) =
m(jω)

pj(jω)
, gi �=j(jω) = 0. (11.13)

Si se considera que la planta pj(jω) no contiene ni ceros RHP ni retar-
dos, y además se emplea un modelo de seguimiento m(jω) con mayor
número de polos (todos ellos estables) que la planta pj(jω), el contro-
lador gj(jω) alcanzado será causal, y por tanto realizable, y el sistema
garantizará la especificación de seguimiento.

La siguiente pregunta es dilucidar si la solución anterior es la mejor
posible, ya que hemos obviado los potenciales beneficios que pueden
aportar el resto de plantas por el hecho de que su incertidumbre de-
mandaría realimentación y ésta conlleva un coste en alta frecuencia. Su-
pongamos que la ganancia estática de alguna planta pk �=j(0) de forma
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combinada con pj(0), diera lugar a acciones de control que en régimen
permanente cumplan

uk(t = ∞) << uj,1(t = ∞); uj,2(t = ∞) << uj,1(t = ∞), (11.14)

donde uj,2(t = ∞) representa la acción de control estacionaria para la
planta pj(jω) cuando trabaja en colaboración con la planta pk(jω), y
uj,1(t = ∞) representa la acción de control estacionaria para la planta
pj(jω) trabajando en solitario. Es decir, es posible que las dos plantas
trabajando de forma coordinada demanden una acción de control me-
nor en cada rama para lograr el seguimiento de una cierta referencia,
hecho que permitiría alcanzar referencias de mayor amplitud sin riesgo
de saturar los actuadores. Además se reducirían los gastos de acción de
control, ligados en muchas ocasiones a consumos de energía y materias
primas, lo que repercute en un ahorro en los costes de operación. Es-
ta ventaja, muy importante en la vida real, requeriría de algún tipo de
realimentación, ya que la incertidumbre de la planta pk(jω) impide su
empleo en una solución con sólo controladores de prealimentación. El
empleo de controladores de realimentación conlleva un coste en cuanto
a la amplificación de ruidos, mientras que cuando se emplea únicamente
la planta pj(jω) este coste de realimentación es nulo. Pero la ventaja es
que la acción de control necesaria para el objetivo de seguimiento puede
reducirse.

Entonces, en el caso MISO la incertidumbre y la reducción de la mag-
nitud de los controladores de realimentación no son los únicos factores a
tener en cuenta para el seguimiento de referencias. Las entradas emplea-
das para efectuar la prealimentación de la referencia juegan un papel
importante, y la selección más adecuada está relacionada con la magni-
tud de las plantas.En un sistema SISO donde no hay error en régimen
permanente, la acción de control estacionaria es

u(t = ∞) =
r(t = ∞)

p(0)
. (11.15)

Por tanto, cuanto mayor sea la ganancia de la planta p(0) menor acción
de control necesitará, lo cual no es elegible en un sistema SISO. Sin em-
bargo, en un sistema MISO sí es posible esta elección y, por tanto, la
ecuación anterior puede interpretarse como el coste de la prealimenta-
ción, que sirve para comparar cuando ésta se efectua por una u otra
planta.
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La influencia de la magnitud de las plantas en la acción de control
debe estudiarse no sólo en el estacionario (ω = 0) sino en cualquier fre-
cuencia, con el fin de, en último término, determinar el mejor reparto de
la banda frecuencial entre las plantas. En el problema del regulador, es-
tudiado en el Capítulo 4, el criterio de reparto era conseguir el conjunto
de controladores ci(jω), i = 1, ...n, con menor ganancia en cada rama a lo
largo de frecuencia (solución de mínima cantidad de realimentación), lo
cual, además, daba lugar a la solución de mínima acción de control. Esto
era porque la banda de trabajo se escogía en función de la planta más
favorable (mayor magnitud) dentro del sistema MISO. Sin embargo, en
el problema del seguimiento de referencias, la acción de control va a de-
pender de dos factores que al tratarse de un sistema MISO son elegibles:
la cantidad de realimentación (ganancia del controlador de realimenta-
ción a lo largo de la frecuencia) ligada al tamaño de la incertidumbre
de la planta implicada y la cantidad de prealimentación (ganancia del
controlador de prealimentación a lo largo de la frecuencia) ligada a la
magnitud de la planta implicada. Siendo esta última la que mayor peso
tiene en la acción de control total, tomaremos como la solución óptima
aquella de menor consumo de acción de control a través de la prealimen-
tación, aunque esto incurra en una demanda de mayor realimentación
e implicitamente en un mayor coste (amplificación de ruidos). De mino-
rar la cantidad de realimentación en cada rama se encargará el reparto
de la banda para el diseño de los controladores de realimentación, que
estudiaremos en el capítulo siguiente. A continuación, estudiaremos el
reparto de la prealimentación en toda la banda frecuencial.

Si se consideran n plantas sin incertidumbre, gobernadas empleando
la estructura de la Figura 11.3, existen infinitas combinaciones de con-
troladores gi(jω) que dan solución a la inecuación (11.12). De hecho,
se puede conseguir un seguimiento perfecto de la referencia (Wb = 0)
haciendo

m(jω) =
n

∑
i=1

gi(jω)pi(jω). (11.16)

Obsérvese cómo existen infinitas combinaciones de controladores gi(jω)

que cumplen la condición anterior, dado que se dispone de una ecua-
ción con n grados de libertad (n controladores independientes). Antes
de realizar su diseño debemos preguntarnos ¿Cuál es la combinación de
controladores gi que reporta una mejor solución al problema?. Atendiendo a
un problema general y excluyendo soluciones particulares que resulten
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óptimas en problemas concretos, parece obvio que la solución óptima
será aquella que emplee una acción de control mínima en todas las fre-
cuencias y en todas las plantas. Si se consigue alcanzar el objetivo, se
minimizará el consumo de acción de control y de forma directa los cos-
tes económicos asociados a ésta. Además, permitirá reducir el riesgo de
saturación de los actuadores. Véase como esta conclusión coincide con
la obtenida en el problema de rechazo de perturbaciones.

Para simplificar el análisis se considera que todas las plantas del sis-
tema carecen de retardos y presentan todos sus polos/ceros en el semi-
plano izquierdo. Adicionalmente considérese que los desfases entre las
plantas son inferiores a 90o, hecho que garantiza que el módulo de la
planta suma

|pe(jω)| =
∣∣∣∣∣

n

∑
i=1

pi(jω)

∣∣∣∣∣ ≥ |pj(jω)|, ∀j ∈ i, (11.17)

es mayor o igual al de cualquiera de las plantas pi(jω) que forman parte
del sistema MISO. Del mismo modo, en una frecuencia discreta ωd se
cumplirá

|pe(jωd)| =
∣∣∣∣∣

n

∑
i=1

pi(jωd)

∣∣∣∣∣ ≈ |pj(jωd)|; (11.18)

si se garantiza

|pj(jωd)| >> |pi �=j(jωd)|, (11.19)

condición estudiada en el Capítulo 4 para el rechazo de perturbaciones.
Diséñese en primer lugar un controlador maestro (ver Figura 11.4)

común a todas las plantas. En este caso, la función de lazo abierto total
esta determinada por

le(jω) =
n

∑
i=1

ge(jω)pi(jω) = ge(jω)pe(jω); (11.20)

por lo que el controlador ge(jω) que garantiza un seguimiento sin error
puede calcularse aplicando la relación

ge(jω) =
m(jω)

pe(jω)
. (11.21)
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Por simplicidad, se considera un modelo m(jω) tal que el controlador
ge(jω) es propio. En este caso, la acción de control toma valores según

u(jω) = ge(jω)r(jω) =
m(jω)

pe(jω)
r(jω). (11.22)

Por lo tanto, la magnitud de la acción de control8 |u(jω)| será mínima,
ya que el módulo de la planta equivalente |pe(jω)| es mayor o igual al de
cualquiera de las plantas |pi(jω)| en todas las frecuencias. En consecuen-
cia, es imposible alcanzar un diseño que satisfaga la inecuación (11.12)
dando lugar a una acción de control ui(jω) con un módulo inferior al
de u(jω).
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Figura 11.4: Sistema MISO gobernado en lazo abierto con controlador maestro.

Se acaba de garantizar que en ausencia de incertidumbre, si las plantas
cumplen el criterio establecido, el empleo de un único controlador de
prealimentación minimiza el empleo de la acción de control total u(jω).
Del mismo modo, puede garantizarse que en las frecuencias discretas ωd
en las que se cumpla la relación (11.19), dicha acción de control estará
determinada por

u(jωd) =
m(jωd)

pj(jωd)
r(jωd). (11.23)

Queda comprobado que en estas frecuencias las plantas pi �=j(jω) re-
ciben señales de control, pero no aportan beneficios al sistema, ya que
el controlador maestro actúa como si gobernase una única planta. Este
problema se traduce en que las plantas que no aportan beneficios en ba-
ja frecuencia reciben señales de componente continua, produciendo que

8 Téngase en cuenta que en este caso la acción de control es común a todas las plantas, y
por lo tanto, cumple u(jω) = ui(jω).
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en el próximo cambio de consigna el sistema no parta de un valor nulo y
presente más riesgo de saturación en los actuadores. Además, se incurre
en consumos de materias primas y energía que aumentan los costes de
operación. Para resolver este problema debe eliminarse dicha acción de
control innecesaria, dejando disponible todo el rango de actuación tras
la intervención de la planta.

Para lograr el comportamiento deseado puede emplearse una estruc-
tura como la mostrada en la Figura 11.5, de forma que las plantas que
se desea desconectar presenten a su entrada un filtro9 de baja frecuen-
cia que elimine la componente continua en la acción de control. Por los
mismos motivos pueden implementarse filtros de alta frecuencia en las
plantas que trabajan únicamente en baja frecuencia, de forma que se eli-
minen las señales de alta frecuencia. A priori, el filtrado de las señales
de alta frecuencia puede parecer que no es importante, ya que si se con-
sidera que el servosistema trabaja con señales de referencia r generadas
en un sistema electrónico (lo más común en la actualidad), éstas carece-
rán de ruido asociado que pueda ser amplificado. Sin embargo, muchos
sistemas reales reciben las señales de consigna a partir de la manipula-
ción de un elemento físico, es decir, emplean sensores para cuantificar
la actuación sobre el elemento de mando. En estos casos la señal de re-
ferencia r(t) contendrá un ruido de alta frecuencia asociado al sensor,
que debe tenerse en cuenta en la prealimentación. Además se produci-
rán cambios bruscos en las consignas de los actuadores, que degradan
su vida útil. Cuando se aborde el control de estos sistemas es recomen-
dable la desconexión en alta frecuencia de las plantas que no reportan
beneficios, puesto que reciben señales con ruidos de alta frecuencia que
pueden producir fatiga innecesaria en los actuadores. Véase como en
estos casos una solución cuantificada del problema no es esencial, ya
que basta con buscar unos filtros de rama que desconecten la planta
en frecuencias posteriores a la de cruce de magnitud (recuérdese que
seguimos analizando un problema en el que las plantas no presentan
incertidumbre).

A continuación, se muestra un ejemplo que ilustra las conclusiones al-
canzadas. Se desea gobernar un sistema MISO formado por dos plantas
sin incertidumbre

p1(s) =
1

s + 1
, p1(s) =

0.1
0.01s + 1

; (11.24)

9 Pese a denominarse gi los controladores de prealimentación situados aguas abajo del
controlador maestro actúan como filtros de rama.
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Figura 11.5: Sistema MISO gobernado en lazo abierto con controlador maestro
y filtros de rama.

Los objetivos de control son la estabilidad robusta y el seguimiento ro-
busto de perturbaciones. El modelo de referencia está determinado por

m(s) =
1002

s2 + 140s + 1002 , (11.25)

y dado que el sistema es teórico y no se establece incertidumbre, se fija
un error de seguimiento nulo Wb(s) = 0. Los controladores de preali-
mentación que dan solución al problema empleando una única planta
(control SISO) se denominan gi,s y están determinados por gi,s(jω) =

m(jω)/pi(jω), tomando en este caso los siguientes valores

g1,s(s) =
1002(s + 1)

s2 + 140s + 1002 , (11.26)

g2,s(s) =
1000(s + 100)

s2 + 140s + 1002 . (11.27)

El controlador maestro calculado para la planta suma puede calcular-
se según ge(jω) = m(jω)/(p1(jω) + p2(jω)), y en este ejemplo toma los
siguientes valores

ge(s) =
909.09(s + 100)(s + 1)

(s + 10)(s2 + 140s + 1002)
. (11.28)

En la Figura 11.6 se muestran las magnitudes de los controladores
g1,s(jω), g2,s(jω) y ge(jω). Como puede comprobarse, el controlador
maestro es el que presenta mínima magnitud en todas las frecuencias.
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Como era de esperar el controlador g1,s(jω) presenta una magnitud in-
ferior a la de g2,s(jω) en baja frecuencia. En alta frecuencia se produce
el efecto contrario, obteniendo un controlador g2,s(jω) con magnitud
inferior a la de g1,s(jω). Este comportamiento se reproduce en la repre-
sentación temporal de las acciones de control, ya que éstas dependen
únicamente de los controladores de prealimentación. En la Figura 11.7
se observa como la acción de control generada por el controlador maes-
tro ue(t) inferior a ui(t) en cualquier instante de tiempo. Pese a ello, se
emplea la planta p1(jω) en baja frecuencia sin que esta reporte benefi-
cios.
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Figura 11.6: Magnitud de los controladores g1,s, g2,s y ge.
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Figura 11.7: Acciones de control u1,s, u2,s y ue, empleadas para seguir un esca-
lón unitario.

Como se describió anteriormente, las respuestas temporales mostra-
das en la Figura 11.7 muestran como el empleo de un controlador maes-
tro genera una menor acción de control u(t). Sin embargo, el empleo de
una única u(t) en las dos plantas produce que éstas estén sometidas a
acciones de control en las frecuencias en las que no reportan beneficios.
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Para eliminar dicho problema pueden emplearse filtros que limiten las
frecuencias en las que actúa cada planta. La opción más sencilla consiste
en emplear filtros pasa altos y pasa bajos de primer orden sintonizados
según

g1(s) =
1

τ1s + 1
; (11.29)

g2(s) =
τ2s

τ2s + 1
; (11.30)

donde τ1 se escoge una década después de la pulsación ωcm y τ2 se es-
coge una década antes de la pulsación ωcm (τ1 = 10/ωcm, τ2 = 0.1/ωcm).
La pulsación ωcm coincide con la que cumple: |g1,s(ωcm)| = |g2,s(ωcm)|.
Pueden emplearse otros criterios para la selección de la frecuencia de
corte de los filtros, con el fin de conseguir una desconexión más ágil de
la planta en las frecuencias que no presenta beneficios. En estos casos,
deberá prestarse especial atención a la fase aportada por los filtros, ya
que puede producir que las plantas se encuentren en contrafase, redu-
ciendo la magnitud de la planta equivalente y produciendo aumentos
en la acción de control u(t).

Diseñados los filtros se re-diseña el controlador maestro

ge(jω) =
m(jω)

p1(jω)g1(jω) + p2(jω)g2(jω)
, (11.31)

que verá ampliada ligeramente su magnitud

ge(s) =
1000(s + 100)(s + 1)

(s + 10)(s2 + 140s + 1002)
. (11.32)

Las nuevas acciones de control y sus diagramas de magnitud se mues-
tran en la Figura 11.8 y en la Figura 11.9. En ellas se aprecia como los
controladores efectivos que ve cada planta, ge(jω)g1(jω) para la plan-
ta p1(jω) y ge(jω)g2(jω) para la planta p2(jω), son aproximadamente
iguales al controlador maestro en las frecuencias en las que la planta
aporta beneficios. En el resto de frecuencias el controlador tiende a cero
para desconectar dicha planta. En la respuesta temporal se aprecia con
claridad como se ha eliminado la componente continua de la planta rá-
pida, del mismo modo se observa una respuesta más lenta en la acción
de control de la planta lenta.
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Figura 11.8: Magnitud de los controladores geg1, geg2 y ge.
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Figura 11.9: Acciones de control u1, u2 y ue, empleadas para seguir un escalón
unitario con controlador maestro y esclavos.

Del estudio anterior se deduce que aunque exista incertidumbre, la
mejor solución al problema de control será aquella que emplea en cada
frecuencia discreta la planta o plantas que reportan mayor magnitud. De
este modo, se consigue reducir el consumo total de acción de control, pe-
se a utilizar mayor cantidad de realimentación que produce una mayor
amplificación de ruidos (coste de realimentación).



12
M I S O Q F T PA R A S E RV O S I S T E M A S

A continuación, se presenta una solución al problema de control MISO
en aplicaciones en las que el objetivo de control es el seguimiento de
referencias. Como se ha mostrado en capítulos anteriores, el problema
presentado en estos casos es de naturaleza compleja, existiendo multitud
de casuísticas que pueden distorsionar su análisis. La solución aportada
en el presente capítulo es la más adecuada desde un punto de vista
genérico, lo que no impide que en casos concretos puedan plantearse
objetivos diferentes. La metodología propuesta es flexible y puede ser
modificada de forma sencilla para atender a objetivos específicos.

El capítulo se encuentra organizado en tres secciones. La Sección 12.1
muestra la arquitectura de control empleada y los fundamentos de dise-
ño. En la Sección 12.2 se describen la etapas del proceso secuencial de
diseño. En dicha descripción se justifican los fundamentos matemáticos
y se definen pautas para alcanzar una solución de control adecuada. Por
último, en la Sección 12.3 se presentan dos ejemplos de diseño.

12.1 estructura y fundamentos

Para el control del sistema se propone el empleo de la estructura de
control de la Figura 12.1. Véase cómo ésta corresponde con la estructura
empleada en la Sección 4.1 (Figura 4.1) para el problema de rechazo de
perturbaciones, a la que se han añadido los elementos de prealimenta-
ción necesarios para llevar a cabo el seguimiento robusto de referencias.
Como puede observarse, la arquitectura de control corresponde con la
generalización para un sistema MISO de la arquitectura Model Matching
(ver Figura 11.1 (b)). Como en ésta, en el caso MISO, el bloque m(jω) se
corresponde con el modelo de comportamiento deseado. Sólo se emplea
un modelo, ya que sólo existe una variable controlada, y por lo tanto
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un objetivo de control. Sin embargo, el controlador de prealimentación
g(jω) de la estructura model matching SISO se ha desplegado en un con-
trolador maestro ge(jω) y n controladores esclavos gi(jω), uno por cada
una de las ramas. De este modo, la acción de control que gobierna cada
planta es

ui = ci (rm − y) + rgige. (12.1)

La ecuación que describe el comportamiento de la salida objeto de con-
trol es

y =
mlt + lAt

1 + lt
r − lt

1 + lt
v +

pd

1 + lt
d, (12.2)

donde lt es la función de lazo abierto total, compuesta por la suma de
li = ci pi funciones de lazo. Y en este caso, se define

lAt =
n

∑
i=1

lAi = ge

n

∑
i=1

pigi, (12.3)

como la cadena de prealimentación total, que se compone de n cadenas
de prealimentación individuales

lAi = pigige, (12.4)

a través de cada planta pi. El error de seguimiento, sobre el que se plan-
tean las especificaciones de comportamiento en las estructuras model
mathching, está determinado por

e =
m − lAt

1 + lt
r − 1

1 + lt
v +

pd

1 + lt
d. (12.5)

Por último, el comportamiento de las salidas individuales de cada una
de las plantas se rige por

yi =

[
m − lAt

1 + lt
li + pigige

]
r − ci

1 + lt
(v + pdd), (12.6)

y el de las acciones de control por

ui =

[
m − lAt

1 + lt
ci + gige

]
r − ci

1 + lt
(v + pdd). (12.7)

El controlador de prealimentación total, visto por cada una de las
plantas pi, se define como

ĝi = gige. (12.8)
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Figura 12.1: Estructura de control QFT MISO para servosistemas.

El controlador maestro ge será el encargado de generar la acción de
control global demandada por el sistema. Los controladores de rama gi
actúan como filtros, repartiendo dicha acción de control por la planta
más adecuada, tal como ocurría en la Figura 11.5.

Como en el caso del rechazo robusto de perturbaciones, en el diseño
de los controladores (prealimentación y realimentación) se ha de tener
en cuenta la incertidumbre paramétrica (q ∈ Q) inherente a los modelos
de las plantas1. En este caso se consideran especificaciones de control
en lazo cerrado para garantizar la estabilidad robusta y el seguimien-
to robusto de referencias. Para especificar la estabilidad robusta puede
emplearse una única inecuación∣∣∣∣ lt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω); ∀q ∈ Q, (12.9)

o n inecuaciones∣∣∣∣ li(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω); ∀q ∈ Q. (12.10)

Como ya se ha descrito en el Capítulo 5, se recomienda esta segunda
opción, que ofrece mayor robustez y permite definir los márgenes de
estabilidad en función del desconocimiento sobre la magnitud y fase
de cada planta individual pi. El seguimiento robusto de referencias se

1 La definición de la incertidumbre se realiza del mismo modo que en capítulos anteriores.
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especifica acotando el módulo del error de seguimiento, |e/r| en (12.5),
mediante la inecuación∣∣∣∣m(jω)− lAt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ We(ω); ∀q ∈ Q, (12.11)

donde We(ω) se corresponde con la tolerancia superior para la magnitud
de la respuesta frecuencial del error en lazo cerrado2. Como en el res-
to de estrategias QFT, las especificaciones de diseño son representadas
mediante bounds que se calculan en un conjunto discreto de frecuencias
Ω.

La metodología de diseño propuesta se desarrolla en cinco etapas,
que son descritas en profundidad en la Sección 12.2. A continuacion se
presenta un resumen de las mismas.

1. Reparto de la prealimentación. Tras el análisis oportuno, se plani-
fica qué planta es más adecuada en cada frecuencia para llevar a
cabo los objetivos que son propios de la prealimentación.

2. Diseño de esclavos de prealimentación. Se diseñan los n contro-
ladores de prealimentación gi(jω), que distribuyen las tareas de
prealimentación de acuerdo a la planificación hecha en la etapa an-
terior. Se trata de diseñar los filtros que canalizan las frecuencias
de la acción de control total calculada por ge(jω) hacia las plantas
adecuadas .

3. Reparto de la realimentación. Tras el análisis oportuno, se planifica
qué planta es más adecuada en cada frecuencia para llevar a cabo
los objetivos propios de la realimentación. Coincide con la primera
etapa del procedimiento de diseño en el problema de rechazo de
perturbaciones.

4. Diseño de controladores de realimentación. Se diseñan los n con-
trolares de realimentación ci(jω), que distribuyen las tareas de re-
alimentación de acuerdo a la planificación hecha en la etapa an-
terior. Se realizan n loop-shapings siguiendo un procedimiento se-
cuencial similar al utilizado en el caso del rechazo de perturba-
ciones; véase la segunda etapa del procedimiento de diseño en el
problema de rechazo de perturbaciones.

2 Para la selección de We(ω) se emplean los mismos modelos y estrategias que en el caso
SISO, ya que se establecen para el conjunto del sistema donde la variable controlada es
única.
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5. Diseño del controlador maestro de prealimentación. Se diseña el
controlador ge(jω) que garantiza que el módulo de la función de
error se sitúe por debajo de la cota máxima admisible We(ω).

12.2 procedimiento de diseño para servosistemas

A continuación, se presenta una descripción detallada y justificada de
los pasos descritos anteriormente.

12.2.1 Planificación del reparto de la prealimentación

Antes de describir el procedimiento de reparto, es necesario realizar
un estudio de las ecuaciones del sistema en lazo cerrado, para disponer
de un mayor conocimiento del comportamiento del mismo. A continua-
ción se presenta un estudio similar al realizado en la Sección 7.2 para
las estructuras de control empleadas en el problema de rechazo robusto
de perturbaciones.

Dado que en este caso el objetivo principal de la estructura de control
es garantizar un adecuado seguimiento de referencias3 (yrp = rrp), debe
analizarse la respuesta del sistema en ω = 0. El valor en régimen per-
manente de la variable controlada, en función de la referencia (utilícese
y/r de (12.2)), es

yrp =
m(0)lt(0) + lAt(0)

1 + lt(0)
rrp, (12.12)

Si se desea que se cumpla el objetivo de seguimiento, es necesario que la
ganancia estática de la función de lazo abierto cumpla lt(0) = ∞. Es de-
cir, para garantizar un error de seguimiento nulo, deberá existir al menos
un controlador de realimentación con un integrador4. En consecuencia,
dicho controlador (o controladores) tendrá ganancia estática infinita y
será el encargado de las tareas de realimentación en baja frecuencia.

3 Se emplea el subíndice «rp» para denominar a las señales en régimen permanente yrp =
y(t = ∞).

4 La existencia de incertidumbre impide que pueda satisfacerse m(0)lt(0) + lAt (0) = 1
para todas las plantas.
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Para continuar con el análisis, se analizan las magnitudes de las ac-
ciones de control (utilícese ui/r de (12.7)) en régimen permanente. Éstas
están determinadas por

ui,rp =

[
m(0)− lAt(0)

1 + lt(0)
ci(0) + ge(0)gi(0)

]
rrp. (12.13)

Debe distinguirse entre las ramas que presentan esfuerzo de realimenta-
ción en baja frecuencia y las que lo presentan en medias/altas frecuen-
cias. Supóngase que solo la rama i = 1 trabaja en baja frecuencia, es
decir,

c1(0) = ∞. (12.14)

El resto de ramas, cuyos controladores de realimentación no trabajan en
baja frecuencia cumplen

ci �=1(0)/lt(0) = 0, (12.15)

y, por lo tanto, su acción de control en régimen permanente está deter-
minada por

ui �=1,rp = gi �=1(0)ge(0)rrp. (12.16)

Es decir, la acción de control en régimen permanente para estas plantas
depende únicamente del controlador de prealimentación total empleado
ĝi = gige, siendo nula si dicho controlador ĝi cumple ĝi(0) = 0. Por otro
lado, la rama i = 1 cuyo controlador aporta los integradores necesarios
cumple

u1,rp =
m(0)
p1(0)

rrp −
lAt(0)
p1(0)

rrp + ge(0)g1(0)rrp; (12.17)

Del mismo modo que ocurría para las plantas que no trabajaban en baja
frecuencia en realimentación, la acción de control en régimen permanen-
te depende del controlador de prealimentación ĝ1(0). Obviamente, en
este caso, dicho punto de trabajo depende también de la realimentación.

Por tanto, en los servo-sistemas la banda frecuencial de trabajo de una
planta dependerá de los controladores de prealimentación y realimen-
tación, pudiéndose configurar ambas bandas de forma independiente.
Es decir, una planta puede trabajar en baja frecuencia para la realimen-
tación y la prealimentación, sólo para la realimentación, sólo para la
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prealimentación, o para ninguna de las dos. Por este motivo, es funda-
mental realizar una planificación adecuada de las bandas de trabajo de
las plantas por separado para el diseño de los controladores de preali-
mentación y realimentación, respectivamente.

Conocido el funcionamiento de la estructura de control, debe estable-
cerse el criterio de reparto de la banda frecuencial para los controladores
de prealimentación. Para ello, obsérvese como la inecuación (12.11), que
formula el objetivo de tracking, establece que el módulo del error para
cambios en la referencia, |e/r| de (12.5), debe ser inferior a una cota
We(ω). Para ello pueden emplearse dos alternativas:

Minimizar el módulo del numerador de (12.11), determinado por
|m(jω) − lAt(jω)|, para todos los casos dentro de la incertidum-
bre. En esta línea, debe conseguirse que el valor máximo del mó-
dulo para el caso más desfavorable dentro de la incertidumbre
sea mínimo. Para tal fin sólo pueden emplearse los controladores
de prealimentación. Una mayor incertidumbre en lAt(jω) produci-
rá un aumento del módulo |m(jω) − lAt(jω)|. Por lo tanto, cuan-
to menor sea la incertidumbre en lAt(jω) menor será el módulo
|m(jω)− lAt(jω)| en el peor de los casos dentro de la incertidum-
bre.

Maximizar el módulo del denominador de (12.11), determinado
por |1+ lt(jω)|. Para ello, sólo pueden emplearse los controladores
de realimentación. Una mayor magnitud en |1+ lt(jω)| sólo puede
ser lograda incrementando la magnitud de los controladores de
realimentación y, por lo tanto, incurriendo en un cierto coste de
realimentacion.

Dado que los controladores de prealimentación no introducen coste de
la realimentación, parece lógico buscar la combinación de controladores
ĝi(jω) que garanticen

|m(jω)− lAt(jω, q)|mı́n, ∀q ∈ Q, (12.18)

y posteriormente emplear una combinación de controladores de reali-
mentación ci(jω) que aporten la magnitud necesaria en lt(jω) para sa-
tisfacer la especificación de diseño. Esta solución reporta el menor coste
de realimentación, ya que se busca minimizar el error con la prealimen-
tación. Pero además, conducirá a prealimentar por las plantas que tienen
menor incertidumbre. Este hecho puede desembocar en una demanda
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de acción de control total (prealimentación más realimentación) mayor
que la estrictamente necesaria para conseguir el performance especifica-
do. Este fenomeno ocurre cuando las plantas con menor incertidumbre
presentan un módulo notablemente inferior al del resto de plantas.5. Es
decir, el precio pagado por disponer de una menor amplificación de rui-
dos del sensor en la acción de control puede implicar una mayor acción
de control para conseguir el mismo comportamiento dinámico frente a
referencias. Y dado que el gasto de acción de control suele asociarse a
costes económicos, dicha solución puede carecer de sentido práctico.

Es conveniente recordar que Horowitz en sus trabajos [61, 65] buscó
la reducción del coste de la realimentación en sistemas de control SISO,
en los que el gasto de acción de control está determinado por la espe-
cificación de diseño6. Sin embargo, en los sistemas MISO se considera
que un menor consumo de acción de control será prioritario en la mayor
parte de las aplicaciones. En la Sección 11.2 se ha demostrado cómo el
consumo de acción de control está determinado directamente por el mó-
dulo de las plantas, de forma que en una frecuencia de diseño discreta,
demandará una menor acción de control aquella planta que disponga
de un conjunto de respuestas frecuenciales con mayor magnitud dentro
del espacio de la incertidumbre.

Por lo tanto, para determinar el mejor reparto de las frecuencias de
trabajo entre las diferentes plantas, se propone realizar un estudio de
la acción de control demandada por cada una de ellas si trabajaran en
solitario. Para cada planta con incertidumbre se obtiene un conjunto de
controladores ideales

ki(jω, q) =
m(jω)

pi(jω, q)
, ∀q ∈ Q. (12.19)

que dan lugar al comportamiento deseado m(jω). De entre ellos, y para
cada frecuencia, se selecciona el ki más desfavorable. Éste se correspon-
de con la magnitud más pequeña de la planta dentro del dominio de
su incertidumbre, ya que ésta será la que necesite mayor ganancia de
control. A dicha planta la designaremos

pi,mı́n = pi(jω, q) / |pi(jω, q| ≤ |pi(jω,Q)|, ∀q ∈ Q; (12.20)

5 En el ejemplo presentado en la Subsección 12.3.2 se presenta un análisis de este fenó-
meno.

6 En la Subsección 3.1.1 se encuentra una descripción detallada de este concepto.
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y generará el controlador ki de mayor magnitud, que designaremos co-
mo k̄i. Ya que su fase será también de interés para el análisis se utilizará

k̄i(jω) =
m(jω)

pi,mı́n(jω)
. (12.21)

Los anteriores cálculos se realizan para todas las plantas, y después en
cada frecuencia se analizan los diferentes k̄i(jω), i = 1, ..., n, asignando
la tareas de prealimentación en dicha frecuencia ω a la planta o plantas
que demandan un controlador ideal más favorable. Para ello se siguen
los siguientes criterios:

Si un controlador ideal k̄k(jω) presenta un módulo notablemente
inferior al resto en una frecuencia discreta, la planta correspon-
diente se encuentra mejor condicionada para llevar a cabo las ta-
reas de control en dicha frecuencia. Por lo tanto, se realizará una
asignación de tareas tal que en dicha frecuencia la planta pk(jω)

se encargue en solitario del esfuerzo de prealimentación. El resto
de plantas pi �=k(jω) deberán inhibirse en la medida posible.

Si un conjunto de m plantas (1, . . . , m) presentan controladores
ideales k̄1,...,m(jω) con una magnitud similar, dichas plantas son
susceptibles de colaborar en las tareas de prealimentación en dicha
frecuencia. La distorsión máxima se establece en 6dBs, pero puede
modificarse según los criterios expuestos en la Sección 3.2. Ade-
más, para que dichas plantas puedan colaborar de forma efectiva,
las fases de los controladores ideales k̄1,...,m(jω) deberán presentar
un desfase inferior a 90o. Si se cumplen las dos condiciones, dichas
plantas se encargarán de las tareas de prealimentación, y el resto
deberán ser inhibidas, en dicha frecuencia.

Como puede observarse, la diferencia principal entre este procedi-
miento y el empleado en el reparto de las bandas de realimentación
visto en la Sección 4.2 para el problema del regulador, radica en que
en este caso sólo se estudian las plantas más desfavorables. De este mo-
do se simplifica el procedimiento de análisis y toma de decisiones de
forma considerable, siendo sencillo automatizar el método. A tal fin, se
ha desarrollado un script bajo el entorno Matlab-Simulink, que devuelve
las bandas de trabajo de las plantas para la prealimentación. Esta herra-
mienta codifica las bandas de trabajo en forma de matriz, en la que las
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filas se corresponden con las plantas y las columnas con las frecuencias
discretas de diseño. La función desarrollada devuelve un cero si la plan-
ta debe ser inhibida de las tareas de control y un uno si debe participar
en las mismas. Gracias a este desarrollo puede obtenerse de forma senci-
lla y visual el mejor reparto de la realimentación. No obstante, para una
mejor comprensión de la metodología, en algunos de los ejemplos de la
Sección 12.3 se han incluido los diagramas de k̄1,...,m(jω), además de la
tabla final de reparto de la prealimentación.

12.2.2 Diseño de esclavos de prealimentación

Conocido el reparto frecuencial de las tareas de prealimentación asig-
nadas a cada una de las ramas, pueden obtenerse los esclavos gi(jω)

encargados de seleccionar las frecuencias que deben llegar a cada una
de las plantas pi(jω). Dado que estos controladores actúan como filtros,
puede emplearse para su sintonía cualquier técnica de diseño de filtros.
Sin embargo, se recomienda seguir una serie de pautas que faciliten el
diseño de los mismos. A continuación se muestra una alternativa de di-
seño sencilla en función de la banda de trabajo asignada a cada planta:

Plantas con una única banda de trabajo situada en baja frecuencia.
En estos casos se recomienda el empleo de controladores

gi(s) =
1

(s/ωc + 1)n (12.22)

donde ωc se corresponde con la frecuencia de corte y n con el
orden del filtro. Se recomienda que la frecuencia de corte coincida
con la frecuencia superior de la banda de trabajo asignada a dicha
planta ωu, y el empleo de n = 1. En caso de emplear controladores
de orden superior a uno, se recomienda emplear ωc > ωu, para
que la fase aportada por gi(jω) en ωu sea pequeña.

Plantas con una única banda de trabajo situada en alta frecuencia.
En estos casos se recomienda el empleo de controladores

gi(s) =
(s/ωc)n

(s/ωc + 1)n , (12.23)

donde ωc se corresponde con la última frecuencia de trabajo de
la banda y n con el orden del filtro. Se recomienda el empleo de
controladores con uno o dos polos.
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Plantas con una única banda de trabajo situada en medias frecuen-
cias. En estos casos se recomienda el empleo de controladores

gi(s) =
1

(s/ωcu + 1)nu

(s/ωcl )
nl

(s/ωcl + 1)nl
, (12.24)

donde ωcu y ωcl delimitan la banda de paso. Es decir, se corres-
ponden con la frecuencia de corte del filtro paso bajo y paso alto,
respectivamente. Y nu y nl definen el orden de dichos filtros. Como
en los casos anteriores se recomienda emplear órdenes nl = nu = 1,
y que la banda de paso coincida con la banda de trabajo asignada
a dicha planta, ωcu = ωu y ωcl = ωl .

Plantas con bandas de trabajo no continuas7. En estos casos no se
recomienda desconectar la planta de las tareas de control en las
bandas frecuenciales en las que no debe trabajar, puesto que los
filtros necesarios para tal fin son complejos y carece de sentido su
empleo para el beneficio obtenido. Recuérdese que no existe un
coste asociado directamente a la prealimentación. Para estos casos
se recomienda tomar la banda de trabajo como continua y emplear
un controlador gi(jω) según el caso que corresponde de entre los
tres anteriores.

Una vez diseñados los esclavos gi(jω), debe garantizarse que dichos
filtros producen que la planta pAt(jω), definida como

pAt(jω) =
n

∑
i=1

pi(jω)gi(jω), (12.25)

mantenga en todas las frecuencias una magnitud igual o superior a la de
las plantas individuales. Es decir, debe garantizarse que los filtros dise-
ñados no producen fenómenos de contrafase tales que la planta equiva-
lente sea inferior a las plantas individuales. En caso de producirse este
comportamiento, deberá desestimarse el empleo de dichos filtros y repe-
tirse el proceso de diseño hasta alcanzar una solución que cumpla con
la premisa anterior.

7 Plantas que deben trabajar diferentes bandas de trabajo. Por ejemplo, una planta que
debe trabajar en baja y alta frecuencia, pero no en media frecuencia.
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12.2.3 Planificación del reparto de la realimentación

Efectuado el diseño de los esclavos de prealimentación gi(jω), puede
llevarse a cabo el reparto de las tareas de control asignadas a cada uno
de los controladores de realimentación ci(jω). Este paso es idéntico al
empleado en el problema de rechazo de perturbaciones, con la diferencia
de que ahora se evalúa cual es la mejor combinación de controladores
ci(jω) que permite dar solución a la inecuación (12.11).

Antes de comenzar con la descripción del proceso de toma de decisio-
nes, obsérvese cómo una vez diseñados los esclavos de prealimentación,
la cadena de prealimentación total puede expresarse según

lAt(jω) =
n

∑
i=1

lAi(jω) = ge(jω)
n

∑
i=1

pi(jω)gi(jω)

= ge(jω)pAt(jω), (12.26)

donde el único elemento desconocido es ge(jω).
Conocida la relación anterior, puede reescribirse la condición para el

seguimiento robusto de referencias según∣∣∣∣m(jω)− ge(jω)pAt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ We(ω); ∀q ∈ Q. (12.27)

Inecuación que presenta n + 1 grados de libertad (n controladores de
realimentación y 1 controlador de prealimentación). Como en el caso
SISO, debe garantizarse por medio de los controladores de realimenta-
ción una función lt(jω) que garantice la existencia de un controlador de
prealimentación ge(jω) solución. Véase como el objetivo principal en es-
te punto de diseño es averiguar cual es la combinación de controladores
ci(jω) más adecuada, puesto que como ya se ha descrito en secciones
anteriores, existen infinitas combinaciones de controladores ci(jω) que
dan lugar a una misma función de lazo cerrado lt(jω).

Para determinar cual es el reparto frecuencial de tareas más adecuado
debe seguirse el procedimiento propuesto en la Sección 4.2. Este proce-
dimiento consistía en cuantificar la demanda de realimentación ci(jω)

para cada planta pi(jω) trabajando en solitario para cumplir las especifi-
caciones de control, lo que se expresaba en forma de contornos QFT que
denominábamos βci(ω). Una vez calculados dichos contornos se com-
paraban frecuencia a frecuencia los βci , i = 1, ..., n, para determinar si
en cada una de las frecuencias discretas de diseño debía trabajar una o
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varias plantas . En el problema de seguimiento, todo el proceso de toma
de decisiones a partir de los bounds βci se mantiene. La única diferencia
radica en que, en este caso, los contornos βci(ω) expresan la demanda
de realimentación ci(jω) de la planta pi(jω) trabajando en solitario para
satisfacer la inecuación (12.27). Es decir, el contorno βci(ω) expresa la
magnitud necesaria en ci(jω) para que se garantice la existencia de un
controlador ge(jω) que satisfaga∣∣∣∣m(jω)− ge(jω)pAt(jω)

1 + ci(jω)pi(jω)

∣∣∣∣ ≤ We(ω); ∀q ∈ Q. (12.28)

Como en el caso de rechazo, el contorno βci(ω) se obtiene de

βci(ω) = βli(ω)/|poi(jω)|. (12.29)

Es decir, primero se calcula el contorno de diseño βli(ω) eligiendo una
planta nominal. Sin embargo, βli(ω) no puede obtenerse empleando las
funciones hasta ahora incluidas en la Terasotf QFT toolbox [12], que no
contemplan este tipo de inecuaciones. Se han desarrollado las funciones
oportunas que calculan los contornos correspondientes a inecuaciones
del tipo∣∣∣∣Gf A + B

C + DG

∣∣∣∣ ≤ W, (12.30)

donde A, B, C, D se corresponden con funciones de transferencia con
incertidumbre y G, Gf son los controladores de realimentación y preali-
mentación que deben ser diseñados. Estas herramientas permiten obte-
ner las condiciones a cumplir por G (contornos de diseño) para garan-
tizar la existencia de un Gf solución. Sus fundamentos son presentados
en la Subsección 12.2.4 y su formulación se desarrolla exhaustivamente
en el Apéndice D.

Para el cálculo de las necesidades de realimentación de la planta
pi(jω), determinadas por βci(ω), se obtiene βli(ω) empleando (12.30),
particularizada según: A = pAt(jω), B = −m(jω), C = 1, D = pi(jω),
G = ci(jω), Gf = ge(jω) y W = We(ω). Una vez obtenidos los contor-
nos βlk(ω), se obtienen las necesidades de control βci(ω) aplicando la
relación (12.29).

Calculados todos los contornos βci(ω), i = 1, ..., n se emplea en cada
una de las frecuencias discretas los criterios de reparto presentados en la
Sección 4.2 y la Sección 6.3, para definir las bandas de trabajo de la reali-
mentación para cada una de las plantas. Véase cómo, en la mayor parte
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de los casos, este reparto coincidirá con el reparto de la prealimentación
obtenido en la primera etapa de diseño. No obstante, se recomienda
realizar el procedimiento propuesto en esta sección por ser más robus-
to y reportar más información sobre el funcionamiento del sistema de
control.

12.2.4 Diseño de controladores de realimentación

Llegados a este punto, el diseñador debe afrontar el loop-shaping de
los controladores de realimentación, de forma que estos satisfagan la
condición de diseño (12.27) y lleven a cabo el reparto frecuencial de
tareas obtenido en la Subsección 12.2.3.

En primer lugar, antes de definir el proceso de diseño, es conveniente
analizar el significado geométrico de la inecuación (12.27). Se pretende
independizar las condiciones de diseño de los controladores de preali-
mentación de los de realimentación. Para ello, puede trasladarse el deno-
minador de la parte izquierda de (12.27) a la parte derecha, obteniéndose

|m(jω)− ge(jω)pAt(jω)| ≤ |We(ω)(1 + lt(jω))|; ∀q ∈ Q; (12.31)

y a continuación pueden dividirse las dos partes de la ecuación por
pAt(jω), obteniéndose∣∣∣∣ m(jω)

pAt(jω)
− ge(jω)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣We(ω)

1 + lt(jω)

pAt(jω)

∣∣∣∣ ; ∀q ∈ Q. (12.32)

Véase cómo, si se considera ge(jω) la variable libre y se selecciona un
caso dentro de la incertidumbre, la ecuación anterior se corresponde con
la de una circunferencia centrada en

− m(jω)

pAt(jω)
(12.33)

y de radio∣∣∣∣We(ω)
1 + lt(jω)

pAt(jω)

∣∣∣∣ . (12.34)

Por lo tanto, dados dos casos dentro de la incertidumbre (u y v), existirá
un controlador de prealimentación ge(jω) solución si puede garantizarse
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que la distancia entre los centros de las dos circunferencias sea inferior
a la suma de los radios. Es decir∣∣∣∣ mu(jω)

pAt,u(jω)
− mv(jω)

pAt,v(jω)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣We(ω)

1 + lt,u(jω)

pAt,u(jω)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣We(ω)
1 + lt,v(jω)

pAt,v(jω)

∣∣∣∣ . (12.35)

Dado que los radios de las circunferencias dependen directamente de
lt(jω), y ésta de los controladores de realimentación ci(jω), puede afir-
marse que modificando éstos puede obtenerse una función lt(jω) que
cumple la ecuación anterior. Si este procedimiento se reproduce para to-
dos los casos dentro de la incertidumbre q ∈ Q, puede obtenerse una
función de lazo abierto lt(jω) que garantiza la existencia de un controla-
dor de prealimentación ge(jω) solución. Existen infinitas combinaciones
de controladores de realimentación ci(jω) que dan lugar a una misma
función lt(jω) solución. Se busca el conjunto de controladores de reali-
mentación ci(jω), i = 1, ...n que satisfacen el reparto de la banda de
control entre plantas planteado en la Subsección 12.2.3, para lo que se
procede a un diseño secuencial. Para el diseño de ck(jω), el resto de
controladores ci �=k(jω) toman valores concretos, por lo que (12.35) ex-
presa las condiciones que debe satisfacer ck. Debidamente transformada,
se trata de una inecuación de orden cuarto en términos del módulo del
controlador ck, tal y como se detalla en el Apéndice D. Los algoritmos
para su resolución y el cálculo de los contornos de diseño de ck(jω) se
incorporan para ser usados dentro de Terasoft QFT Toolbox. El formato
general de la inecuación resuelta es (12.30).

Dentro del proceso de diseño de los controladores de realimentación,
cuando se afronta el diseño de ck(jω), la especificación de seguimiento
robusto de referencias (12.11), puede ser expresada según∣∣∣∣m(jω)− ge(jω)pAt(jω)

1 + ∑i �=k li(jω) + lk(jω)

∣∣∣∣ ≤ We(ω); ∀q ∈ Q. (12.36)

Comparándose ésta con la inecuación general (12.30), se identifican los
coeficientes A = pAt(jω), B = −m(jω), C = 1+∑i �=k li(jω), D = pk(jω),
G = ck(jω), Gf = ge(jω) y W = We(ω). De ésta forma, se obtienen
los contornos para el diseño del controlador de realimentación ck(jω).
Estos contornos representan la especificación de seguimiento. Para el
cálculo de los contornos de estabilidad y de rechazo de perturbaciones
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si quisieran considerarse, se siguen los pasos propuestos en capítulos
anteriores.

Como en el caso del problema del regulador, el proceso secuencial
de diseño comienza ajustando todos los controladores ci(jω) a cero. A
continuación, en el primer paso, se diseña la rama/ramas que deben tra-
bajar en baja frecuencia. El resto de controladores se ajustan siguiendo
un orden creciente de frecuencias, de forma que el último paso corres-
ponde con el diseño de la rama/ramas que trabajan en alta frecuencia.
En cada uno de los diseños, las funciones a realizar por cada una de las
plantas, en cada una de las frecuencias discretas, se corresponden con la
planificación realizada en la primera etapa de diseño.

Por lo tanto, cuando se afronta el loop-shaping de cada uno de los
controladores, en cada frecuencia podrán darse dos opciones: la planta
debe contribuir al performance, o la planta debe ser inhibida del lazo de
control. En consecuencia el diseñador efectuará el ajuste del controlador
siguiendo las pautas propuestas en la Sección 4.3

12.2.5 Diseño del controlador maestro de prealimentación

Finalizado el diseño de los controladores de realimentación, puede ga-
rantizarse que existe un controlador ge(jω) que da solución a la inecua-
ción (12.11). En este punto del diseño todos los controladores de reali-
mentación ci(jω), i = 1, ...n se encuentran ya diseñados, y por lo tanto,
la inecuación sólo presenta un grado de libertad. Para su resolución se
emplea la instrucción genbnds de la Terasoft QFT Toolbox. Ésta calcula los
contornos para inecuaciones del tipo∣∣∣∣ A + BG

C + DG

∣∣∣∣ ≤ W. (12.37)

En este caso se emplean A = m(jω), B = −pAt(jω), C = 1 + lt(jω),
D = 0,G = ge(jω) y W = We(ω). Esta inecuación es evaluada en el con-
junto de frecuencias discreto Ω, dando lugar a bounds QFT en el plano
módulo-argumento. Por último, obtenidas las restricciones (contornos)
para ge(jω), se efectúa el loop-shaping de éste como si de un controlador
clásico se tratase.

Del mismo modo que en el caso model-matching SISO [38], los contor-
nos de diseño obtenidos para ge(jω) presentaran regiones válidas que
se comprimen cuanto menor es el sobrediseño en los controladores de
realimentación ci(jω). Entonces, con el fin de economizar la cantidad de
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realimentación puede ocurrir que la región solución complique mucho
el diseño de ge(jω), o aumente demasiado su orden. Desde un punto
de vista práctico conviene un cierto sobrediseño en los controladores de
realimentación, para aumenar convenientemente la región valida para
ge(jω). Para una mejor comprensión de este fenómeno se recomienda
la lectura de [38], así como la de los ejemplos presentados en la Sec-
ción 12.3.

12.3 ejemplos de diseño

12.3.1 Ejemplo 1: Sistema MISO 1 × 2

Se desea gobernar un sistema MISO 1 × 2 de forma que sea capaz
de seguir referencias de forma robusta. En este caso se considera que el
sistema trabaja sin ser sometido a perturbaciones externas. Los modelos
de las plantas están determinados por

p1(s) =
k1

τ1s + 1
, p2(s) =

k2

s + ω2
; (12.38)

Los parámetros de las funciones de transferencia presentan incertidum-
bre parametrica, comprendida entre los intervalos

k1 ∈ [4, 6], k2 ∈ [1.8, 2.4] τ1 ∈ [10, 15], ω2 ∈ [2, 3]. (12.39)

Dentro de una disposición con plantas en paralelo (Figura 12.1), el pro-
blema de seguimiento tiene como objetivo diseñar ci=1,2(jω), gi=1,2(jω)

y ge(jω) para garantizar el cumplimiento de especificaciones de estabi-
lidad (12.10) y tracking (12.11) empleando la menor cantidad de acción
de control posible. En cuanto a la estabilidad robusta, para conseguir un
margen de fase mínimo de 40◦, la tolerancia empleada en (12.10) es:

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ , MF = 40o. (12.40)

Para el seguimiento robusto de referencias según (12.11), el modelo de

comportamiento deseado es

m(s) =
32.65

s2 + 8s + 32.65
, (12.41)
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y la cota máxima de error permitida respecto al modelo anterior es

We(s) =
0.2s

0.125s2 + 0.75s + 1
. (12.42)

El calculo de contornos QFT y el loop-shaping de controladores se rea-
liza para el siguiente vector de frecuencias discretas:

Ω = {0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1, 4, 8, 10, 20}[rad/s]. (12.43)

Primera etapa: reparto frecuencial de la prealimentación

De acuerdo a las explicaciones realizadas en la Subsección 12.2.1, para
cada planta se calcula el controlador de prealimentación ideal más des-
favorable k̄1,2(jω) dentro de sus casos de incertidumbre. La Figura 12.2
ilustra sus valores para todo el espectro frecuencial (linea continua), y
para las frecuencias discretas de diseño (resaltadas con marcas circula-
res). A partir de dicha información se seleccionan las bandas de trabajo
más adecuadas para cada planta, que se resumen en la Tabla 12.1. El
estudio realizado en cada frecuencia se detalla a continuación:

En baja frecuencia (ω < 0.4) se observa que el módulo de k̄2 es
más de 6dB superior al de k̄2, por lo tanto en dichas frecuencias
debe trabajar la planta p1 en solitario.

En medias frecuencias (0.4 < ω < 1) los módulos de k̄1 y k̄2 presen-
tan una diferencia en altura inferior a 6dB, y además, sus desfases
son inferiores a 90o. Por lo tanto, en dichas frecuencias las dos
plantas deben colaborar en la prealimentación.

Por último, en alta frecuencia (ω ≥ 1), el módulo de k̄1 es muy
superior al de k̄2, por lo que esta última debe trabajar en solitario.

Tabla 12.1: Reparto de las tareas de prealimentación para lograr la menor ac-
ción de control.

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 4 8 10 20

p1 × × × × ×
p2 × × × × × × ×



12.3 ejemplos de diseño 301

10−3 10−2 10−1 100 101 102
−20

−10

0

10

20

30

Frecuencia(rad/s)

M
ag

ni
tu

d
(d

B)

k̄1 k̄2

10−3 10−2 10−1 100 101 102
−100

−50

0

50

100

Frecuencia(rad/s)

M
ag

ni
tu

d
(d

B)

k̄1 k̄2

Figura 12.2: Estudio del reparto de la prealimentación a partir de los controla-
dores k̄1,2.

Segunda etapa: diseño de esclavos de prealimentación

Para llevar a cabo el reparto de la banda frecuencial anterior se obtie-
nen los esclavos g1,2(jω).

Esclavo g1(jω). Dado que la planta p1(jω) debe trabajar únicamen-
te en baja frecuencia, se opta por emplear un filtro pasa bajos de
primer orden. Según las indicaciones en la Subsección 12.2.2 su
frecuencia de corte deberá ser superior a 0.8. Se emplea ωc = 2,
resultando

g1(s) =
1

s/2 + 1
. (12.44)

Esclavo g2(jω). La planta p2(jω) debe trabajar en alta frecuencia,
por lo que se implementa un filtro pasa altos, en particular de
primer orden. La frecuencia de corte seleccionada es ωc = 0.2,
resultando

g2(s) =
s/0.2

s/0.2 + 1
. (12.45)
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Seleccionados los controladores esclavos de prealimentación g1,2(jω),
debe evaluarse si son adecuados. En la Figura 12.3 se muestran las envol-
ventes de las magnitudes de las respuestas frecuenciales de las plantas
p1(jω), p2(jω) y pAt(jω) 8. En ella puede comprobarse como la magni-
tud de pAt(jω) no presenta una magnitud significativamente menor a la
de las plantas individuales, p1(jω) o p2(jω), condición necesaria para
que los controladores g1,2(jω) sean adecuados.
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Figura 12.3: Magnitud de las respuestas frecuenciales de p1(jω), p2(jω) y
pAt(jω).

Tercera etapa: reparto frecuencial de la realimentación

Se siguen las pautas en la Subsección 12.2.3. De acuerdo a las especi-
ficaciones de control exigidas y conocidos los filtros de prealimentación
g1,2(jω), puede calcularse para el vector de frecuencias Ω la cantidad de
realimentación demandada por cada una de las plantas p1(jω) y p2(jω),
si éstas trabajarán en solitario. En la Figura 12.4 se muestran los contor-
nos que expresan la demanda de ganancia de control de realimentación.
Sólo se representan parte de las frecuencias comprendidas en Ω; en con-
creto {0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1}[rad/s]. Se comparan las alturas y el desfase
de dichos bounds en ambas ramas, alcanzándose las siguientes conclu-
siones:

En baja frecuencia (ω < 0.4), los bounds βc1 se sitúan más de
20 log 2 dB por debajo de los bounds βc2 ; ver ω = 0.1 (línea azul).
Por lo tanto, en ω < 0.4, la rama p1(jω) debe asumir las tareas de
control, mientras que la rama p2(jω) debe ser inhibida.

8 Recuérdese que pAt (jω) corresponde con pAt (jω) = g1(jω)p1(jω) + g2(jω)p2(jω)
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Figura 12.4: Demanda de realimentación para las plantas p1(jω) y p2(jω).

En media frecuencia (0.4 ≤ ω < 08), las alturas de los bounds
difieren menos de 20 log 2; ver ω = 0.4 (línea verde). Por lo tanto,
las dos plantas deben colaborar en 0.4 ≤ ω < 08 .

En alta frecuencia (ω ≥ 1), los bounds βc2 se sitúan más de 20 log 2
dB por debajo de los bounds βc1 ; ver ω = 1 (línea cyan). La planta
p2(jω) debe encargarse de las tareas de control y la planta p1(jω)

debe ser inhibida en ω ≥ 1 .

De acuerdo al estudio anterior, la Tabla 12.2 muestra la planificación
del reparto de la realimentación en Ω. Véase como esta tabla coincide
con la Tabla 12.1 que resumía las tareas de prealimentación. En la mayor
parte de las ocasiones estas tablas serán idénticas, sobre todo si el di-
seño contempla plantas con dinámicas de fase mínima. No obstante, se
recomienda realizar las dos etapas de planificación, ya que este compor-
tamiento puede ser diferente si se contemplan múltiples especificaciones
de diseño (tracking, rechazo de perturbaciones, limitaciones en la acción
de control, etc.) o se emplean plantas con polos/ceros en el semi-plano
derecho, retardos, etc. Además, esta tercera etapa de diseño aporta in-
formación extra al diseñador que puede presentar un valor añadido en
muchas ocasiones, ya que permite analizar el controlador demandado y
hacer una planificación de como efectuar el loop-shaping.

Cuarta etapa: diseño de controladores de realimentación

El diseño secuencial de los controladores c1(jω) y c2(jω) es realizado
siguiendo los objetivos mostrados en la Tabla 12.2. La Figura 12.5 ilustra
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Tabla 12.2: Reparto de las tareas de realimentación para lograr la menor ganan-
cia de controladores de realimentación

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 4 8 10 20

p1 × × × × ×
p2 × × × × × × ×

el proceso de diseño en pasos detallados9. La guía de diseño empleada
corresponde con la descrita en la Sección 4.3, y se analiza paso a paso a
continuación.

0.- El cálculo inicial de bounds es realizado con c0
2(jω) = 0 para el lazo

1 (Figura 12.5 cuadro a) y con c0
1(jω) = 0 para el lazo 2 (Figura 12.5

cuadro b).

I.- Loop-shaping de l1(jω) (ver Figura 12.5 cuadro c). Para lograr que
lt(jω) ≈ l1(jω) en ω < 0.4, l1(jω) es situado sobre los bounds
βl1(0.01, 0.1, 0.2). Véase como se emplea un pequeño sobrediseño
que facilite el diseño en una etapa posterior del controlador de
prealimentación ge(jω). Para lograr la colaboración con la planta
p2(jω) en 0.4 ≤ ω < 0.8, l1(jω) es diseñado situándose por debajo
de βl1(0.4) y βl1(0.8). En ω ≥ 1, el objetivo es que lt(jω) ≈ l2(jω).
Por tanto, ω = 1 es la frecuencia de roll-off de l1(jω), a partir de
la cual la ganancia de lazo es reducida lo más rápidamente posi-
ble, aun violando momentáneamente los bounds de alta frecuencia.
Después del paso I los controladores son:

cI
1(s) =

12.5(s + 0.04)
s(s + 1)(s + 2)

cI
2(s) = c0

2(s) = 0 (12.46)

Como consecuencia, se obtienen nuevos bounds βl2 para el loop-
shaping de l2(jω). Pueden compararse los nuevos bounds en la Fi-
gura 12.5 cuadro d, con los bounds iniciales mostrados en la Fi-
gura 12.5 cuadro b. Obsérvese como aparecen regiones de exclu-
sión en βl2(0.01, 0.1, 0.2), que permitirán reducir la ganancia del
lazo l2(jω) en ω < 0.4, donde el lazo l1(jω) logra por sí mis-
mo los objetivos de control. Del mismo modo, surgen depresiones

9 Como en los ejemplos anteriores el numero de paso es indicado con superíndices.
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Figura 12.5: Secuencia de diseño (loop-shaping) de controladores de realimenta-
ción
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en βl2(0.4, 0.8, 1), donde l2(jω) debe colaborar con l1(jω). Por úl-
timo, se obtienen los mismos bounds que en la etapa inicial para
ω = {4, 8, 10, 20}, dónde sólo l2(jω) es el encargado de las tareas
de control.

II.- Loop-shaping de l2(jω) (ver Figura 12.5 cuadro f). En primer lu-
gar se reduce la ganancia de l2(jω) en ω < 0.4 para conseguir
que |l2(jω)| � |lt(jω)|, entonces se logra que lt(jω) ≈ l1(jω). En
segundo lugar se diseña l2(jω) para que cumpla con todos los
requisitos de diseño en el resto de frecuencias. Se contempla un
pequeño sobrediseño para facilitar el posterior diseño de ge(jω).
Después del paso II, los controladores de realimentación definiti-
vos son:

c2(s) = cII
2 (s) =

10
(s + 2.5)

c1(s) = cII
1 (s) = cI

1(s) (12.47)

Como consecuencia, pueden compararse los nuevos bounds βl1 en
la Figura 12.5 cuadro e, con los bounds βl1 del paso anterior Figu-
ra 12.5 cuadro c. Nótese como ahora l1(jω) cumple con todos los
bounds. Muéstrese especial atención en la Figura 12.5 cuadro e y
Figura 12.5 cuadro f, en las frecuencias en las que las plantas co-
laboran. El reparto de la realimentación está cerca del óptimo en
ω = 0.5, es decir, l1(jω) y l2(jω) se encuentran sobre sus respecti-
vos bounds en dicha frecuencia.

Quinta etapa: diseño del controlador maestro de prealimentación

Diseñados los controladores de realimentación, puede garantizarse la
existencia de un controlador ge(jω) solución, de acuerdo a la formu-
lación en el Apéndice D. Para su diseño se emplea el procedimiento
propuesto en la Subsección 12.2.5, obteniendo

ge(s) =
19.506(s + 9.7)(s + 0.0625)(s2 + 6.076s + 9.61)

(s + 0.46)(s + 5.8)2(s2 + 11.64s + 36)
. (12.48)

El loop-shaping de ge(jω) puede observarse en la Figura 12.6. En di-
cha figura puede comprobarse como el elevado orden del controlador
maestro de prealimentación esta motivado por la dificultad del diseño.
Si se desea por motivos operativos un controlador con menor orden, de-
berá aumentarse el sobre-diseño en el diseño de los controladores de
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realimentación. En tal caso, las regiones del plano complejo válidas en
cada frecuencia incrementaran su tamaño, facilitando la obtención de un
controlador ge(jω) solución.
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Figura 12.6: Diseño del controlador de prealimentación maestro ge(jω).

Análisis y validación del diseño

A continuación, se presenta un estudio de la solución de control alcan-
zada. En primer lugar, en la Figura 12.7 se muestra como el sistema en
lazo cerrado cumple con las especificaciones de comportamiento. En es-
ta figura puede comprobarse como para todas las plantas pertenecientes
al espacio de la incertidumbre se respetan las We(ω) y Ws(ω) empleadas
para garantizar un adecuado seguimiento de referencias y la estabilidad
del sistema en lazo cerrado.
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Figura 12.7: Cumplimiento robusto de especificaciones: (izq.) error de segui-
miento, (dcha.) estabilidad.
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En la Figura 12.8 se muestra la respuesta temporal para todas las plan-
tas dentro de la incertidumbre. En dicha figura se representa el com-
portamiento de la salida global y de las salidas individuales cuando se
produce un cambio de tipo escalón unitario (t = 1s) en la referencia.
El comportamiento es el esperado según las decisiones adoptadas en
el proceso de diseño. Por un lado, la respuesta y(t) sigue el comporta-
miento marcado por el modelo m(t) y se encuentra entre las tolerancias
m(t) + Wb(t) y m(t) − Wb(t), marcadas en color negro. Las pequeñas
distorsiones en media frecuencia se deben a la no correspondencia entre
tiempo y frecuencia. No obstante puede considerase que el seguimiento
es adecuado. Por otro lado, puede observarse como el impacto de las
salidas individuales en la salida es el esperado. La respuesta y1(t), me-
jor condicionada para trabajar en baja frecuencia, evoluciona lentamente
hasta alcanzar el valor de consigna. Sin embargo, la salida y2(t) presenta
una variación brusca inicial que facilita que la salida global rápidamen-
te trate de seguir a la referencia, para a continuación desconectarse del
lazo de control.
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Figura 12.8: Seguimiento de referencias para un escalón unitario en t = 1s.

La Figura 12.9 ilustra el comportamiento de las acciones de control
u1(t) y u2(t). Cada acción de control se desglosa en tres componentes
para poder comprender mejor el funcionamiento de la estructura de
control. En la ventana superior se muestra la acción de control total



12.3 ejemplos de diseño 309

ui(t), suma de la proporcionada por la prealimentación uig (calculada
por gegi) y la realimentación uic (calculada por ci), que se desglosan en
las dos ventanas inferiores.
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Figura 12.9: Evolución de las acciones de control.

Como puede observarse en la Figura 12.9, la acción de control u1(t)
evoluciona hasta alcanzar su máximo en aproximadamente t = 2s, mo-
mento a partir del cual reduce su valor, alcanzando en régimen per-
manente valores próximos a 0.25. La existencia de múltiples valores en
régimen permanente es debida a la incertidumbre en la ganancia está-
tica de p1(jω). Véase como el comportamiento de u1(t) es muy similar
al de u1g(t), ya que la prealimentación es quien marca la tendencia de
comportamiento. Este hecho se compagina con que el controlador de
realimentación aporte las variaciones demandadas por la incertidumbre.
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Por este motivo, su respuesta se encuentra próxima a 0, presentando
valores positivos y negativos.

El comportamiento observado para u2(t) es similar al de para u1(t).
Como en el caso anterior, la acción de control u2(t) está compuesta por
la tendencia introducida por u2g(t) y las variaciones debidas a la incer-
tidumbre introducidas por el controlador de realimentación a partir de
u2c(t). En este caso es interesante destacar cómo la acción de control
u2(t) se desconecta del lazo de control en régimen permanente. Véase
cómo, para tal fin, deben desconectarse los dos controladores (prealimen-
tación y realimentación) en baja frecuencia. Puede comprobarse como la
respuesta u2g(t) tiende a 0 en régimen permanente debido al controlador
g2(jω). Del mismo modo, que la acción de control u2c(t) tienda a 0 en
régimen permanente es debido a que el controlador c2(jω) se encuentra
desconectado del lazo de control en baja frecuencia.

Por último, en la Figura 12.10 se muestran los diagramas de magni-
tud de los controladores (realimentación ci y prealimentación gi) y de las
ramas (realimentación li y prealimentación lAi ). En la parte superior se
muestran las magnitudes de los controladores y en la inferior la de las
ramas. En la parte superior izquierda puede observarse como la magni-
tud del controlador c1(jω) es superior a la de c2(jω) en baja frecuencia
y la de c2(jω) es superior a la de c1(jω) en alta frecuencia. En la esquina
inferior izquierda, puede comprobarse como los controladores anterio-
res producen que el reparto frecuencial de las tareas de realimentacion
cumpla con los objetivos propuestos en la Tabla 12.2. En esta figura pue-
de comprobarse como la rama l1 domina en baja frecuencia y l2 domina
en alta frecuencia. La zona de medias frecuencias, en la que se produ-
ce la transición entre las ramas, se sitúa en el intervalo 0.4 ≤ ω ≤ 0.8,
tal como se planificó en la tercera etapa de diseño. En la parte superior
derecha se observan las magnitudes de los controladores de prealimen-
tación (ĝi(jω)). En la figura inferior puede comprobarse como los escla-
vos g1,2(jω) producen que las ramas de prealimentación (lA1 y lA2 ) se
repartan la banda de trabajo según lo planificado en la Tabla 12.1.

12.3.2 Ejemplo 2: Alternativas de reparto

A continuación se presenta un ejemplo cuyo propósito es ilustrar la
importancia de llevar a cabo un adecuado reparto de la prealimentación,
según los criterios propuestos en la Subsección 12.2.1. En este ejemplo
se comparan dos alternativas de reparto de la prealimentación, alcan-
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Figura 12.10: Magnitud de los controladores (realimentación y prealimenta-
ción) y de las ramas (realimentación y prealimentación).

zando dos soluciones de control que posteriormente son comparadas y
evaluadas.

Para este segundo ejemplo se emplea un sistema MISO 1 × 2 cuyas
plantas son

p1(s) =
k1(

τ1
k1

s + 1
)2 , p2(s) =

k2

τ2s + 1
. (12.49)

Los parámetros de las funciones de transferencia presentan incertidum-
bre paramétrica, comprendida en los intervalos

k1 ∈ [1.60, 2.40], τ1 ∈ [0.17, 18],

k2 ∈ [0.98, 1.02], τ2 ∈ [1/3, 1].
(12.50)

En la Figura 12.11 se muestran las envolventes de las magnitudes de la
respuesta frecuencial de las plantas. Véase como la planta p2(jω) presen-
ta una incertidumbre muy pequeña en baja frecuencia, pero su magnitud
es mucho menor que la de la planta p1(jω), que por el contrario presen-
ta bastante incertidumbre en baja frecuencia. Este comportamiento se
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invierte en alta frecuencia, donde p1(jω) presenta menos incertidumbre
y magnitud que p2(jω). Se ha escogido esta disposición de plantas pues-
to que resulta el caso más complejo de analizar, en el que el diseñador
puede optar por un reparto de la prealimentación diferente al propuesto
en este trabajo (que trata de reducir la acción de control, no la cantidad
de realimentación).
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Figura 12.11: Envolventes de las curvas de magnitud de las respuestas frecuen-
ciales de p1(jω) y p2(jω).

Dentro de una disposición con plantas en paralelo (Figura 12.1), el
problema del seguimiento de referencias tiene como objetivo diseñar
ci=1,2(jω) y gi=1,2(jω) para garantizar que en lazo cerrado se cumplen
las especificaciones de estabilidad (12.10) y tracking (12.11) robusto. Las
cotas Ws(ω) y We(ω), así como el modelo m(s) coinciden con los emplea-
dos en el ejemplo de la Subsección 12.3.1. También se emplea el mismo
vector de frecuencias discretas para las tareas de diseño

Ω = {0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1, 4, 8, 10, 20}[rad/s]. (12.51)

Primera etapa: reparto de la prealimentación

Se analizarán dos posibles estrategias de reparto de las tareas de
prealimentación entre las plantas:

Reducción de la acción de control (método preferido en este traba-
jo). Se realizan los cálculos oportunos de acuerdo a la metodología
presentada en la Subsección 12.2.1. La Figura 12.12 muestra como
en baja frecuencia la planta p1 demanda un menor esfuerzo de con-
trol, mientras que la planta p2 se encuentra mejor condicionada en
alta frecuencia. De acuerdo a la Figura 12.12 se planifica el reparto
frecuencial mostrado en la parte superior de la Tabla 12.3.
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Reducción de la cantidad de realimentación. En este caso se busca
minimizar |m(jω)− lAt(jω)|, para de este modo reducir la magni-
tud de los controladores de realimentación10. Pese a parecer una
idea adecuada, como se verá posteriormente esta solución reporta
peores resultados. Para minimizar |m(jω)− lAt(jω)| se emplea un
reparto en el que se emplea en cada frecuencia la planta que pre-
senta menor incertidumbre (Figura 12.11). En tal caso, el reparto
frecuencial es el que se muestra en la parte inferior de la Tabla 12.3.
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Figura 12.12: Estudio del reparto de la prealimentación a partir de los controla-
dores k̄1,2.

Segunda etapa: diseño de esclavos de prealimentación

De acuerdo a las dos estrategias de reparto frecuencial establecidos en
la etapa anterior, se diseñan los esclavos g1,2(jω), cuyo objetivo último es
la reducción de la acción de control, y las esclavos g∗1,2(jω), cuyo objetivo
último es la reducción de la cantidad de realimentación.

10 En la Subsección 12.2.1 se ha introducido esta alternativa de diseño.
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Tabla 12.3: Reparto de las tareas de prealimentación según dos criterios.

reducción de la acción de control

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 2 4 8 10 20

p1 × × × × × × ×
p2 × × × × × × × × ×

reducción de la realimentación

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 2 4 8 10 20

p1 × × × × ×
p2 × × × × ×

Los esclavos gi(jω) se obtienen empleando las pautas descritas en
Subsección 12.2.2. En este caso se selecciona para la planta p1(jω)

una frecuencia de corte ωc = 4, y para la planta p2(jω) una fre-
cuencia de corte ωc = 0.1. Los controladores resultantes son

g1(s) =
4

s + 4
, g2(s) =

s
s + 0.1

, (12.52)

siendo g1(jω) un filtro paso bajos, y g2(jω) un filtro paso altos.

Los esclavos g∗1,2(jω) se diseñan para que g∗1(jω) actúe como filtro
pasa altos y g∗2(jω) como pasa bajos . En este caso se selecciona
para g∗1(jω) una frecuencia de corte ωc = 0.1, y para g∗2(jω) una
frecuencia de corte ωc = 1. Los controladores resultantes son

g∗1(s) =
s

s + 1
, g∗2(s) =

1
(s + 1)2 . (12.53)

Diseñados g1,2(jω) y g∗1,2(jω) mediante (12.25) se calculan las plantas
equivalentes pAt(jω) y p∗At

(jω), respectivamente, que verá el controlador
de prealimentación maestro. La Figura 12.13 muestra las envolventes
de sus curvas de magnitud frecuencial. En ella puede apreciarse como
p∗At

(jω) presenta menor incertidumbre que pAt(jω) en prácticamente
todo el espectro de frecuencias. En contrapartida, pAt(jω) tiene mayor
magnitud que p∗At

(jω) en prácticamente todo el espectro de frecuencia.
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Figura 12.13: Magnitud de la respuesta frecuencial de las plantas pAt(jω) y
p∗At

(jω).

Tercera etapa: reparto frecuencial de la realimentación

En el siguiente paso se analiza la demanda de realimentación de cada
rama para determinar cual es el mejor reparto de las tareas de realimen-
tación. Los contornos βci(ω) obtenidos para cada una de las plantas se
muestran en la Figura 12.14. La columna izquierda presenta la rama 1, y
la derecha la rama 2. La parte superior muestra los contornos obtenidos
cuando se emplean g1,2(jω), y la parte inferior muestra los contornos
cuando se emplea g∗1,2(jω). Del estudio de la Figura 12.14 se alcanzan
las siguientes conclusiones:

Reducción de la acción de control. En este caso, la planta p1(jω)

debe trabajar en solitario en baja frecuencia ω ≤ 0.4. En medias
frecuencias 0.4 < ω < 4 las dos plantas p1(jω) y p2(jω) deben
colaborar. Por último, en alta frecuencia ω ≤ 4 debe trabajar en
solitario la planta p2(jω). Las conclusiones obtenidas se resumen
en la parte superior de Tabla 12.4.

Reducción de la realimentación. En este caso, la planta p1(jω) de-
be trabajar en solitario en baja frecuencia ω ≤ 0.4. En medias fre-
cuencias 0.4 < ω < 4 las dos plantas deben colaborar. Por últi-
mo, en alta frecuencia ω ≤ 4 debe trabajar en solitario la planta
p2(jω). Las conclusiones obtenidas se resumen en la parte inferior
de laTabla 12.4.

Además de permitir la evaluación de cual es el mejor reparto de la re-
alimentación, la Figura 12.14 permite analizar de forma aproximada la
magnitud de los controladores obtenidos en la siguiente etapa de diseño.
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Figura 12.14: Demanda de realimentación para las plantas: (izq.) p1 y (dcha.) p2,
usando los controladores de prealimentación: (sup.) g1,2 y (inf.)
g∗1,2.

Véase como los contornos obtenidos con g∗1,2(jω) presentan una altura
notablemente inferior a los obtenidos con g1,2(jω). Es decir, los contro-
ladores de realimentación, dependen del reparto de la prealimentación
efectuado, y en consonancia con el criterio adoptado de partida, la preali-
mentación con g∗1,2(jω) dará lugar a controladores de realimentación de
menor magnitud, reduciéndose por tanto el coste de la realimentación
(amplificación de ruidos de alta frecuencia). Sin embargo, paradójica-
mente esto conllevará como contrapartida una mayor acción de control
total, que será necesario aportar desde la prealimentación (tal y como se
puede predecir a partir de la Figura 12.13).
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Tabla 12.4: Reparto de las tareas de realimentación para minimizar esta, a partir
de los dos criterios de prealimentación ya adoptados.

reducción de la acción de control

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 2 4 8 10 20

p1 × × × × × × ×
p2 × × × × × × ×

reducción de la realimentación

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 2 4 8 10 20

p1 × × × × × × ×
p2 × × × × × × ×

Cuarta etapa: diseño de controladores de realimentación

Una vez calculado el reparto de la realimentación adecuado se realiza
el loop-shaping de los controladores según los criterios descritos en la
Sección 4.3. Los diseños alcanzados se muestran en la Figura 12.15.

Controladores de realimentación obtenidos empleando g1,2(jω) pa-
ra minimizar la acción de control

c1(s) =
6(s + 0.5)
s(s + 4)

, (12.54)

c2(s) =
109.01(s2 + 7.219s + 14.75)
(s + 15)(s2 + 10.33s + 39.69)

. (12.55)

Controladores de realimentación obtenidos empleando g∗1,2(jω) pa-
ra minimizar la cantidad de realimentación

c∗1(s) =
1.8135(s + 0.013)(s + 0.7)

s(s + 0.48)(s + 1.5)
(12.56)

c∗2(s) =
44.37(s + 0.88)

(s + 1.7)(s + 3)(s + 6.6)
(12.57)
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Figura 12.15: Loop-shaping de los controladores: (sup.) c1,2(jω), (inf.) c∗1,2(jω).

Quinta etapa: diseño del controlador maestro de prealimentación

Diseñados los controladores de realimentación se obtienen los contro-
ladores maestros de prealimentación. Su diseño se muestra en la Figu-
ra 12.16.

Minimización de la acción de control (empleando g1,2(jω) y c1,2(jω))
se obtiene

ge(s) =
19.107(s + 12)(s + 0.02)(s2 + 0.684s + 0.36)

(s + 12)(s + 1)(s + 0.019)(s2 + 6.066s + 19.89)
. (12.58)

Minimización de la cantidad de realimentación (empleando g∗1,2(jω)

y c∗1,2(jω)) se obtiene

g∗e (s) =
597(s + 1.13)(s + 10.21)(s2 + 1.078s + 0.43)
(s + 0.26)(s + 7.6)(s + 20)(s2 + 14.9s + 73.55)

. (12.59)
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Figura 12.16: Loop-shaping de los controladores ge(jω) y g∗e (jω).

Análisis y comparación de los diseños

A continuación, se presenta un estudio de las soluciones de control
alcanzadas. En primer lugar, en la Figura 12.17 se muestra como las
dos soluciones de control cumplen con las especificaciones de comporta-
miento establecidas (seguimiento y estabilidad robustas) en el dominio
de la frecuencia.

En la Figura 12.18 se muestran las magnitudes de los controladores
de realimentación, de prealimentación, de las funciones de lazo de ca-
da una de las ramas y de las ramas de prealimentación lAi . En la parte
superior-izquierda puede comprobarse como los controladores ci (línea
continua) presentan una magnitud notablemente superior a la de los
controladores c∗i (línea discontinua) homólogos, en todo el espectro fre-
cuencial. Por lo tanto, la solución alcanzada por los controladores c∗i
presenta un menor coste de la realimentación; y en consecuencia darán
lugar a un sistema con menor amplificación de ruidos de alta frecuencia.
Como contrapartida, en la parte superior derecha, puede comprobarse
como la magnitud de los controladores de prealimentación ĝ∗i = g∗e g∗i
(línea discontinua) es superior a la de ĝi = gegi (línea continua). Es de-
cir, se ha conseguido reducir el ancho de banda de los controladores
de realimentación a costa de aumentar el de los controladores de preali-
mentación, lo cual finalmente implicará una mayor acción de control. En
la segunda fila de figuras pueden también observarse las envolventes de
las magnitudes de las ramas de realimentación en las dos opciones de
diseño. Estas verifican el reparto frecuencial de la realimentación estable-
cido en la Tabla 12.4: l1 = c1 p1 domina en baja frecuencia y l2 = c2 p2 en
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Figura 12.17: Error de seguimiento y estabilidad robustos en el dominio de la
frecuencia: (sup.) con g1,2 y c1,2; (inf.) con g∗1,2 y c∗1,2

alta frecuencia, cruzándose en ω ≈ 1; esto mismo ocurre para l∗1 = c∗1 p∗1
y l∗2 = c∗2 p∗2. Paralelamente, en la tercera fila de figuras, se muestran las
envolventes de las magnitudes de las ramas de prealimentación en las
dos opciones de diseño. Estas verifican el reparto frecuencial de la pre-
realimentación establecido en la Tabla 12.3: lA1 = ĝ1 p1 domina en baja
frecuencia y lA2 = ĝ2 p2 en alta frecuencia, cruzándose y colaborando
en el intervalo ω ∈ [0.2, 4]; por el contrario, l∗A1

= ĝ∗1 p1 domina en alta
frecuencia y l∗A2

= ĝ∗2 p2 en baja frecuencia, situándose la frecuencia de
cruce en el entorno de ω = 0.8. En estas figuras, se muestra junto con las
ramas lAi , la magnitud de la rama de prealimentación total. Véase como
la rama l∗At

, obtenida con ĝ∗1 y ĝ∗1, presenta una incertidumbre mucho
menor a la de la rama lAt , en todo el espectro frecuencial. De este modo,
puede corroborarse de forma intuitiva como si la rama de prealimen-
tación presenta una menor incertidumbre demandará menor esfuerzo
de realimentación (menor lt), aunque no necesariamente de prealimen-
tación.

Las respuestas temporales del sistema controlado se analizan en la
Figura 12.19. En la columna izquierda se muestran los resultados alcan-
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Figura 12.18: Magnitud de las respuestas frecuenciales de los elementos de con-
trol y de las funciones de rama.

zados con gi(jω), ci(jω) y ge(jω). En la columna derecha se muestran las
respuestas obtenidas con g∗i (jω), c∗i (jω) y ge(jω). El experimento coin-
cide con el del ejemplo presentado en la Subsección 12.3.1. En primer
lugar, puede comprobarse cómo las dos alternativas de control garanti-
zan un adecuado seguimiento de referencias de acuerdo a las especifica-
ciones impuestas. Sin embargo, las acciones de control empleadas para
lograr dicho seguimiento son completamente diferentes.

A continuación se muestra un análisis de las mismas.
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Figura 12.19: Respuestas temporales para un cambio en la referencia: (izq.) cri-
terio de reducción de la acción de control, (dcha.) criterio de re-
ducción de la cantidad de realimentación.
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Acción de control u1(t). Cuando el criterio de diseño es reducir
la acción de control (columna izquierda de gráficas), u1(t) presen-
ta un pico de amplitud máxima de 1.5, frente al pico máximo de
13.3 cuando el criterio de diseño es reducir la cantidad de reali-
mentación. El que estos picos se produzcan en instantes diferentes
en ambos casos está en consonancia con las frecuencias de trabajo
de p1, completamente diferentes para la prealimentación en uno
y otro caso (ver Tabla 12.3). El empleo de una acción de control
mayor para conseguir el mismo performance, implica una mayor
probabilidad de saturación, o la capacidad de soportar cambios en
la referencia de menor amplitud sin saturar. En régimen perma-
nente, en ambos casos la acción de control u1(t = ∞) no es nula,
debido a que p1 es la que se apodera del control realimentado en
baja frecuencia. El valor final alcanzado es diferente en cada uno
de los casos de estudio. Esto es debido a que cuando el objetivo es
reducir la acción de control, únicamente trabaja p1 en régimen per-
manente (tanto en prealimentación como en realimentación). Sin
embargo, cuando el criterio es reducir la cantidad de realimenta-
ción (columna derecha de gráficas) p1 y p2 trabajan en régimen
permanente: p2 en prealimentación, recibiendo una acción de con-
trol constante (u2g(t = ∞) �= 0), y p1 en realimentación, aportando
la acción de control necesaria para corregir las desviaciones debi-
das a la incertidumbre en p2

11.

Acción de control u2(t). Cuando el criterio de diseño es reducir la
acción de control (columna izquierda de gráficas), u2(t) trabaja úni-
camente en alta frecuencia, tanto para la prealimentación (u2g(t))
como para la realimentación (u2c(t)). Puede comprobarse como la
respuesta temporal u2(t) presenta un cambio brusco inicial para
responder al cambio en la referencia. A continuación, la acción de
control u2(t) retorna a su valor inicial, desconectándose del lazo
de control. Por el contrario, cuando el criterio es reducir la canti-
dad de realimentación (columna derecha de gráficas), la planta p2

trabaja en alta frecuencia para la realimentación (véase la rápida
reacción de u2c(t)) y en baja frecuencia para la pre-alimentación

11 En régimen permanente, la planta p2 es excitada con un valor fijo, ya que u2(t = ∞)
depende directamente de los controladores de prealimentación. La incertidumbre en
p2 produce que y2(t) no corresponda exactamente con la referencia r(t). La distorsión
entre y2(t = ∞) y la referencia r(t = ∞) es compensadas a través de la planta p1 y su
controlador de realimetación.
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(véase u2g(t = ∞) �= 0). Esto produce que la acción de control
u2 presente un pico inicial menor (no se prealimenta en alta fre-
cuencia), y sin embargo, presente valor en régimen permanente,
empleado para garantizar el seguimiento de la referencia en baja
frecuencia.

En conclusión, es cierto que los controladores c∗i generarán una menor
amplificación de ruidos del sensor en la acción de control, pero los valo-
res de acción de control demandados (realimentación más prealimenta-
ción) presentan valores en régimen transitorio y permanente superiores
a las obtenidas con los controladores ci, y por lo tanto, la reducción
de ancho de banda deja de ser beneficiosa. Recuérdese que el principal
problema de la amplificación de ruidos es la posibilidad de saturación
en los actuadores. En este caso, incluso presentando una menor ampli-
ficación de ruidos la solución alcanzada con c∗i presenta más riesgo de
saturación.

La Figura 12.20 ratifica las conclusiones anteriores desde el punto de
vista frecuencial. En ella, se muestran las magnitudes de las respuestas
frecuenciales de las acciones de control frente a la referencia Tur,i = ui/r
(parte superior) y frente al ruido Tuv,i = ui/v (parte inferior), para las
dos alternativas de diseño. Puede comprobarse como el diseño obteni-
do por el criterio de reducción de la acción de control presenta curvas
Tur,i con menor magnitud en alta y baja frecuencia. En baja frecuencia,
el diseño que busca reducir la cantidad de acción de control presenta
su valor máximo para Tur,1 , situándose en el entorno de los −10dB. Sin
embargo, el diseño realizado para reducir la cantidad de realimentación
presenta su máximo en baja frecuencia en T∗

ur,2
, que alcanza un valor

próximo a 0dBs. Esta diferencia en magnitud produce un consumo de
acción de control notablemente superior en régimen permanente para
este segundo diseño. En alta frecuencia puede observarse un fenómeno
similar. En este caso el pico máximo se da en Tur,2 para el diseño que
busca reducir la acción de control y alcanza el valor de +12dB. Sin em-
bargo, en el diseño que busca reducir la cantidad de realimentación el
pico máximo es mucho mayor, alcanzando los +25dB, en este caso para
T∗

ur,1
.

Si se comparan las respuestas frecuenciales frente al ruido (Tuv,i y T∗
uv,i

),
se observa el efecto esperado. Puede comprobarse cómo el diseño obte-
nido para reducir la cantidad de realimentación presenta curvas T∗

uv,1

y T∗
uv,2

con magnitud notablemente inferior a la de Tuv,1 y Tuv,2 , y me-
nor ancho de banda. Es decir, el diseño que minimiza la cantidad de
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Figura 12.20: Magnitud de las respuestas frecuenciales para la acción de con-
trol: (izq.) criterio de reducción de la acción de control, (dcha.)
Criterio de reducción de la cantidad de realimentación.

realimentación, presenta una mayor inmunidad ante ruidos de alta fre-
cuencia. Sin embargo, para lograr este beneficio se incurre en un mayor
consumo de acción de control para el tracking.

Este ejemplo ha permitido ilustrar de forma detallada cómo en el caso
del problema del seguimiento de referencias en sistemas MISO el criterio
de diseño puede ser minimizar la acción de control necesaria para cum-
plir con las especificaciones o minimizar la cantidad de realimentación
para una mayor inmunidad al ruido introducido por el sensor, pudiendo
ser ambos criterios contrapuestos cuando las plantas que tienen mayor
ganancia en cierta frecuencia tienen también mas incertidumbre en la
misma frecuencia. En tal caso, nuestra propuesta es utilizar el primer
criterio, tratar de emplear la menor acción de control para cumplir las
especificaciones.





13
M I S O Q F T PA R A P E RT U R B A C I O N E S M E D I B L E S

A continuación, se presenta una solución al problema de rechazo de
perturbaciones medibles en sistemas de control MISO. Su discusión en
esta parte del documento se debe a que su resolución utiliza la preali-
mentación de una entrada conocida, al igual que ocurría en los servosis-
temas estudiados en el capítulo anterior. Sin embargo, mientras que en
los servosistemas la entrada conocida era objeto de seguimiento, ahora
la perturbación conocida debe ser rechazada. No obstante, en ambos ca-
sos el problema de control que independiza los dos grados de libertad
(realimentación y prealimentación) desde el punto de vista matemático
es equivalente cuando se emplean estructuras model matching, al igual
que ocurría en los sistemas SISO [38]. De acuerdo a esta filosofía, una
vez estudiado en el capítulo anterior cómo independizar el diseño de
los elementos en prealimentación de los de realimentación, así como sus
objetivos, en el problema del error de seguimiento MISO, ahora se aplica
al problema de rechazo de perturbaciones medibles.

El capítulo se encuentra organizado en dos secciones. La Sección 13.1
muestra la arquitectura de control empleada y los fundamentos de dise-
ño. Dado que la metodología de diseño propuesta coincide con la pre-
sentada en el Capítulo 12, se omite la descripción detallada de los pasos
de diseño. En la Sección 13.2 se presenta un ejemplo de diseño.

13.1 estructura y fundamentos

Para el control del sistema se propone el empleo de la estructura de
control de la Figura 13.1. Véase como ésta corresponde con la estructura
empleada en la Sección 4.1 (Figura 4.1) para el problema de rechazo de
perturbaciones, a la que se han añadido elementos de prealimentación
desde la perturbación medible hasta cada una de las plantas. Véase tam-
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bién el paralelismo entre la arquitectura propuesta y la que se empleó
en el problema de seguimiento (Figura 12.1).

La acción de control demandada a cada una de las plantas es

ui = ci (r − y − v) + g fi g fe d. (13.1)

Omitiendo el valor de la referencia (r = 0), que permanece constante
para analizar exclusivamente el rechazo de perturbaciones, la ecuación
que describe el comportamiento de la salida es

y =
pd + lFt

1 + lt
d − lt

1 + lt
v, (13.2)

donde li es la función de lazo abierto a través de cada una de las ramas,
lt la función de lazo abierto total, y se definen

lFi = pig fi g fe (13.3)

como la cadena de prealimentación a través de la planta pi, y

lFt =
n

∑
i=1

lFi = g fe

n

∑
i=1

pig fi , (13.4)

como la cadena de prealimentación total.
Como en el problema de seguimiento, se define

ĝ fi = g fe g fi . (13.5)

como el controlador de prealimentación total visto por la planta pi.
El error de seguimiento es

e = − pd + lFt

1 + lt
d − 1

1 + lt
v (13.6)

Por último, el comportamiento de las salidas individuales de cada una
de las plantas se rige por

yi =

[
− pd + lFt

1 + lt
li + pig fi

]
d − ci

1 + lt
v, (13.7)

y el de las acciones de control por

ui =

[
− pd + lFt

1 + lt
ci + g fi

]
d − ci

1 + lt
v. (13.8)
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Figura 13.1: Estructura de control QFT MISO para rechazo de perturbaciones
medibles.

Como en los casos anteriores, en el diseño de los controladores de
prealimentación y realimentación se tendrá en cuenta la incertidumbre
del conjunto de plantas (pi=1,...n, pd), designada a través del conjunto de
parámetros q ∈ Q. En este caso se consideran especificaciones de control
en lazo cerrado para garantizar la estabilidad robusta, y el rechazo ro-
busto de perturbaciones. La estabilidad robusta puede ser considerada
empleando una única inecuación∣∣∣∣ lt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω); ∀q ∈ Q, (13.9)

o n inecuaciones∣∣∣∣ li(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws(ω); ∀q ∈ Q. (13.10)

Como ya se ha descrito en el Capítulo 5, se recomienda esta segunda
opción que ofrece mayor robustez y contempla los márgenes de estabi-
lidad en función del desconocimiento de cada planta pi. La tolerancia
Ws determina el margen de estabilidad deseado. El rechazo robusto de
perturbaciones se considera acotando la función de error según∣∣∣∣ pd(jω) + lFt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q, (13.11)

donde Wd(ω) es la tolerancia superior de la magnitud de la desviación.
Esta cota puede seleccionarse empleando el mismo tipo de modelos que
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se empleaban en el rechazo de perturbaciones no medibles. Como en el
resto de estrategias QFT, las especificaciones, durante la fase de diseño,
son consideradas en un conjunto discreto de frecuencias que denomina-
mos Ω.

La metodología de diseño propuesta se desarrolla en las mismo cinco
etapas de diseño que el problema de seguimiento. A continuación se
realiza una breve descripción de las mismas:

1. Planificación del reparto de tareas de prealimentación. En el pri-
mer paso del diseño se planifica el reparto frecuencial de tareas
para los controladores de prealimentación g fi(jω). Este reparto se
realiza para minimizar la acción de control empleada en lazo cerra-
do. La selección de por qué planta es más ventajoso prealimentar
se realiza del mismo modo que en la Subsección 12.2.1, con la úni-
ca salvedad de que en este caso ki(jω, q) se calcula según

ki(jω, q) =
pd(jω, q)
pi(jω, q)

, ∀q ∈ Q. (13.12)

2. Diseño de esclavos de prealimentación. En el segundo paso se dise-
ñan los esclavos de prealimentación g fi(jω) para que cada planta
trabaje en las frecuencias que se decidieron en la etapa anterior. Se
recomienda seguir las pautas propuestas en la Subsección 12.2.2
referentes a la frecuencia y orden para la configuración de las fun-
ciones de transferencia de los filtros.

3. Planificación del reparto de tareas de realimentación. En el tercer
paso se establece el mejor reparto frecuencial de las tareas de reali-
mentación asignadas a cada una de las plantas. Una vez definida
la prealimentación en la etapa anterior, se busca que la cantidad
de realimentación en cada rama sea la menor posible. Para ello
se calcula la demanda de realimentación (ganancia de control) en
cada rama si su planta trabajara en solitario (un sólo lazo de reali-
mentación a través de dicha planta). Esto se representa mediante
los contornos βci(ω). Y después se aplican los criterios de selección
mostrados en la Sección 4.2 y la Sección 6.3. Para calcular la deman-
da de realimentación, esto es, obtener los contornos βci , se sigue un
procedimiento similar al presentado en la Subsección 12.2.3. Una
vez diseñados los esclavos de prealimentación g fi(jω), la cadena
de prealimentación total puede reescribirse según

lFt(jω) = g f e(jω)pFt(jω), (13.13)



13.1 estructura y fundamentos 331

donde

pFt(jω) =
n

∑
i=1

pig fi , (13.14)

agrupa en un elemento la planta vista por el controlador de preali-
mentación g fe que falta por diseñar. Entonces, la especificación de
rechazo (13.11) puede reescribirse como∣∣∣∣ pd(jω) + g f e(jω)pFt(jω)

1 + lt(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q. (13.15)

Como queremos cuantificar la demanda de realimentación cuando
las plantas trabajan en solitario en realimentación, la especificación
anterior se convierte en∣∣∣∣ pd(jω) + g f e(jω)pFt(jω)

1 + ck(jω)pk(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q. (13.16)

Y para el cálculo de los contornos para el diseño de ck(jω) que
garantizan la existencia de g f e(jω), se emplea la inecuación general
(12.30), que se desarrolló en el Capítulo 12 y el Apéndice D. Se
sustituye A = pFt(jω), B = pd(jω), C = 1, D = pk(jω), G = ck(jω),
Gf = g f e(jω) y W = Wd(ω). Esta función calcula los contornos de
diseño, βlk(ω), para efectuar el loop-shaping de lk(ω). Para obtener
los bounds que representan la ganancia del controlador, βck(ω),
basta aplicar la relación (12.29).

4. Diseño de controladores de realimentación. En la cuarta etapa se
diseñan los n controlares de realimentación ci, realizando n loop-
shapings, de tal modo que se satisfaga la planificación que se deter-
minó en la etapa anterior. El procedimiento secuencial de diseño
es idéntico al empleado en el problema de rechazo que se descri-
bió en el Capítulo 4. Para la realización de los loop-shapings de cada
lazo, se deben emplear los bounds pertinentes. En el paso de diseño
del controlador ck(jω), o sea el loop-shaping de lk(jω), los bounds
que representan el rechazo de perturbaciones se calculan como se
indicó en el paso anterior. Esto es, de acuerdo a la inecuación gené-
rica (12.30) se toma A = pFt(jω), B = pd(jω), C = 1 + ∑i �=k li(jω),
D = pk(jω), G = ck(jω), Gf = g f e(jω) y W = Wd(ω). Los bounds
de estabilidad se calculan de igual modo que en capítulos anterio-
res.
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5. Diseño del controlador maestro de prealimentación. En el último
paso se diseña g f e(jω) para situar la función de error por debajo de
la cota máxima admisible. Los bounds βg f e(ω) que garantizan que
la inecuación (13.11) se cumple para toda la incertidumbre q ∈ Q
se obtienen a partir de la instrucción genbnds de la Terasoft QFT
Toolbox. En este caso se emplean A = pd(jω), B = pFt(jω), C =

1 + lt(jω) y D = 0,G = g f e(jω) y W = WE(ω). Esta inecuación es
evaluada en el conjunto de frecuencias discreto Ω, dando lugar a
bounds en el plano Mod[dB]-Arg[deg].

13.2 ejemplo de diseño

Se desea gobernar un sistema MISO 1 × 2 de forma que sea capaz
de rechazar perturbaciones medibles de forma robusta. Los modelos de
las plantas p1(s) y p2(s) se corresponden con los presentados en (12.38)
(ejemplo presentado en la Subsección 12.3.1). El modelo de la planta
pd(s) corresponde con

pd(s) =
kd

s + ωd
; (13.17)

Sus parámetros presentan incertidumbre de acuerdo a los intervalos

kd ∈ [2, 3], ωd ∈ [1, 2]. (13.18)

Dentro de la arquitectura de control con plantas en paralelo (Figu-
ra 13.1), el objetivo es diseñar ci=1,2(jω), g f 1, f 2(jω) y g f e(jω) para garan-
tizar que las especificaciones de estabilidad robusta (13.10) y de rechazo
robusto de perturbaciones (13.11) se cumplan empleando la cantidad mí-
nima de acción de control. Para conseguir un margen de fase mínimo de
40◦ en ambos lazos, la tolerancia Ws empleada en (13.10) es:

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ , MF = 40o. (13.19)

Para el rechazo robusto de perturbaciones, la cota Wd(ω) que establece

el error máximo en cada frecuencia se obtiene a partir de

Wd(s) =
0.2s

(0.5s + 1)2 . (13.20)
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Los diferentes cálculos y bounds se realizan en el vector de frecuencias
discretas

Ω = {0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1, 4, 8, 10, 20}[rad/s], (13.21)

que se utilizan en los siguientes análisis y como guía durante el loop-
shaping de los elementos de control.

Primera etapa: reparto frecuencial de la prealimentación

De acuerdo a las explicaciones realizadas en la Sección 13.1, se calcu-
la para cada frecuencia en Ω qué planta es la más adecuada (se busca
economizar la acción de control total) para la prealimentación de d. La
Figura 13.2 muestra los valores de k̄i, con i = 1, 2 para las frecuencias de
diseño. De acuerdo a los resultados mostrados en la Figura 13.2 se selec-
cionan las frecuencias de trabajo. La Tabla 13.1 resume la planificación
del reparto de la realimentación. A continuación, se muestra el estudio
realizado en las frecuencias discretas analizadas:

En baja frecuencia (ω ≤ 0.2), la magnitud de k̄1 es notablemen-
te inferior a la de k̄2. Por lo tanto, en dichas frecuencias p1 debe
encargarse de la prealimentación de la perturbación y p2 debe se
inhibida en la medida posible.

En media frecuencia (0.4 ≤ ω ≤ 1), las magnitudes de k̄1 y k̄2 pre-
sentan una diferencia en altura inferior a 6dBs, y en fase inferior a
90o. Por lo tanto, en dichas frecuencias las dos plantas deben cola-
borar en las tareas de prealimentación de la perturbación medible.

En alta frecuencia (ω ≥ 4), la magnitud de k̄1 es más de 6dB supe-
rior a la de k̄2, indicando que en dichas frecuencias p2 debe encar-
garse de la prealimentación de la perturbación, y p1 debe de ser
inhibida en dichas frecuencias.

Segunda etapa: diseño de esclavos de prealimentación

De acuerdo a la planificación de reparto de las tareas de prealimen-
tación, se diseñan los esclavos g fi(jω) que filtrarán las frecuencias de la
perturbación d hacia la planta deseada.

Esclavo g f1(jω). Dado que la planta p1(jω) debe trabajar única-
mente en baja frecuencia, se opta por emplear un filtro pasa bajos
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Figura 13.2: Estudio del reparto de la prealimentación a partir de los controla-
dores k̄1,2.

Tabla 13.1: Reparto de las tareas de prealimentación para un menor consumo
de acción de control.

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 4 8 10 20

p1 × × × × × ×
p2 × × × × × × ×

de primer orden. Siguiendo las pautas en Subsección 12.2.2 se ob-
tiene

g f1(s) =
1

s + 1
. (13.22)

Esclavo g f2(jω). La planta p2(jω) debe trabajar en alta frecuencia,
por lo que se emplea un filtro pasa altos de primer orden

g f2(s) =
s

s + 0.2
. (13.23)
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Diseñados los esclavos de prealimentación g fi(jω), i = 1, 2 debe eva-
luarse si son adecuados. En la Figura 13.3 se muestran las envolventes
de la magnitud de las respuestas frecuenciales de las plantas p1(jω),
p2(jω) y pFt(jω) 1. En ella puede comprobarse como la magnitud de
pFt(jω) presenta una magnitud aproximadamente igual o superior a la
de las plantas individuales, condición necesaria para que los controlado-
res g fi(jω) sean adecuados.
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Figura 13.3: Magnitud de las respuestas frecuenciales de p1(jω), p2(jω) y
pFt(jω).

Tercera etapa: reparto frecuencial de la reamlimentación

Un vez diseñados g fi(jω), i = 1, 2, se calcula la cantidad de realimen-
tación que demandaría cada rama por separado, |ci(jω)| i = 1, 2, en el
supuesto de que el lazo de realimentación fuera único y se cerrara por la
planta correspondiente, pi(jω) i = 1, 2, para satisfacer la especificación
(13.16). Esto se representa en forma de bounds βci(ω), i = 1, 2, en la Fi-
gura 13.4; sólo aparecen representados los bounds de ciertas frecuencias

ω = {0.01, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8, 1, 4}[rad/s], ω ∈ Ω. (13.24)

Comparando la altura y desfase de los bounds βc1(ω) y βc2(ω), y de
acuerdo a los criterios expuestos en la Sección 4.2, el reparto frecuencial
para la mínima cantidad de realimentación se resume en la Tabla 13.2.

1 Se definió en (13.14) y responde a pFt (jω) = g f1
(jω)p1(jω) + g f2 (jω)p2(jω).
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Figura 13.4: Demanda de realimentación para las plantas p1(jω) y p2(jω).

Tabla 13.2: Reparto de las tareas de realimentación para una menor cantidad
de realimentación

ω 0.01 0.1 0.2 0.4 0.8 1 4 8 10 20

p1 × × × × ×
p2 × × × × × × ×

Cuarta etapa: diseño de controladores de realimentación

Se realiza el diseño secuencial de los controladores de realimentación
c1(jω) y c2(jω) para satisfacer el reparto en la Tabla 13.2. La Figura 13.5
ilustra la disposición final de los contornos βli(ω) y las ramas loi(jω).
Los controladores alcanzados son

c1(s) =
1.575(s + 0.08)

s(s + 1.5)(s + 0.12)
, (13.25)

y

c2(s) =
1.5(s + 0.6)
(s + 0.3)2 . (13.26)

Quinta etapa: diseño del controlador maestro de prealimentación

Una vez diseñados los controladores de realimentación, se diseña fi-
nalmente el controlador maestro de prealimentación g f e(jω), con lo que
se finaliza el proceso de diseño de todos los elementos de control en la
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Figura 13.5: Loop-shaping de controladores de realimentación ci(jω).

estructura de la Figura 13.1. Se emplea el procedimiento propuesto en
la Sección 13.1, obteniéndose

g f e(s) =
−1.1849(s + 2)(s + 0.175)(s + 0.1)
(s + 0.52)(s2 + 0.8563s + 0.2072)

. (13.27)

En la Figura 13.6 puede observarse como g f e(jω) satisface las condicio-
nes de diseño, representadas en forma de bounds, en todas las frecuen-
cias discretas.
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Figura 13.6: Diseño del controlador masestro ge(jω).

Análisis y validación del diseño

A continuación, se presenta un estudio de la solución de control al-
canzada. En primer lugar, en la Figura 13.7 se muestra como el sistema
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en lazo cerrado cumple con las especificaciones frecuenciales de diseño:
estabilidad (13.10) (13.19) y performance del error (13.11) (13.20). Para to-
das las plantas en el dominio de incertidumbre se satisfacen las cotas
máximas de error Wd(ω) y estabilidad Ws(ω).
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Figura 13.7: Cumplimiento de especificaciones frecuenciales. (izq.) Performance
del error en la salida. (dcha.) Estabilidad.

En la Figura 13.8 se muestra la respuesta temporal de la salida global
y de las salidas individuales, para todas las plantas dentro de la incer-
tidumbre, tras una perturbación escalón de amplitud -1 en el instante
t = 1s . El comportamiento es el esperado según las decisiones adop-
tadas en el proceso de diseño. Por un lado, la respuesta y1(t) (de la
planta p1 que trabaja en baja frecuencia) evoluciona lentamente hasta el
régimen permanente y1(t = ∞) = 1. Éste alcanza el valor necesario para
contrarrestar totalmente la desviación causada en la salida y(t = ∞) = 0
por la perturbación d(t = ∞) = −1. Por otro lado, la salida y2(t) presen-
ta una variación brusca inicial (p2 trabaja en alta frecuencia) que corrige
rápidamente la desviación de y(t). Progresivamente la planta p2 se des-
conecta del lazo de control, y en régimen permanente su contribución
es nula y2(t = ∞) = 0.

La Figura 13.9 ilustra el comportamiento de las acciones de control
u1(t) y u2(t). La acción de control u1 dirige la planta p1 seleccionada
para trabajar en baja frecuencia tanto para las señales de realimentación
como de prealimentación. Véase cómo u1(t) evoluciona hasta alcanzar
su máximo en aproximadamente t = 3s, momento a partir del cual redu-
ce su valor, alcanzando en régimen permanente valores próximos a 0.25-
0.5. La existencia de múltiples valores en régimen permanente es debida
a la incertidumbre en la ganancia estática de p1 y pd. Nótese como el
comportamiento de u1(t) es muy similar al de u1g(t), ya que el controla-
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Figura 13.8: Rechazo de perturbación escalón -1 en t = 1s.

dor de prealimentación es el que marca la tendencia de comportamiento.
Este hecho produce que el controlador de realimentación aporte las va-
riaciones demandadas por la incertidumbre. Por este motivo u1c(t) se
encuentra próxima a 0, presentando valores positivos y negativos a su
alrededor. La magnitud de esta respuesta será mayor cuanto mayor sea
la incertidumbre del sistema, puesto que en estos casos el controlador
de realimentación deberá compensar una mayor distorsión entre pd(jω)

y pd(jω)/lFt(jω). Al igual que u1(t), la acción de control u2(t) está com-
puesta por la tendencia introducida por u2g(t) y las variaciones debidas
a la incertidumbre introducidas por el controlador de realimentación a
partir de u2c(t). En este caso es interesante destacar cómo la acción de
control u2(t) se desconecta del lazo de control en t = ∞, de acuerdo a la
estrategia de diseño (Tabla 13.1 y Tabla 13.2) según la cual p2 sólo debe
trabajar en baja frecuencia tanto en prealimentación (u2g(t = ∞) = 0)
como en realimentación (u2c(t = ∞) = 0).

Por último, en la Figura 13.10 se muestran los diagramas de magni-
tud de los elementos de control (gráficas superiores) y de las funciones
de rama (gráficas inferiores), tanto para la realimentación (columna iz-
quierda) como para la prealimentación (columna derecha). Véase cómo
las ganancias de c1(jω) y ĝ f1(jω), son superiores en baja frecuencia a las
ganancias de sus homólogos en el otro lazo c2(jω) y ĝ f2(jω), invirtiéndo-
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Figura 13.9: Evolución temporal de las acciones de control u1(t), u2(t).

se el protagonismo en alta frecuencia. Las bandas de trabajo planificadas
se observan mejor en las funciones de lazo (fila inferior). En consonancia
con la Tabla 13.2, véase la zona de colaboración (0.2 < ω < 1) donde las
ganancias de l1(jω) y l2(jω) están próximas entre sí, la zona de dominio
de l1(jω) en ω ≤ 0.2 y la de dominio de l2(jω) en ω ≥ 1. Por otro la-
do, véase como las ramas de prealimentación (esquina inferior derecha)
satisfacen la distribución frecuencial presentada en la Tabla 13.1. En es-
ta figura puede comprobarse como la banda compartida entre lF1(jω) y
lF2(jω) se encuentra en el intervalo de frecuencias 0.4 ≤ ω ≤ 1. Ádemas,
puede verificarse como lF1(jω) domina en baja frecuencia y lF2(jω) en
alta frecuencia.

Por último, la Figura 13.11 muestra las magnitudes de las respuestas
frecuenciales de las acciones de control frente a perturbaciones y frente
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Figura 13.10: Magnitud de los elementos de control y las funciones de rama
para la realimentación y la prealimentación.

al ruido. Las figuras muestran como la acción de control u1 presenta
en alta frecuencia menor ancho de banda y magnitud que la acción de
control u2. Este comportamiento se cumple para el rechazo de la per-
turbación medible (Tud1

) y para la amplificación de ruidos (Tuv1
). Por lo

tanto, la acción de control u1 se encontrará menos afectada por el ruido
de alta frecuencia y presentará una respuesta ante perturbaciones con
menor variación inicial. Como se analizo en el estudio de las respuestas
temporales, la acción de control u1 evolucionará lentamente hasta apode-
rarse del control en régimen permanente, momento en el que se encarga
de rechazar la perturbacion en solitario. Por el contrario, la acción de
control u2 presenta menor magnitud en baja frecuencia. La magnitud de
la respuesta Tud2

, tiende a −∞ en baja frecuencia, y por lo tanto, la acción
de control u2 se desconectará del lazo de control una vez finalizado el
régimen transitorio, liberando todo su potencial para combatir posibles
perturbaciones futuras.



342 miso qft para perturbaciones medibles

10−3 10−2 10−1 100 101 102
−60

−40

−20

0

20

Frecuencia (rad/s)

M
ag

ni
tu

d
(d

B)

Tur,1

Tur,2

10−3 10−2 10−1 100 101 102
−60

−40

−20

0

20

Frecuencia (rad/s)

M
ag

ni
tu

d
(d

B)

Tuv,1

Tuv,2
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y frente al ruido Tuvi

.
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14
C O N C L U S I O N E S Y V Í A S D E C O N T I N U A C I Ó N

14.1 conclusiones

Esta tesis ha explorado las características principales de aquellos siste-
mas que presentan múltiples variables de actuación independientes para
el gobierno de una única salida objeto control. Se trata por tanto de una
disposición de n plantas en paralelo o sistema MISO 1 × n. Además, se
considera que las salidas individuales de cada planta o bien no existen
físicamente o no son medibles para realimentación. La incertidumbre en
los modelos de las plantas forma parte del diseño de control, dando lu-
gar a un control robusto del sistema MISO. Los paradigmas de la Teoría
de Realimentación Cuantitativa (QFT) han sido el fundamento de los
nuevos desarrollos.

La propuesta de control robusto cuantitativo para sistemas MISO per-
sigue emplear la mínima acción de control posible en cada actuador. Con
este fin, definidas las especificaciones de performance y estabilidad, se ha
establecido un método cuantitativo para determinar las plantas mejor
condicionadas en cada frecuencia para satisfacer las especificaciones. En
último término, se determina si la colaboración entre plantas es benefi-
ciosa para reducir la acción de control, o por el contrario debe inhibirse
la participación de las plantas evitando que señales que no reportan nin-
gún beneficio lleguen a sus actuadores.

Cuando la especificación de performance únicamente contempla el re-
chazo de la perturbación que desvía la salida de una referencia cons-
tante, se han empleado n controladores de realimentación. El criterio de
reparto de la banda frecuencial con el que son diseñados éstos coincide
con emplear la mínima cantidad de realimentación en cada rama y en
cada frecuencia. Esta solución es la que emplea la menor acción de con-
trol posible en cada actuador para cumplir con las especificaciones de
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control. Determinado cuantitativamente el reparto de la banda frecuen-
cial entre las plantas, se ha propuesto un método secuencial de diseño
de los n controladores. Los sistemas MISO considerados en los métodos
propuestos pueden incluir plantas que no sean de fase mínima. Se han
contemplado dos posibles arquitecturas de control en las que los con-
troladores de realimentación se disponen o bien en paralelo o bien en
serie, cada una con sus particularidades a la hora de llevar a cabo el
método secuencial de diseño. Además, ambas arquitecturas incorporan
la posibilidad de modificar convenientemente el punto de operación de
las variables de actuación, lo cual es de sumo interés desde un punto de
vista práctico.

Cuando la especificación de performance versa sobre cómo la variable
controlada debe seguir cambios en la referencia, a la estructura en reali-
mentación, se han añadido controladores de prealimentación hacia cada
actuador, más un maestro en prealimentación que conecta éstos con la
variable conocida (referencia). La estructura en prealimentación emplea-
da ha sido la misma para el caso en que la perturbación fuera medible.
En ambos casos, al existir controlador de realimentación y de prealimen-
tación, es posible que se seleccionen bandas frecuenciales diferentes por
cada vía para la misma planta. Cuando las plantas del sistema MISO
son de fase mínima, el criterio cuantitativo para emplear la acción de
control mínima en cada actuador definirá bandas de trabajo parejas pa-
ra la realimentación y la prealimentación. Paradójicamente, el empleo en
cierta frecuencia de la planta con menor incertidumbre, aunque implica
una menor cantidad de realimentación, puede incurrir en una cantidad
de prealimentación mucho mayor si su ganancia es insuficiente, por lo
que finalmente no se obtendría la solución de menor acción de control
en el actuador. Sin embargo, la solución propuesta emplea la cantidad
de realimentación estrictamente necesaria en cada rama para cumplir
las especificaciones de control robustas con la mínima acción de control
posible en cada actuador.

El método secuencial de diseño de los controladores de realimentación
es flexible para obedecer a cualquier planificación de reparto de la banda
frecuencial, no solo a la apuesta recomendada en este trabajo.

También se incluye una valiosa clasificación de las estructuras y estra-
tegias de control MISO existentes en la literatura científica, así como su
éxito en números ejemplos prácticos.

Además de a varios ejemplos numéricos, la metodología de diseño
propuesta en este trabajo se aplica: al control de un digestor ATAD de
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fangos de depuradora, y al control de un reactor CSTR empleado en la
industria química.

14.2 vías de continuación

Tras la finalización del trabajo se perfilan varias líneas de investiga-
ción, que serán acometidas en trabajos futuros. De entre ellas destacan
las siguientes:

Nuevas especificaciones de estabilidad robusta y nuevos métodos
para el cálculo de bounds. Las especificaciones de estabilidad tra-
dicionalmente se establecen en QFT acotando el módulo de funcio-
nes de lazo cerrado, como la sensibilidad o la sensibilidad comple-
mentaria. Cuando después esta restricción se expresa en términos
de la función de lazo para realizar el loop-shaping, aparece una zona
de exclusión (bound) alrededor del punto crítico. Una vez definida
la cota para el lazo cerrado la distancia al punto crítico queda con-
figurada en todas las direcciones. Es decir, no se pueden definir de
forma independiente el margen de ganancia y el de fase. Por ello,
la zona prohibida puede resultar mayor que la deseada en algunas
direcciones, lo que impide un diseño óptimo, ya que los bounds no
reflejan la situación realmente deseada. Estas deficiencias se evi-
tarían si la estabilidad se definiera directamente para la función
de lazo abierto. Es más, conceptualmente esto sería mucho más
lógico, porque los márgenes se eligen en función de la incertidum-
bre desconocida de la planta en magnitud y en fase. Este nuevo
tipo de especificaciones de estabilidad ya han sido estudiadas pa-
ra sistemas SISO, estando en revisión una publicación sobre este
particular. Su aplicabilidad en sistemas MISO es inmediata, ya que
la estabilidad también se definía sobre funciones de lazo cerrado,
y luego se traducía a las funciones de rama.

La definición de la estabilidad para la función de lazo, conlleva un
nuevo procedimiento para el cálculo de los bounds, que debe incor-
porar la incertidumbre conocida de la planta. Este nuevo procedi-
miento ya se ha desarrollado en la publicación en revisión antes
mencionada y es igualmente válido para cuando la estabilidad se
define inicialmente sobre funciones de lazo cerrado. En este caso,
la ventaja es que el nuevo método es mucho más eficiente compu-
tacionalmente. Se prevé su extensión para el cálculo de los contor-
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nos representativos de otras especificaciones robustas distintas a
las de estabilidad tanto para sistemas SISO como MISO.

Cuantificación del efecto del ruido para estructuras con prealimen-
tación de una señal medible. Una estructura que prealimenta una
señal, como las llamadas perturbaciones medibles, requiere el em-
pleo de un sensor. Este incorporará ruido al igual que ocurre en
la medida de la variable controlada. La estrategia de diseño pro-
puesta no contempla los efectos negativos de este ruido, que po-
drían ser similares a los generados por el ruido en la medida de
la variable controlada. Queda pendiente la cuantificación del coste
introducido por la medida de la perturbación, y su ponderación
y comparación con el coste introducido por la medida de la señal
de realimentación. Esta comparación permitirá determinar en qué
casos la estrategia de control con lazos de prealimentación redu-
ce el impacto total que presentan los ruidos de las señales sobre
la acción de control. Esto podría variar el criterio de reparto de la
banda frecuencial para las plantas planteado hasta ahora. Este efec-
to también debe ser estudiado para aquellos servosistemas en los
que la señal de referencia es generada con un elemento hardware
sometido a ruido eléctrico.

Extensión de las estrategias de diseño a sistemas MISO con sali-
das individuales accesibles. Desde un punto de vista teórico, los
beneficios de la realimentación se obtienen de las variables medi-
das. Por lo tanto, cabe esperar que los sistemas MISO con salidas
individuales medibles presenten mejores propiedades para su con-
trol en lazo cerrado. Queda pendiente explorar los beneficios que
pueden reportar al control las medidas de las salidas individuales.
Cuando se conozcan los beneficios esperados podrán desarrollarse
nuevas estrategias de diseño QFT para sistemas MISO con salidas
individuales accesibles.

Aplicación de la nueva inecuación de diseño a nuevos problemas
de control. El problema de seguimiento y el rechazo de pertur-
baciones ha requerido resolver un nuevo tipo de inecuación con
el fin de calcular los bounds para el diseño del controlador de re-
alimentación. Este tipo de inecuación puede ser empleada para
resolver otras especificaciones de control que no han sido contem-
pladas hasta la fecha ante la imposibilidad de calcular sus bounds
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representativos. Por ejemplo, puede aplicarse de forma directa al
seguimiento de referencias QFT en estructuras model-matching con
controladores en cascada. Por lo tanto, queda pendiente la búsque-
da de problemas de control en los que dicha inecuación es adecua-
da, y la generación de nuevas estrategias de diseño para resolver
dichos problemas.
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A N E X O S





A
R E V I S I Ó N D E Q F T

A continuación, se presenta una revisión de la teoría de realimenta-
ción quantitativa (QFT). En ella se presenta una breve descripción de
los hitos más importantes que han dado lugar al desarrollo de la mis-
ma. Además, se presentan sus fundamentos y la metodología general
de diseño QFT para sistemas SISO.

Se considera fundamental la inclusión del presente anexo en el docu-
mento dado que las estrategias presentadas en el cuerpo del mismo se
fundamentan en los conceptos presentados a continuación. Su lectura
puede resultar de utilidad para aquellos que no dispongan de sólidos
conocimientos sobre la técnica.

a.1 introducción a qft

Partiendo de las ideas propuestas por Bode [11] en su libro Network
Analysys and Feedback Amplifier Desing, Horowitz [60, 61] desarrolla los
principios de la Teoría de Realimentación Cuatitativa, conocida en la
actualidad como QFT (Quantitative Feedback Theory). En estos primeros
trabajos se definieron conceptos importantes como el coste de la reali-
mentación, el diseño empleando la función de lazo abierto, el empleo
de estructuras de control con dos grados de libertad, etc. Todo ello ha
dado lugar a un conjunto de herramientas enfocadas a alcanzar diseños
robustos, permitiendo satisfacer las especificaciones de comportamiento
pese a la existencia de perturbaciones no medibles y de incertidumbre
paramétrica.

En la década de los setenta I.M. Horowitz y M. Sidi emplean por pri-
mera vez el nombre de QFT [69, 136, 67], en una serie de trabajos que
establecen los pilares del control robusto QFT para sistemas SISO. En
estos trabajos se introduce el diagrama de Nichols como herramienta de
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diseño, hecho que produjo una rápida expansión de los conceptos pro-
puestos. En trabajos posteriores, se establecieron las reglas de diseño
para sistemas lineales con parámetros variables en el tiempo [62] y siste-
mas no lineales [154]. Otro tipo de soluciones para sistemas variantes en
el tiempo y no lineales se propusieron en [63, 115, 154], así como el em-
pleo de controladores variantes para sistemas no lineales e invariantes
se emplearon en [155, 154].

La extensión de QFT a sistemas de fase no mínima (NMP) vino de
la mano de Sidi [133] y [68]. En estos trabajos se afrontan diseños para
sistemas de fase no mínima con incertidumbre paramétrica, mostrando
cómo debe existir un equilibrio entre performance y estabilidad, dado que
las limitaciones inherentes a este tipo de sistemas hacen que no siempre
exista solución al problema de control. En esta línea Sidi [134] determina
el ancho de banda máximo para sistemas de control muestredos. La
extensión formal de QFT a sistemas muestreados puede estudiarse en el
trabajo presentado por Yaniv y Chait [157].

Con la maduración de QFT nacieron las estrategias de diseño mul-
tivariables. Ya en sus inicios se exploraron diseños QFT para sistemas
MIMO, sin tener en cuenta el acoplamiento entre los lazos de control.
La primera estrategia de diseño realmente multivariable fue propuesta
por Horowitz [64]. En ella se aborda el control de sistemas MIMO n × n
descomponiendo el problema de control en n problemas SISO equivalen-
tes en los que una entrada de perturbación sustituye al acoplamiento.

Los conceptos propuestos por I.M. Horowitz en su teoría QFT, pese a
ser validos en la práctica, no estuvieron exentos de críticas. Doyle [27],
más afín a la teoría de control moderna, criticó duramente los fundamentos
de QFT. En un trabajo posterior Yaniv y Horowitz [158] rebatieron los
argumentos esgrimidos por Doyle, demostrando las bondades de QFT.

Desde entonces, la metodología de diseño QFT ha alcanzado una gran
popularidad dentro de la Ingeniería de Control, prueba de ello son las
numerosas publicaciones científicas y la gran cantidad de aplicaciones
resueltas empleando sus conceptos.

a.2 metodología de diseño qft siso

A continuación, se describe la metodología de diseño QFT para siste-
mas lineales de simple-entrada-simple-salida, invariantes en el tiempo
y de fase mínima. Se utiliza un caso particular que permite ilustrar de
forma sencilla la metodología. Se considera la estructura de control de
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la Figura A.3 (véase la Subsección A.2.2) por ser la más empleada. Debe
tenerse en cuenta que el objetivo de la presente sección es realizar una
breve descripción de los pasos a seguir en el diseño. Una descripción
más detallada puede obtenerse en [65, 153, 70].

El proceso de diseño QFT consta de los siguientes pasos:

1. Definición del modelo de la planta con incertidumbre.

2. Definición de especificaciones de comportamiento en lazo cerrado
en el dominio de la frecuencia.

3. Cálculo de contornos de diseño QFT

4. Diseño de controladores mediante Loop-shaping.

5. Diseño de pre-filtro; únicamente si se establecen especificaciones
de seguimiento de referencias.

6. Validación del diseño.

a.2.1 Modelo de planta con incertidumbre

Uno de los aspectos fundamentales de QFT es la robustez. Es decir,
los controladores diseñados satisfacen las especificaciones para todos
los posibles modelos de planta, que representan la incertidumbre acerca
de la planta real. El origen de esta incertidumbre responde a:

Los parámetros de los modelos lineales no se conocen de forma
exacta o pueden cambiar a lo largo del tiempo debido a factores
como el desgaste, la temperatura, etc.

Se emplean modelos linearizados cuyos parámetros dependen del
punto de operación del sistema no lineal.

Las dinámicas de alta frecuencia no pueden modelarse de forma
precisa o son simplificadas para trabajar con modelos de planta
sencillos y válidos en las frecuencias de trabajo.

La incertidumbre de un sistema puede definirse empleando incerti-
dumbre paramétrica, también conocida como estructurada, o emplean-
do incertidumbre no paramétrica, también conocida como no estructu-
rada. En la primera, se determina el modelo de la planta y se definen los
intervalos de variación de los parámetros que la forman. De este modo
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se establece un conjunto de plantas, todas ellas con el mismo numero
de polos-ceros, entre las que se encuentra el sistema real. Compruébese
cómo este tipo de incertidumbre modela a la perfección la primera fuen-
te de incertidumbre antes descrita, pero no es adecuado para la tercera.
Por el contrario, la incertidumbre no estructurada emplea un modelo
nominal y una función que acota la incertidumbre en cada frecuencia.
Nótese como esta segunda opción es más útil para definir la tercera
fuente de incertidumbre. Por lo tanto, las dos opciones propuestas pre-
sentan ventajas e inconvenientes y el empleo de una u otra dependerá
de la metodología de diseño empleada o de la naturaleza del proceso a
controlar.

En sus orígenes QFT nació como una metodología de diseño para
sistemas con incertidumbre paramétrica [69], no obstante, trabajos pos-
teriores [53, 77, 114, 17] extendieron QFT permitiendo el empleo de mo-
delos con incertidumbre no estructurada o mixta. Para facilitar la com-
prensión del método de diseño, en este trabajo se empleará únicamente
incertidumbre paramétrica. Los conceptos descritos son fácilmente tras-
ladables a modelos con incertidumbre no paramétrica.

Por lo tanto, el diseño de control QFT deberá gobernar un conjun-
to de modelos de planta ℘, en los que se emplean m parámetros q =

[q1, q2, . . . , qm], cada uno de los cuales varía entre un límite superior q+i e
inferior q−i . Es decir, el vector de incertidumbre q pertenece a un hiper-
rectángulo en Rm llamado espacio de la incertidumbre Q, determinado
por

q ∈ Q � {q ∈ Rm|q−i ≤ qi ≤ q+i , i = 1, . . . , m}. (A.1)

A partir de ahora, el conjunto de plantas dentro de la incertidumbre se
expresará según

℘ = {p(s, q), q ∈ Q}. (A.2)

La Figura A.1 (izquierda) muestra un ejemplo de espacio de incerti-
dumbre en R2, empleado para determinar el conjunto de plantas ℘. Esta
forma de definir la incertidumbre, muy útil para el ser humano, con-
templa un conjunto infinito de plantas dentro del espacio Q. El empleo
de sistemas informáticos en el diseño QFT es incompatible con el em-
pleo de un conjunto infinito de plantas, lo que produce la necesidad de
discretizar Q en un conjunto de plantas manejable y que represente de
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forma fiel la incertidumbre del sistema. Para ello se emplean discretiza-
ciones de los intervalos de variación de los parámetros qi ∈ (q−i , q+i ), de
forma que se toman una serie de valores representativos qi = {qi,k}, pa-
ra k = 1, . . . , n (véase la Figura A.1 (derecha). El aumento del número de
parámetros y de la densidad de la discretización de éstos, produce que
el conjunto de plantas crezca rápidamente, aumentando el coste compu-
tacional. Por lo tanto, la selección del número de puntos para cada uno
de los parámetros qi debe realizarse de forma adecuada. Algunos traba-
jos al respecto se encuentran en [54, 112, 101, 26].

q1

q2

q+1

q−1

q−2 q+2

℘

q1

q2

q+1

q−1

q−2 q+2

Figura A.1: Incertidumbre paramética en el espacio de parametros Q.

Como se ha descrito en secciones anteriores, QFT trabaja en el domi-
nio de la frecuencia. En concreto, garantizando el cumplimiento de las
especificaciones de diseño (véase la Subsección A.2.2) en un conjunto
discreto de frecuencias Ω. Nótese cómo es la segunda discretización del
problema de control, que por tanto solo es resuelto para un conjunto dis-
creto de plantas en un conjunto discreto de frecuencias. Si la selección
del conjunto Ω es adecuada, el sistema cumplirá con las especificacio-
nes de diseño en todo el espectro frecuencial. No obstante, es necesario
llevar a cabo una última etapa de validación de los diseños (véase Sub-
sección A.2.6) en un conjunto ampliado de frecuencias que garanticen el
cumplimiento de las especificaciones. La selección del conjunto de fre-
cuencias discretas no es una tarea trivial, marcando en gran medida las
posibilidades de éxito y la cantidad de re-diseños necesarios para hacer
cumplir las especificaciones en todo el espectro frecuencial. Un conjun-
to adecuado, contendrá las frecuencias en las que se aprecia una mayor
incertidumbre. Además, deberán contenerse las frecuencias que mejor
representen la dinámica de las especificaciones.
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Se conoce como plantilla QFT o template del conjunto de plantas ℘ en
la frecuencia discreta ω, a la representación en el plano magnitud-fase
de la respuesta a la frecuencia ω de las diferentes plantas que conforman
℘. Es decir,

T (℘, ω) � {|p(jω, q)|∠p(jω, q), q ∈ Q} . (A.3)

Las plantillas permiten conocer de forma sencilla la incertidumbre del
sistema en las frecuencias de diseño, permitiendo una adecuada selec-
ción de las mismas. Compruébese cómo en alta y baja frecuencia las
plantillas toman forma de segmento vertical, ya que la fase del sistema
corresponde con (u − v)90o en baja frecuencia1 y con (m − n)90o en alta
frecuencia2. Se deberá seleccionar un mayor número de frecuencias en el
intervalo comprendido entre templates con forma de segmento vertical,
puesto que en dicho rango de frecuencias es donde se produce un mayor
impacto de la incertidumbre.

Véase como ejemplo el sistema

p(s, q) =
q1

(s + q2)(s + 2)
; q1 ∈ (2, 6), q2 ∈ (1, 4), (A.4)

en el que el espacio de la incertidumbre se discretiza mediante el empleo
de los vectores

q1 = {2, 5}, q2 = {1, 2, 3, 4} (A.5)

y se emplea el conjunto de frecuencias discretas

Ω = {0.1, 0.5, 1, 2, 5, 10, 20, 50}. (A.6)

Las plantillas obtenidas se muestran en la Figura A.2. Nótese cómo los
puntos corresponden con los valores obtenidos para el espacio de incer-
tidumbre discretizado, mientas que la región sombreada corresponde
con el espacio Q continuo. Del mismo modo, corrobórese cómo en los
extremos se aprecia la transformación de las plantillas en segmentos ver-
ticales.

1 u corresponde con el número de derivadores y v con el número de integradores.
2 m corresponde con el número de ceros y n con el número de polos.
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Figura A.2: Plantillas (templates) QFT.

a.2.2 Especificaciones

Las especificaciones QFT se corresponden con restricciones impuestas
en la magnitud de las respuestas frecuenciales del sistema en lazo cerra-
do. El objetivo final es el diseño de un controlador c(s) en la estructura
de control de la Figura A.3 que permita satisfacer dichas restricciones.

f c ℘

pd

r u

d

y

n

−

Figura A.3: Estructura de control SISO.

Del estudio de la Figura A.3 se determina que la respuesta de la va-
riable controlada esta determinada por

y(s) =
f (s)l(s)
1 + l(s)

r(s) +
pd(s)

1 + l(s)
d(s)− l(s)

1 + l(s)
n(s), (A.7)
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y la acción de control por

u(s) =
f (s)c(s)
1 + l(s)

r(s) +
pd(s)c(s)
1 + l(s)

d(s)− l(s)
1 + l(s)

n(s). (A.8)

donde l(s) = c(s)℘(s), y corresponde con un conjunto de respuestas.
Tradicionalmente, se acota la respuesta de la variable controlada y(s)

y de la acción de control u(s) para las diferentes señales de excitación
del sistema. A continuación, se muestran especificaciones para garan-
tizar la estabilidad robusta, el rechazo robusto de perturbaciones, y el
seguimiento robusto de referencias.

Estabilidad robusta

La estabilidad de un sistema puede determinarse a partir de la función
sensibilidad S y de la sensibilidad complementaria T, dado el equivalen-
te S + T = 1. En QFT suele definirse la estabilidad robusta mediante el
empleo de una cota superior en la magnitud de la función sensibilidad
complementaria. La condición se expresará según

|T(jω)| =
∣∣∣∣ l(jω)

1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ Ws; ∀q ∈ Q, (A.9)

donde Ws se corresponde con la magnitud de la cota superior y es cons-
tante para todas las frecuencias de diseño. Esta limitación restringe la
respuesta frecuencial en lazo abierto l(jω), impidiendo que se acerque
al punto crítico de estabilidad (-180o, 0dB). En la carta de Nichols esta
restricción se traduce en un M-circle3 que no deberá ser penetrado por
l(jω).

La cota Ws presenta relación directa con el margen de ganancia en dB

MG ≥ 20 log10

(
1 +

1
Ws

)
, (A.10)

y con el margen de fase en grados

MF ≥ 180 − φ; φ = 2 cos−1
(

1
2Ws

)
∈ [0, 180]. (A.11)

3 Se conoce como M-circle al lugar geométrico del plano Magnitud-Fase que da lugar a
una magnitud constante de la función sensibilidad complementaria T.
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Las selección de dicha cota puede realizarse fijando el margen de ganan-
cia mínimo deseado

Ws =

∣∣∣∣ 1
10MG/20 − 1

∣∣∣∣ ; ∀MG > 0 (A.12)

o el margen de fase mínimo deseado

Ws =

∣∣∣∣ 0.5
cos(π(180 − MF)/360)

∣∣∣∣ ; ∀MF ∈ [0, 180]. (A.13)

Como norma general [10] se recomienda garantizar un margen de
ganancia mínimo de MG ≥ 5db y un margen de fase mínimo de MF ≥
45o; que corresponden con una cota Ws ≥ 1.3.

Rechazo de perturbaciones.

La respuesta frecuencial del sistema ante una perturbación queda aco-
tada empleando la especificación∣∣∣∣ pd(jω)

1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω); ∀q ∈ Q. (A.14)

En caso de existir n fuentes de perturbación di=1...,n, deberán fijarse n
restricciones, una por cada entrada de perturbación. En cada frecuencia
discreta de diseño se deberá atender a la especificación más restrictiva.

La cota superior puede ajustarse en el dominio de la frecuencia, o
mediante el empleo de modelos paramétricos con respuesta temporal
conocida y parametrizable ante escalones unitarios. Cuando las pertur-
baciones afectan al sistema sin dinámica (pd = 1), suelen emplearse
modelos de primer orden con derivador

Wd(ω) =

∣∣∣∣ k jω
jω + p

∣∣∣∣ , (A.15)

o modelos de segundo orden con derivador

Wd(ω) =

∣∣∣∣ k jω(jω + δωn)

(jω)2 + 2δωnjω + ω2
n

∣∣∣∣ . (A.16)

Estos últimos presentan oscilaciones con respecto al equilibrio, lo que
complica su interpretación en el dominio del tiempo. Este hecho los
relega a un segundo plano en la mayor parte de las aplicaciones.
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Figura A.4: Cotas Wd empleadas en el rechazo de perturbaciones.

La magnitud de los modelos (A.15) y (A.16) en alta frecuencia (ω →
∞) corresponden con Wd = k, valor que coincide con la respuesta del
modelo para t = 0. El tiempo necesario para rechazar la perturbación
esta determinado por ts,2 % ≈ 4/p para la cota (A.15) y por ts,2 % ≈
4/δωn para la cota (A.16). Téngase en cuenta que la especificación acota
la función sensibilidad S, por lo tanto, será necesario emplear valores de
ganancia k > 1. En caso contrario la especificación demandará acción de
control en alta frecuencia incrementando el coste de la realimentación
de forma innecesaria.

Cuando las perturbaciones distorsionan la salida del sistema y a tra-
vés de una dinámica pd(s), suelen emplearse modelos cuya respuesta
temporal presenta y(0) = 0. Los modelos más empleados corresponden
con sistemas de segundo orden sobre-amortiguados

Wd(ω) =

∣∣∣∣ k jω
(jω + p1)(jω + p2)

∣∣∣∣ , (A.17)

o sub-amortiguados

Wd(ω) =

∣∣∣∣ k jω
(jω)2 + 2δωnjω + ω2

n

∣∣∣∣ . (A.18)

Como en el caso anterior, la diferencia principal radica en las oscila-
ciones en torno al eje de abscisas producidas por las respuestas sub-
amortiguadas.

Seguimiento de referencias.

La especificación de seguimiento de referencias acota el comporta-
miento dinámico del sistema ante cambios en la señal de referencia.
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En la mayor parte de los casos este comportamiento es modelado em-
pleando señales normalizadas, en concreto, la respuesta ante un escalón
unitario. La diferencia principal con respecto a la especificación de re-
chazo de perturbaciones radica en que en este caso se establecen dos
modelos de comportamiento entre los que deben situarse las respuestas
del sistema con incertidumbre. La especificación queda definida como

Wl(ω) ≤
∣∣∣∣ f (jω)l(jω)

1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wu(ω); ∀q ∈ Q, (A.19)

donde Wl(ω) corresponde con el modelo de comportamiento inferior
y Wu(ω) con el modelo de comportamiento superior. Dichos modelos
suelen ajustarse empleando modelos de segundo orden

W(ω) =

∣∣∣∣ ω2
n

((jω)2 + 2δωn(jω) + w2
n)

∣∣∣∣ , (A.20)

donde los parámetros δ y ωn son seleccionados para satisfacer los requi-
sitos de diseño en forma de tiempo de establecimiento ts, rebasamiento
máximo porcentual RM(%), etc.

En la mayor parte de las ocasiones el modelo superior Wu(ω) es sin-
tonizado empleando una respuesta sub-amortiguada (δ < 1). Es reco-
mendable emplear modelos que no presenten pico de resonancia, por
lo que el empleo de δ = 0.7 es común en muchos diseños. Fijado dicho
valor se emplea ωn para fijar el tiempo de establecimiento del sistema
o el ancho de banda deseado. El modelo inferior Wl(ω) suele sintoni-
zarse empleando respuestas sobre-amortiguadas δ > 1, de forma que
se genere una región entre los modelos entre la que se deben situar las
respuestas del sistema.

Pese a que las especificaciones (Wu(ω), Wl(ω)) son seleccionadas en
el domino del tiempo, QFT trabaja en el dominio de la frecuencia. La
especificación (A.19) implica que la magnitud del conjunto de respues-
tas Tr se encuentre acotada entre las magnitudes de los modelos Wu(ω)

y Wl(ω). Nótese como en este caso existen dos grados de libertad en el
diseño c(s) y f (s), por lo que existen infinitas combinaciones de c(s) y
f (s) que cumplen la especificación. Siguiendo las premisas de QFT, el
objetivo sera cumplir la especificación reduciendo al máximo posible la
realimentación. Es decir, deberá trasladarse al controlador de prealimen-
tación el máximo el esfuerzo de control posible.
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La inecuación (A.19) puede expresarse en dos inecuaciones

Wu(ω) ≥ máx
℘

{| f (jω)T(jω)|} (A.21a)

Wl(ω) ≤ mı́n
℘

{| f (jω)T(jω)|} , (A.21b)

que pueden expresarse en función del módulo del prefiltro4

| f (jω)| ≤ Wu(ω)

máx
℘

{|T(jω)|} (A.22a)

| f (jω)| ≥ Wl(ω)

mı́n
℘

{|T(jω)|} . (A.22b)

Las inecuaciones (A.22a) y (A.22b) pueden concentrase en una única
inecuación

máx
℘

{|T(jω)|}
mı́n
℘

{|T(jω)|} ≤ Wu(ω)

Wl(ω)
= δt(ω) (A.23)

que depende únicamente del controlador de realimentación. Por lo tanto,
en primera instancia se seleccionará un controlador de realimentación
c(s) que satisfaga (A.23), y en una etapa posterior se diseña | f (jω)| para
cumplir (A.22a) y (A.22b).

La inecuación (A.23) implica que el conjunto de respuestas T(jω) pre-
sente una distorsión máxima δt(ω). Es decir, el sistema demandará ma-
yor magnitud cuanto mayor sea la incertidumbre del sistema. Del mismo
modo, las especificaciones deben ser coherentes con el propósito del con-
trolador. En esta línea puede observarse como el empleo de cotas Wu(ω)

y Wl(ω) según (A.19) produce diseños que demandan alta ganancia en
alta frecuencia (ver Figura A.5). Esto es debido a que en alta frecuencia
se obliga al sistema a realizar un esfuerzo de control para estrechar la in-
certidumbre, todo ello sin obtener beneficios en el performance. Para ello
se recomienda modificar las cotas añadiendo un cero en el modelo supe-
rior y un polo en el modelo inferior que permitan un rápido incremento

4 Recuérdese que f (jω) representa una única respuesta frecuencial, a diferencia de T que
representa un conjunto de respuestas
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de δt(ω) en alta frecuencia, hecho que permite a su vez una rápida dis-
minución de la ganancia del controlador en dichas frecuencias.

Por consiguiente, la cota superior Wu(ω) suele sintonizarse emplean-
do el modelo

Wu(ω) =

∣∣∣∣ ω2
n(jω/ωz + 1)

((jω)2 + 2δωn(jω) + w2
n)

∣∣∣∣ , (A.24)

y la cota inferior Wl(ω) según el modelo

Wl(ω) =

∣∣∣∣ ω2
n

((jω)2 + 2δωn(jω) + w2
n)(jω/ωp + 1)

∣∣∣∣ . (A.25)

En muchas ocasiones se emplea ωp = ωz como una fracción de la pul-
sación ωn empleada para determinar el comportamiento temporal del
sistema en lazo cerrado. En la Figura A.5 puede comprobarse como esta
modificación apenas distorsiona el comportamiento temporal, donde se
aprecia una mayor separación entre las cotas en los instantes iniciales.
En el dominio frecuencial se comprueba como la separación entre cotas
en alta frecuencia se amplia de forma indefinida con la frecuencia.

t

y(t)

1

t

y(t)

1

ω

Tr (dB)

ω

Tr (dB)

Figura A.5: Cotas Wu y Wl empleadas en el seguimiento de referencias. A la
izquierda se presentan los modelos de partida y a la derecha la
especificación con modificación en alta frecuencia.
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a.2.3 Contornos de diseño QFT

Los contornos de diseño QFT determinan las condiciones que debe
cumplir la función de transferencia de lazo abierto nominal lo(jω) para
satisfacer una especificación en una frecuencia discreta. Es decir, tras-
ladan las restricciones de funcionamiento en lazo cerrado, expresándo-
las en función de la función de transferencia de lazo abierto nominal
lo(jω) = c(jω)po(jω) empleada para el diseño del controlador c(s). Es-
tos contornos, también conocidos como bounds son trazados empleando
los diagramas de Black-Nichols y determinan las regiones de dicho plano
que permiten satisfacer la condición de diseño. Como convenio se em-
plean líneas continuas para delimitar el límite inferior de la región válida
y líneas discontinuas para delimitar el límite superior de la región válida.
Debe tenerse en cuenta que existirá un contorno para cada especificación
y cada frecuencia. El contorno que garantiza el cumplimiento de todas
las especificaciones de diseño, en una frecuencia discreta, será el forma-
do por la intersección de los contornos de las diferentes especificaciones.
En una etapa posterior se lleva a cabo el loop-shaping del controlador,
encargado de situar lo(jω) en las regiones del plano Magnitud-Fase de-
limitadas por el contorno intersección.

El cálculo de contornos es uno de los aspectos fundamentales de QFT.
Los métodos empleados para su obtención han evolucionado a lo largo
de los años, pasando de los procedimientos manuales a los sofisticados
algoritmos informáticos empleados en la actualidad. Los procedimien-
tos manuales [25] consistían en recortar Templates T (℘, ω) en cartulina,
que posteriormente eran situados en el diagrama de Black-Nichols para
determinar las posiciones que permiten satisfacer la condición de diseño.
De este modo se determinaban las regiones de diseño válidas dentro de
dicho plano. Pese a encontrarse en desuso, el procedimiento manual em-
pleado para calcular los contornos facilita la comprensión del concepto
de bound, por lo que se considera fundamental su inclusión en el pre-
sente documento. A continuación se muestra el procedimiento llevado
en los primeros diseños QFT para calcular los contornos de tres tipos de
especificación.

Estabilidad robusta

Para garantizar la estabilidad robusta en una frecuencia discreta ω,
debemos garantizar que el conjunto de respuestas T (L, ω) se encuentre
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fuera del M-Circle definido por Ws. Es decir, debemos garantizar que
ninguna de las plantas se encuentre en el interior de dicha región. Tén-
gase en cuenta que el conjunto de respuestas T (L, ω) corresponde con
la plantilla T (℘, ω) desplazada en el eje horizontal ∠c grados y en el eje
vertical 20 log |c| dB; dado que

L(jω, q) = c(jω)℘(jω, q), (A.26)

el módulo del conjunto está determinado por

|L(jω, q)|dB = 20 log |c(jω)℘(jω, q)|
= 20 log |c(jω)|+ 20 log |℘(jω, q)|, (A.27)

y el argumento por

∠L(jω, q) = ∠c(jω)℘(jω, q) = ∠c(jω) +∠℘(jω, q) (A.28)

El contorno se construye tomando la plantilla T (℘, ω) y desplazándo-
la en el eje horizontal y vertical hasta alcanzar los puntos límite a partir
de los cuales se viola la condición de estabilidad robusta. Se anotan las
posiciones de la función de lazo abierto nominal lo(jω) que son las que
determinan los puntos del contorno βs(ω). Como se ilustra en la Figu-
ra A.6, líneas continuas en βs(ω) indican que lo(jω) debe situarse por
encima de las mismas, y líneas discontinuas indican que lo(jω) debe
situarse por debajo de las mismas.

Un aspecto importante de los contornos QFT es su dependencia de
la planta nominal empleada para el diseño del controlador. Véase en la
Figura A.6 como el contorno de diseño depende de la esquina inferior
izquierda de la plantilla T (℘, ω), que corresponde con la planta nominal
po(jω). En caso de emplear otra planta de diseño, se obtiene un contorno
diferente, no obstante el controlador demandado en ambos casos es el
mismo, ya que el loop-shaping del controlador se lleva a cabo para lo(jω).

Seguimiento robusto de referencias

Como en el caso anterior el contorno se construye desplazando la
plantilla o template T (℘, ω) en el plano de Black-Nichols. En este caso no
existe una región a evitar, como ocurría para la estabilidad robusta, sino
que el contorno debe expresar las posiciones del plano que presentan
distorsiones en magnitud debidas a la incertidumbre inferiores a δt(ω).
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Figura A.6: Cálculo manual del contorno de estabilidad. La planta empleada
corresponde con el ejemplo de la Subsección A.2.1; ω = 5 y Ws =
1.3.

En la Subsección A.2.2 se determina como para lograr el cumplimien-
to de la inecuación (A.19) es condición necesaria pero no suficiente el
cumplimiento de

máx
℘

{|T(jω)|}
mı́n
℘

{|T(jω)|} ≤ Wu(ω)

Wl(ω)
= δt(ω). (A.29)

Puesto que el diagrama de Black-Nichols representa las magnitudes y
fases de T(jω) dependiendo de la función de transferencia de lazo abier-
to, podemos determinar cual es la máxima distorsión de la sensibilidad
complementaria δ(ω), determinada por

máx
℘

{|T(jω)|}
mı́n
℘

{|T(jω)|} = δ(ω), (A.30)

para cada posición de T (℘, ω) en dicho plano. Para ello, bastará con
observar las líneas de magnitud constante que pasan por los extremos
de la plantilla T (℘, ω) pero sin atravesarla. La diferencia en dB entre
dichas magnitudes corresponde con δ(ω) expresado en dB.
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Por lo tanto, el contorno βt(ω) puede calcularse siguiendo un senci-
llo procedimiento. En primer lugar se fija la fase del controlador dentro
del intervalo (0o,−360o], hecho que determina la posición de la plantilla
T (℘, ω) en el eje horizontal. Partiendo de la parte inferior del diagra-
ma de Black-Nichols, se realiza un movimiento vertical ascendente hasta
que el template T (℘, ω) pueda situarse entre dos líneas de magnitud
constante con distancia relativa igual a 20 log δ(ω) dB. Dicha posición
corresponde con un punto de diseño válido, por lo que se anota la posi-
ción de la planta nominal, que corresponde con un punto del contorno
de diseño βt(ω) (véase la Figura A.7 donde T (℘, 1) se encuentra com-
prendido entre los M-Circle de 1dB y −1dB). Téngase en cuenta que
cualquier incremento de magnitud permite satisfacer la condición de
diseño, puesto que representa una reducción de la incertidumbre δ(ω).
Este procedimiento debe realizarse para diferentes fases de controlador
comprendidas entre (0o,−360o], de forma que se obtiene el contorno de
diseño βt(ω).
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Figura A.7: Calculo manual del contorno de seguimiento de referencias. La
planta empleada corresponde con el ejemplo de la Subsección A.2.1;
ω = 1 y δt = 2dB.
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Rechazo robusto de perturbaciones

Compruébese cómo en el caso de las especificaciones de estabilidad
robusta y seguimiento robusto de referencias, el procedimiento de cálcu-
lo de contornos de diseño QFT empleaba la información reportada por
la carta de Nichols, que permite conocer el comportamiento del sistema
en lazo cerrado a partir de la función de transferencia de lazo abierto.
Esto es posible puesto que las inecuaciones empleadas en las especifica-
ciones (A.9) y (A.19) acotan la magnitud de T(jω). En el caso del rechazo
robusto de perturbaciones, la inecuación (A.14) acota de forma indirecta
la función sensibilidad S(jω), puesto que dicha inecuación puede expre-
sarse según

∣∣∣∣ 1
1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wd(ω)

|pd(jω)| = Wdo ; ∀q ∈ Q. (A.31)

Puesto que la carta de Nichols no ofrece información sobre la función
sensibilidad S(jω) a partir de la función de transferencia de lazo abier-
to, se aplica el cambio de variable i(jω) � 1/l(jω), que da lugar a la
inecuación

∣∣∣∣ i(jω)

1 + i(jω)

∣∣∣∣ ≤ Wdo ; ∀q ∈ Q, (A.32)

que corresponde con una función sensibilidad complementaria defini-
da por i(jω). Es decir, la especificación queda satisfecha siempre que
el template T (I , ω) se encuentre completamente por debajo de la línea
de magnitud constante que corresponde con 20 log Wdo dB. Para poder
obtener el contorno βd(ω) necesitamos la nueva plantilla T (I , ω), pero
ésta corresponde con la simétrica a T (℘, ω) con respecto al punto critico
de estabilidad (−180o, 0dB); dada la relación de las fases

∠i(jω) = ∠1/l(jω) = −∠l(jω), (A.33)

y de módulos

|i(jω)|dB = |1/l(jω)|dB = −|l(jω)|dB. (A.34)

El procedimiento de calculo del bound βd(ω) se lleva a cavo en dos fa-
ses. En la primera se calcula el contorno βd,inv, que corresponde con las
restricciones impuestas para io(jω). Este contorno se calcula siguiendo
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un procedimiento similar al empleado en el caso del tracking. Se fija una
fase del controlador y se desplaza el template T (I , ω) 5 en forma vertical
descendente, hasta que queda completamente por debajo de la línea de
magnitud constante definida por 20 log Wdo dB. Fijada la posición que sa-
tisface la condición de diseño, se anota la posición de la planta nominal,
punto que pertenece a βd,inv. Este procedimiento se repite para varias
fases del controlador, dando lugar a la colección de puntos que determi-
nan βd,inv. En la segunda fase, el contorno βd,inv es transformado en βd.
Para ello se deshace la simetría con respecto al punto crítico de estabili-
dad (−180o, 0dB), trasladando cada uno de los puntos calculados en el
paso anterior. De este modo las restricciones impuesta para io(jω) pasan
a ser restricciones para lo(jω).
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Figura A.8: Calculo manual del contorno de rechazo de perturbaciones. La
planta empleada corresponde con el ejemplo de la Subsección A.2.1;
ω = 5 y Wdo = −6dB

Como ha quedado demostrado, el empleo de procedimientos manua-
les para el cálculo de contornos de diseño requiere de un gran esfuerzo.
Además, el procedimiento debe repetirse tantas veces como frecuencias
discretas pertenecientes a Ω y tantas veces como especificaciones de con-
trol empleadas.

El empleo de algoritmos informáticos para la generación de contor-
nos, permite reducir en gran medida el esfuerzo de diseño, reduciendo

5 Corresponde con el template T (℘, ω) girado 180o
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de forma drástica el tiempo necesario para dar solución al problema de
control. En sus inicios, estos algoritmos empleaban técnicas geométri-
cas y herramientas de diseño asistido por computador CAD (Computer
Aided Design) [91, 76]. Estos algoritmos, poco eficientes, dejaron paso a
otras estrategias de cálculo basadas en inecuaciones cuadráticas [146] y
otros métodos como los presentados en [71, 152, 110, 7, 31], cuya princi-
pal deficiencia radicaba en la lentitud de los algoritmos. Por último, se
desarrollaron los algoritmos propuestos en [159, 156, 157, 16, 17], que
emplean inecuaciones cuadráticas para obtener los contornos de forma
eficiente. Estos algoritmos son la base de la Terasoft QFT Toolbox para
Matlab [12], herramienta software muy popular en la actualidad y em-
pleada en el presente trabajo.

Estas técnicas de cálculo de contornos se fundamentan en la traslación
de las especificaciones de diseño (ver Subsección A.2.2) en inecuaciones
cuadráticas que restringen la magnitud del controlador. Todo el proceso
de cálculo gira alrededor de la siguiente idea: fijada la frecuencia de
diseño ω, la fase del controlador φ y una planta p(jω) perteneciente al
espacio de incertidumbre Q, puede obtenerse una inecuación cuadrática
del tipo

a2c2 + a1c + a0 ≥ 0, (A.35)

que determina el intervalo de magnitudes del controlador que satisface
la especificación6.

Partiendo de la idea anterior, el cálculo del contorno de diseño β(ω)

que satisface una cierta especificación en ω se realiza del siguiente mo-
do. En primer lugar se discretizan las fases del controlador, tomando
un vector de puntos Φ comprendido entre (0o,−360o]. Fijada una fase
φ ∈ Φ, se resuelve la inecuación para una planta p(jω) comprendida en
el espacio de incertidumbre discreto Q. De este modo se determina el
intervalo válido de magnitudes del controlador si el sistema tuviese una
única planta p(jω). Este procedimiento se repite para todas las plantas
pertenecientes al espacio discreto Q, obteniendo los intervalos válidos
de cada planta, de donde se obtiene el intervalo solución mediante la
intersección de los diferentes intervalos obtenidos. A continuación, se
repite todo el procedimiento para las diferentes fases contenidas en Φ,
dando lugar a los módulos del controlador que garantizan el cumpli-
mento de la especificación. En este punto se disponen las restricciones

6 Téngase en cuenta que fijados ω, φ y p(jω); c es el único parámetro variable de la
inecuación.
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en función de c(jω) por lo que el contorno de diseño β(jω) es traza-
do multiplicando los puntos calculados por po(jω), dando lugar a las
restricciones de lo(jω) en el plano de Black-Nichols.

A continuación, se muestra el procedimiento de cálculo de inecuacio-
nes para cuatro tipos de especificaciones de diseño. La especificación
genérica, no introducida hasta ahora, es empleada en QFT MISO, por lo
que se considera oportuno su desarrollo en la presente sección.

Estabilidad robusta

La inecuación (A.9) empleada en la especificación de estabilidad ro-
busta depende del módulo de la función sensibilidad complementaria
T(jω). Si se definen p(jω) y c(jω) en su formato polar según p(jω) =

p∠θ y c(jω) = c∠φ, el módulo del numerador corresponde con pc y el
módulo del denominador con

|1 + pc| =
√

p2c2 + 2pc cos(θ + φ) + 1, (A.36)

por lo que la inecuación puede expresarse como

pc√
p2c2 + 2pc cos(θ + φ) + 1

≤ Ws. (A.37)

La raíz cuadrada del denominador es eliminada elevando los dos tér-
minos de la inecuación al cuadrado

p2c2

p2c2 + 2pc cos(θ + φ) + 1
≤ W2

s , (A.38)

inequación que puede ser expresada según

p2c2
(

1 − 1
W2

s

)
+ 2pc cos(θ + φ) + 1 ≥ 0, (A.39)

que corresponde con una inecuación cuadrática con formato

a2c2 + a1c + a0 ≥ 0. (A.40)

Rechazo de perturbaciones

La inecuación (A.14) empleada en la especificación de rechazo de per-
turbaciones robustas, es resuelta siguiendo un procedimiento similar al



374 revisión de qft

estudiado en el caso de la estabilidad robusta, ya que únicamente difie-
ren en el numerador. En este caso, la inecuación puede ser expresada
según

pd√
p2c2 + 2pc cos(θ + φ) + 1

≤ Wd, (A.41)

inecuación que tras ser elevada al cuadrado y reorganizada en función
de c puede expresarse según

p2c2 + 2pc cos(θ + φ) +

(
1 − p2

d
W2

d

)
≥ 0. (A.42)

Especificación genérica

A continuación, se muestra la inecuación empleada para el cálculo de
contornos de diseño para especificaciones genéricas del tipo

|AC + B|
|DC + E| ≤ Wg; ∀q ∈ Q, (A.43)

donde los parámetros A, B, D y E corresponden con combinaciones de
plantas dentro del espacio de incertidumbre determinado por Q, y C
es el controlador. Este tipo de especificación es de gran utilidad, puesto
que permite imponer restricciones en lazo cerrado par un gran numero
de relaciones entrada-salida. Otro de sus aspectos fundamentales es que
puede ser empleada en arquitecturas de control diferentes a la mostrada
en la Figura A.3.

En este caso, el módulo del denominador está determinado por

|AC + B| =
√

a2c2 + 2abc cos(θa + φ − θc) + b2, (A.44)

y el del denominador por

|DC + E| =
√

d2c2 + 2dec cos(θd + φ − θe) + e2. (A.45)

Substituyendo los valores de los módulos en la inecuación se obtiene√
a2c2 + 2abc cos(θa + φ − θc) + b2√
d2c2 + 2dec cos(θd + φ − θe) + e2

≤ Wg, (A.46)
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y elevando los dos términos de la inecuación al cuadrado se obtiene

a2c2 + 2abc cos(θa + φ − θc) + b2

d2c2 + 2dec cos(θd + φ − θe) + e2 ≤ W2; (A.47)

ecuación que puede ser expresada según

c2

(
d2 − a2

W2
g

)
+ c
(

2de cos(θd + φ − θe)

−2ab
W2

g
cos(θa + φ − θc)

)
+

(
e2 − b2

W2
g

)
≥ 0 (A.48)

Compruébese, a modo de validación, cómo la inecuación anterior
coincide con la obtenida para el rechazo de perturbaciones si: A = 0,
B = pd(s), D = p(s), E = 1; y con la obtenida para la estabilidad robus-
ta si: A = p(s), B = 0, D = p(s), E = 1.

Seguimiento de referencias

Los contornos de seguimiento de referencias presentan una estrategia
de diseño diferente a la empleada en los casos anteriores. Esto se debe a
que conceptualmente representan un problema completamente diferen-
te. Compruébese cómo los contornos de estabilidad y rechazo de per-
turbaciones corresponden con la limitación en módulo de una función
frecuencial, mientras que los contornos de seguimiento de referencias
garantizan que una función de lazo cerrado pueda situarse entre dos
cotas, hecho que implica satisfacer

máx
℘

{|T(jω)|}
mı́n
℘

{|T(jω)|} ≤ δt(ω). (A.49)

En lugar de obtener el máximo y mínimo de la función sensibilidad
complementaria T, el cálculo se realiza garantizando que cualquier pa-
reja de plantas pu y pv pertenecientes al espacio de la incertidumbre Q
discretizado, cumple con la condición anterior. Es decir, las condición
(??) es garantizada si cualquier pareja de plantas dentro del espacio de
incertidumbre Q cumple

|Tu(jω)|
|Tv(jω)| ≤ δt(ω). (A.50)
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Para obtener la inecuación cuadrática se substituye Tu y Tv por su expre-
sión desarrollada∣∣∣∣ pu(jω) (1 + pv(jω)c(jω))

pv(jω) (1 + pu(jω)c(jω))

∣∣∣∣ = δt(ω). (A.51)

inecuación que puede ser expresada según∣∣∣∣ (1 + pv(jω)c(jω))

(1 + pu(jω)c(jω))

∣∣∣∣ ≤ δt(ω)
pv

pu
, (A.52)

El módulo del numerador esta determinado por

|1 + pvc| =
√

p2
vc2 + 2pvc cos(θv + φ) + 1, (A.53)

y el del denominador por

|1 + puc| =
√

p2
uc2 + 2puc cos(θu + φ) + 1. (A.54)

Elevando los dos términos de la inecuación al cuadrado se obtiene

p2
vc2 + 2pvc cos(θv + φ) + 1

p2
uc2 + 2puc cos(θu + φ) + 1

= δ2
t (ω)

p2
v

p2
u

, (A.55)

inecuación que al reorganizarse en función c puede expresarse como

c2 p2
u

(
1 − 1

δ2

)
+ 2cpu

(
cos(θu + φ)

− pu

pvδ2 cos(θv + φ)

)
+

(
1 − p2

u

pvδ2
t

)
≥ 0. (A.56)

Las inecuaciones presentadas son la base de la Terasoft QFT Toolbox
para Matlab y corresponden con las más empleadas en la actualidad.
Sin embargo existen otros trabajos referentes al calculo de contornos
QFT [15, 142, 164, 122, 123, 111, 106]. En ellos, se buscan soluciones
para la mejora de la precisión y la eficiencia computacional. Pese a ello,
su impacto ha sido reducido ya que en la mayor parte de los casos se
emplean los algoritmos presentados anteriormente. No obstante, son un
claro indicativo de la importancia que tienen los contornos de diseño
dentro del paradigma QFT.
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a.2.4 Diseño del controlador

Calculados los contornos de todas las especificaciones de diseño, pue-
de obtenerse el contorno β(ω) que contiene las restricciones a cumplir
por la función de lazo abierto nominal lo. Este contorno se obtiene me-
diante la intersección de los contornos obtenidos para cada una de las
especificaciones de diseño. Obtenido β(ω) se efectúa el loop-shaping del
controlador en el plano de Nichols. Para ello puede emplearse la herra-
mienta interactiva facilitada por la Terasoft QFT Toolbox.

El procedimiento de diseño consiste en situar lo(jω) en cada frecuen-
cia discreta sobre el contorno de diseño. De este modo, se garantiza el
cumplimiento de la especificación de control en lazo cerrado emplean-
do un controlador de ganancia mínima. En alta frecuencia los contornos
de rechazo de perturbaciones y tracking se relajan, momento a partir
del cual dominan la especificación que garantiza la estabilidad robusta.
Alcanzada esta frecuencia, denominada frecuencia de roll-off, debe prac-
ticarse una brusca reducción de la magnitud de lo(jω), aproximándose
lo más posible al contorno de estabilidad. De este modo, se consigue
que l(jω) presente el ideal bode step [61, 93] en alta frecuencia, optimi-
zando el diseño del controlador. Un ejemplo de diseño se muestra en la
Figura A.9.
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Figura A.9: Loop-shaping de controladores.
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a.2.5 Diseño del prefiltro

El prefiltro f (s) sólo debe ser diseñado en el caso de existir especifi-
caciones para el seguimiento robusto de referencias. En estos casos, el
controlador de realimentación c(s) ha sido diseñado para garantizar que
la incertidumbre en magnitud de la sensibilidad complementaria T(jω)

sea igual o inferior a la distancia δt(ω) entre las cotas superior e inferior.
Por lo tanto, la labor del prefiltro es situar T(jω) entre dichas cotas

| f (jω)|máx
℘

{|T(jω)|} ≤ Wu(ω) (A.57a)

| f (jω)|mı́n
℘

{|T(jω)|} ≥ Wl(ω). (A.57b)

Véase como este proceso sólo depende de la magnitud del prefiltro, ya
que su fase no influye en la especificación. Este hecho permite afrontar
el diseño empleando diagramas de Bode de magnitud. El procedimien-
to se lleva a cabo definiendo un vector de frecuencias discretas con gran
densidad de puntos. A continuación se calculan las magnitudes de las
respuestas frecuenciales del conjunto T(jω) y se obtiene el valor máxi-
mo |Tmáx(jω)| y mínimo |Tmı́n(jω)| para cada frecuencia discreta. Las
magnitudes se trazan junto con las cotas Wu y Wl en un diagrama de
Bode de magnitud (ver Figura A.10). El último paso de diseño consiste
en diseñar f (jω) para modificar las respuestas frecuenciales |Tmáx(jω)|
y |Tmı́n(jω)| de forma que se sitúen dentro de las cotas de diseño.

ω

Tr (dB)

Wu

Wl
Tmax

Tmin

| f (jω)|

ω

Tr (dB)

Wu

Wl

Tmax

Tmin

Figura A.10: Diseño del prefiltro. A la izquierda la situación de partida tras
diseñar c(s), en la derecha el resultado final tras el diseño de f (s).
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a.2.6 Validación de diseños

Como ya se ha indicado en secciones anteriores, QFT lleva a cabo
el diseño empleando una doble discretización del problema de control.
Por un lado, emplea un número finito de plantas dentro del espacio de
la incertidumbre Q, que es discretizado para poder ser empleado por
las inecuaciones cuadráticas7. Por otro lado, se calculan contornos de
diseño para un conjunto de frecuencias discretas dentro de Ω. Queda
claro que el diseño realizado cumplirá las especificaciones de control
en lazo cerrado para las plantas y frecuencias seleccionadas, pero debe-
mos garantizar que dichas condiciones se satisfacen en todo el espectro
frecuencial y para todo el espacio de incertidumbre Q. Para ello, es ne-
cesario el empleo de una última etapa en la que se validen los diseños
realizados.

El primer paso para realizar la validación consiste en discretizar la
incertidumbre Q empleando vectores qi con una mayor densidad de va-
lores. De este modo se garantiza que el template discreto representa de
forma fiel al template continuo. En un segundo paso, conocidos c(s) y
f (s) se calculan las respuestas frecuenciales del sistema en lazo cerrado
para las diferentes especificaciones. En este paso se emplea un vector de
frecuencias discretas mucho más denso que el empleado en la etapa de
diseño. Téngase en cuenta que éste es un proceso sencillo que requie-
re de un coste computacional reducido. Una vez calculado el conjunto
de respuestas frecuenciales para cada especificación se obtiene el valor
máximo del conjunto para cada una de las frecuencias estudiadas. En
el caso de especificaciones de seguimiento de referencias se registra el
valor máximo y el mínimo, puesto que la especificación acota la función
entre dos cotas. Por último, se representan los valores calculados junto
con la magnitud de la especificación. De este modo se puede verificar
a simple vista si el sistema de control cumple con las condiciones de
diseño impuestas.

Se debe tener en cuenta que la verificación, garantiza el cumplimiento
de las restricciones en el dominio de la frecuencia. La no correspon-
dencia entre tiempo y frecuencia impide garantizar que las respuestas
temporales obtenidas en lazo cerrado correspondan exactamente con las
planteadas para la obtención de los modelos de especificación. Todo ello

7 Téngase en cuenta que esta discretización no se producía en el calculo de contornos de
diseño de forma manual
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Figura A.11: Validación de diseños QFT. Validación del cumplimiento de la es-
pecificación de estabilidad robusta.

pese a haber empleado modelos temporales para definir las especifica-
ciones frecuenciales.



B
E S TA B I L I D A D E N S I S T E M A S S I S O

En el presente capítulo se presentan conceptos referentes a la estabi-
lidad en lazo cerrado de los sistemas SISO. Estos conceptos han sido
ampliamente desarrollados en la literatura científica, y por lo tanto, no
presentan innovación alguna. Sin embargo, se ha considerado oportuno
incorporarlos en el documento dado que todos los desarrollos presenta-
dos en el Capítulo 5 se fundamentan en dichos conceptos. Los conceptos
presentados a continuación pueden facilitar en gran media la compren-
sión de los fundamentos expuestos en Capítulo 5.

b.1 aplicación del criterio de nyquist a sistemas siso

Una de las formas más habituales de determinar la estabilidad de
un sistema SISO es emplear el criterio de Nyquist. Dado un sistema
de control en lazo cerrado con realimentación unitaria, el criterio de
Nyquist permite conocer el número de polos inestables en lazo cerrado
analizando la función de transferencia de lazo abierto l(s) = c(s)p(s). El
criterio se define como

Z = N + P, (B.1)

donde Z corresponde con el número de polos inestables en lazo cerrado,
P corresponde con el número de polos inestables en lazo abierto y N
con el número de rodeos al punto crítico de estabilidad (−1, j0) en el
plano (u, jv). Cuando l(s) es estable en lazo abierto1 (P = 0), el criterio
puede simplificarse. En estos casos la estabilidad puede determinarse
analizando únicamente el contorno imagen de l(jω). Dado que P = 0,
se cumple la relación Z = N + 0, y por lo tanto, el sistema en lazo cerra-
do presentará tantos polos inestables como rodeos de l(jω) al punto −1.

1 Presenta todos sus polos en el semiplano izquierdo
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Es decir, el sistema será estable siempre que el contorno imagen de l(jω)

no presente rodeos al punto crítico de estabilidad. En la Figura B.1 se
muestran tres ejemplos de sistema SISO, en el que l1(jω) y l2(jω) corres-
ponden con sistemas estables en lazo cerrado y l3(jω) con un sistema
inestable en lazo cerrado.

u

jv

−1

l3(jω) l2(jω)
l1(jω)

Figura B.1: Criterio de Nyquist para tres funciones li(jω).

Para garantizar cierta robustez en los diseños, tradicionalmente se han
empleado márgenes de estabilidad relativa. Estos márgenes definen una
región de exclusión próxima al punto crítico de estabilidad. Garantizan-
do que el contorno l(jω) no penetra en el entorno de exclusión, puede
garantizarse que el sistema seguirá siendo estable en lazo cerrado, aun-
que éste presente pequeñas desviaciones (incertidumbre desconocida,
no incluida en la incertidumbre paramétrica que se tiene en cuenta en
el diseño robusto). Tradicionalmente estos márgenes de estabilidad se
han definido como margen de ganancia (MG) y margen de fase (MF). El
margen de fase determina el ángulo formado entre l(æω) y el eje real
u en la pulsación de cruce de ganancia (|l(jωcg)| = 1). El margen de
ganancia se define como la inversa del módulo de l(æω) en la pulsación
de cruce de fase (∠l(jωc f ) = −180o). Para llevar a cabo un diseño robus-
to pueden combinarse ambos márgenes cómo se indica en la Figura B.2,
donde se han definido MF = 45◦ y MG = 2.

Las estrategias de control robusto QFT, establecen restricciones en la
magnitud de las funciones de lazo cerrado (ver Apéndice A), y poste-
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u

jv

−1

MF

1
MG

l2(jω)

l1(jω)

Figura B.2: Región de exclusión para garantizar de forma simultanea un mar-
gen de fase y ganancia.

riormente estas restricciones se traducen en condiciones a cumplir por la
función de lazo abierto l(jω). La estabilidad del sistema en lazo cerrado
puede garantizarse restringiendo la magnitud de la función sensibilidad

S(jω) =
1

1 + l(jω)
, (B.2)

o la sensibilidad complementaria

T(jω) =
l(jω)

1 + l(jω)
. (B.3)

A continuación, se estudian las condiciones a cumplir por |S(jω)| y
|T(jω)| para garantizar unos márgenes de estabilidad relativa determi-
nados.

b.1.1 Sensibilidad y estabilidad

En la Figura B.3 se muestra un esquema en el que se relaciona la
función de lazo abierto l(jω) con el punto crítico de estabilidad. En ella
se define el parámetro α(ω) según

α(ω) = |1 + l(jω)|. (B.4)
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u

jv

−1

ω

l(jω)
α(ω)

l(jω)

Figura B.3: Estabilidad en base a la función sensibilidad.

Es decir, α(ω) corresponde con la distancia de l(jω) al punto crítico
de estabilidad, y a su vez, con el módulo del denominador de la función
sensibilidad. Por lo tanto, acotando la función sensibilidad mediante el
empleo de una cota μs

|S(jω)| =
∣∣∣∣ 1
1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ μs, (B.5)

puede definirse una región de exclusión que impide que l(jω) se apro-
xime al punto −1 (ver Figura B.4). La distancia mínima α(ω) estará de-
terminada por μ−1

s = αμ . Por lo tanto, puede garantizarse la estabilidad
del sistema empleando la inecuación (B.5) y una adecuada selección del
parámetro μs.

En la Figura B.4, se muestra la relación existente entre el parámetro
μs y los márgenes de estabilidad relativa. Por un lado, el margen de
ganancia puede obtenerse a partir de la magnitud de la función de lazo
abierto en la pulsación de cruce de fase, que en el peor de los casos
cumplirá

|l(jωc f )|máx = 1 − αμ. (B.6)

Es decir, empleando la inecuación (B.5) podemos garantizar un margen
de ganancia mínimo

MG ≥ 1
1 − αμ

=
μs

μs − 1
, ∀μs > 1. (B.7)
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Por lo tanto, si se desea establecer una especificación de diseño que
garantice un cierto margen de ganancia mínimo, debe emplearse una
cota

μs =
MGmı́n

MGmı́n − 1
, ∀MGmı́n > 1; (B.8)

condición que debe modificarse por

μs =
MGmı́n,dB

10MGmı́n,dB − 1
, ∀MGmı́n,dB > 0; (B.9)

cuando el margen de ganancia es expresado en dBs.

u
−1

jv

−1−1

ωcg

αμ l(jω)

β

MFωc f

1 − αμ

Figura B.4: Márgenes de estabilidad relativa definidos mediante la función sen-
sibilidad.

El margen de fase puede resolverse aplicando el teorema del seno al
triángulo formado por los puntos (0, 0), (−1, 0) y β (ver Figura B.4)2.
Conocidas las magnitudes de los tres lados de dicho triángulo (1, 1, αμ),
el margen de fase mínimo queda determinado por

MF ≥ arc cos
2 − α2

μ

2
, (B.10)

2 β corresponde con la intersección del círculo definido por αμ y una circunferencia uni-
taria centrada en el origen
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de donde se obtiene la ecuación para la selección del parámetro αμ que
garantiza un cierto margen de fase

αμ =
√

2 − 2 cos(MFmı́n), (B.11)

La ecuación anterior puede simplificarse empleando la fórmula del
ángulo medio, que permite simplificar (B.10), dando lugar a

MF ≥ 2 arcsin
αμ

2
, (B.12)

Dado que en (B.5) se acota el parámetro μs, puede garantizarse que el
margen de fase cumplirá

MF ≥ 2 arcsin
1

2μs
, ∀μs > 1; (B.13)

y en las tareas de diseño se empleará

μs ≥
1

2 sin MFmı́n
2

, ∀MFmı́n > 0; (B.14)

para la selección de dicho parámetro en función del margen de fase
mínimo deseado.

b.1.2 Sensibilidad complementaria y estabilidad

Del mismo modo que ocurre con la función sensibilidad, limitando
la magnitud de la función sensibilidad complementaria mediante el em-
pleo del parámetro μt en la inecuación

|T(jω)| =
∣∣∣∣ l(jω)

1 + l(jω)

∣∣∣∣ ≤ μt, (B.15)

podemos garantizar el cumplimiento de unos ciertos márgenes de esta-
bilidad relativa.

Recuérdese que los puntos del plano (u, jv) que dan lugar a funciones
de lazo cerrado con magnitud constante, son conocidos como círculos
M (M-circles), y están definidos por

(
u − μ2

t

1 − μ2
t

)2

+ v2 =

(
μt

1 − μ2
t

)2

, (B.16)
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ecuación que corresponde con la de una circunferencia centrada en el
punto

u =
μ2

t

1 − μ2
t

, v = 0 (B.17)

y con radio

r =
μt

1 − μ2
t

. (B.18)

Los círculos M de magnitud superior a la unidad corresponden con
circunferencias cuyo centro se aproxima a −1 cuanto mayor es la mag-
nitud de lazo cerrado μt. Del mismo modo, el radio de dichas circunfe-
rencias decrece con el aumento de la magnitud de lazo cerrado. Es decir,
limitar la magnitud de lazo cerrado según (B.15) (se considera μt ≥ 1)
implica definir una región de exclusión en el plano de Nyquist determi-
nada por el círculo M obtenido para la magnitud μt (ver Figura B.6), con
lo que se evita la posibilidad de que aparezcan rodeos al punto −1.

−1
u

jv

μt = 2

μt = 1.5

μt = 1.6

μt = 0.3

μt = 0.4

μt = 0.6
μt = 1

Figura B.5: Círculos M en el plano de Re-Im.

Para seleccionar de forma adecuada el parámetro μt es necesario es-
tudiar la relación entre éste y los márgenes de estabilidad relativa. El
margen de ganancia puede obtenerse de forma sencilla calculando la
inversa de la distancia máxima al eje jv en la pulsación de cruce de ga-
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nancia. Conocido el centro de la circunferencia y su radio, el módulo de
la distancia al eje queda determinada por∣∣∣∣ μ2

t

1 − μ2
t

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ μt

1 − μ2
t

∣∣∣∣ . (B.19)

Considerando para μt valores mayores a la unidad, se puede simplificar
la ecuación anterior, obteniendo

μ2
t − μt

1 − μ2
t
=

μt(μt − 1)
(1 − μt)(1 + μt)

=
μt

1 + μt
, ∀μt > 1. (B.20)

Ecuación que corresponde con la inversa del margen de ganancia. Es
decir, empleando (B.15) se garantiza un margen de ganancia mínimo

MGmı́n =
μt + 1

μt
, ∀μt > 1. (B.21)

Por lo tanto, si se desea establecer una especificación de diseño que
garantice un cierto margen de ganancia mínimo, debe emplearse una
cota

μt =
1

MGmı́n − 1
, ∀MGmı́n > 1; (B.22)

condición que debe modificarse por

μt =
1

10MGmı́n,dB − 1
, ∀MGmı́n,dB > 0; (B.23)

cuando el margen de ganancia es expresado en dBs.
El margen de fase debe obtenerse siguiendo el esquema de la Figu-

ra B.6. Para ello se calcula el eje radical que define la intersección entre
el círculo unitario centrado en el origen y el círculo M establecido como
región de exclusión. De este modo se obtiene la recta

u =
μ4

t − 1.5μ2
t + 1

(1 − μ2
t )

2μ2
t

, v = 0. (B.24)

La recta radical presenta un valor constante para el eje real, que simpli-
ficado corresponde con

u =
μ4

t − 1.5μ2
t + 1

(1 − μ2
t )

2μ2
t

=
2(μ2

t − 1)(μ2
t − 0.5)

(1 − μ2
t )

2μ2
t

=
1

2μ2
t
− 1. (B.25)
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−1

μt
1−μ2

t

μ2
t

1−μ2
t

u

jv

1
2μ2

t
− 1

ωc f

μt
μt+1

ωcg

MF

Figura B.6: Márgenes de estabilidad relativa definidos mediante la función sen-
sibilidad complementaria.

Aplicando trigonometría al triángulo formado por el punto intersec-
ción de las dos circunferencias, el origen de coordenadas y el punto
crítico de estabilidad, se obtiene la expresión del margen de fase

MF ≥ arc cos
(

1
2μ2

t
− 1
)

. (B.26)

Si se desea establecer una especificación de diseño que garantice un
cierto margen de fase, debe emplearse una cota superior

μt =
1√

2 cos(MFmin) + 2)
(B.27)

Como en el caso de la sensibilidad, pueden simplificarse las ecuacio-
nes anteriores aplicando la fórmula del ángulo medio, dando lugar a
una nueva expresión para el cálculo del margen de fase

MF ≥ 1

2 arc cos
(

1
2μt

) , ∀μt > 1; (B.28)
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y para la selección del parámetro μt que garantiza un margen de fase
mínimo

μt =
1

2 cos(MFmin
2 )

, ∀MFmin > 0. (B.29)

Téngase en cuenta que tanto la sensibilidad como la sensibilidad com-
plementaria permiten establecer restricciones en el sistema que garanti-
zan la estabilidad del mismo. No obstante, dichas condiciones no son
equivalentes, ya que definen regiones de exclusión diferentes. Véase co-
mo ejemplo el mostrado en la Figura B.7, en el que se emplea μs = 2
en la inecuación (B.5) y μt = 3 en la inecuación(B.15). Como puede com-
probarse en la Figura B.7, las dos restricciones garantizan un margen
de ganancia mínimo MG ≥ 1.5, ya que cortan el eje real en el mismo
punto. Por el contrario, el margen de fase no coincide para las dos res-
tricciones, ya que cortan la circunferencia de radio unitario en diferentes
puntos. En este caso, el margen de fase obtenido restringiendo la función
sensibilidad es de MF ≥ 19.18o, mientras que el obtenido acotando la
sensibilidad complementaria es de MF ≥ 28.95o. Este hecho es debido a
que la acotación de la función sensibilidad complementaria implica una
mayor región de exclusión. De hecho, en el ejemplo mostrado en la Fi-
gura B.7, puede comprobarse como l(jω) cumple la condición impuesta
para S, pero no la impuesta para T.

Como norma general deberá seguirse la siguiente regla. Si se acota el
margen de ganancia con la función sensibilidad se obtendrá un menor
margen de fase que si se acota con la sensibilidad complementaria. Del
mismo modo, si se acota el margen de fase con la función sensibilidad
complementaria, se obtendrá un margen de ganancia mínimo inferior al
obtenido si se acota dicho margen empleando la función sensibilidad.

b.2 estabilidad en sistemas con polos inestables

El estudio realizado en las secciones anteriores es válido si el sistema
en lazo abierto no presenta polos inestables. En caso contrario, la estabi-
lidad no puede garantizarse empleando únicamente regiones de exclu-
sión próximas al punto crítico de estabilidad. Véase como en estos casos
para que el criterio de Nyquist cumpla Z = 0, es necesario garantizar3

N = −P. Es decir, el sistema será estable si se presentan −P rodeos al

3 Recuérdese que Z corresponde con el número de polos inestables en lazo cerrado, P con
el número de polos inestables en lazo abierto y N con número de rodeos al punto −1.
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−1

|T| ≤ 2

|S| ≤ 3 l(jω)

u

jv

Figura B.7: Comparación de las regiones de exclusión generadas mediante la
acotación de S y T.

punto −1. Si se emplea en el contorno origen4 del diagrama de Nyquist
un sentido como el de las agujas del reloj (frecuencias crecientes), serán
necesarios P rodeos al punto crítico de estabilidad en sentido contrario
al de las agujas del reloj para estabilizar el sistema.

A efectos prácticos, la condición descrita en el párrafo anterior puede
garantizarse mediante un adecuado diseño de l(jω). Los rodeos negati-
vos (en contra de las agujas del reloj) al punto −1 son logrados atrave-
sando el eje real a la izquierda del punto −1. Es decir, logrando que l(jω)

pase del segundo al tercer cuadrante dejando al punto -1 a su izquierda
en el sentido creciente de frecuencias. Para que el criterio sea aplicado
de forma correcta deberá partirse en baja frecuencia de ∠l(j0) ≤ −180o

aumentando su fase hasta alcanzar ∠l(jω) ≥ −180o, con una magni-
tud superior a la unidad. Llegados a este punto, la estabilidad robusta
es garantizada como si de un sistema estable en lazo abierto se tratase.
Es decir, se deberá evitar aproximarse al punto −1 respetándose unos

4 Contorno cerrado que abarca todo el semiplano derecho y que no pasa sobre ningún
polo o cero.



392 estabilidad en sistemas siso

ciertos márgenes, dado que en caso de rodearse se consideran rodeos
positivos.

Las regiones de exclusión mostradas en la sección anterior permitirán
garantizar la estabilidad robusta del sistema. La única precaución adi-
cional es que en estos casos habrá que tenerse en cuenta que el área de
exclusión deberá evitarse en dos puntos. Por un lado, en baja frecuencia
deberá garantizarse que el corte con el eje real se realice antes de la zona
de exclusión. Por otro lado, en alta frecuencia se deberá evitar la región
próxima al punto −1 como en los casos anteriores.

En la Figura B.8 se muestran dos sistemas que pese a presentar un po-
lo inestable en lazo abierto, son estables en lazo cerrado. En ambos casos
se observa como la región de exclusión es evitada por las ramas l1(jω) y
l2(jω), garantizando los márgenes de estabilidad definidos mediante la
acotación de la función sensibilidad. Véase como el corte con el eje real
se produce a la izquierda del punto −1, garantizando la existencia de
un rodeo negativo que da lugar a Z = −1 + 1 = 0.

l1(jω) l2(jω)

−1

|S| ≤ 2.5

u

jv

Figura B.8: Estabilidad robusta en sistemas con polos inestables.

Cuando los sistemas presentan varios polos inestables, el análisis y
diseño empleando el diagrama de Nyquist se complica, puesto que en
baja frecuencia l(jω) presenta una fase l(j0) = −a90o − b180o; donde
a corresponde con el número de integradores y b con el número de
polos inestables. En estos casos la traza polar presenta varios rodeos
en el plano (u, jv), complicando su interpretación. Una alternativa que
presenta una menor dificultad es el empleo del diagrama de Nichols en
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modo multi-ventana5, permitiendo un mejor estudio de los cortes con
respeto a la fase −180o.

b.3 estabilidad en los diagramas de nichols

Las conclusiones alcanzadas en las secciones anteriores sobre la esta-
bilidad toman como elemento de análisis el diagrama de Nyquist. En
concreto, el tramo correspondiente a l(jω). El diagrama de Nichols, es
una alternativa al diagrama de Nyquist, ya que representa la misma in-
formación pero empleando un plano de magnitud logarítmica frente a
fase. Es decir, las condiciones estudiadas para el diagrama de Nyquist
pueden extrapolarse de forma directa al diagrama de Nichols.

En el diagrama de Nichols, el punto crítico de estabilidad se sitúa en
el punto (0dB,−180o), expresión polar del punto −1. Por lo tanto, un
sistema que no presenta polos inestables en lazo abierto, sera estable
en lazo cerrado si no rodea al punto (0dB,−180o). Se considera que la
función de lazo abierto rodea al punto (0dB,−180o) si cruza la fase −180o

con magnitud positiva.
Como en las secciones anteriores, puede establecerse una región de

exclusión próxima al punto (0dB,−180o), de forma que se garanticen
unos ciertos márgenes de fase y ganancia. Esta región de exclusión pue-
de ser definida según criterios clásicos o estableciendo acotaciones en
las magnitudes de la función sensibilidad y sensibilidad complementa-
ria, tal como se mostró en la sección anterior. Bastará con evitar dichas
regiones de exclusión bordeándolas por su parte inferior derecha para
garantizar la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

La Figura B.9 muestra un ejemplo de diseño estable, en el que se mues-
tran dos regiones de exclusión. La primera corresponde con el círcu-
lo M de 3dB y acota la magnitud de la sensibilidad complementaria (
|T| ≤ 1.41(3dB)). La segunda corresponde con una acotación de la mag-
nitud de la sensibilidad, tal que |S| ≤ 2.4. Puede comprobarse como
ambas restricciones permiten garantizar un mismo margen de ganancia
MG = 4.68dB, pero tal como ocurría en el diagrama de Nyquist, un mis-
mo margen de ganancia configura una región de exclusión mayor si se
emplea la función sensibilidad complementaria.

5 El modo multi-ventana o multi-sheet consiste en emplear un eje de fases con valores
superiores a 0o e inferiores a −360o. Tradicionalmente el diagrama de Nichols es trazado
en una única ventana con fases comprendidas entre (0o,−360o].
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Figura B.9: Estabilidad robusta empleando el plano Mod-Arg.

Como se ha indicado en la Sección B.2 la estabilización de los siste-
mas inestables es lograda cuando se producen tantos cortes con la fa-
se −180o como número de polos inestables. Empleando diagramas de
Nichols en modo multi-ventana o multi sheet pueden simplificarse las
tareas de diseño, ya que la estabilidad será garantizada siempre que se
rodee el círculo de estabilidad por su esquina inferior derecha. En estos
casos el loop-shaping de la función de lazo abierto l(jω) empezará en la
fase −a90o − b180o en baja frecuencia, y deberá mantenerse en una mag-
nitud superior a 0dB hasta que su fase alcance ∠l(jω) > −180o. Este
proceso debe realizarse sin penetrar la región de exclusión definida por
la especificación. Una vez alcanzada la región del plano de Nichols que
comprende las fases mayores de −180o, se continúa con el diseño como
si se tratase de un sistema con polos estables.

Véase como ejemplo un sistema que presenta un integrador y dos po-
los inestables. En baja frecuencia la función de lazo abierto l(j0) parte
de la fase: −90o × 1 − 180o × 2 = −450o. Para estabilizar dicho sistema
se emplea un controlador compuesto por dos ceros reales y dos polos
complejo-conjugados, de forma que se satisfacen las condiciones expre-
sadas en el párrafo anterior. En la Figura B.10 puede observarse como
los ceros permiten incrementar la fase del sistema hasta situarse a la de-
recha de −180o, todo ello sin penetrar en el M-circle de 3dB, empleado
en este caso para garantizar la estabilidad del sistema. Una vez situados
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a la derecha de la fase −180o, se añaden los polos complejo-conjugados
para que l(jω) bordee la región de exclusión.
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Figura B.10: Estabilización de sistema inestable en el plano Mod-Arg.





C
M O D E L O D E L R E A C T O R D O B L E M E N T E
R E F R I G E R A D O

En este capítulo se presenta la información necesaria para llevar a cabo
el dimensionado y modelado dinámico del reactor CSTR mostrado en el
Capítulo 10 y que ha sido omitida en dicho capítulo para simplificar su
lectura.

El capítulo se encuentra organizado en tres secciones. La Sección C.1
muestra las ecuaciones que rigen el comportamiento del reactor en régi-
men estacionario y que son empleadas para el dimensionado de la insta-
lación y el cálculo de los diferentes puntos de operación. La Sección C.2
muestra las ecuaciones que gobiernan el comportamiento dinámico. Por
último la Sección C.3 muestra los pasos necesarios para llevar a cabo la
linearización del modelo no lineal en un punto de operación.

c.1 régimen estacionario

En régimen estacionario, el comportamiento del reactor queda deter-
minado en función de una serie de ecuaciones, obtenidas para garantizar
que se cumple el balance de masa y energía en el reactor. A continuación
se muestran dichas ecuaciones y se describen las variables que intervie-
nen en las mismas.

Balance de masa del reactivo. En régimen permanente debe ga-
rantizarse que la masa que entra y la que sale del reactor debe
mantenerse constante. Esta igualdad queda determinada por

FCain = FCa + VrkCa, (C.1)

donde las variables corresponden con:

F Caudal de reactivo que entra en el reactor.
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Cain Concentración del reactivo en la entrada del reactor.

Ca Concentración del reactivo en el reactor.

k Coeficiente de razón de reacción.

Coeficiente de razón de reacción. Este coeficiente determina la ve-
locidad con la que se efectúa la reacción, y está determinado por

k = k0e−
E

RTr , (C.2)

donde:

E Energía de activación.

k0 Factor pre-exponencial.

Tr Temperatura en el interior del reactor.

Balance de energía en el contenido del reactor. Para que la reacción
se mantenga en equilibro, el calor generado en el reactor debe ser
igual al extraído del mismo. En este punto debe tenerse en cuenta
el combustible aportado, el caudal extraído y el calor evacuado por
el sistema de refrigeración, dando lugar a

FρcpTin = FρcpTr + λVrkCa + Q, (C.3)

donde:

Tin Temperatura del reactivo a la entrada.

cp Calor específico del reactivo.

ρ Densidad del reactivo.

λ Calor de la reacción.

Vr Volumen del reactor.

Q Calor extraído por el sistema de refrigeración.

Reparto del calor disipado entre chaqueta y serpentín. El calor ex-
traído del reactor se reparte entre los dos elementos refrigeradores
según

Qj = (1 − α)Q, Qc = αQ, (C.4)

donde:
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Qj Calor extraído por el casquillo.

Qc Calor extraído por el serpentín.

α Factor de reparto.

Balance de energía en el casquillo. El calor extraído por el casquillo
depende del intercambio a través de la pared que separa el mismo
del contenido del reactor, y por lo tanto cumple

Qj = UAj(Tr − Tj), (C.5)

donde:

U Conductancia térmica del casquillo.

Aj Área de intercambio térmico entre el casquillo y el reactor.

Tj Temperatura del refrigerante almacenado en el casquillo.

Por otro lado, el calor extraído por el casquillo debe evacuarse a
través del fluido refrigerante, cumpliendo

Qj = Fjρjcpj(Tj − Tjin), (C.6)

donde:

Fj Flujo de refrigerante inyectado en el casquillo.

ρj Densidad del fluido refrigerante.

cpj Calor especifico del fluido refrigerante.

Tjin Temperatura del refrigerante a la entrada del casquillo.

Balance de energía en el serpentín. El calor absorbido por el ser-
pentín debe coincidir con el calculado mediante la ecuación de
reparto, cumpliendo

Qc = UAcΔTlm, (C.7)

donde:

U Conductancia térmica del casquillo.

Ac Área de intercambio térmico del serpentín sumergido en el
reactor.

ΔTlm Incremento de temperatura media logarítmica.
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El incremento de temperatura media logarítmica está determinado
por

ΔTlm =
Tc − Tcin

ln
(

Tr−Tcin
Tr−Tc

) . (C.8)

Como ocurría en el casquillo, el calor extraído por el serpentín
debe evacuarse a través del fluido refrigerante, cumpliendo

Qc = Fcρccpc(Tc − Tcin), (C.9)

donde:

Fc Flujo de refrigerante inyectado en el serpentín.

ρc Densidad del fluido refrigerante.

cpc Calor específico del fluido refrigerante.

Tcin Temperatura del refrigerante a la entrada del serpentín.

c.2 modelo dinámico

Definidas las ecuaciones que gobiernan el sistema en régimen perma-
nente, en esta sección se describen las ecuaciones que rigen el compor-
tamiento dinámico del reactor. Estas ecuaciones serán empleadas en la
Sección C.3 para obtener modelos lineales de pequeña señal.

Para el modelo dinámico se emplean las mismas ecuaciones que en la
Sección C.1, pero en este caso se añaden los términos diferenciales. Las
ecuaciones resultantes son:

Balance de masa del reactivo. Se incorpora la dinámica a la ecua-
ción (C.1).

dCa(t)
dt

=
F(t)
Vr

(Cain(t)− Ca(t))− k(t)Ca(t). (C.10)

Coeficiente de razón del reacción. Se incorpora la dinámica a la
ecuación (C.2).

k(t) = koe−
E

RTr(t) . (C.11)
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Balance de energía en el contenido del reactor. La variación en la
temperatura del reactor es expresada en función de cuatro balances
de energía. Por un lado se modela la energía extraída a partir del
flujo de entrada-salida, por otro lado la energía generada por la
reacción química, y por último la energía intercambiada entre el
contenido del reactor y los elementos refrigerantes. De este modo
la ecuación dinámica resultante es

dTr(t)
dt

=
F(t)
Vr

(Tin(t)− Tr(t))−
λ

ρcp
k(t)Ca(t)

− UAj

Vrρcp

(
Tr(t)− Tj(t)

)
− UAc

Vrρcp
(Tr(t)− Tc(t)) . (C.12)

Balance de energía en el casquillo. El balance de energía en el
casquillo es modelado como si dos depósitos a temperatura Tr y
Tj intercambiasen calor a través de una pared metálica. Es decir,
se considera la temperatura en el interior del casquillo constante.
Además se incorpora en la ecuación el calor evacuado al renovar
el flujo del casquillo. La ecuación dinámica resultante es

dTj(t)
dt

=
UAj

Vjρcpj

(
Tr(t)− Tj(t)

)
− Fj

Vj

(
Tj(t)− Tjin(t)

)
, (C.13)

donde Vj se corresponde con el volumen de refrigerante almacena-
do en el casquillo.

Balance de energía en el serpentín. El comportamiento del serpen-
tín es no lineal y dependiente del incremento de la temperatura
media logarítmica. Para simplificarlo, se ha empleado como mo-
delo de comportamiento el mismo que el del casquillo, suponien-
do que la temperatura en el interior del serpentín es constante y
coincide con la de la salida de éste. De este modo la ecuación de
comportamiento es

dTc(t)
dt

=
UAc

Vcρcpc

(Tr(t)− Tc(t))−
Fc

Vc
(Tc(t)− Tcin(t)) , (C.14)

donde Vc se corresponde con el volumen de refrigerante almacena-
do en el serpentín.

Esta simplificación ha sido validada comparando el modelo obte-
nido a partir de ella, con un modelo no lineal y con un modelo
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linealizado del serpentín que descompone el mismo en 100 nodos.
Las respuestas aportadas por el modelo simplificado son muy si-
milares a las del sistema no lineal y a las del modelo linealizado
en 100 nodos. Por lo tanto, puede afirmarse que el modelo anterior
es adecuado par el diseño del sistema de control.

c.3 modelos lineales de pequeña señal

Como se ilustra en el Capítulo 10, para poder llevar a cabo el diseño
de los controladores que gobiernan el CSTR es necesario obtener mode-
los de pequeña señal que describan el comportamiento de éste en los
alrededores de un punto de operación. Estos modelos se obtienen linea-
lizando las ecuaciones que gobiernan el régimen dinámico, y que han
sido presentadas en la Sección C.2.

Dado que el sistema se ha linealizado en el entorno de un punto de
operación, es necesario establecer una notación que nos permita deter-
minar de forma clara cuando nos referimos a valores tomados en dicho
punto de operación. En este caso se opta por emplear una barra horizon-
tal sobre las variables «¯» para indicar que estas se encuentran referidas
al punto de operación. Es decir, T̄r indica: temperatura del reactor en el
punto de operación.

De acuerdo a las ecuaciones anteriores se identifican las siguientes
cinco variables como entradas,

Flujo reactivo F(t)

Flujo refrigerante en el casquillo Fj(t)

Flujo refrigerante en el serpentín Fc(t)

Concentración del reactivo Cain(t)

Temperatura de los fluidos de entrada (reactivo, refrigerante en el
casquillo, refrigerante en el serpentín) Tin(t)

de las cuales tres son manipulables (F(t), Fj(t) y Fc(t)) y dos son no
manipulables (Cain(t) y Tin(t)), y por lo tanto corresponden con pertur-
baciones.

Se identifican como variables de estado del sistema

Concentración en el reactor ca(t)
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Temperatura en el reactor Tr(t)

Temperatura en el casquillo Tj(t)

Temperatura en el serpentín Tc(t)

Conocidas las variables de estado y las entradas de actuación/pertur-
bación, se efectúan cambios de variable para expresar las variaciones
con respecto al punto de operación:

ΔCa(t) = Ca(t)− C̄a

ΔTr(t) = Tr(t)− T̄r

ΔTj(t) = Tj(t)− T̄j

ΔTc(t) = Tc(t)− T̄c

ΔF(t) = F(t)− F̄

ΔFj(t) = Fj(t)− F̄j

ΔFc(t) = Fc(t)− F̄c

ΔCain(t) = Cain(t)− C̄ain

ΔTin(t) = Tin(t)− T̄in

Por último, se obtiene la ecuación que determina el comportamiento
dinámico de las variables de estado (ẋ = Ax + Bu). En este caso se
emplea la siguiente estructura

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

ΔĊa(t)

ΔṪr(t)

ΔṪj(t)

ΔṪc(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

ΔCa(t)

ΔTr(t)

ΔTj(t)

ΔTc(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

b11 b12 b13 b14 b15

b21 b22 b23 b4 b25

b31 b32 b33 b34 b35

b41 b42 b43 b44 b45

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ΔF(t)

ΔFj(t)

ΔFc(t)

ΔCain(t)

ΔTin(t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, (C.15)
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donde los coeficientes aij y bij se obtienen derivando las ecuaciones pre-
sentadas en la Sección C.2. A continuación se muestra el cálculo de cada
uno de los coeficientes.

Balance de masa del reactivo

dΔCa(t)
dt

= a11ΔCa(t) + a12ΔTr(t) + a13ΔTj(t)

+ a14ΔTc(t) + b11ΔF(t) + b12ΔFj(t) + b13ΔFc(t)

+ b14ΔCain(t) + b15ΔTin(t) (C.16)

Los coeficientes a1j y b1w toman los siguientes valores:

a11 = − F̄
Vr

− k̄

a12 = − C̄ak̄E
RT̄2

r

a13 = 0

a14 = 0

b11 =
C̄ain − C̄a

Vr

b12 = 0

b13 = 0

b14 =
F̄
Vr

b15 = 0

(C.17)

Balance de energía en el contenido del reactor

dΔTr(t)
dt

= a21ΔCa(t) + a22ΔTr(t) + a23ΔTj(t)

+ a24ΔTc(t) + b21ΔF(t) + b22ΔFj(t) + b23ΔFc(t)

+ b24ΔCain(t) + b25ΔTin(t) (C.18)
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Los coeficientes a2j y b2w toman los siguientes valores:

a21 = − λk̄
ρcp

a22 = − F̄
Vr

− λC̄ak̄E
ρcpRT̄2

r
− UAj

Vrρcp
− UAc

Vrρcp

a23 =
UAj

Vrρcp

a24 =
UAc

Vrρcp

b21 =
T̄in − T̄r

Vr

b22 = 0

b23 = 0

b24 = 0

b25 =
F̄
Vr

(C.19)

Balance de energía en el casquillo

dΔTj(t)
dt

= a31ΔCa(t) + a32ΔTr(t) + a33ΔTj(t)

+ a34ΔTc(t) + b31ΔF(t) + b32ΔFj(t) + b33ΔFc(t)

+ b34ΔCain(t) + b35ΔTin(t) (C.20)
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Los coeficientes a3j y b3w toman los siguientes valores:

a31 = 0

a32 =
UAj

Vjρcpj

a33 = − UAj

Vjρcpj

− F̄j

Vj

a34 = 0

b31 = 0

b32 = − (T̄j − T̄jin)

Vj

b33 = 0

b34 = 0

b35 =
F̄j

Vj

(C.21)

Balance de energía en el serpentín

dΔTc(t)
dt

= a41ΔCa(t) + a42ΔTr(t) + a43ΔTj(t)

+ a44ΔTc(t) + b41ΔF(t) + b42ΔFj(t) + b43ΔFc(t)

+ b44ΔCain(t) + b45ΔTin(t) (C.22)

Los coeficientes a4j y b4w toman los siguientes valores:

a41 = 0

a42 =
UAc

Vrρcpc

a43 =

a44 = − UAc

Vrρcpc

− F̄c

Vc

b41 = 0

b42 = 0

b43 = − (T̄c − T̄cin)

Vc
b44 = 0

b45 =
F̄c

Vc

(C.23)
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Calculados los coeficientes del modelo linealizado expresado en el
espacio de estado, se obtendrán modelos en función de transferencia
salida/entrada. Se calcula la transformada de Laplace de las anteriores
expresiones dinámicas, y se despejan los estados intermedios ΔCa(s),
ΔTj(s) y ΔTc(s) como sigue.

Balance de masa del reactivo. En el dominio de la Laplace, puede
expresarse según

ΔCa(s) =
a12ΔTr(s) + b11ΔF(s) + b14ΔCain(s)

(s − a11)
. (C.24)

Balance de energía en el casquillo. En el dominio de la Laplace,
puede expresarse según

Tj(s) =
a32ΔTr(s) + b32ΔFj(s) + b35ΔTin(s)

(s − a33)
. (C.25)

Balance de energía en el serpentín. En el dominio de la Laplace,
puede expresarse según

ΔTc(s) =
a42ΔTr(s) + b43ΔFc(s) + b45ΔTin(s)

(s − a44)
. (C.26)

Por otro lado, se calcula también en el dominio de Laplace la ecuación
del balance del energía del reactor

sΔTr(s) = a21ΔCa(s) + a22ΔTr(s) + a23ΔTj(s)

+ a24ΔTc(s) + b21ΔF(s) + b25ΔTin(s). (C.27)

Y en ellas se substituyen los resultados en (C.24), (C.26) y (C.25), en
(C.27), obteniendo

sΔTr(s) = a21
a12ΔTr(s) + b11ΔF(s) + b14ΔCain(s)

(s − a11)

+ a22ΔTr(s) + a23
a32ΔTr(s) + b32ΔFj(s) + b35ΔTin(s)

(s − a33)

+ a24
a42ΔTr(s) + b43ΔFc(s) + b45ΔTin(s)

(s − a44)

+ b21ΔF(s) + b25ΔTin(s). (C.28)
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Agrupando términos puede obtenerse

sΔTr(s) = ΔTr(s)
[

a21a12

(s − a11)
+ a22 +

a23a32

(s − a33)
+

a24a42

(s − a44)

]

+ ΔF(s)
[

b21 +
a21b11

(s − a11)

]
+ ΔFj(s)

a23b32

(s − a33)

+ ΔFc(s)
a24b43

(s − a44)
+ ΔCain(s)

a21b14

(s − a11)

+ ΔTin(s)
[

b25 +
a23b35

(s − a33)
+

a24b45

(s − a44)

]
, (C.29)

ecuación de la que puede despejarse la variable controlada (variable de
salida)

ΔTr(s)
[

s − a21a12

(s − a11)
− a22 −

a23a32

(s − a33)
− a24a42

(s − a44)

]
=

ΔF(s)
[

b21 +
a21b11

(s − a11)

]
+ ΔFj(s)

a23b32

(s − a33)

+ ΔFc(s)
a24b43

(s − a44)
+ ΔCain(s)

a21b14

(s − a11)

+ ΔTin(s)
[

b25 +
a23b35

(s − a33)
+

a24b45

(s − a44)

]
. (C.30)

A continuación se analiza el término que multiplica a ΔTr. Si se desea
despejar la variable controlada, el numerador de dicho termino actúa co-
mo denominador en los elementos situados a la derecha de la ecuación.
Por lo tanto, se define como den(s) al numerador del término situado a
la izquierda de la ecuación, tomando el siguiente valor

den(s) = (s − a22)(s − a11)(s − a33)(s − a44)

− a21a12(s − a33)(s − a44)− a23a32(s − a11)(s − a44)

− a24a42(s − a11)(s − a33). (C.31)

Operando todos los términos puede obtenerse el polinomio en «s»,
que caracteriza den(s). En este caso se emplea el polinomio

den(s) = s4 + â3s3 + â2s2 + â1s1 + â0, (C.32)
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caracterizado por los siguientes coeficientes

â3 = −a11 − a22 − a33 − a44

â2 = a11a22 + a11a33 + a11a44 + a22a33 + a22a44 + a33a44

− a21a12 − a23a32 − a24a42

â1 = −a11a22a33 − a11a22a44 − a11a33a44 − a22a33a44

+ a21a12a33 + a21a12a44 + a23a32a11 + a23a32a44

+ a24a42a11 + a24a42a33

â0 = a11a22a33a44 − a33a44a21a12 − a11a44a23a32

− a11a33a24a42

(C.33)

Por otro lado, el denominador del termino que multiplica a ΔTr en
(C.30) pasa al lado derecho como denominador. Este es nombrado como
num(s) y toma el valor

num(s) = (s − a11)(s − a33)(s − a44). (C.34)

Conocidos num(s) y den(s) pueden obtenerse las funciones de trans-
ferencia que determinan la relación entre la temperatura del reactor y
las variaciones de las entradas del sistema.

ΔTr(s)
ΔF(s)

= p1(s) =
(s − a33)(s − a44)(b21(s − a11) + a21b11)

den(s)
, (C.35)

ΔTr(s)
ΔFj(s)

= p2(s) =
a23b32(s − a11)(s − a44)

den(s)
, (C.36)

ΔTr(s)
ΔFc(s)

= p3(s) =
a24b43(s − a11)(s − a33)

den(s)
, (C.37)

ΔTr(s)
ΔTin(s)

= p5(s) =
b25(s − a11)

den(s)
+

a23b35(s − a11)

(s − a33)den(s)

+
a24b45(s − a11)

(s − a44)den(s)
. (C.38)





D
I N E C U A C I Ó N PA R A E L P R O B L E M A D E L
S E G U I M I E N T O

Como se describe en el Capítulo 12, para dar solución al problema de
seguimiento de referencias (planteado como una especificación de error
tracking o model matching) es necesario emplear y resolver una nueva
inecuación de diseño, no contemplada en la Terasotf QFT toolbox. A pesar
de sus similitudes con la inecuación presentada en [38] para el Model
Matching en sistemas SISO, la inecuación a resolver en el caso MISO es
de mayor orden. Una inecuación del mismo tipo se emplea en la solución
del problema de rechazo de perturbaciones medibles en sistemas MISO,
que se trata en el Capítulo 13.

La inecuación presenta el siguiente formato general∣∣∣∣Gf A + B
C + DG

∣∣∣∣ ≤ Wd. (D.1)

El objetivo es calcular el lugar geométrico que delimita el área de posi-
bles soluciones para el controlador de realimentación G, tal que después,
exista solución para el controlador de prealimentación Gf . Las funciones
A, B, C y D combinan elementos conocidos dentro del espacio de incer-
tidumbre de acuerdo a la estructura de control. Wd corresponde con la
tolerancia superior para el error de seguimiento robusto.

Se opera de la siguiente manera. Pasamos el denominador a la parte
derecha, junto a la especificación

|Gf A + B| ≤ Wd|C + DG|. (D.2)

A continuación, se dividen los dos términos por el módulo |A|

|Gf A + B|
|A| ≤ Wd

C + DG
|A| . (D.3)
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De este modo obtenemos una inecuación en la que Gf aparece como
término independiente∣∣∣∣G f f +

B
A

∣∣∣∣ ≤ Wd
|C + DG|

|A| . (D.4)

Si se considera que Gf es la variable libre y se toma un único caso
dentro de la incertidumbre, los valores de Gf que dan solución a la
ecuación (D.4) corresponden con un círculo de radio

Wd
|C + DG|

|A| , (D.5)

centrado en −B/A.
Por lo tanto, dados dos casos dentro de la incertidumbre (u y v), existi-

rá un Gf que de solución a los dos casos, si la distancia entre los centros
de las circunferencias es igual o inferior a la suma de los radios. Es decir

∣∣∣∣ Bu

Au
− Bv

Av

∣∣∣∣ ≤ Wd
|C + DuG|

|Au|
+ Wd

|Cv + DvG|
|Av|

. (D.6)

Dado que los radios dependen directamente de G, puede deducirse
que modificando éste puede alcanzarse una combinación tal que se ga-
rantice la existencia de Gf . Si este procedimiento se realiza para todas
las plantas dentro del espacio de la incertidumbre, pueden obtenerse las
condiciones a cumplir por G para que exista un Gf solución. Por lo tanto
debe resolverse la ecuación (D.6) para cada pareja de plantas. Para ello
se reordenan los términos según∣∣∣∣Bu Av − Bv Au

Au Av

∣∣∣∣ ≤ Wd
|C + DuG|

|Au|
+ Wd

|Cv + DvG|
|Av|

, (D.7)

de donde se extrae

|Bu Av − Bv Au|
|Au Av|

≤ Wd
|C + DuG|

|Au|
+ Wd

|Cv + DvG|
|Av|

, (D.8)

y finalmente se obtiene

|Bu Av − Bv Au| ≤ Wd|C + DuG||Av|+ Wd|Cv + DvG||Au|. (D.9)

A continuación se desarrolla la condición anterior en formato polar
para obtener una inecuación que nos permita llevar a cabo el cálculo
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habitual de contornos QFT. En este caso se emplean las equivalencias:
A = a∠θa, B = b∠θb, C = c∠θc, d = d∠θd, G = g∠φ. Conocidas las
expresiones en formato polar, obtenemos la expresión de los módulos
que aparecen en la inecuación (D.9)

|Bu Av − Bv Au| =
√

b2
ua2

v + b2
va2

u

−2bubvauav cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u), (D.10)

|Cv + DvG| =
√

d2
vg2 + c2

v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v), (D.11)

|Cu + DuG| =
√

d2
ug2 + c2

u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u). (D.12)

Por lo tanto, la inecuación (D.9) puede reescribirse según

√
b2

ua2
v + b2

va2
u

−2bubvauav cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u) ≤

Wdav

√
d2

ug2 + c2
u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u)

+ Wdau

√
d2

vg2 + c2
v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v). (D.13)

A continuación se eliminan las raíces elevando al cuadrado los dos
lados de la inecuación

1
W2

d

(
b2

ua2
v + b2

va2
u

− 2bubvauav cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u)
)
≤(

av

√
d2

ug2 + c2
u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u)

+ au

√
d2

vg2 + c2
v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v)

)2

. (D.14)
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La parte derecha de (D.14) se desarrolla en los siguientes términos

a2
v
(
d2

ug2 + c2
u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u)

)
+

a2
u
(
d2

vg2 + c2
v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v)

)
+

2avau

√
d2

ug2 + c2
u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u)√

d2
vg2 + c2

v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v). (D.15)

Agrupando los elementos se obtiene(
a2

vd2
ug2 + c2

ua2
v + 2a2

vcudug cos(φ + θd,u − θc,u)
)
+(

a2
ud2

vg2 + c2
va2

u + 2a2
ucvdvg cos(φ + θd,v − θc,v)

)
+ 2avau√

d2
ug2 + c2

u + 2cudug cos(φ + θd,u − θc,u)√
d2

vg2 + c2
v + 2cvdvg cos(φ + θd,v − θc,v), (D.16)

y si se pasan al lado izquierdo todos los términos menos las raíces se
obtiene

1
2avauW2

d

(
b2

ua2
v + b2

va2
u

− 2bubvauav cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u)
)

− 1
2avau

(
a2

vd2
ug2 + c2

ua2
v + 2a2

vcudug cos(φ + θd,u − θc,u)
)

− 1
2avau

(
a2

ud2
vg2 + c2

va2
u + 2a2

ucvdvg cos(φ + θd,v − θc,v)
)
. (D.17)

Para una mejor comprensión de la ecuación anterior, se agrupan los
términos por potencias de g. En primer lugar los términos que dependen
de g0 son

1
2avauW2

d

(
b2

ua2
v + b2

va2
u − 2bubvauav cos(θb,u + θa,v

− θb,v − θa,u)
)
− 1

2avau

(
c2

ua2
v
)
− 1

2avau

(
c2

va2
u
)

. (D.18)

Se define

W =
av

au

(
b2

u − c2
uW2

d
2W2

d

)
+

au

av

(
b2

v − c2
vW2

d
2W2

d

)

− bubv

W2
d

cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u), (D.19)
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como un nuevo parámetro que permite concentrar la ecuación. Emplean-
do W, el lado izquierdo de la inecuación queda definido por

W − 1
2avau

(
(a2

vd2
u + a2

ud2
v)g2 + g(2a2

vcudu cos(φ + θd,u − θc,u)

+ 2a2
ucvdvg cos(φ + θd,v − θc,v))

)
. (D.20)

Para eliminar las raíces de la parte derecha de la inecuación, se elevan
al cuadrado las dos partes de la misma. De la parte izquierda, agrupan-
do los términos por potencias de g se obtiene

g4 (a2
vd2

u + a2
ud2

v)
2

4a2
va2

u
, (D.21)

g3 (a2
vd2

u + a2
ud2

v)

a2
va2

u

(
a2

vcudu cos(φ + θd,u − θc,u)

+ a2
ucvdv cos(φ + θd,v − θc,v)

)
, (D.22)

g2[− W(a2
vd2

u + a2
ud2

v)g2

avau
+

g2

a2
va2

u

(
a4

vc2
ud2

u

cos2(φ + θd,u − θc,u) + a4
uc2

vd2
v cos2(φ + θd,v − θc,v)

+ 2a2
vcudua2

ucvdv cos(φ + θd,u − θc,u) cos(φ + θd,v − θc,v)

)
, (D.23)

g
−W
avau

(
2a2

vcudu cos(φ + θd,u − θc,u)

+ 2a2
ucvdv cos(φ + θd,v − θc,v)

)
, (D.24)

g0W2. (D.25)

Elevando al cuadrado la parte derecha (raíces cuadradas) y agrupando
en potencias de g se obtiene

g4(d2
ud2

v
)
, (D.26)
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g3
(

2d2
ucvdv cos(φ + θd,v − θc,v)

+ 2d2
vcudu cos(φ + θd,u − θc,u)

)
, (D.27)

g2
(

d2
uc2

v + c2
ud2

v + 4cuducvdv cos(φ + θd,u − θc,u)

cos(φ + θd,v − θc,v)

)
, (D.28)

g
(

2c2
ucvdv cos(φ + θd,v − θc,v)

+ 2c2
vcudu cos(φ + θd,u − θc,u)

)
, (D.29)

g0c2
uc2

v. (D.30)

La solución final se obtiene restando por potencias de g los dos lados
de la ecuación, obteniendo

g4−(a2
vd2

u − a2
ud2

v)
2

4a2
va2

u
, (D.31)

g3
[

dvcv cos(φ + θd,v − θc,v)(d2
u −

a2
u

a2
v

d2
v)+

ducu cos(φ + θd,u − θc,u)(d2
v −

a2
v

a2
u

d2
u)

]
, (D.32)

g2
[

d2
uc2

v + c2
ud2

v + W
(

av

au
d2

u +
au

av
d2

v

)

−
(

av

au
cudu cos(φ + θd,u − θc,u)

− au

av
cvdv cos(φ + θd,v − θc,v)

)2]
, (D.33)
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g
[
2cvdv(c2

u +
au

av
W) cos(φ + θd,v − θc,v)

+ 2cudu(c2
v +

av

au
W) cos(φ + θd,u − θc,u)

]
, (D.34)

g0(c2
uc2

v − W2). (D.35)

El resultado anterior puede validarse particularizando la inecuación
(D.1) para el problema de rechazo de perturbaciones medibles SISO, re-
suelto en [38]. Para ello se emplea A = p∠θ, b = pd∠θd, C = 1, d = p∠θ.
Si se substituyen los valores anteriores en la ecuación general, se obtiene

g4
(

p2
u p2

v −
(p2

v p2
u + p2

u p2
v)

2

4p2
v p2

u

)
, (D.36)

g3
(

pv cos(φ + θv)(p2
u −

p2
u

p2
v

p2
v)

+ pu cos(φ + θu)(p2
v −

p2
v

p2
u

p2
u)

)
, (D.37)

g2
(

p2
u + p2

v + W
(

pv

pu
d2

u +
pu

pv
p2

v

)

−
(

pv

pu
cos(φ + θu)−

pu

pv
pv cos(φ + θv)

)2)
, (D.38)

g
(

2pv(1 +
pu

pv
W) cos(φ + θv)

+ 2pu(1 +
pv

pu
W) cos(φ + θu)

)
, (D.39)

g0(1 − W2). (D.40)
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Operando puede comprobarse fácilmente como los términos g4 y g3

se eliminan. La ecuación resultante es

g2
(

p2
u + p2

v + 2pu pvW −
(

pv

pu
cos(φ + θu)

− pu

pv
pv cos(φ + θv)

)2)
+ 2g

(
(pv + puW) cos(φ + θv)

+ (pu + pvW) cos(φ + θu)

)
+ (1 − W2), (D.41)

con W

W =
pv

pu

(
p2

d,u − W2
d

2W2
d

)
+

pu

pv

(
p2

dv
− W2

d

2W2
d

)

− pd,u pd,v

W2
d

cos(θb,u + θa,v − θb,v − θa,u). (D.42)

Ecuación que coincide con la presentada en [38] para el control feedford-
ward de sistemas SISO.

Hay que destacar que no todas las soluciones reportadas por la inecua-
ción de orden cuarto definida por (D.36)-(D.40) son válidas. Esto es debi-
do a que al elevar al cuadrado para eliminar las raíces se añaden solucio-
nes que no corresponden con las reales. Entonces, de entre ellas sólo se
deben considerar como soluciones correctas aquellas que garanticen la
ecuación (D.9). Las soluciones de la inecuación cuarta que no garanticen
(D.9) deberán ser descartadas.

Las soluciones válidas g para cada fase φ constituyen el lugar geomé-
trico o bound, que delimita un área prohibida para G, tal que si no se
viola durante su diseño, existirá solución para Gf . Conocido G, el cálcu-
lo de los contornos o bounds solución para Gf puede realizarse mediante
las herramientas e inecuaciones que ofrece la Terasotf QFT toolbox.
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