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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Acerca de los medios granulares

Un medio granular se puede concebir como un sistema formado por un gran
numero de particulas macroscopicas, denominadas granos, que o bien se encuen-
tran en el vacio o por el contrario se hallan inmersas en el seno de un fluido
intersticial. Ademas, se supone normalmente que las tnicas fuerzas que los gra-
nos ejercen entre si son de caracter repulsivo, no existiendo por lo tanto fuerzas
cohesivas entre ellos. La caracteristica més notable de estas fuerzas repulsivas,
vy que es ademas responsable de que los medios granulares presenten un com-
portamiento dindmico tan rico y a la vez peculiar, es el caracter disipativo de
las mismas. Esto significa que las interacciones o colisiones entre particulas no
van a ser eléasticas, con lo cual, no se verificara el principio de conservaciéon de
la energia mecanica (Jaeger, Nagel and Behringer, 1996; Brey, 2003; Brilliantov
and Poschel, 2004; Barrat, Trizac and Ernst, 2005). Los materiales granulares
estan presentes en muchos de los aspectos de nuestra vida cotidiana. El azu-
car que ponemos en nuestro café, la fina arena de una playa, el cereal que se
encuentra en un silo, un alud de nieve o, a una mayor escala, los anillos que
rodean algunos de los planetas gaseosos del Sistema Solar, todos son ejemplos
representativos de un medio granular.

Desde un punto de vista tecnologico, el interés que suscitan los medios gran-
ulares es muy grande, pues desempenan un papel de primera magnitud en indus-
trias tan importantes para la actividad humana como la minerfa, la construc-
cion, la agricultura o la industria quimica. También estan presentes en diversos
procesos geologicos de suma importancia, tales como corrimientos de tierras o
la propia erosion del terreno, responsables en gran medida del modelado de la
superficie terrestre (Jaeger, Nagel and Behringer, 1996). En lo que respecta al
interés cientifico de los medios granulares, su estudio ha experimentado un gran
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desarrollo en los tltimos anos, consiguiendo atraer de forma muy significativa la
atencion de la comunidad de fisicos, en particular de aquéllos que desarrollan su
actividad investigadora en el campo de la fisica estadistica. Esto ha sido debido,
en parte, a la importancia que ha adquirido la aplicaciéon de técnicas propias
de la mecanica estadistica al estudio de los fluidos granulares, especialmente en
condiciones de flujo rapido. En este mismo sentido, se puede citar la extension
al campo de los fluidos granulares de modelos fisicos desarrollados originalmente
para el estudio de sistemas moleculares, como la conocida ecuaciéon de Boltz-
mann.

Esta extension de los modelos de sistemas moleculares a sistemas granu-
lares es posible, en buena medida, gracias a que muchas de las propiedades que
exhiben los fluidos granulares dependen del comportamiento global de la colec-
tividad de particulas, es decir, del sistema en su conjunto y no de las propiedades
individuales de cada grano. Esto, a su vez, permite que a la hora de modelizar
tedricamente un medio granular puedan idealizarse determinadas caracteristicas
de los granos y que, por lo tanto, puedan obtenerse modelos simplificados que
nos ayuden a entender el comportamiento de esta clase de sistemas.

1.2. Flujos granulares rapidos y teoria cinética

En este trabajo se van a considerar iinicamente los denominados medios gran-
ulares secos, es decir, aquéllos que se encuentran en ausencia de cualquier tipo
de fluido intersticial o en los que la influencia de dicho fluido puede ignorarse.
Ademas, se va a suponer también que estos medios granulares se encuentran en
condiciones de flujo rapido. Esto significa que las particulas se mueven balistica-
mente, excepto cuando colisionan entre si. Estas condiciones de flujo permiten
que un medio granular se pueda asimilar en cierta medida a un fluido molecular
convencional.

Puesto que un fluido convencional puede ser descrito por las ecuaciones de
Navier—Stokes en un gran niimero de situaciones, se podria pensar en extender la
descripcion hidrodinamica de Navier—Stokes al campo de los fluidos granulares.
El primer paso para hacer esto seria modificar la ecuacion de conservacion de
la energia con un término de tipo sumidero que tuviese en cuenta que ahora las
colisiones entre particulas son inelasticas. Para que la descripcion de un fluido
sea completa, ademés de las ecuaciones de conservacion de la masa, la cantidad
de movimiento y la energia, se necesitan dos expresiones méas para los flujos de
cantidad de movimiento y calor, respectivamente, de modo que se disponga de
un conjunto cerrado de ecuaciones. En el caso de un fluido granular, ademas, se
debe anadir una ecuacién mas para el término que tiene en cuenta la disipacion
de energia.

Para un fluido ordinario, las expresiones para los flujos de cantidad de
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movimiento y de calor las proporcionan las denominadas ecuaciones constitu-
tivas, en las que aparecen tres coeficientes de transporte fenomenologicos: la
viscosidad tangencial, la viscosidad de volumen y la conductividad térmica. A
este nivel de descripcion se plantean varias dificultades. La primera de ellas tiene
que ver con la justificacion teodrica de las ecuaciones constitutivas, pues se tra-
ta de ecuaciones de tipo fenomenologico o empirico que, ademaés, solo retienen
informacién hasta el primer orden en los gradientes, ignorando por tanto efec-
tos no lineales asociados a gradientes de orden superior. La siguiente dificultad
que se plantea es que la descripcion hidrodindmica no proporciona, a priori,
expresiones explicitas, en funcion de las propiedades de las particulas, de los co-
eficientes de transporte. Para hacer frente a estas cuestiones es necesario recurrir
a una descripcion microscopica del problema y aqui es donde entra en juego la
teoria cinética de gases, aplicada en nuestro caso a los fluidos granulares.

La teorfa cinética va a desempenar un papel protagonista a la hora de con-
struir el marco tedrico que permita describir de modo completo y satisfactorio
un fluido granular en condiciones de flujo rapido. Para hacer esto posible lo
primero que hay que hacer es obtener una ecuacién cinética para la funcién de
distribucién de velocidades y a continuacién intentar resolver esta ecuaciéon. Co-
mo puede adivinarse, la funciéon de distribucion de velocidades va a ser la pieza
clave en este marco tedrico, pues a partir de ella se van a poder calcular todas
las propiedades relevantes del sistema.

El modelo més simple (y casi paradigmatico) de gas granular esta formado
por un sistema de esferas duras, lisas e inelasticas. Para este tipo de sistemas,
las ecuaciones de Boltzmann y Enskog (propuestas originariamente para fluidos
moleculares) han sido generalizadas para incorporar el caracter ineléastico de las
colisiones entre particulas (Brey, Dufty and Santos, 1997). Ademas, es posible
extender el desarrollo perturbativo de Chapman—Enskog (Chapman and Cowl-
ing, 1970), que proporciona en el primer orden del desarrollo las ecuaciones de
Navier—Stokes.

Por lo tanto, la teoria cinética proporciona una herramienta primordial en el
estudio y comprension de los gases granulares. Permite delimitar los dominios
de validez de la descripcion hidrodindmica, en general, y de las ecuaciones de
Navier—Stokes, en particular. Proporciona ademés una informacion relevante
acerca de los gases granulares considerados como ejemplos de sistemas fisicos
muy alejados del equilibrio.
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Capitulo 2

. Puede un sistema de esferas
duras elasticas imitar las
propiedades de transporte de
un gas granular?

2.1. Introduccién

A la hora de modelizar un fluido granular que se encuentra en condiciones de
flujo rapido, se puede considerar casi paradigmatico el sistema constituido por un
gas de esferas duras ineldsticas lisas (“inelastic hard spheres”, THS) caracterizado
por un coeficiente constante de restitucion normal o < 1 (Campbell, 1990;
Goldhirsch, 2003; Brilliantov and Poschel, 2004). Cuando dos particulas que se
desplazan con velocidades v y vy colisionan de modo inelastico, después de la
colision las velocidades de ambas particulas v/ y v/ estan dadas por

1+a PN 1+« A
' (g-0)o, vi=vi+t——(g )7 (2.1)

Aqui, & es un vector unitario cuya direccién viene definida por la linea recta
que une los centros de las dos particulas que estan colisionando, justo cuando
se encuentran una en contacto con la otra y g = v — vy es la velocidad relativa
antes de la colision. La regla de colision (2.1) conserva la cantidad de movimiento
pero no sucede lo mismo con la energia. Esta tltima ve reducida su magnitud
por un factor que es proporcional al grado de inelasticidad 1 — o2, es decir,
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2

2
2 12 2 ~ol—-a
4T vt =i =—(g o) ———.

5 (2.2)
Es importante hacer notar que, mientras la componente de la velocidad relativa
perpendicular a & permanece constante, el moédulo de la componente paralela
se ve reducido por un factor a: g’ - = —ag -, donde g’ = v/ — v es la
velocidad relativa poscolisional. A partir de la ecuacién (2.1) es facil obtener
las velocidades precolisionales v/ y v/ tales que después de una colision se
transforman en v y vi:

" 1+« PPN
vi=v-— (g-o)o, vi=vi+

(g-5)5. (2.3)

donde ahora g = v — vy es la velocidad relativa poscolisional.

El hecho de que las colisiones entre particulas sean inelasticas tiene como
consecuencia que éstas tiendan a producir una disminucion del valor de la tem-
peratura granular! T'(t),

oT
E vl - 7<Ta (24)

donde ¢ ~ v(1 — a?) es la tasa de enfriamiento y v es una frecuencia de col-
ision efectiva. De la ecuacion (2.4) se infiere que si se quiere alcanzar un estado
estacionario se necesita una fuente de energfa externa que compense el “enfri-
amiento” que experimenta el sistema debido a las colisiones inelasticas.

En el caso de un gas constituido por esferas duras eldsticas (“elastic hard
spheres”, EHS) la energia si es conservada en las colisiones entre particulas. Sin
embargo, se puede conseguir un efecto de enfriamiento en el sistema si se le
aplica una fuerza de friccién proporcional a la velocidad de las particulas, de
modo que el efecto de esta fuerza de rozamiento sobre la temperatura vendria
ahora dado por

or

fric

donde £ es el coeficiente de friccion. De lo anterior se deduce que si se toma
&= %C se conseguird que el efecto de enfriamiento que la fuerza de friccion orig-
ina en el sistema EHS sea el mismo que la inelasticidad de las colisiones provoca
en el sistema THS. Como consecuencia, desde un punto de vista macroscopi-

co, las ecuaciones hidrodinamicas de conservacion de la masa, la cantidad de

1La temperatura granular es proporcional a la energia cinética media por particula en el
sistema de referencia no inercial lagrangiano y se definira mas adelante en la ecuaciéon (2.17).
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movimiento y la energia para el gas IHS son, formalmente, idénticas a las cor-
respondientes al gas EHS mas la fuerza de friccién ya mencionada:

Din+nV-u=0, (2.6)
1
D+ —V-P=0, (2.7)
mn
2

Aqui, D; = 0y+u-V es la derivada total o material, d es la dimension del sistema,
m es la masa de una esfera, n es la densidad numérica, u es la velocidad media
del fluido, T" es la temperatura granular, P es el tensor de presiones y q es el
flujo de calor. El término a la derecha del signo de igualdad en la ecuacion (2.8)
proviene de la ecuacion (2.4) en el caso del sistema THS, mientras que en el caso
del sistema EHS proviene de la ecuacién (2.5) (con & = 1().

Aunque la estructura de las ecuaciones de balance macroscopicas (2.6)—(2.8)
es la misma tanto para el gas THS como para el gas EHS (maés la fuerza de fric-
cion), la dindmica microscopica subyacente es, desde un punto de vista fisico,
muy diferente en ambos sistemas: en el gas THS en un instante dado, (i) solo
pierden energia aquellos pares de particulas que se hallan colisionando, mien-
tras que (ii) el resto de particulas que no experimentan colisiones se mueven
libremente; en el caso EHS, por el contrario, (i) la energia se conserva en las
colisiones pero (ii) entre colision y colision, todas las particulas pierden en-
ergia como consecuencia de la accion de la fuerza de friccion. Por consiguiente,
durante un cierto intervalo de tiempo pequeno, sélo una pequena fraccion de
particulas (aquéllas que han colisionado) es responsable de la pérdida de en-
ergia y consiguiente enfriamiento del gas IHS, mientras que en el gas EHS todas
las particulas contribuyen simultaneamente al enfriamiento del sistema. Estas
diferencias aparecen representadas esquematicamente en la figura 2.1.

Se puede considerar, por ejemplo, el denominado estado de enfriamiento ho-
mogéneo (homogeneous cooling state, HCS) (van Noije and Ernst, 1998; Gold-
shtein and Shapiro, 1995). Ahora, la ecuacion de balance de la energia (2.8)
vendria dada por

C1Thc (t)

dt = _Chc(t)Thc(t)' (29)

La solucion a la ecuacion (2.9) esta dada por la ley de Haff (Haft, 1983):
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Inelastic hard spheres Elastic hard spheres (+Friction)
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Figura 2.1: Representacion de la dindmica microscopica del gas de esferas duras
inelasticas (IHS, panel izquierdo) y del gas de esferas duras eléasticas sometido
a una fuerza de friccion (EHS, panel derecho). Para ¢t = 0~ los dos sistemas se
encuentran en el mismo microestado y las particulas A y B estan a punto de
colisionar. En el sistema IHS, las particulas A y B retroceden inmediatamente
la una de la otra después de la colision (para ¢ = 07) con una velocidad rela-
tiva menor que la que tenian antes de colisionar, con lo que la energia cinética
promedio disminuye, E(0%) < E(07). A lo largo del intervalo de tiempo dt no
tiene lugar ninguna colisién y las particulas se mueven de modo balistico, de
modo que E(6t) = E(0"). En el sistema EHS, la colision entre las particulas A
y B es elastica, con lo cual E(07) = E(07). Sin embargo, durante el paso de
tiempo dt todas las particulas experimentan la accion de la fuerza de fricciéon
y, por lo tanto, E(6t) < E(0T). Obsérvese que para t = dt los microestados
respectivos en los sistemas THS y EHS son diferentes, a pesar de que la pérdida
de energia E(0~) — E(dt) es la misma en ambos sistemas.
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Tho(t) = — 1@ (2.10)

[1+ L¢ue(0)e]

donde se ha tenido en cuenta que (he(t) Tﬁc/ %(t). Hay que hacer notar que la ley
de enfriamiento que se acaba de presentar es valida en el estado de enfriamiento
homogéneo tanto para el gas IHS como para el sistema EHS + friccion?, a
condicion de que en éste ultimo el coeficiente de friccién dependa del tiempo a
través de la temperatura como & oc T2 y que £(0) = (ne(0)/2. Ademas, para
ambos casos la ecuacion de Boltzmann homogénea admite una solucion escalada

de la forma

fae(v,t) = n[m/2The (D] fie (e(t),  c(t) = v/\/2The()/m.  (2.11)

Por otro lado, mientras que en el sistema EHS la funcion de distribucion es
gaussiana, f;.(c) = r=d/2¢=¢" (Garzo, Santos and Brey, 1990), en el caso del
sistema THS la forma de la funcién de distribucién presenta ciertas desviaciones
respecto de la gaussiana (van Noije and Ernst, 1998; Brey, Ruiz-Montero and
Cubero, 1996; Brey, Ruiz-Montero and Cubero, 1999; Montanero and Santos,
2000; Huthmann, Orza and Brito, 2000; Brilliantov and Poschel, 2006). Estas
desviaciones son medidas, entre otros pardmetros, por el cuarto cumulante

4

qaiy' L (212

a9 =

que presenta un valor distinto de cero, y por un exceso de poblacion en la cola de
velocidad alta f;'.(c) ~ e~4¢. En el caso de un gas calentado por un forzamiento
de ruido blanco, la funcién de distribucién del estado estacionario es de nuevo
una gaussiana para el gas EHS + friccion, mientras que para el gas THS se
tiene que ag 0y f*(c) ~ e— A (van Noije and Ernst, 1998; Montanero and
Santos, 2000).

Los dos ejemplos anteriores son lo suficientemente ilustrativos para darse
cuenta que, obviamente, los sistemas THS y EHS + friccién no son estricta-
mente equivalentes, incluso aunque sus ecuaciones de balance macroscopicas
(2.6)—(2.8) sean las mismas. Sin embargo, las diferencias existentes entre las
soluciones homogéneas para los gases IHS y EHS + friccion no son cuantitati-
vamente importantes en el dominio de las velocidades térmicas (por ejemplo,
las| < 0.02 para THS con « 2 0.7). Por otro lado, es posible que ambos sis-
temas presenten desviaciones respecto del equilibrio comparables en los estados

2 A partir de ahora, cuando nos refiramos al sistema de esferas duras elasticas EHS junto con
la fuerza de friccién a la que se encuentra sometido emplearemos la expresion més compacta
EHS + friccién.
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inhomogéneos, en los cuales los fenémenos mas relevantes son el transporte de
cantidad de movimiento y/o de energia. De hecho, una de las caracteristicas mas
representativas de los gases granulares, como la inestabilidad del estado de enfri-
amiento homogéneo y la consiguiente formacion de agregados, tienen un origen
hidrodindmico (Goldhirsch, 2003; Brey, Ruiz-Montero and Cubero, 1996; Brey,
Ruiz-Montero and Cubero, 1999), y por tanto también podrian aparecer en un
sistema EHS + fricciéon, con un coeficiente de friccion £ proporcional a una
frecuencia de colision caracteristica local.

El objetivo de este capitulo es investigar hasta qué punto un gas EHS + fric-
cion puede “imitar” a un gas IHS en lo que respecta a propiedades de transporte
tales como los flujos de masa, de cantidad de movimiento y de energia. En la
secciéon 2.2 se construye un modelo para el gas EHS en el marco de la ecuacion
de Boltzmann que intenta reproducir las propiedades bésicas de la ecuacién de
Boltzmann correspondiente a un sistema IHS con un coeficiente de restitucion
«a dado. En primer lugar, como ya se ha discutido anteriormente, se admite que
el gas EHS se halla sometido a la accion de una fuerza de friccion. Igualando las
ecuaciones (2.4) y (2.5), se obtiene que el coeficiente de friccion & del sistema
EHS + friccién debe ser igual a la mitad del valor de la tasa de enfriamiento
((«) del gas IHS. Sin embargo, esta eleccion del coeficiente de friccion no es
muy practica puesto que ¢ es una funcional de la funciéon de distribuciéon de ve-
locidades de no equilibrio del sistema THS y lo que se persigue es una ecuacion
de Boltzmann auténoma para el gas EHS + friccion, es decir, una ecuaciéon que
no requiera el conocimiento previo de la solucion de la ecuacién de Boltzmann
correspondiente al gas IHS. Otra posibilidad seria definir £ como una funcional
de la funcion de distribuciéon de velocidades del sistema EHS + friccion, pero
esto da lugar a un modelo excesivamente complejo. Por estas razones, tomare-
mos & = %Co(oz), donde (p es la tasa de enfriamiento en la aproximacion de
equilibrio local®. Ademaés, esta eleccién es consistente con el hecho de que la
funcion de distribucion de velocidades del gas EHS + fricciéon es una gaussiana
en el estado de enfriamiento homogéneo, asi como en el estado estacionario que
se alcanza cuando al gas se le incorpora una fuerza de termostato de ruido
blanco. El precio a pagar por esta eleccion mas simple & = %Q‘o es que aho-
ra la equivalencia entre las dos fuentes de enfriamiento, a saber, las colisiones
y la fuerza de friccion, dadas por las ecuaciones (2.4) y (2.5), es solamente
aproximada. Nuestro modelo presenta otro ingrediente importante y consiste
basicamente en que la frecuencia de colision del gas EHS + friccion incorpora
un parametro adimensional (3, relativo a la frecuencia de colision del sistema
IHS, y cuyo valor puede ser escogido libremente con el objetivo de optimizar
el acuerdo con las propiedades del gas ITHS. Con la finalidad de efectuar una
eleccion 6ptima del valor de 3, en la seccion 2.3 se comparan los coeficientes
de transporte de Navier—Stokes de ambos sistemas. A medio camino entre la
sencillez y la precision, el valor elegido sera 3(a) = (1 + a). La equivalencia
aproximada entre ambos sistemas, EHS—IHS, va a permitir extender de un

3Es decir, (o se calcula haciendo uso de la funcién de distribucién de velocidades de equi-
librio local.
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modo directo al dominio de los gases granulares todos aquellos modelos cinéti-
cos que en un principio fueron propuestos para el estudio de gases moleculares
convencionales (Cercignani, 1988; Garz6 and Santos, 2003). Esto se estudia en
la seccion 2.4 para los modelos cinéticos Bhatnagar—Gross—Krook (Bhatnagar,
Gross and Krook, 1954; Welander, 1954) y elipsoidal estadistico (Holway, 1966).
La extension de estas ideas a mezclas y gases densos se llevaré a cabo en el capi-
tulo 3 y confirmaré la eleccién 3(a) = (14 a).

2.2. Modelo de esferas duras elasticas -+ friccion

2.2.1. Propiedades basicas de la ecuaciéon de Boltzmann

La ecuacion de Boltzmann para un gas de esferas duras inelasticas (IHS)
viene dada por (Goldshtein and Shapiro, 1995; Brey, Dufty and Santos, 1997; van
Noije and Ernst, 2001)

O +v-V) =Tt 1, (2.13)

donde f(r,v;t) es la funcion de distribucion de velocidades de una particula y
J@[f, f] es el operador de colisiones de Boltzmann

LA =o't [avi [45(e-8)(e-5) [ ISV ~ FF )]
(2.14)

donde la dependencia explicita de f de r y ¢ ha sido omitida por sencillez de
notacion. En la ecuacion (2.14), o es el didmetro de una esfera y © es la funcion
salto de Heaviside. Las velocidades precolisionales v/ y v/ estan dadas por
la ecuacion (2.3). Obviamente, el operador de colisiones correspondiente a las
esferas duras elasticas (EHS), JW[f, f], se obtiene a partir de las ecuaciones
(2.14) y (2.3) haciendo o = 1.

Los primeros d + 2 momentos de la funcién de distribucién de velocidades
definen la densidad numérica

n(e,t) = [ dv firovit) = () (2.15)
la velocidad media del fluido

1
n(r,t)

u(r,t) = /dv vf(r,vit) = (v), (2.16)
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y la temperatura granular

/dv V2(r,t) f(r,vit) = m<:l/2>, (2.17)

m
n(r,t)d

T(r,t) =

donde V(r,t) = v—u(r,t) es la velocidad peculiar, es decir, la velocidad medida
en el sistema de referencia no inercial lagrangiano que se mueve con la velocidad
media del fluido u. Las propiedades béasicas del operador de colisiones inelastico
J(@) [f, f] son aquéllas que determinan la forma de las ecuaciones hidrodinamicas
de balance de masa, cantidad de movimiento y energia,

/dv mv | JOf, f] = 0 , (2.18)

smV? —4nT¢
donde ((r,t) es la tasa de enfriamiento como consecuencia de la inelasticidad
de las colisiones. Mediante manipulaciones estdndar del operador de colisiones,

la tasa de enfriamiento se puede expresar del siguiente modo (Brey, Dufty and
Santos, 1997)

mﬁ%ad_ln(r,t)
4dT (453) T (r,t)

¢ t) = (1-a? (Via), (2.19)

donde

(Viy) = m/dvl /dvz [vi— Va2 f(r,vi;t)f(r,va;t) (2.20)

es el valor medio del cubo de la velocidad relativa. Las propiedades (2.18) con-
ducen a las ecuaciones de balance (2.6)—(2.8), donde el tensor de presiones y el
flujo de calor vienen dados por las siguientes expresiones,

P= m/deVf(v)7 (2.21)

q= % /dv VAV (V). (2.22)

La tasa de enfriamiento ¢ es una funcional no lineal de la funcién de dis-
tribucion f a través del valor medio del cubo de la velocidad relativa (V3). De
aqui se desprende que ¢ no puede calcularse de modo explicito a menos que se
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resuelva previamente la ecuacion de Boltzmann del gas IHS. No obstante, se
puede obtener una estimacion de ¢ a partir de la ecuacion (2.20) sustituyendo
la funcién de distribucion real f por la funcion de distribucion de equilibrio local

fo(v) = n(m/2xT)¥? exp(—mV?/2T). (2.23)

En ese caso,

_ d+3\ [ T\*?
V3) = (V2o =22(V3g = 4x~%2Q,T (2> (m) , (2.24)

donde

B 27.(.d/2
47 T(d/2)

(2.25)

es el angulo solido total. Si se introduce la aproximacion (2.24) en la ecuacion
(2.19) se obtiene la tasa de enfriamiento en la aproximacion de equilibrio local
(Brey, Dufty and Santos, 1999; Brey et al., 1998)

€O(r,t) = CSVO(r,t)a Cg = Td(l - 042), (226)

donde
L ot (T 2.27
=i () =

es una frecuencia de colision efectiva. La expresion (2.26), obtenida haciendo uso
de la aproximacion de equilibrio local, muestra ahora la tasa de enfriamiento
como una funcional de f a través de la densidad y temperatura locales exclu-
sivamente. Ademaés, su dependencia respecto al grado de inelasticidad es muy
sencilla, ¢y ox 1 — 2.

Es conveniente introducir ahora el operador de colisiones modificado (Brey,
Dufty and Santos, 1999)

¢ o

TN A =TS = 555 (V. (2.28)

Por construccién, el operador J (O‘)[ f, f] tiene las siguientes propiedades
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1 B 0

/dv mv | JYf =1 0 |, (2.29)
%mV2 0

que se pueden obtener haciendo uso de la ecuacion (2.18).

2.2.2. El modelo

El operador de colisiones inelastico modificado J(®)[f, f] tiene en comtn con
el operador de colisiones elastico J(M[f, f] el hecho de que sus d + 2 primeros
momentos colisionales son nulos. Sin embargo, J[f, f] y JM[f, f] difieren en
otros muchos aspectos. Para ilustrar estas diferencias podemos considerar de
nuevo el estado de enfriamiento colisional homogéneo. Mientras que la funcion
de distribucion de velocidades solucion de J(@) [fhes fac) = 0 es no gaussiana
(Brey, Dufty and Santos, 1999), la funcion solucion de JM[f, f] = 0 sf lo es.
Ademas, el operador de colisiones elastico verifica el teorema H,

[avtanaoig g <o (2.30)

mientras que para el operador .J (a)[ f, f] no ha sido demostrado el mencionado
teorema. A pesar de estas diferencias, el hecho de que los operadores J(®)[f, f]
y JW[f, f] compartan las propiedades dadas por (2.29) sugiere la posibilidad
de que ambos operadores presenten un comportamiento similar en el rango
de velocidades térmicas (por ejemplo, para v < 24/27/m). Esta hipotesis nos
conduce a proponer la siguiente aproximacion

T, f] — BIDIS, £, (2.31)

donde () es un parametro positivo a determinar. La introduccion de este
pardmetro no impide que la ecuacion (2.29) siga siendo valida, permitiendo,
ademaés, ajustar la equivalencia aproximada de ambos operadores. Otra aprox-
imaciéon que se va a considerar consiste en reemplazar la verdadera tasa de
enfriamiento, dada por la ecuacion (2.19), por la estimaciéon de equilibrio lo-
cal (2.26). Teniendo en cuenta ambas aproximaciones, nuestro modelo consiste
béasicamente en la siguiente sustitucion:

@rs £ gy G
O A= BTV A+ 22 v, (2.32)

de modo que ahora la ecuacion de Boltzmann (2.13) se convierte en
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8t+v~Vf<—02'V f=p3JV[f f]. (2.33)
2 Ov ’

En este modelo, el gas de esferas duras ineldsticas con un coeficiente de resti-
tucion a dado es reemplazado por un gas “equivalente” de esferas duras eldsticas
sometido a la accién de una fuerza de friccion Fyie = —mEV, con & = %Co- Esta
fuerza es proporcional a la velocidad peculiar, con un coeficiente de friccion &
que depende de la densidad y temperatura locales, asi como del coeficiente de
restitucion del gas IHS. La fuerza de friccion Fyi. tiene como objetivo intentar
reproducir el efecto de enfriamiento que tiene lugar en un gas granular como
consecuencia de la inelasticidad de las colisiones entre particulas. El hecho de
que en el coeficiente de fricciéon £ se haya aproximado la tasa de enfriamiento ¢
del gas granular por (, (o de modo equivalente, (V35) — (Vi3)o) esta motivado
fundamentalmente por razon de simplicidad del modelo, puesto que no parece
necesario retener la dependencia funcional detallada de la ecuacion (2.20), cuan-
do por otro lado se esté efectuando una aproximacion de mayor orden definida
por la ecuaciéon (2.31). Dicho de otro modo, es de esperar que las discrepancias
asociadas a la aproximacion ( — (p sean de menor importancia que las propias
de la aproximacion (2.31). En cualquier caso, si se deseara mantener la verdadera
tasa de enfriamiento ¢ en el modelo (2.32), ¢ tendria que ser interpretado como
una funcional de la solucion de la ecuacion (2.33) y no como una funcional de
la solucion de la ecuacion (2.13). De no ser asi, la ecuacion (2.33) no seria una
ecuacion auténoma y serfa preciso conocer la soluciéon de la ecuacion de Boltz-
mann inelastica (2.13) para poder resolver la ecuacion de Boltzmann elastica
(2.33), lo que es no solamente poco préctico sino también bastante complicado.

En la ecuacion (2.14) aparece el coeficiente de restitucion normal « tanto
de modo explicito (factor a~2 dentro del operador de colisiones) como de modo
implicito (a través de la regla de colision (2.3)). Por el contrario, en el modelo
(2.32), a aparece explicitamente, y ademéas fuera del operador de colisiones,
en la tasa de enfriamiento de equilibrio local (; < 1 — a? y en el parametro
a determinar (). Esta simplificacion puede ser justificada en base a que, en
un principio, estamos interesados principalmente en los efectos de grano grueso
que la inelasticidad origina en la funcion de distribucion de velocidades de no
equilibrio, pudiéndose esperar que detalles de caracter mas fino podrian no ser
capturados enteramente por el modelo (2.32). Sin embargo, como se vera en
el capitulo 4, la fiabilidad del modelo EHS + friccién es mayor de la esperada
inicialmente.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es el siguiente. Consideremos un
gas THS y un gas EHS + friccién con esferas de diametros o y o/, respectiva-
mente. En principio, no existe ninguna razén para suponer que el sistema EHS
+ friccidon que mejor reproduce las propiedades de transporte del gas granular
es aquél tal que o’ = o, es decir, aquél cuyas esferas tienen el mismo didmetro
que las del sistema inelastico. Si o’ y o fuesen iguales, entonces ambos sistemas
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tendrian el mismo tiempo medio entre colisiones pero no necesariamente las mis-
mas tasas de transferencia de momento o energia durante una colisiéon. El efecto
asociado al hecho de que o’ # o es explicado por el parametro (3. Puesto que
JD[f, f] se define fijando o = 1 en la ecuacion (2.14), es proporcional a g%~ 1
y no a o’*™. Por lo tanto, BJMD[f, f] es el operador de colisiones del sistema
EHS de esferas de diametro o' = Y/(@=Dg. De modo equivalente, la ecuacion
(2.33) se puede reescribir como

0
(at, v 2%87 ~v> =0, 11, (2.34)

donde t' = ft y V' = 9/9r' con v’ = fr. De acuerdo con la ecuacion (2.34), el
sistema THS original es reemplazado por un sistema EHS con el mismo didmetro
o' = o, pero con una constante de friccion £ = (p/23 y con variables espaciales
y temporales escaladas por el factor 3. De aqui en adelante, se utilizara la
forma del modelo dada por la ecuacion (2.33) en lugar de la forma (2.34) e in-
terpretaremos (3 como un factor correctivo que modifica la frecuencia de colision
del sistema EHS respecto a la del sistema IHS. Esto tiene como consecuencia
que después de un cierto intervalo de tiempo comun At el ntmero de colisiones
experimentadas por el gas EHS es, en general, diferente al del sistema THS. En
la seccion siguiente se propone una expresion para el parametro 3(«) basandose
para ello en la comparacion de los coeficientes de transporte en el orden de
Navier—Stokes de los gases EHS e THS.

2.3. Coeficientes de transporte de Navier—Stokes

2.3.1. Tensor de esfuerzos y flujo de calor

Los transportes irreversibles de cantidad de movimiento y energia son medi-
dos por el tensor de esfuerzos II;; = P;; — pd;; (donde p = nT = d'TrP es la
presion hidrostatica) y el flujo de calor q. Mediante una extension del método
de Chapman—Enskog (Chapman and Cowling, 1970) al caso de colisiones inelés-
ticas (Brey et al., 1998; Garzo and Dufty, 1999a; Brey and Cubero, 2001; Garzd
and Montanero, 2002; Santos, 2003), se obtienen las ecuaciones constitutivas de
Navier—Stokes

2
Map = —1 (vaug + Vit = =V - um) : (2.35)

q=—kVT — puVn, (2.36)
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donde 7 es la viscosidad tangencial, x es la conductividad térmica y p es un
coeficiente de transporte sin equivalente en el caso elastico. Para el sistema
[HS, las expresiones explicitas de los coeficientes de transporte en la primera
aprozimacion de Sonine vienen dadas por (Brey et al., 1998; Brey and Cubero,
2001)

_nT 1
" ) 1/7*7—%07

(2.37)

nT d+ 21+ 2a5°
- 2.
" myvy 2 wvE—2C* (2.38)

T2 d+2 C*+a}2“31/:

o 2 (v = 30 (v - 2¢)

(2.39)

En estas ecuaciones, la frecuencia de colisiones efectiva v estd definida por la
ecuacion (2.27),

he 16(1 — a)(1 — 2a?)

_ 2.40
“2 T 9124d — a(41 — 8d) + 30a2(1 — a) (240)

es una estimacion® de la curtosis de la funcién de distribucién de velocidades
[ver ecuacion (2.12)] en el estado de enfriamiento homogéneo (van Noije and
Ernst, 1998), y

3
= (1 + 16a‘5°) (2.41)

es la tasa de enfriamiento (reducida) en el mismo estado. Ademaés,

v = = —

fdvD:L@®fD 3
K vo [dv foD:D  4d

1—a+ §d> (1+a) (1 - ?)12@26)(2.42)

es la frecuencia de colision (reducida) asociada a la viscosidad tangencial, donde

D(V)=m <VV - %2 |> , (2.43)

4Una estimacion mas precisa es (Montanero and Santos, 2000; Coppex et al., 2003) agc =
16(1—a)(1—2a2)

254+24d—a(57—8d)—2(1—a)a

por lo que aqui utilizaremos por razones historicas la estimacion (2.40).

5. Sin embargo, ambas son practicamente equivalentes para a 2 0.5,
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dvS- L™ fS 1 -1
Jdv foS _ +a[d +f’—6(d+8)(1—a)

YT JdvfS-S  d | 2
44 5d—3(4—d)a .
719 as (2.44)

es la frecuencia de colision (reducida) asociada a la conductividad térmica, donde

S(V) = (”;w - d;“QT) V. (2.45)

En la ecuacion (2.43), | es el tensor unitario d x d. En las primeras igualdades
de las ecuaciones (2.42) y (2.44), £(®) representa la linealizacion del operador
de colisiones J(® en torno al estado de enfriamiento homogéneo:

L¢=—J g, fuc] — T fuc, 8. (2.46)

En el modelo EHS + friccion (2.32) los coeficientes de transporte estén
formalmente dados por las ecuaciones (2.37)—(2.39), excepto que a4 — 0. Esto
estd motivado por el hecho de que en el caso de un gas EHS + friccion que se
encuentra en el estado de enfriamiento homogéneo la funcion de distribucion es
la de equilibrio local® fy. = fo. Ademas, v, v vy estan dadas por las primeras
igualdades de las ecuaciones (2.42) y (2.44) pero teniendo en cuenta la siguiente
sustitucion

9

2V (2.47)

£@ _ gem _ %
2

donde el operador £ est4 definido por la ecuacion (2.46) con . =1y fue = fo.
Considerando las siguientes propiedades

V-0,D=2D, V-98,S=3S+(d+2)TV, (2.48)

se obtienen las siguientes expresiones para las frecuencias de colision (reducidas)
asociadas a la viscosidad tangencial y a la conductividad térmica:

vy — B+ (s (2.49)

5Recordemos que en el caso de un gas IHS que se encuentre en condiciones de enfriamiento
homogéneo, la soluciéon a dicho estado no es una gaussiana, es decir, fhc # fo.
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., d—1_ 3.,
vi = =B+ 56 (2.50)

Por lo tanto, los coeficientes de transporte del modelo EHS + friccion, en la
primera aproximaciéon de Sonine, vienen dados por las siguientes expresiones

T 1
. (2.51)
vo B+ 3G
nT d+2 1
K= 5 i i (2.52)
mv = I6] 2(0
T2 d(d+2 x

myg 2(d — 1) B4 6 — 3¢5)

Llegados a este punto hay que tener en cuenta que atin no se ha determinado
ninguna expresion para el parametro J. Para tratar esta cuestion consideremos,
por ejemplo, la viscosidad tangencial. La idea es que la viscosidad tangencial
dada por el modelo EHS reproduzca de la manera mas precisa posible la mis-
ma magnitud del gas IHS. Para conseguirlo, igualamos la ecuacion (2.51) a la
ecuacion (2.37) (haciendo en esta tltima a3 = 0, por consistencia), obtenien-
do de esta forma la expresion del parametro 5 que mejor ajusta la viscosidad
tangencial de ambos modelos:

B = 120‘ [1 - d2_d1(1 —a)} =8, (2.54)

Procediendo de modo analogo con las ecuaciones (2.52) y (2.38) (con a}¢ =

0) obtendremos la forma del parametro § que mejor ajusta la conductividad
térmica de ambos modelos:

1 34—d
ﬁ:—m|:1+

o Ry 0"] = fe- (2:55)

Por tltimo, repitiendo el proceso anterior para el coeficiente de transporte p con
las ecuaciones (2.53) y (2.39), se obtiene que 3, = (.

2.3.2. Autodifusion

Consideremos de nuevo el estado de enfriamiento homogéneo. Supongamos,
ademads, que existe un grupo de particulas marcadas (etiquetadas en lo que
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sigue con el subindice 1) con una densidad inicial no uniforme n;. La funcion
de distribucién de velocidades f; asociada a este grupo de particulas obedece la
ecuacion de Boltzmann-Lorentz

(@ +v V) fr = TOUfs, fue = —LG) fr. (2.56)

Como consecuencia, aparece una corriente de particulas marcadas j; = m [ dv v fi(v)
en sentido contrario al gradiente de concentraciéon. La conservacion del niimero
de particulas marcadas viene recogida por la ecuacion de continuidad

1
ony +—V-j1 =0. (2.57)
m
En el limite de gradientes pequenos se verifica que
j1=—2DVn,, (2.58)
n

donde D es el coeficiente de autodifusion. En el caso de un gas ITHS el coeficiente
de autodifusion puede ser calculado mediante la aplicacion estandar del método
de Chapman-Enskog en la primera aproximaciéon de Sonine. El resultado estéa
dado por (Brey et al., 2000)

D=— - (2.59)

donde

. fdvv- LY fov  d+2 1,
= = 1 1— —abe 2.
YD I fdv v2 fo 4d (I+a) 32a2 (2.60)

es la frecuencia de colision (reducida) asociada al coeficiente de autodifusion.

Si consideramos ahora nuestro modelo EHS -+ friccion, la ecuacion de Boltzmann—
Lorentz (2.56) se convierte en

D4y — %08% vew)| i = BIO[ fol = —BLY 11, (261)

donde se ha tenido en cuenta que la velocidad peculiar V que aparece en la parte
derecha de la ecuacion (2.32) ahora debe ser interpretada como v — uy, siendo
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u; = ji/mny la velocidad media de las particulas marcadas. Continuando con
nuestro modelo EHS + friccion, la ecuacion (2.47) se transforma en

(o) ) _ G 9
Lyp, = BLpt = 5 50 Vs (2.62)
de modo que
. d+2 ¢
vp = By + ?O (2.63)

Ademas, la presencia del término proporcional a u; en la ecuacion (2.61) origina
un término extra en el desarrollo de Chapman—Enskog, de modo que el término
¢*/2 que aparece en el denominador de la ecuacion (2.59) es reemplazado por
¢;- Teniendo en cuenta estas consideraciones, el coeficiente de autodifusion del
modelo EHS + friccion (en la primera aproximacion de Sonine) viene dado por

T 1
D= - d+2 1 (2.64)
mvo S0 — 565

Comparando la ecuaciéon (2.64) con la ecuaciéon (2.59) (haciendo a4 = 0 en la
ultima), se obtiene

p= = fp. (2.65)

2.3.3. Comparaciéon de los coeficientes de transporte de
los gases IHS y EHS —+ friccion

Como se ha podido constatar, la eleccion del parametro B(«), segun el cri-
terio de optimizar el acuerdo con los coeficientes de transporte del gas ITHS, no
es unica. Dependiendo de la propiedad de transporte en la que estemos intere-
sados, serd mas conveniente 3 = 8,, 8 = B, 3 = [p o incluso una eleccién
distinta a éstas. Sin embargo, para continuar el analisis fijemos nuestra atencion
en estos tres posibles valores que puede tomar el pardmetro 8. En primer lugar,
se puede ver que 3, < Bp < B, parad = 2y d = 3. Ademads, como se puede
comprobar en la figura 2.2, 8, < 1 para todo valor de « si d = 3. Este hecho
nos informa que el didmetro de las particulas del sistema equivalente EHS es
menor que el de las particulas del gas THS (¢’ < o), siendo este efecto mucho
més pronunciado con 8 = 3, que con 3 = 3.

En la figura 2.3 se comparan los cuatro coeficientes de transporte del gas THS
(d = 3) [ecuaciones (2.37)—(2.39) y (2.59)] con los del sistema EHS + friccion
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Figura 2.2: Representacion de 3, (— - ), Bx () y Bp (- — - — ) en funcién

del coeficiente de restitucion normal « para el caso tridimensional (d = 3).

lecuaciones (2.51)—(2.53) y (2.64)] con 8 = 3, [ecuacion (2.54)], § = (. [ecuacion
(2.55)], 8 = Bp |ecuacion (2.65)] y § = 1. En primer lugar, se puede observar que
la viscosidad tangencial del gas EHS obtenida con la eleccién § = 3, reproduce
casi perfectamente la viscosidad tangencial THS. En el caso del coeficiente de
autodifusion sucede practicamente lo mismo pero ahora con la eleccion § = Bp.
Esto es asi debido a que la influencia de al # 0 en la tasa de enfriamiento
¢* [ecuacion (2.41)] y en las frecuencias de colision v; [ecuacion (2.42)] y v},
[ecuacion (2.60)] es muy pequena. Por otro lado, en el caso de los coeficientes &
y i del sistema EHS con 8 = (3, aparecen desviaciones significativas respecto de
los mismos coeficientes en el sistema [HS. El origen de estas discrepancias es la
presencia explicita de a}® en los numeradores de las ecuaciones (2.38) y (2.39),
puesto que la influencia de a4 en ¢* y v* es, de nuevo, muy pequeiia.

Un interrogante que surge de modo natural es el de si existe una eleccion
comun del parametro () que reproduzca razonablemente bien la dependencia
por parte de los cuatro coeficientes de transporte del coeficiente de restituciéon
normal «. Por ejemplo, en la figura 2.3 se puede ver que la eleccion § = 3,,
que es excelente en el caso de la viscosidad tangencial 7, sobrevalora de modo
apreciable k, u, y D. Por otro lado, 8 = (8« no es claramente superior a 3 = 3p
en los casos de k y . Sin embargo, en el caso de 'y D, la eleccion Sp proporciona
mejores resultados que (. Finalmente, la eleccion trivial 5 = 1 es la que peores
resultados proporciona, especialmente en el caso de la viscosidad tangencial.
Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, proponemos tomar 3 = p =
%(1 + a). Aunque esta eleccion infravalora la viscosidad tangencial, este hecho
no es un inconveniente muy importante puesto que, de los diferentes coeficientes
de transporte, la viscosidad tangencial es el menos sensible a la inelasticidad.
Por ejemplo, el cociente entre el valor de un coeficiente de transporte obtenido
con = 0.5 y el valor con a = 1 es 1.3 en el caso de n, mientras que en los
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Figura 2.3: Representacion de la viscosidad tangencial (reducida) n/(nT/vy),
la conductividad térmica (reducida) x/(nT/muy), el coeficiente de transporte
(reducido) u/(T?/mug) vy el coeficiente de autodifusion (reducido) D/(nT/muyg)
para un gas tridimensional IHS (—) y el sistema equivalente EHS con § = 3,
=) p=08(()B=0p(-—-)ypB=1(+—- ) en funcion
del coeficiente de restituciéon normal «. Obsérvese que en la grafica superior, la
curva del sistema IHS practicamente se superpone con la curva del sistema EHS

con 3 = 3,. Lo mismo sucede en la grafica inferior con la curva IHS y la curva
EHS con 6 = Gp.
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casos de kK y D son 1.9 y 1.8, respectivamente. Para este elevado valor de la
inelasticidad (o = 0.5), los coeficientes de transporte del gas EHS + friccion
obtenidos con la eleccion § = Bp = %(1 + «) difieren de los del gas THS en un
14% (n), 2% (k), 3% () y 0.5% (D).

Hay dos razones adicionales favorables a la eleccion que representa la ecuacion
(2.65). En primer lugar, tiene una forma mas simple que las ecuaciones (2.54)
y (2.55), siendo ademés independiente de la dimension d. La segunda de las
razones deriva de la extension que del modelo (2.32) se ha hecho a los casos
de mezclas diluidas y gases densos, respectivamente. En ambos casos, como
veremos en el capitulo 3, la ecuacion que recoge la transferencia de energia col-
isional impone la eleccion (2.65) como la mas natural, sin tener que recurrir a
la evaluacion de los coeficientes de transporte.

También es importante observar que los coeficientes de transporte obtenidos
a partir del modelo EHS + fricciéon con & = %CO y 3= %(1 + «) exhiben un
mejor acuerdo con los coeficientes de transporte del gas IHS que los del modelo
de Maxwell inelastico (Santos, 2003). Por otro lado, es importante destacar
que la comparacion de los coeficientes de transporte obtenidos en la primera
aproximacion de Sonine con resultados de simulacion presenta un buen acuerdo
para 1 (Brey and Ruiz-Montero, 2004; Brey et al., 2005) y D (Brey et al.,
2000; Garzo and Montanero, 2004), mientras que en los casos de k y p aparecen
discrepancias importantes, en particular para inelasticidades grandes (Brey and
Ruiz-Montero, 2004; Montanero, Santos and Garzo6, 2007; Garzo, Santos and
Montanero, 2007).

2.4. Modelos cinéticos

2.4.1. Modelo BGK

La correspondencia aproximada IHS<EHS nos va a permitir extender al ca-
so ineléstico diferentes modelos cinéticos propuestos originalmente para sistemas
elasticos. Por ejemplo, consideremos el modelo Bhatnagar—Gross—Krook (BGK)
en el caso de esferas duras eldsticas (Bhatnagar, Gross and Krook, 1954; We-
lander, 1954):

JDf, f] = —vo(f = fo), (2.66)

donde fy es la funcion de distribucion de equilibrio local (2.23) y 1y es una
frecuencia de colision efectiva que, normalmente, se identifica con la representada
por la ecuacion (2.27) con el objetivo de que la viscosidad tangencial dada por el
modelo BGK esté de acuerdo con la dada por la ecuaciéon de Boltzmann. Por lo
tanto, teniendo en cuenta la aproximacion (2.32), la extension del modelo BGK
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al caso de esferas duras ineldsticas seria

TOUf. S = ~Bn(f ~ o) + L2 v (2.67)

con ¢y y [ dados por las ecuaciones (2.26) y (2.65), respectivamente. De hecho,

el modelo cinético (2.67) puede ser considerado como una simplificacion de un
modelo ya propuesto con anterioridad (Brey, Dufty and Santos, 1999):

T, 1 — —Bro(f — fue) +

D |y

0
5 (V). (2.68)

donde aqui fy. representa la forma local del estado de enfriamiento homogéneo,
¢ esta dada por la ecuacion (2.41) y 8 por (2.54).

El operador de colisiones linealizado correspondiente al modelo BGK (2.67)
viene dado por

L@Hm—%%Wﬁ (2.69)

Como consecuencia de la ecuacion (2.69), la expresion para la frecuencia de
colision reducida asociada a la viscosidad tangencial, vy, esta dada de nuevo por
la ecuacion (2.49). Sin embargo, en el caso de la frecuencia de colision reducida
asociada a la conductividad térmica ahora se tiene que v — 3+ 3¢ en lugar
de (2.50). Por lo tanto, la viscosidad tangencial esta dada por la ecuacion (2.51)

mientras que la conductividad térmica y el coeficiente p estdn dados por

Td+2 1
g MOt _— (2.70)
mug 2 6—50

T dv2
myy 2 BB —5¢)]

W= (2.71)

expresiones que difieren de las ecuaciones (2.52) y (2.53), respectivamente.

Consideremos de nuevo el mecanismo de autodifusion en el estado de en-
friamiento homogéneo. Ahora, la ecuacion cinética BGK para las particulas
marcadas es

8t+V~V—C2068v'(V—111)} f1 =P (fl—%fo)» (2.72)

de modo que el operador de Boltzmann—Lorentz se convierte en
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[eY CO 0

y la frecuencia de colision reducida asociada al coeficiente de autodifusion es
vh — B+ %g{; en lugar de la dada por la ecuacion (2.63). Teniendo en cuenta
estas consideraciones, la expresion para el coeficiente de autodifusion esta dada
por

p-"rT_1 (2.74)

1,57

mmﬁ—ao

que también es diferente de la expresion (2.64).

La incapacidad del modelo BGK para reproducir simultaneamente los difer-
entes coeficientes de transporte ya se presentaba en el caso elastico y esta mo-
tivada fundamentalmente por la inclusion en el modelo de una tnica frecuencia
de colision vy. En particular, el modelo BGK arroja el valor Pr = 1 para el
namero de Prandtl Pr = (d + 2)n/2mk en el limite elastico, mientras que el
valor correcto proporcionado por la ecuacion de Boltzmann es (en la primera
aproximacion de Sonine) Pr = (d —1)/d.

2.4.2. Modelo elipsoidal estadistico

Con el objetivo de evitar la limitacion anterior del modelo BGK, se propu-
so en los anos sesenta el denominado modelo elipsoidal estadistico (ES) para
particulas elasticas (Cercignani, 1988; Holway, 1966)

JOIf, f] = —wPr(f — fr), (2.75)
donde
Fr(v)=n (’;L:)d/z (det R) /2 exp (—%R‘l : VV) (2.76)

es una funciéon de distribucién gaussiana anisétropa, con el tensor R dado por

1
R= o [pl = (1—Pr)P), (2.77)

siendo P el tensor de presiones. La eleccion de la funcién de distribucion fr
en el modelo ES estd basada en argumentos de la teoria de la informacion.
Observemos que el modelo ES se reduce al modelo BGK en el caso particular
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Pr = 1. En este sentido, podemos considerar Pr como un pardmetro libre del
modelo, de modo que se recupera el modelo BGK haciendo Pr = 1.

La funcién de distribucién de referencia fr tiene una norma finita® puesto
que R es una matriz definida positiva’, es decir, sus autovalores r; son positivos.
A partir de la ecuacion (2.77) se tiene que r; = Pr~*[p— (1 —Pr)p;] donde p; son
los autovalores del tensor de presiones P. Entonces, y puesto que Z?:l p; = dp,
se tiene que p; < dp. Teniendo en cuenta esto, y dado que los autovalores r;
son positivos, se puede comprobar que Pr > (d — 1)/d. Se puede observar que el
limite inferior del niimero de Prandtl que aparece en el modelo ES coincide con
el dado por la ecuaciéon de Boltzmann en la primera aproximacién de Sonine.
Los primeros momentos de la funcién de distribucion fr son

/dv{l,V,mVV}fR(v) — (n,0,R}. (2.78)

En el modelo BGK (2.66) la funcion de referencia fy (a saber, la funcion de
distribucion de equilibrio local) es una funcional de f como consecuencia de
su dependencia de los campos hidrodinamicos n, u y 7. En el modelo ES; la
funcion de referencia fr depende también del flujo de cantidad de movimiento.

Cuando la expresion (2.75) se introduce en (2.32) conseguimos la extension
del modelo ES al caso de esferas duras inelasticas (IHS):

@[ 1 — BuePr(f — S
T 1)~ ~BuoPr(f — fr) + L2 (). (2.79)

No debe confundirse el modelo ES (2.79) con el modelo cinético gaussiano
recientemente propuesto por (Dufty, Baskaran and Zogaib, 2004). Una de las
diferencias mas significativas radica en que la frecuencia de colisién efectiva
depende de la velocidad peculiar en el mencionado modelo cinético gaussiano. El
modelo cinético (2.79) debe ser distinguido también del método introducido por
(Jenkins and Richman, 1988), en el cual se aproxima la funcion de distribucion
por una gaussiana anisoétropa con la finalidad de obtener un conjunto cerrado
de ecuaciones para el tensor de presiones.

El operador de colisiones linealizado asociado a (2.79) viene dado por (2.47),

SEntendiendo por “norma finita” que la integral f dv fr(v) = n es finita.
7Sea M una matriz hermitica (Mt = M) de n x n elementos. Se dice que la matriz M es
definida positiva si cumple cualquiera de las siguientes propiedades equivalentes:

= Para todo vector no nulo z € C™ se cumple que

zt - M. z>0.
= Todos los autovalores de M son positivos.

Toda matriz definida positiva es invertible y su inversa es también definida positiva.
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donde ahora la accion del operador linealizado en el caso eléstico es (Garzoé and
Santos, 2003)

1-;& fo(V)D(V) / dv’D(V’)gb(v’)]. (2.80)

LY G(v) = v |Pro(v) +

Haciendo uso de la expresion (2.80) se llega a que la viscosidad tangencial viene
dada por (2.51), mientras que la conductividad térmica y el coeficiente u vienen
dados por

Td+2 1
oo O — (2.81)
mvry 2 Prf— 5Co

T? d+2 o
= i “ (2.82)
mvy 2 Prp(Prf — 3¢5)

respectivamente. Las ecuaciones (2.81) y (2.82) coinciden con las ecuaciones
(2.52) y (2.53) si se hace Pr = (d — 1)/d. Ademas, se recuperan los resultados
del modelo BGK (2.70) y (2.71) haciendo Pr = 1.

En el caso del problema de la autodifusion, la ecuacion cinética para las
particulas etiquetadas en el marco del modelo ES es

5’t+V-V—<2088V'(V—111)] flz—ﬁVoPr(fl—%J%)- (2.83)

Por lo tanto,

T 1
D= n—il, (2.84)
mvy Pr3 — 5Go

expresion que es diferente a la dada por la ecuacion (2.64).

2.4.3. Soluciéon de los modelos BGK y ES en el caso del
flujo tangencial uniforme

Vamos a analizar ahora las soluciones de ambos modelos en el caso de uno
de los estados paradigmaticos de no equilibrio, a saber, el flujo tangencial uni-
forme, al cual le dedicaremos los capitulos 4 y 5. Con ello se pretende ilustrar
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Figura 2.4: Flujo tangencial uniforme (“uniform shear flow”, USF).

la extension de ambos modelos a sistemas constituidos por esferas duras inelas-
ticas. En la mayor parte de esta Subsecciéon consideraremos el modelo no lineal
ES (2.79) con un valor arbitrario para Pr, de modo que Pr = 1 corresponde al
modelo BGK y Pr = (d — 1)/d corresponde al verdadero modelo ES.

Como vemos en la figura 2.4, en el flujo tangencial uniforme la densidad es
constante, la temperatura granular es uniforme y la velocidad hidrodinamica
presenta un perfil lineal u = ayX, donde a es el gradiente de velocidad con-
stante. Desde un punto de vista mas fundamental, cuando las velocidades de las
particulas se refieren a un sistema de referencia no inercial lagrangiano que se
mueve con la velocidad media del fluido, la funcién de distribuciéon de veloci-
dades deviene uniforme:

flr,vit) = f(V,t), V=v—ayX. (2.85)
En estas condiciones, la ecuacion del modelo cinético ES se transforma en

9 G 0

Wi —Vigrt =S av:

YoV, (Vf) = —=BuvoPr(f — fr). (2.86)

Multiplicando ambos miembros por mV;V; e integrando para todas las veloci-
dades se llega a
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8tPij +a (5ixpyj + 5przy) + COPz'j = -0y (Pij — p(gij) , (2.87)

donde en el miembro derecho se ha hecho uso de las ecuaciones (2.77) y (2.78).
Es importante hacer notar que el conjunto de ecuaciones (2.87) es comin tan-
to al modelo BGK como al modelo ES dado que la constante Pr no aparece
en la mencionada ecuacion. Ademas, la estructura de la ecuacion (2.87) tam-
bién aparece en otros modelos cinéticos similares al BGK (Brey, Moreno and
Dufty, 1996; Brey, Ruiz-Montero and Moreno, 1997), asi como en la ecuacion
de Boltzmann en la aproximacion de Grad (Garzo, 2002; Santos, Garz6 and
Dufty, 2004). En este ultimo caso, sin embargo, desaparece la flexibilidad de
ajustar el pardmetro 3 puesto que, por construccion, 3 = 3.

Las tunicas ecuaciones independientes que se obtienen de la ecuacion (2.87)
son

2
Oep + Cop + Eany =0, (2.88)
atpry + (/61/0 + CO) sz + (ley = 0, (289)
O Pyy + (Bro + Co) Pyy — Brop = 0. (2.90)

La solucién correspondiente al estado estacionario es

TO 2@2 ﬁ
T = —_ 2.91
2T d QBTGP (2:91)
Py B
et (2.92)
Py _ _ﬁ VG
Wt~ Vasrao (2.93)

donde en la ecuacion (2.91) Ty es una temperatura de referencia arbitraria y
vo(To) es su frecuencia de colision asociada. Todos los elementos no diagonales
del tensor de presiones son nulos, exceptuando P,y = P,,. Ademas, Py, = P,, =
.-+ = P4, de modo que P, = dp— (d—1)P,,. Por otro lado, la ecuacion (2.91)
puede ser escrita de un modo méas conveniente como

a _ [dG .
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Figura 2.5: Representacion de la viscosidad tangencial no newtoniana correspon-
diente al estado estacionario de un gas de esferas duras inelasticas en el flujo
tangencial uniforme, en funcion del coeficiente de restitucion normal « (gra-
fica de la izquierda) y del gradiente de velocidad reducido a/vy (grafica de la
derecha). Las curvas representan las predicciones comunes de los modelos cinéti-
cos BGK y ES, ecuaciones (2.94) y (2.95), con 8 = (3, (lineas segmentadas) y
6 = PFp = (1 + «)/2 (lineas continuas). Los circulos corresponden a nuestros
resultados de simulacién.

donde aparece expresado el gradiente de velocidad en unidades de la frecuencia
de colision correspondiente al estado estacionario. La reologia del flujo tangencial
uniforme en el estado estacionario se puede caracterizar de modo conveniente
mediante el coeficiente de viscosidad tangencial no newtoniano

* Pwy VO(T) _ ﬁ
L A RO 24

donde se han empleado las ecuaciones (2.93) y (2.94).

En la figura 2.5 se representa la viscosidad tangencial no lineal (2.95) en
funcion del coeficiente de restituciéon normal « y del gradiente de velocidad
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reducido a/v(T) para d = 3 y dos elecciones del parametro 3: § = (3, v
68 =06p = %(1 + «). En dicha figura también se presentan resultados de sim-
ulacion DSMC (Bird, 1994) de la ecuacion de Boltzmann para esferas duras
inelasticas [ver capitulo 4]. En primer lugar se observa que, exceptuando el
limite cuasi elastico, la eleccion (3 = [p presenta un acuerdo con los datos de
simulacién mucho mejor que la opcién 3 = 3, aun a pesar de que la segunda al-
ternativa fue ajustada para reproducir la viscosidad tangencial newtoniana (ver
figura 2.3). Se ha comentado con anterioridad que las ecuaciones (2.87)—-(2.95)
con 8 = [, han sido obtenidas también a partir de la ecuacién de Boltzmann
para IHS en la aproximacion de Grad. En este sentido es importante hacer notar
que tanto el modelo cinético BGK como el ES con la eleccion § = 3(1 + a) son
maés precisos que la aproximacion de Grad de la ecuacion de Boltzmann para este
estado particular. Este resultado algo paradéjico es debido en parte al carac-
ter inherentemente no newtoniano del estado estacionario del flujo tangencial
uniforme (Santos, Garz6 and Dufty, 2004).

La introducciéon de los modelos cinéticos presenta la importante ventaja de
que la funciéon de distribucion de velocidades se puede calcular de modo explicito.
La solucion correspondiente al estado estacionario de la ecuacion (2.86) se puede
expresar del siguiente modo:

FV) = BPrA fa(V) = puoPr [ Tds exp(—As) fr(V),  (296)

donde el operador A esta definido por

0 Cox, O
v 2V v (2.97)

d
A = [BryPr — 5@ —aVy

Dado que los operadores V,0/0V, y V- 0/0V conmutan entre si, se llega a que

f(V) = puryPr /Ooo ds exp |:— (ﬂVOPr — ZCO) S:| fr (eCos/2 (V+ aSVy)/E)) :

(2.98)
donde se han utilizado las siguientes propiedades
0 ~
exp asVyW (V) =9 (V +asV,x), (2.99)

exp (C;SV : 82/) H(V) = (eC03/2V> . (2.100)
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Figura 2.6: Momentos de cuarto y sexto grado de un gas IHS en condiciones
de flujo tangencial uniforme en funcién del coeficiente de restitucion normal
«, una vez alcanzado el estado estacionario. Ambos momentos se encuentran
referidos a sus respectivos valores de equilibrio local. Las curvas representan las
predicciones de los modelos cinéticos BGK y ES con 3 = 3, (lineas continuas) y
B =p08p = (1+a)/2 (lineas segmentadas). Los circulos corresponden a nuestros
resultados de simulacién.

Teniendo en cuenta que el tensor de presiones, y consiguientemente la funcion
de distribucion de referencia fr, son conocidos, la ecuacion (2.98) proporciona
de forma explicita la funcion de distribucion de velocidades f(V). A partir de
ella se pueden calcular sus respectivos momentos (Santos and Astillero, 2005).

En la figura 2.6 se representan los momentos (V4)/(V4)q y (V) /(V6), da-
dos por los modelos cinéticos BGK (Pr = 1) y ES (Pr = (d — 1)/d), asi co-
mo resultados correspondientes a simulaciones Monte Carlo de la ecuaciéon de
Boltzmann de un gas THS (Astillero and Santos, 2005). La expresion (V2F), =
(2T /m)*T'(k+d/2)/T(d/2) proporciona los momentos de la funcién de distribu-
cion de velocidades de equilibrio local. Lo primero que se puede observar es
que, a pesar de que el modelo ES es bastante mas sofisticado que el BGK,
éste ultimo proporciona mejores resultados en lo que a los momentos de cuarto
y sexto grado se refiere. Esta situacion también se presenta en el caso elasti-
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co (Garzo, 1997). En principio esto puede resultar un tanto paraddjico, sobre
todo si no se tiene en cuenta que las ventajas del modelo ES sobre el BGK
comienzan a manifestarse en estados en los que el numero de Prandtl desem-
pena un papel relevante, como por ejemplo en estados donde la transferencia
de momento lineal y energia coexisten. Puesto que en el estado estacionario del
flujo tangencial uniforme no hay transporte de energia, en principio no existe
razén alguna para esperar que el modelo ES resulte mas fiable que el BGK.
Por otro lado, en el estado estacionario del flujo de Couette (donde un perfil de
temperatura cuasi parabdlico coexiste con un perfil de velocidades cuasi lineal)
ambos modelos difieren significativamente en el caso elastico, siendo el modelo
ES el que presenta un mejor acuerdo con resultados de simulacion (Garzé and
Santos, 2003; Garzo and de Haro, 1997; Montanero and Garzo, 1998). Por ulti-
mo, en lo que a la influencia de 3 se refiere, en la figura 2.6 se observa que la
eleccion = Bp = (1+ «)/2 ajusta mejor con los resultados de simulacion para
inelasticidades pequenas o moderadas. Para inelasticidades grandes, por contra,
es 3 = 3, la que ofrece mejor resultado.
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Capitulo 3

Extension del modelo EHS +
friccién a sistemas
multicomponentes, a fluidos

densos y a modelos de
Maxwell

3.1. Introducciéon

En este capitulo continuamos el anélisis del modelo de esferas duras elésticas
maés friccion, extendiéndolo al estudio de las mezclas de gases granulares diluidos,
de los fluidos densos monocomponentes y de los modelos de Maxwell. Como
veremos, la elecciéon § = %(1 + «a) se ve reforzada por la comparacion entre
las propiedades basicas de los sistemas IHS y EHS + friccion en los casos de
gases diluidos multicomponentes y de fluidos densos. También compararemos los
coeficientes de transporte de un gas de particulas de Maxwell inelésticas (que,
en el caso multicomponente, serd analizado en detalle en el capitulo 6) con los
de un gas de particulas de Maxwell elasticas sometidas a fricciéon. En ese caso la
eleccion optima es 3 = (1 + a)?/4 pero, aun asi, las propiedades de transporte
de ambos sistemas difieren apreciablemente.

3.2. Gases diluidos multicomponentes

3.2.1. Propiedades generales

En el caso de un gas granular multicomponente, la colisiéon inelastica entre
una esfera de la especie ¢ (masa m; y didmetro o;) y una esfera de la especie
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Jj (masa m; y didmetro o;) esta caracterizada por un coeficiente de restitucion
ayj = a;. Las reglas de colision pos y precolisionales estan dadas por

Vi=v—p(l+ay) (g o), vi=vi+pu;(l+a;)(g-o)a, (3.1)

V= v (e (g 88, vi=vi (i) 8)F,  (3.2)

donde

m;

= — 3.3
Hig mi +m; (3.3)

Las ecuaciones (3.1) y (3.2) son generalizaciones de las ecuaciones (2.1) y (2.3),
respectivamente. De nuevo, la magnitud de la componente de la velocidad rel-
ativa poscolisional a lo largo de & se ve reducida por un factor «;;, es decir,
g’ -0 = —w;;g- 0. La energia cinética también ve reducida su magnitud en un
factor proporcional a 1 — afj7 a saber

m;m;

2 2 ~
mm)/ + mjvll — mﬂ;2 _ mj’t}% = —(g . 0’)2(1 — Oé?j)mi Ty . (34)

A partir de la funcion de distribucion de velocidades f;(v) de la especie i
podemos definir la densidad numérica

n = / av f(v), (3.5)

la densidad de masa p; = m;n; y la velocidad media

u; = el dvvfi(v) (3.6)

%
de la especie i. Las cantidades globales asociadas son la densidad numérica

total n = >, n;, la densidad de masa total p = >, p; y la velocidad media
(baricéntrica) del fluido

1
u= p Z pil;. (3.7)
i
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Se define la temperatura granular 7' de la mezcla como

m;

1 d ,
r= Lt o 7/dvv fiv), (3.8)

donde V = v — u es la velocidad peculiar. En la ecuacion (3.8) T; representa
la temperatura granular parcial de la especie i. En general, no se verifica la
equiparticion de la energia, incluso para estados homogéneos, es decir, T; # T
(Garzé and Dufty, 19994).

En el limite de régimen diluido, las funciones de distribucion f;(v) obedecen
un sistema de ecuaciones de Boltzmann acopladas,

@ +v-V) fi =T 1], (3.9)

J

donde el operador de colisiones Ji(]% ) [fi, f;] viene dado por

I b = o [ [ 450(83) (&) 05 A5 - HE)50)].
(3.10)

siendo 0;; = (0;+0;)/2. En cada colisién i-j se conserva el nimero de particulas
de cada una de las especies,

/dv JED(f, fi] = 0. (3.11)

En la colision de dos particulas (una de la especie i y otra de la j), la cantidad
de movimiento del sistema constituido por esas dos particulas se conserva, es
decir,

mi/dvin(]‘,“")[fi,fj] +mj/dvvj§§“”)[fj,fi] =0. (3.12)

Como consecuencia, la cantidad de movimiento total de toda la mezcla también
se conserva, lo que implica que

S [ avd g <o (3.13)
@]

Sin embargo, la energia total no se conserva:
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mz/d ey <au>fufj]:_gnT§7 (3.14)

que define la tasa de enfriamiento ¢ de la mezcla.

En general, dada una funcion arbitraria ¢(v), se puede construir su integral
de colision asociada

N/—\
Q
<
=S
i

/ Vo) IS fi, ]

= /dv/dvl/dUGga’go‘)

><fz( v)fi(v1) [6(v') = o(v)], (3.15)

donde en el ultimo paso se ha efectuado un cambio de variables estandar. De
esta manera, las ecuaciones (3.11)—(3.14) se pueden reescribir como

(@ig) 1] —

L; 7 1] =0, (3.16)
199 mev] + 1% [m,v] = 0 (3.17)

17 T Jt J ’ :
ST ] = o, (3.18)

L,

= 1 (evis) . 1

dnTZ iV (3:19)

Las integrales de colision [ Z-(;x”') [miv] y I, i(J(-lij) [m;V?] no se pueden evaluar de
forma exacta para funciones de distribuciéon arbitrarias f; y f;. Esta situacion
es analoga a la que tiene lugar en la ecuacion (2.20) correspondiente al caso del
gas monocomponente. De nuevo, se puede esperar una estimacion razonable si
las integrales de colision se evaltian en la aprozimacion gaussiana (con distintas
temperaturas)

i, \ /2
fi(v) = fio(v) =mny (2751) exp (—m;V?/2T;) (3.20)

donde, por sencillez, nos hemos restringido al caso u; = u para que se verifique la
ecuacion (3.6). Se trata de sustituir la funcion f;(v) por una distribucion f; o(v)
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tal que ambas funciones tengan los mismos momentos n;, u; = uy 7;. El caracter
gaussiano de f; o(v) es una consecuencia de la teorfa de la informacion, segin
la cual se escoge fio(v) con la condicién de maximizar la informacion perdida
— [dv fi(v)In f;(v). Cuando la aproximacion (3.20) se utiliza en la ecuacion
(3.15), se obtiene (Garzd and Dufty, 1999b; Garzo and Montanero, 2003; Vega,
Garzo6 and Santos, 2007)

159 [mv] — 0, (3.21)

159 [miV? — (d + 2)niTyvyg

1+ oy { mi(T; — Ti)

1-— Q5
- , 3.22
2 iji + miTj 2 ] ( )

donde

4Qd d—1 2Tl 1/2 miTj 3/2
= 1+ 2 3.23
Vij ﬁ(d+2) n]l’(‘jl ij m; + mj/I‘i ( )

es una frecuencia de colision efectiva de una particula de la especie i con particu-
las de la especie j. En esta aproximacion gaussiana, la tasa de enfriamiento (3.19)
se transforma en ( — (o con

d+2
(o= 4dnTZnT1/” (1-0ad), (3.24)

donde se ha utilizado la propiedad p;Tiv;; = p;T;v;;. En el caso de un gas
monocomponente, las ecuaciones (3.23) y (3.24) se reducen a las ecuaciones
(2.27) y (2.26), respectivamente.

3.2.2. Modelo EHS -+ fricciéon

Una vez que hemos revisado algunas de las propiedades bésicas del operador
de colision Ji(f”)[fia f;j] en el caso de una mezcla de esferas duras inelasticas,
estamos en condiciones de proponer un modelo minimo para esferas duras elas-
ticas con friccion. De acuerdo con la filosofia del modelo representado por la
ecuacion (2.32), proponemos

Gij

TS fis £ = Big T s Sl + 2L -

v —w) fi], (3.25)



MENU SALIR

40 Extension del modelo EHS + friccion

donde 3;; y (;; se obtienen optimizando el acuerdo entre las propiedades rele-

vantes del operador verdadero Ji(jo”j)[ fi, f;] v las del operador que aparece en
la parte derecha de la ecuacién (3.25). El hecho de que en la ecuacion (3.25)
aparezca u; en vez de u se puede justificar en base a varias razones. En primer
lugar, y por consistencia con la ecuacion (3.20), recordemos que en este estudio
nos restringimos al caso en el que u; = u. En segundo lugar, si u; # u y en
la ecuacion (3.25) tomésemos u en lugar de u;, estarfamos hablando de otro
modelo diferente y posiblemente la expresion para (3;; ya no seria tan sencilla
como la que vamos a deducir mas adelante. Ademas, el modelo (3.25) generaliza
e incluye como caso particular el modelo (2.61), correspondiente éste tltimo al
mecanismo de la autodifusion. Por altimo y mas importante, queremos que en
el modelo la funcional que sustituya a JZ-(]-Q“ )[ fi, f;] sélo dependa de fi, f; v
sus respectivos momentos, mientras que u es una propiedad del conjunto de la
mezcla. Para una funcion dada ¢(v), el modelo (3.25) implica

o id 0
Ii(j ”)[qS] — ﬁijli(jl)[(j)] - C?J/dv (v—u)- (g(‘:,) fi(v). (3.26)

La sustitucion anterior satisface la ecuacion (3.16). Ademaés, es consistente con
la ecuacion (3.21) en la aproximacion gaussiana (3.20). Hasta aqui, §;; v
permanecen indeterminados. Si introducimos la aproximacion gaussiana (3.20)
en la ecuaciéon (3.26) con ¢(v) = m;V? obtenemos

m;(T; — T;)

(aij) 2
L mV i (d+ 2)nTivij——~—— =
[m ] - ﬁj( + )’I’L Yij iji + miTj

)

— Giydn;T;.  (3.27)

La comparacion entre las ecuaciones (3.22) y (3.27) nos sugiere la siguiente
eleccion

1 =+ QG
Bij = — S (3.28)
d+2
Gij = —3q Vi (1-a3). (3.29)

Por supuesto, son posibles otras combinaciones para 3;; y (;;, pero las ecuaciones
(3.28) ¥ (3.29) constituyen la eleccion més sencilla en la situacion de ausencia de
difusion mutua (es decir, con u; = u). En el caso mas general en el que u; # u,
la expresion de ¢;; es mas complicada (Vega, Garzo and Santos, 2007).

La ecuacion (3.27) subraya que, en general, IZ(JO‘ K )[miV2] # 0 debido funda-
mentalmente a dos razones. En primer lugar, si las especies i y j tienen energias
cinéticas medias diferentes (es decir, T; # Tj), entonces las colisiones mutuas
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tienden a “equilibrar” las temperaturas parciales de ambas especies. Este efecto
de equiparticion, que también aparece en el caso de colisiones elasticas, viene
representado por el término ,Bijli(jl)[miVQ]. Por otra parte, incluso si T; = T},
se cumple que I(®3)[m;V?] # 0 como consecuencia de la inelasticidad de las
colisiones, estando este efecto recogido por el término —(;;dn;7;. Mientras que
el primer término puede ser o bien positivo (T; < T}) o bien negativo (T; > T}),
el segundo término es definido negativo. De esta manera, (;; simboliza la tasa de
enfriamiento de la especie ¢ debido a las colisiones con particulas de la especie
j. Puesto que la disminucién relativa de energia después de cada colision i-j
es, de acuerdo con la ecuacion (3.4), proporcional a 1 — afj, parece bastante
natural que (;; o< 1 — ozizj. Un aspecto importante a tener en cuenta y que re-
fuerza significativamente los argumentos presentados es que la eleccion (3.28)
representa la extension natural de la eleccion (2.65) que adoptamos en el caso
del gas monocomponente. Mientras que en el tltimo caso tuvimos que recurrir
a la evaluacion de los coeficientes de transporte, la eleccion (3.28) aparece en el
caso de mezclas de gases granulares simplemente a partir de la transferencia de
energfa debida a las colisiones cuando T; # 1.

3.2.3. Limite browniano

Consideremos ahora el limite browniano de una particula pesada (especie 1)
inmersa en un bafio de particulas ligeras (especie 2). En este caso, el operador
de Boltzmann—Lorentz para colisiones inelasticas se convierte en el operador de
Fokker—Planck (Brey, Dufty and Santos, 1999)

o 1+« T 82
TS (1, fo] = 5 2 1)1 fo] — *C12 - f1, (3.30)
donde
0 Ty 0
g — .. 2 - . 3.31
12’ [f1, f2] 512av v+ p— fi (3.31)
En las ecuaciones anteriores,
204 27y \ /2
12 = d\/>n20'12 (mz/m1)1/2 (7711) (3.32)
es el coeficiente de friccion asociado a las colisiones elasticas y
T
Go= 22201~ ad,) (33)

2 T
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es la tasa de enfriamiento de la particula browniana debido a las colisiones
inelasticas con las particulas del bano. Es importante hacer notar que la ecuacion
(3.30) respalda de nuevo la eleccion (3.28). Ademas, la ecuacion (3.33) para (2
esta de acuerdo con el limite m; > mgy de la propuesta (3.29). Sin embargo, la
ecuacion exacta de Fokker—Planck (3.30) difiere de nuestro modelo [ver ecuacion
(3.25)]. Mas concretamente,

0
aiv . [(V — ul)fl] . (334)

En el segundo miembro de la ecuacion (3.34), el papel de imitar el enfriamiento
experimentado por la particula browniana debido a las colisiones es representado
por una fuerza de friccién determinista. Sin embargo, en el primer miembro, ese
papel lo juega una fuerza de tipo estocéstico. Otra cuestion a tener en cuenta
es que los dos miembros de la ecuacion (3.34) dan contribuciones nulas a las
ecuaciones de balance de masa y de cantidad de movimiento, respectivamente.
No obstante, proporcionan la misma contribuciéon a la ecuacién de balance de
energia cuando u; = u. Por lo tanto, podemos esperar que el modelo (3.25)
se comporte razonablemente bien incluso en el caso limite de una particula
browniana.

3.2.4. Modelos cinéticos

Recordando lo discutido en la seccién 2.4, la correspondencia (3.25) nos
permite extender cualquier modelo cinético

TP f5] — KL (3.35)

propuesto inicialmente para mezclas de gases eldsticos (Garzo and Santos, 2003)
al caso de mezclas ineldsticas:

Gj 0

) Sig
+28v

T i fi] = K5 = iy K (v —w) £l (3.36)

1
J

De esta manera, se pueden construir de manera directa las versiones inelasticas
de modelos cinéticos tales como los de Gross-Krook (Gross and Krook, 1956),
Garzo—Santos—Brey (Garzo, Santos and Brey, 1989) o Andries—Aoki—Perthame
(Andries, Aoki and Perthame, 2002).
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3.3. (Gases granulares densos

3.3.1. [Ecuacion de Enskog para esferas duras inelasticas

Hasta ahora, nos hemos restringido al estudio de gases granulares diluidos.
Para esta clase de gases, la ecuacion de Boltzmann constituye un marco de
descripciéon muy apropiado. Para densidades més elevadas, la teoria cinética
revisada de Enskog, convenientemente generalizada al caso de colisiones inelas-
ticas (Brey, Dufty and Santos, 1997; Dufty, Brey and Santos, 1997), suministra
una base solida para el analisis de los fluidos granulares. La ecuacion cinética
de Enskog esta dada por

(@ +v-V) f =T, (3.37)
donde
J](Ea)[ = dl/dvl/da@gaga)

[ fo(r,r — o, v' V) = fo(r,r + o, v,v1)] . (3.38)

En esta ecuacion, o = oo y

fo(r,r £ o,v,vy) =x(r,r o) f(r,v)f(r £o,v1) (3.39)

es la funcion de distribucion precolisional de dos particulas en la aproximacion de
caos molecular, x(r,r+0o) es el valor de contacto de la funcion de correlacion de
pares en equilibrio, vista como una funcional de la densidad. Usamos la notacion
J ](Ea) [f] en lugar de JE;) [f, f] para recordar que la dependencia funcional no lineal
del operador de colisiones de Enskog de la funcion de distribuciéon de velocidades
f no es bilineal, debido a la presencia de la funcion de correlaciéon .

Calculando los momentos asociados a la velocidad en (3.37), obtenemos de
nuevo las ecuaciones de balance hidrodindmicas (2.6)—(2.8), donde la densidad
numérica, la velocidad media del fluido y la temperatura granular estan definidas
por las ecuaciones (2.15)—(2.17), respectivamente. Ahora, sin embargo, tanto el
tensor de presiones como el flujo de calor constan de dos contribuciones, una
cinética y otra colisional. De forma explicita, P = P + P. vy q = qi + q.. Las
contribuciones cinéticas Py, y qi estan dadas por las ecuaciones (2.21) y (2.22),
mientras que las colisionales son (Brey, Dufty and Santos, 1997; Dufty, Brey
and Santos, 1997)
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POl = et [av [avi [ds 0 o) o7

1
xa—a—/ A\ fo (r— (1= Nt + Aa,vivi),  (3.40)
0

ad?[f] = 1+ama /dv/dvl/do@g o)(g-0)*

x(G-o)o /0 dM fo(r = (1 = N)o,r + Ao, v,vy), (3.41)

donde G = (V+Vy)/2 = (v+vy)/2—u(r). El superindice («) en Py gl se
ha introducido para enfatizar que ambas magnitudes dependen explicitamente
del coeficiente de restitucion. También dependen implicitamente de « a través
de su dependencia funcional de la funcién de distribucion de velocidades f. De
este modo, podemos escribir

14+«

14+«
(@) LN CY|
B q

POf] = ——PIfL alifl = ——alV[f). (3.42)

La tasa de enfriamiento estd dada por (Brey, Dufty and Santos, 1997; Dufty,
Brey and Santos, 1997; Brey, Dufty and Santos, 1999)

(=(1- 4d T /dv/dvl/do'@ ) fo(r,r+0,v,v1). (3.43)

Las divergencias de las contribuciones colisionales estan relacionadas con los
momentos del operador de colisiones (Brey, Dufty and Santos, 1997; Dufty,
Brey and Santos, 1997),

V-P® = —m/dVVJEE“>[f], (3.44)
N d
V.q® = %/dv V2IDf] = P Vu — 57T (3.45)

Tgual que en el caso diluido, se puede esperar una estimacion razonable de
la tasa de enfriamiento ((r,t) si reemplazamos la funcion de distribucion de
velocidades por la correspondiente a la aproximacion de equilibrio local (2.23).
En este caso, la tasa de enfriamiento resultante es



MENU SALIR

3.3 Gases granulares densos 45

d—1 5 5
Gor) = (1 —a2)#ﬂr)/dc/dcle*c —Cf

X /d& O(g-a)(g-a)°x(r,r +o)n(r + o), (3.46)

donde ahora g = /2T (r)/mC — /2T (r + o) /mC; +u(r) — u(r + o). La tasa
de enfriamiento de equilibrio local {y(r), ademas de depender de los valores lo-
cales de los campos hidrodindmicos en r, también depende de sus valores en
una superficie esférica de radio o alrededor del punto r. También depende de
la densidad a través de la funcion de correlacion x(r,r + o). Si se desprecian
estas dependencias, se obtiene el mismo resultado que en el limite diluido, ecua-
ciones (2.26) y (2.27), con la salvedad que la frecuencia de colision vy aparece
multiplicada por x.

3.3.2. Modelo EHS -+ friccion

La extension natural del modelo (2.32) a la ecuacion de Enskog viene dada
por

T = BIS ) + %a% (V). (3.47)

Si insertamos (3.47) en las ecuaciones (3.44) y (3.45), obtenemos

VP —pv-PY, (3.48)

V- q((:a) 4 Péa) :Vu—f [V . qgl) + Pgl) . Vu} , (349)

donde en la ecuacion (3.49) hemos efectuado la aproximacion ( — (p. De la
comparacion con los resultados exactos (3.42) se infiere que 5 = (1+«)/2. Otra
vez mas, esto refuerza la eleccion (2.65) efectuada en el caso diluido.

3.3.3. Modelos cinéticos

Hace unos diez anos, Dufty y colaboradores (Dufty, Santos and Brey, 1996;
Santos et al., 1998) propusieron el siguiente modelo cinético tipo BGK para la
ecuacion de Enskog eldstica:
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nT
mV?
_ (1) 4 p(1)
+(dT 1) (v qV +P vu)
AW . p(v) - BW. S(V)} : (3.50)
donde

AW = %/dv D(V)J P [fol, (3.51)

2m

= _ 2m (1)

BW = (d+2)T2/de(V)JE [fol. (3.52)

En las ecuaciones (3.50)—(3.52), D(V) y S(V) estan dados por las ecuaciones
(2.43) y (2.45), respectivamente. Ahora, haciendo uso de (3.47), resulta que la
extension del modelo cinético (3.50) al caso de colisiones inelasticas esta dada
por

B - g+ S v
_Jo [yy.pe o (MY _
nT{VV.PC +(dT 1)

X (V g/ + P Vu)

“A@ . p(V) - B®. S(V)} , (3.53)

donde A = 1(1 + o)A, B® = 1(1 + a)BW. El modelo cinético (3.53)
para la ecuacion de Enskog inelastica resulta ser una version simplificada de un
modelo introducido previamente (Brey, Dufty and Santos, 1999).

3.4. Modelos de Maxwell inelasticos

Recientemente se han introducido modelos en los que la probabilidad de
que dos particulas colisionen se considera independiente de la velocidad relati-
va. Se trata de los llamados modelos de Maxwell inelasticos (“inelastic Maxwell
models”, IMM), de los que nos ocuparemos en el capitulo 6 para el caso de sis-
temas multicomponentes. Mientras tanto, veamos hasta qué punto estos modelos
pueden ser imitados por modelos de particulas elasticas con friccion.
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3.4.1. Coeficientes de transporte

Retornamos ahora al estudio del gas diluido monocomponente. En principio,
se puede aplicar a los modelos de Maxwell inelasticos (IMM) la misma filosofia de
la ecuacion (2.32). En este caso, el operador de colisiones es (Santos, 2003; Ernst
and Brito, 2002)

71s )= N [av, [ag [ ) 50 - f<r,v>f<r,v(1>]. |
3.54

De nuevo, este operador de colisiones satisface la ecuacion (2.18), pero ahora
la tasa de enfriamiento estd dada exactamente por ¢ = (p, ecuacion (2.26). Los
coeficientes de transporte asociados al tensor de presiones y al flujo de calor
tienen la estructura de las ecuaciones (2.37)-(2.39), salvo que las frecuencias de
colision asociadas ahora estan dadas por (Santos, 2003)

Vi (1+ a)(;ld—i- 1- a)7 (3.55)

l4afd—1 1
v y) 5 + 8(d+8)( a)l, (3.56)

y la curtosis correspondiente al estado de enfriamiento homogéneo viene dada
por

6(1 — a)?
he _
2 Tl —T+3a2—a) (3:57)
Haciendo uso de la propiedad (Garzo, 2003)
d+2
[ e i = = v, (3.58)

se comprueba que el coeficiente de autodifusion esta dado por la ecuacion (2.59),
excepto que

. _d+21+a
Vh= s Ty (3.59)
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3.4.2. Modelo de particulas de Maxwell elasticas + fric-
cién

En el caso de modelos de Maxwell elasticos + friccion (EMM), efectuamos
la sustitucion dada por (2.32). Los coeficientes de transporte correspondientes
tienen la misma forma que los del modelo EHS, de modo que vienen dados de
nuevo por las ecuaciones (2.51)—(2.53) y (2.64). Igual que hicimos anteriormente,
si queremos optimizar el acuerdo entre los coeficientes de transporte de los
modelos EMM e IMM, las tres posibles elecciones para el parametro 3 son

N N 1+ a)?
By =vy—¢ = %» (3.60)
_d . 3. _(1—|—a)2
b= g (54 ) = 2%, (3.61)
2d ., l1+a
ﬁp—d+2uD— 5 (3.62)

Es interesante observar que tanto la ruta de la viscosidad tangencial como la de
la conductividad térmica dan de manera consistente la misma expresion para (3,
siendo ademas dicha expresion el cuadrado de la obtenida a partir del coeficiente
de autodifusion. Puesto que a5°, que para el modelo EMM se anula, no aparece
en la viscosidad tangencial ni en el coeficiente de autodifusion de IMM, entonces
resulta que el modelo EMM reproduce de forma exacta esos dos coeficientes si
B=p,=1+a)*/4y B =PBp = (1+a)/2, respectivamente. No obstante,
incluso en el caso que 3 = B, = (1 + a)?/4, los coeficientes de transporte x y
1t del modelo IMM difieren de los del modelo EMM como consecuencia de la
presencia explicita de a}° en el primero de los casos.

Como vemos en la figura 3.1, la opcion 8 = fp = (1 + «)/2 describe el
comportamiento de 7, kK y u solamente de forma cualitativa. La eleccion alter-
nativa 8 = 3, = 3, = (1 + «)?/4 sobrestima considerablemente el coeficiente
de autodifusion y proporciona valores de k y i que concuerdan razonablemente
bien con los valores del verdadero sistema IMM en condiciones de inelasticidad
moderada o baja. Por tanto, el modelo EMM con una expresion tnica para (3
reproduce exiguamente los coeficientes de transporte de Navier—Stokes del sis-
tema IMM, en claro contraste con lo que sucede en el caso IHS < EHS. Esto es
una consecuencia del hecho que la influencia de la inelasticidad es mucho més
intensa en el modelo IMM que en el THS, como se observa en la curtosis a}°
y en los coeficientes de transporte 7, x, 4y D (compéarense las figuras 2.3 y
3.1). En realidad, los coeficientes k y p divergen en « = (4 — d)/3d para d = 2
y d = 3 (Santos, 2003), siendo esto un indicativo del fallo de la descripcion
hidrodinamica del sistema IMM con « < (4 — d)/3d.
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Figura 3.1: Representacion de la viscosidad tangencial (reducida) n/(nT/v),
la conductividad térmica (reducida) k/(nT/muvy), €l coeficiente de transporte
(reducido) u1/(T?/mug) v el coeficiente de autodifusion (reducido) D/(nT/muyg)
para un gas tridimensional IMM (—) y el sistema equivalente EMM con 3 =
By =0k (—-),B8=8p (-~ Yy B =1(-+—-—)en funcion del coeficiente de
restitucion normal «. Obsérvese que en la grafica superior, la curva del sistema
IMM coincide con la curva del sistema EMM con 3 = 3, = . Lo mismo sucede
en la grafica inferior con la curva IMM y la curva EMM con § = (p.
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Mientras que, con la excepcion del coeficiente de autodifusion [ver el capi-
tulo 6], los coeficientes de transporte de Navier—Stokes de los gases THS e IMM
difieren apreciablemente (Santos, 2003), los correspondientes a los sistemas EHS
+ friccion y EMM + friccion estan en bastante buen acuerdo [ver ecuaciones
(2.51)—(2.53) y (2.64)], siendo esto debido en parte a que los primeros son eval-
uados en la primera aproximaciéon de Sonine y el mismo valor de § es empleado
en ambas aproximaciones. Se sabe que en el caso elastico las esferas duras y las
particulas de Maxwell presentan propiedades reologicas similares, incluso para
estados alejados del equilibrio (Garzo and Santos, 2003). Esto nos muestra que
el sistema EMM —+ friccion con 8 = (1+«)/2 se puede aprovechar eficientemente
como un modelo para el gas THS en lugar del IMM, es decir

1+« (06

Tdlf ) = —5= TovnalF A1+ 5 5o (V). (3.63)

Puesto que el operador de colisiones del modelo EMM es matematicamente més
manejable que el del EHS, podemos considerar la aproximacion IHS — EMM
+ friccion en una posiciéon intermedia entre las aproximaciones IHS — EHS +
friccion e IHS — modelos cinéticos.
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Capitulo 4

Flujo tangencial uniforme en
gases disipativos

4.1. Introduccion

En el capitulo 2 hemos propuesto que un gas “equivalente” de esferas duras
elasticas (EHS) es capaz de dar cuenta, hasta cierto punto, de las propiedades
de transporte de un gas granular formado por esferas duras inelasticas (IHS)
que se encuentra alejado del equilibrio. Esto ha requerido de la utilizacion de
dos ideas béasicas. En primer lugar, hemos supuesto que el gas EHS se encuentra
sometido a la accion de una fuerza de friccidén externa cuya mision es repro-
ducir la pérdida de energia que tiene lugar en las colisiones entre particulas del
auténtico gas granular. Esto va a garantizar que el balance local de energia sea
aproximadamente el mismo en ambos sistemas. En segundo lugar, la frecuencia
de colision del gas EHS se ve reducida por un factor 3(«) respecto a la del sis-
tema ITHS, suponiendo que la densidad y la temperatura locales son las mismas
en ambos sistemas.

Este capitulo esta dedicado a validar estas ideas mediante simulaciones en
ordenador de ambos sistemas. Para ello, primero veremos hasta que punto el
sistema EHS + friccién tiene éxito a la hora de reproducir las propiedades
de transporte del gas granular. Para efectuar esta tarea escogemos un estado
paradigmatico de no equilibrio, a saber, el flujo tangencial uniforme (uniform
shear flow, USF). Esta eleccion est4d motivada por el hecho de que el estado
USF es intrinsecamente no newtoniano (Goldhirsch, 2003; Santos, Garzo and
Dufty, 2004), lo cual lo convierte en un estado ideal para comprobar si los
gases IHS y EHS se comportan de modo similar en condiciones muy alejadas
del equilibrio. Como se puede comprobar méas adelante, resulta que la mayor
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parte de las propiedades de no equilibrio de ambos gases son practicamente
indistinguibles para valores de la disipacién tan significativos como a =~ 0.7.
Para valores mayores de la inelasticidad el acuerdo sigue siendo bueno, al menos
desde un punto de vista semicuantitativo.

El segundo objetivo del trabajo recogido en este capitulo es la realizacion
de un estudio profundo de las propiedades mas relevantes del flujo tangencial
uniforme en el caso de gases granulares. Este estudio incluye, por ejemplo, el
analisis del estado transitorio (omitido usualmente en otros trabajos), el cual
se puede considerar que consta de dos etapas bien diferenciadas: una etapa
primera cinética seguida de una etapa hidrodindmica'. En el estado estacionario
prestaremos un especial interés a los cumulantes de la velocidad y a la funciéon
de distribucién propiamente dicha, ademés de las propiedades reologicas.

4.2. Algunas definiciones de tiempos caracteris-
ticos

Hasta ahora, en todos los analisis y calculos efectuados en los capitulos ante-
riores, hemos considerado gases en d dimensiones. En este capitulo, restringimos
nuestra atencion a sistemas tridimensionales (d = 3). Conviene también intro-
ducir la definicion de algunos tiempos de colision caracteristicos (Astillero and
Santos, 2005).

En primer lugar, definimos un tiempo caracteristico (local) como

S (4.1)

V2T /m

donde

A= (\/571'7102) B (4.2)

es el recorrido libre medio (local). El tiempo caracteristico 7 definido en las
ecuaciones (4.1) y (4.2) es del orden del tiempo medio entre colisiones (en la
aproximacion de equilibrio local) Ty, esto es,

A VT

Tmft = W = D) s (43)

1Un estudio més detallado de la separacion de estas dos etapas se presentaré en el capitulo
5.
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donde se ha tenido en cuenta que el valor medio del modulo de la velocidad
peculiar esta dado por (V) — (V)g = /8T /mm en la aproximacion de equilibrio
local.

Es til introducir un nuevo tiempo caracteristico 7, asociado a la transfer-
encia de cantidad de movimiento o viscosidad. Esta dado por

Mo 57

™= 016 L (4.4)
donde 1y = 1.016 x 51/mT /7 /1602 es la viscosidad tangencial de Navier—Stokes
en el limite elastico (&« — 1) (Chapman and Cowling, 1970). Obsérvese que
Ty/T R T [Tige = 1.13

4.3. Flujo tangencial uniforme (USF)

El flujo tangencial uniforme es un caso paradigmaéatico de estado alejado del
equilibrio y ha sido extensamente estudiado, tanto en el caso de fluidos con-
vencionales (Garzo and Santos, 2003) como en el caso de gases granulares (Lun
et al., 1984; Santos, Garzo and Dufty, 2004; Montanero et al., 2006). En este
estado [ver figura 2.4], el gas se encuentra confinado entre dos planos paralelos e
infinitos localizados en y = —L/2 e y = +L/2 y en movimiento relativo con ve-
locidades —U/2 y +U/2, respectivamente, en la direccion del eje z. Estos planos
no representan verdaderas paredes, en contraste con lo que ocurre en el flujo
de Couette (Tij et al., 2001). En realidad, los planos y = +L/2 se comportan
como fronteras virtuales en las cuales se aplican las condiciones de contorno de
Lees—Edwards (Lees and Edwards, 1972; Dufty et al., 1986): cada vez que una
particula cruza uno de los planos con una velocidad dada v, es vuelta a ser
introducida en el sistema, pero esta vez a través del plano opuesto y con una
nueva velocidad v’ tal que la velocidad relativa de la particula respecto al plano
se conserva. Es decir, en el caso de que la particula de velocidad v sea reintro-
ducida por el plano inferior lo hara con velocidad v/ = v — UX mientras que en
el caso de que lo haga por el plano superior la nueva velocidad sera v/ = v +UX.
En términos de la funcién de distribucion de velocidades, estas condiciones de
contorno periddicas generalizadas se expresan como

fly==£L/2,v;t) = fly = FL/2,v FUX;1). (4.5)

Este mecanismo inyecta energia en el sistema. Supongamos que una particula
con velocidad v cruza, por ejemplo, el plano superior (es decir, v, > 0); teniendo
en cuenta las condiciones de contorno aplicadas, dicha particula es reintroducida
por el plano inferior con una nueva velocidad dada ahora por v/ = v — UX. El
cambio en la energia cinética es proporcional a v —0? = 2U(U/2—w,), el cual es
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positivo (negativo) si v, < U/2 (v, > U/2). De este modo y como consecuencia
de las condiciones de contorno, unas particulas ganan energia mientras que
a otras les sucede lo contrario. Por otro lado, el movimiento de cizalladura
tiende a producir un elemento xy del tensor de presiones negativo (P, < 0),
de modo que aquellas particulas que se encuentran moviéndose hacia arriba,
cerca del plano superior, van a cumplir generalmente que v, — U/2 < 0. Como
consecuencia, se va a tener que, en promedio, v’ 22> 0, es decir, es més
probable que la particula gane energia cuando atraviesa el plano que lo contrario.
Este mecanismo de calentamiento viscoso tiende a incrementar la temperatura
frente al efecto contrario de enfriamiento que origina la inelasticidad de las

colisiones (en el gas IHS) o la fuerza de friccion (en el caso EHS).

Es de esperar que, partiendo de una condicion inicial dada f(r,v;0) y de-
spués de una cierta etapa transitoria, el sistema alcance un estado estacionario
fuera del equilibrio donde los mecanismos de calentamiento y enfriamiento que
acabamos de comentar se compensan mutuamente. Este estado estacionario se
caracteriza por una densidad y temperatura uniformes, y por un perfil lineal
de velocidad u(r) = ayX, donde a = U/L representa el gradiente de velocidad
impuesto. Por otro lado, cuando las velocidades de las particulas se refieren a
un sistema de referencia no inercial que se mueve con la velocidad media del
fluido (sistema lagrangiano) la funcion de distribucion correspondiente al estado
estacionario deviene homogénea (Dufty et al., 1986):

flr,v) = f(V), V=v—ayx. (4.6)

Si la funcion de distribucion de velocidades inicial f(r,v;0) depende espacial-
mente solo a través de la coordenada y perpendicular a los planos, las ecuaciones
de Boltzmann (2.13) y (2.33) mantienen esta propiedad, con lo cual podemos
hacer

V-V—)i}y%. (4.7)

Ademas, si a f(r,v;0) se le puede aplicar la propiedad (4.6), de nuevo las ecua-
ciones de Boltzmann (2.13) y (2.33) mantienen esta propiedad, lo cual implica
que

(4.8)

v-V— —a

Vygir

En este altimo caso, las ecuaciones (2.13) y (2.33) son espacialmente homogéneas
(en el sistema de referencia no inercial lagrangiano). En ese caso, el papel
de la conveccion es representado por una fuerza de inercia no conservativa
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Fohear = —maV,X. A partir de aqui, nos referiremos a la solucién transito-
ria de las ecuaciones (2.13) y (2.33) con la sustitucion (4.8) como el problema
transitorio homogéneo.

Supongamos de nuevo que la funcién de distribucion de velocidades inicial
f(r,v;0) depende espacialmente inicamente a través de y. Si después de aplicar
a dicha funcion la transformacion (4.6), aquélla no deviene homogénea, entonces
s6lo podemos utilizar en la ecuaciéon de Boltzmann correspondiente (IHS o EHS
+ friccion) la sustitucion (4.7). En este caso, las ecuaciones (2.13) y (2.33) no son
espacialmente homogéneas (ni siquiera en el sistema de referencia no inercial la-
grangiano), con lo que sus soluciones transitorias definen lo que denominaremos
problema transitorio inhomogéneo.

Para el caso del problema transitorio inhomogéneo hemos considerado dos
condiciones iniciales diferentes. La primera de ellas corresponde al estado de
equilibrio

3/2 2
w0 = (575) e (<55 ). (49)

donde 71 y T son constantes®. Inicialmente, de acuerdo con la ecuacion (4.9), el
gas se encuentra en reposo (respecto al sistema de referencia inercial del labora-
torio). Inmediatamente, las condiciones de contorno de Lees—Edwards provocan
el movimiento del fluido que se encuentra cerca de las paredes. Como conse-
cuencia, este movimiento se propaga al resto del sistema gracias a dos efectos,
el flujo libre de particulas y las colisiones. Pasado un cierto tiempo, la velocidad
media del fluido presenta un perfil lineal u,(y) = ay. El periodo transitorio que
va desde u, = 0 hasta u, = ay lleva asociado la aparicién de inhomogeneidades
en los perfiles de densidad y temperatura, incluso aunque estas cantidades ini-
cialmente sean homogéneas. La segunda de las condiciones iniciales esta definida
por la funcion de distribucion

nO
i) = 5 (v — ()] - 7). (4.10)

donde los campos de densidad y velocidad media iniciales estan dados por

1.2
n%(y) :n(1+25m 2‘”) (4.11)

2Con la finalidad de que la notacién gane en claridad, empleamos el superindice 0 para
referirnos a cantidades iniciales (por ejemplo, T°), mientras que reservamos el subindice 0
para denotar magnitudes relacionadas con la funcién de distribucion de equilibrio local (por
ejemplo, o).
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u’(y) = U | cos my_2 X (4.12)

L s ’ '
respectivamente. La temperatura inicial 70 = mV02/3, por contra, es ho-

mogénea. El estado inicial definido por (4.10) es muy diferente del recogido en
(4.9). Ahora, todas las particulas tienen el mismo médulo V? de la velocidad pe-
culiar. Ademés, mientras que las condiciones de contorno de Lees—Edwards con-
ducen a un perfil de densidad simétrico y a uno de velocidad media antisimétrico,
las nuevas condiciones iniciales (4.11) y (4.12) tienen simetrias opuestas a las
del USF, es decir, el perfil de densidad inicial es antisimétrico y el de velocidad
media inicial es simétrico: n%(—y) —n = — [n®(y) — 1] y u’(—y) = u’(y). Por
lo tanto, se esperan gradientes importantes de densidad y velocidad media du-
rante el periodo de tiempo que transcurre hasta que las condiciones de contorno
impongan el perfil lineal de velocidad media y una densidad y temperatura
homogéneas.

Con independencia de la preparacion inicial del sistema, la conservacion del
nimero total de particulas conduce a que la densidad promedio calculada en
cualquier instante de tiempo coincide con el valor inicial 77, es decir,

L2
—/ dyn(y,t) (4.13)
L2

3 \

Sin embargo, la temperatura promediada espacialmente

- 1 L2
T(t) = —

dyn(y, )T (y,t 4.14
L) Y (y, )T (y, 1) (4.14)
cambia a medida que transcurre el tiempo, durante la etapa transitoria, como
consecuencia de la competencia entre el enfriamiento disipativo y el calentamien-
to viscoso.

Un modo alternativo de medir el tiempo, fisicamente méas interesante, es a
través del numero acumulado de colisiones por particula s(t), que representa
el nimero medio de colisiones que experimenta cada particula desde el estado
inicial hasta el tiempo ¢. En la aproximacion de equilibrio local, s(t) = so(t),
donde

L/2 )
olt) = 2 ﬁnL / /L/2 Z%t') (4.15)

Aqui, el tiempo caracteristico local 7(y,t) estd dado por las ecuaciones (4.1)
y (4.2). El factor % tiene en cuenta que en cada colision hay dos particulas
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involucradas, mientras que el factor 2/+/7 proviene de la relacion mpg /7 = /7/2
[ver ecuacion (4.3)]. Observemos que so(t) es el nimero medio de colisiones por
particula (en la aproximacion de equilibrio local) del gas IHS. Analogamente
para el gas EHS + friccién, la cantidad s (t) se obtiene a partir de la ecuacion
(4.15) utilizando el tiempo caracteristico local 7/(y,t) dado por

7_/ — >\/ )\l —

T’ (\@nﬂ'az)_l , (4.16)

x| =

en lugar de 7(y,t).

En principio se va a tener que s;(t) # (so(t) y, de un modo mas general,
s'(t) # Ps(t), a menos que la densidad y la temperatura sean las mismas en
ambos sistemas?.

En el anélisis del problema transitorio homogéneo, el punto de partida inicial
es un estado de equilibrio local dado por

m

3/2 m ~

f(r,v;0) :ﬁ(

En este caso, si las velocidades de las particulas se refieren al sistema de refer-
encia no inercial lagrangiano, entonces el estado inicial se hace homogéneo [ver
ecuacion (4.6)]. De este modo, el campo de velocidad media es lineal, u, = ay,
la densidad es constante, n = T y la temperatura es homogénea, T'(y,t) = T'(t).
En ese caso, la ecuaciéon (4.15) se transforma en

1 [t atr
0lt) = = /O = (4.18)

con una expresion similar para sj(t) para el sistema EHS + friccion.

Ademés de la temperatura T'(t) y de los elementos del tensor de presiones
P;;(t), también evaluamos en el problema transitorio homogéneo la razén (V3) / (V3o
asi como los cumulantes cuarto y sexto,

(v
(V%o

V6
—1, a3:—<<V6>>O—|—1+3a2, (4.19)

Ay =

donde (V4)q = 15(T/m)? y (V5)y = 105(T/m)3. Recordemos que la canti-
dad (V) esta directamente relacionada con la tasa de enfriamiento del gas

3Observemos que, estrictamente hablando, las relaciones A’ = A\/3 y 7/ = 7/ tnicamente
son ciertas si los gases EHS + friccién e ITHS tienen la misma densidad y temperatura.
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IHS a través de la ecuacion (2.19), mientras que los cumulantes miden el gra-
do de desviacion de la funcion de distribucion de velocidades respecto a la de
Maxwell-Boltzmann. Estas desviaciones también son monitorizadas a través de
las cantidades siguientes

Wit 2 7
Rt S av v [AV (V1)

St v V2 [ AV fo(V, 1)

£=0,1,2,3. (4.20)

Ry(t) representa la fraccion de particulas que en un instante ¢ tienen un modulo
de la velocidad comprendido entre W, y Wy, 1, dividida por la misma fraccion en
equilibrio local. Para los limites de integracion hemos considerado los siguientes
valores Wy = Cy+/2T(t)/m con Cy =0, Cy =1, 0y =2, C3 =3y Cy = .

En cualquiera de los dos problemas transitorios, la temperatura final cor-
respondiente al estado estacionario, Ty, es menor o mayor que la temperatura
inicial T° dependiendo de si inicialmente domina el enfriamiento disipativo o,
por el contrario, lo hace el calentamiento viscoso. Mediante anélisis dimensional
se demuestra que Ty  a?F(«), donde F(«) es una cierta funciéon de a. Si aho-
ra escalamos Ty con a® resulta que la temperatura del estado estacionario sélo
depende de a. Hacer este escalamiento es equivalente a escalar el tiempo car-
acteristico del estado estacionario 75 con a~! puesto que 75 o T, 571/ 2 Es decir,
escalando la temperatura del estado estacionario convenientemente, resulta que
el estado estacionario alcanzado no depende ni de la temperatura inicial ni del
gradiente de velocidad, solamente depende del coeficiente de restitucion normal
. De un modo més general, la funcion de distribuciéon de velocidades reducida
correspondiente al estado estacionario,

n m

3/2
o=t (m) V), c=—Y (4.21)

depende de « pero es independiente del gradiente de velocidad a y del estado
inicial del sistema.

Las propiedades de simetria del flujo tangencial uniforme conducen a
[(Ca, Cy, C2) = [$(Co, Oy, =C2) = f3(=Cay =Gy, Cz). (4.22)

Dado que fZ(C) depende de las tres componentes de la velocidad de un modo no
trivial, su visualizacion resulta complicada, de modo que es conveniente definir
las siguientes funciones de distribucién marginales:

$(C,) = / T ac, / " d4c, 6(0,) 12 (C), (4.23)
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o) = [ ac. [ ac,ewcnr©) (4.24)
F(C) = C? / 4G £7(C). (4.25)

La funcién gg(;r) (C;) representa la distribucion de la componente z de la veloci-

dad de aquellas particulas que se mueven hacia arriba, es decir, con Cy, > 0. Las
deméas funciones gg(f)(C'x), gz(f)(Cy) y g(f)(Cy) tienen un significado similar.
Por otro lado, las propiedades de simetria (4.22) implican que

9s(C) = 957 (=Cr)y 95P(Cy) = 957 (=C). (4.26)

Y

Mientras que las funciones (4.23) y (4.24) proporcionan informacion sobre la
anisotropia del estado, F'(C) es la funciéon de distribucion de probabilidad del
mo6dulo de la velocidad peculiar (en unidades de la velocidad térmica), con
independencia de su orientacion.

4.4. Simulaciones de Monte Carlo

Hemos resuelto numéricamente las ecuaciones de Boltzmann (2.13) y (2.33)
para los sistemas ITHS y EHS + friccién, respectivamente, haciendo uso para
ello del método de simulacion directa de Monte Carlo (DSMC) (Bird, 1994;
Alexander and Garcia, 1997; Montanero and Santos, 1996; Montanero and San-
tos, 1997; Frezzotti, 1997). A continuacion se presentan algunos de los detalles
de la aplicaciéon de este método a nuestro problema particular.

4.4.1. Problema transitorio inhomogéneo

El flujo tangencial uniforme se ha implementado haciendo uso de las condi-
ciones de contorno de Lees-Edwards (4.5) y empleando la forma (4.7) del oper-
ador de conveccion. Como condiciones iniciales se han tomado las funciones de
distribucion (4.9) y (4.10). Se ha tomado entre las fronteras de nuestro sistema
una separacion de L = 2.5\" y el gradiente de velocidad se ha fijado a a7® = 4,
donde

1 0
A0 = (\/i’ﬂﬁ0'2> , 0= A (4.27)

V2T /m
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son el recorrido libre medio y el tiempo caracteristico iniciales, respectivamente,
del gas IHS. Para el coeficiente de restitucion normal del gas THS se ha tomado
a = 0.9. Este mismo valor de a se ha escogido también en el caso del gas EHS
+ friccion. Recordemos que o aparece de forma explicita en las expresiones de
la constante de friccion & = %Co y del factor 3 segtn las ecuaciones (2.26) y
(2.65), respectivamente.

De acuerdo con el método DSMC (Bird, 1994; Alexander and Garcia, 1997),
el sistema se ha dividido en M capas de espesor dy = L/M. La funcion de dis-
tribucion de velocidades esté definida por las posiciones {y;(t)} y las velocidades
{vi(t)} de las N particulas simuladas:

fly,vit) —

N
Z (y = 5i(1)o(v — vi(t)), (4.28)

IL \

donde A = (N/L) /7 es una constante que formalmente representa el drea de una
seccion del sistema normal al eje y, con lo cual Ady representa el volumen de una
capa. El nimero de particulas dentro de una capa determinada I = 1,..., M es

N
t)=> O(ui(t)), (4.29)
i=1

donde ©;(y) es la funcion caracteristica de la capa I, es decir, ©r(y) = 1 siy
pertenece a I y ©;(y) = 0 en caso contrario. La densidad numérica, velocidad
media, temperatura y tensor de presiones en la capa I vienen dados por

Ni(t)
Ady ’

ni(t) = (4.30)

| X

1(i(t))vi(t), 31

t)ZQ(()) (t) (4.31)
i—1

N
Ty (t =3 NI z:: vi(t) —us(t)]?, (4.32)

Pr( A5 Z Or(yi(t)) [vi(t) —ur(t)] [vi(t) —ur(t)] . (4.33)

La temperatura y el tensor de presiones promedios del sistema estan dados por
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1M
Tt)=—Y N;(t)T;(t 4.34
()= N0 (434)
_ 1 M
P(t) =7 ; P (t). (4.35)

Las posiciones {y;(t)} y las velocidades {v;(t)} de las particulas se actualizan
desde el tiempo t hasta el tiempo ¢ 4+ dt en dos etapas:

1. Flujo libre. En esta etapa,

Si la particula ¢ atraviesa la pared superior, es decir, y;(t + 6t) > L/2,
entonces tanto su posicién como su velocidad son redefinidas segtin

yi(t +0t) — yi(t +t) — L, v;(t) — vi(t) — aLX. (4.37)
Una accion similar tiene lugar si la particula i atraviesa la pared inferior,
es decir, y;(t + dt) < —L/2.

En el caso del gas IHS las velocidades de las particulas no se modifican
durante la etapa de flujo libre. Sin embargo, en el caso del gas EHS la
accion de la fuerza de friccion local conduce a

Vit +6t) = up(t) + [vi(t) — us(t)] e= D2, (4.38)

Aqui, I es la capa donde se encuentra la particula i en el instante ¢t y
Cr(t) o< nr(t)\/Tr(t)(1 — a?) es la version de “grano grueso” de la tasa de
enfriamiento (p definida por la ecuacion (2.26).

2. Etapa de colisiones. En esta etapa, se eligen de modo aleatorio en cada
celda I un ntiimero

le wlét

NI - m /\0 (IHS), (4.39&)
2 w
NI = 5(04)2\/5]\;\1%\4 A’ft (EHS) (4.39b)

de parejas candidatas a colisionar. En las ecuaciones (4.39), A" viene dada
por (4.27) y wy < 4/T7(t) es una estimacion de la velocidad relativa méax-
ima en la capa I. La colisién entre las particulas de un par candidato ij
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es aceptada con una probabilidad igual a v;;/wy, donde v;; es la velocidad
relativa del par. Si la colision es aceptada, se elige una direccion & aleato-
riamente con equiprobabilidad y las velocidades (v;, v;) son reemplazadas
por (v{,v}), de acuerdo con la regla de colision (2.1) con o < 1 (IHS) o
a =1 (EHS).

A continuacion se presentan los valores que toman algunos de los difer-
entes parametros “técnicos” en las simulaciones efectuadas. El espesor de
cada capa es 0L = 0.05\" (es decir, el niimero de capas es M = 50),

el paso de tiempo viene dado por 6t = 10737%/T9/T (podemos obser-
var que cambia a lo largo del tiempo del mismo modo en que lo hace el
tiempo caracteristico global 7 o< 1/V'T) y el ntimero total de particulas
es N = 10*. Las cantidades hidrodinamicas (densidad, velocidad media,
temperatura y tensor de presiones) se actualizan cada 4 pasos de tiem-
po y se guardan cada 160. Con el objetivo de mejorar la estadistica se
han efectuado tres simulaciones independientes, promediandose después
las diferentes magnitudes hidrodinamicas sobre las mismas.

4.4.2. Problema transitorio homogéneo

En este problema se implementa el flujo tangencial uniforme trabajando
directamente en el sistema de referencia no inercial lagrangiano [ver ecuacion
(4.6)] y haciendo uso de (4.8). Dado que la ecuacién de Boltzmann resultante
es homogénea, solo es necesario guardar las velocidades (peculiares) {V;(t)} de
las N particulas y ademéas ya no hay necesidad de dividir el sistema en capas
o de aplicar condiciones de contorno. La funcion de distribucion de velocidades
esta dada por

f(Vit) — !

2|

N
D (V= Vi), (4.40)

donde la constante Q = N/7 representa formalmente el volumen del sistema.
La temperatura y el tensor de presiones se evaluan segtin las expresiones

N
T(t) = g5 2, V(D) (4.41)
N
P(t) = % Z Vi(H)Vi(0). (4.42)

Anélogamente, los cumulantes cuarto y sexto de la funcion de distribucion [ver
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ecuacion (4.19)] y las razones Ry [ver ecuacion (4.20)] son evaluados de acuerdo
con las siguientes expresiones

m2 1Y
i=1
md 1 6
a3(t) = — {5y Ok ; V() + 1+ 3aa(t), (4.44)
N

N S0 (Vilt) ~ Wult) © (Weys (1) — Vilt)),  (4.45)

B = Bc — (e 2

donde P(z) = erf(z) — 2ze=*" /\/7, siendo erf(z) la funcion error. Para calcular
el valor medio del cubo del modulo de la velocidad relativa se escogen de forma
aleatoria una muestra de N, parejas de particulas entre el nimero total de
parejas posibles N(N — 1)/2, con lo cual

(Vi) (¢ Z Vi) = V;()°. (4.46)

Igual que sucedia antes, la actualizacion de las velocidades {V;(t)} — {V;(t+
0t)} tiene lugar en dos etapas. En la etapa de flujo libre correspondiente al gas
[HS solamente la componente x de la velocidad cambia como consecuencia de
la accion de la fuerza de inercia Fgpear = —maVySE:

Vie(t 4 0t) = Viu(t) — Viy (t)adt. (4.47)

Por otro lado, el gas EHS, ademaés de la fuerza de inercia Fgpea, anterior, también
experimenta la fuerza de friccion Farag = —m((p /2)V, con lo que

Via(t + 6t) = [Via (t) — Viy (t)adt] e O2 V(4 6t) = Vi . (t)e 002,
(4.48)

donde (y(t) esta dada por la ecuacion (2.26) con 7(t) = A°/\/2T(t)/m.

En la etapa de colisiones se procede de forma anéloga a como se hacia en el
problema transitorio inhomogéneo, con la salvedad de que ahora el ntmero de
capas es M = 1. En consecuencia, del total de parejas de particulas posibles en
el sistema se toman aleatoriamente
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N = N WOt g, (4.492)

T 22 N0

N wot

N' = 5(04)%?

(EHS) (4.49b)

parejas candidatas a colisionar, donde w o /T(t) es una estimacion superior
de la velocidad relativa méxima en todo el sistema.

En las simulaciones correspondientes al problema transitorio homogéneo se
han considerado dos valores del gradiente de velocidad (a7’ = 4 y a7® = 0.1)
y diez valores del coeficiente de restitucion normal (o = 0.5-0.95 con un paso
Aa = 0.05), tanto para el sistema IHS como para el EHS + friccion. Esto hace un
total de cuarenta sistemas diferentes simulados. Sin embargo, en la discusion del
problema transitorio nos centraremos principalmente en los resultados obtenidos
con o = 0.5y a = 0.9. Una vez que se alcanza el estado estacionario, se dejan los
sistemas simulados evolucionar en el mismo durante un periodo de tiempo apre-
ciable. Durante ese periodo, las diferentes magnitudes se encontraran fluctuando
en torno a sus respectivos valores estacionarios. Por tanto, y con la finalidad de
mejorar la estadistica de las simulaciones efectuadas, las magnitudes son cal-
culadas en el estado estacionario promediandose a lo largo de todo ese periodo
de tiempo. En el analisis del estado estacionario se consideran todos los valores
a = 0.5-0.95. Los pardmetros técnicos del problema transitorio homogéneo son
5t = 10737°/TO/T, las cantidades hidrodindmicas se actualizan cada 4 pasos
de tiempo y se guardan cada 160, N = 10* y N, = 2.5 x 10%.

4.5. Resultados

En esta seccion se presentan los resultados de simulaciéon correspondientes
a las principales magnitudes fisicas en el caso del flujo tangencial uniforme.
También se comparan las propiedades del genuino gas granular IHS con las del
gas EHS + friccion.

4.5.1. Problema transitorio inhomogéneo

Como ya se ha dicho en la Seccion 4.4, en el problema transitorio inhomogé-
neo hemos tomado dos posibles condiciones iniciales: una de equilibrio represen-
tada por la ecuacion (4.9) y otra extremadamente alejada del equilibrio definida
por la ecuacion (4.10). Nos hemos restringido a un coeficiente de restitucion nor-
mal a = 0.9 y a un gradiente de velocidad a = 4/79 = (4/0.95) /7%, donde 70 y
70" = 79/3(c) = 7°/0.95 son los tiempos caracteristicos (globales) iniciales de
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Figura 4.1: Nimero acumulado de colisiones por particula en funcién del tiempo
para IHS [s(t), linea continua| y EHS [¢'(t), linea segmentadal en el caso o = 0.9,
at® = 4. La linea continua fluctuante representa la razon s'(t)/s(t) con su
correspondiente escala en el eje vertical derecho. Los datos han sido obtenidos

tomando como condicion inicial la funcion de distribucion (4.9).

los gases IHS y EHS + friccion, respectivamente. Los valores de a y « son tales
que inicialmente el calentamiento viscoso domina frente al enfriamiento disipa-
tivo (ya sea éste debido a las colisiones o a la fuerza externa de fricciéon). Esto
lleva aparejado un incremento de la temperatura y una disminucién progresiva
del tiempo medio entre colisiones.

A la hora de monitorizar la evolucion temporal de las magnitudes fisicas,
vamos a utilizar una clase de reloj “interno” que va a ser el nimero acumulado
de colisiones por particula s(¢) (IHS) y s'(¢) (EHS), en lugar del tiempo “exter-
no” t. Las cantidades s(t) y s'(t) se calculan directamente dividiendo el nimero
total de colisiones aceptadas hasta el instante ¢ entre el namero total de particu-
las de nuestro sistema; en general, difieren ligeramente de los correspondientes
valores en la aproximacion de equilibrio local so(t) y s,(t) [ver ecuacion (4.15)].
En tanto que la funciéon de distribucion de velocidades f(y,v;t) sea similar en
ambos sistemas, se puede esperar que s'(t)/G(«) ~ s(t). En la figura 4.1 se
representan s(t) y §'(t) en funcion del tiempo tomando como condicion inicial
(4.9). Las pendientes de ambas curvas estan relacionadas directamente con sus
respectivas temperaturas; las dos pendientes aumentan mondétonamente hasta
que se hacen practicamente constantes para t/7° > 8. Como se esperaba, el
numero acumulado de colisiones hasta un tiempo t para el gas EHS es menor
que el correspondiente al sistema THS, es decir, s'(t) < s(t). La figura 4.1 tam-
bién muestra la evolucion temporal de la razon s'(t)/s(t). Se puede observar que
hasta t/7° ~ 4 flucttia alrededor de 3(a) = 0.95, permaneciendo muy cerca de
ese valor de ahi en adelante. Esto nos proporciona ya una validacion indirecta
de la equivalencia practica entre los perfiles espaciales y la historia temporal de
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Figura 4.2: Perfiles hidrodindmicos para IHS (lineas continuas) y EHS (lineas
segmentadas) en el caso a = 0.9, a7" = 4, para los tiempos /70 = 0.13, 0.5, 1,
1.5 y 2. Los datos han sido obtenidos tomando como condicion inicial la funcién
de distribucion (4.9) (curvas sin simbolos) o (4.10) (curvas con simbolos).
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las magnitudes hidrodinamicas en ambos sistemas (IHS y EHS).

La figura 4.2 muestra los perfiles de la velocidad media, densidad y temper-
atura en los tiempos /70 = 0.13, 0.5, 1, 1.5 y 2.0. Los ntimeros acumulados
de colisiones por particula correspondientes a estos tiempos (para el gas THS)
son s ~ 0.08, 0.4, 1.1, 2.1 y 3.4 en el caso de la distribucion inicial (4.9), y
s~0.09, 0.5, 1.5, 2.8 y 4.6 en el caso de (4.10). Es interesante notar que hasta
el tiempo ¢/7° = 0.13 solamente han colisionado aproximadamente el 16-18 %
de las particulas, con lo cual las desviaciones que aparecen respecto de los per-
files iniciales se deben fundamentalmente a las condiciones de contorno. Como
consecuencia, en t/79 = 0.13 el perfil de la velocidad media es practicamente
el inicial con la salvedad de las capas més proximas a las paredes; ademas, es-
tas capas tienen una temperatura mucho mayor que la correspondiente a capas
maés internas del fluido, mientras que la densidad numérica todavia permanece
practicamente inalterada respecto al instante inicial. A medida que el tiempo
pasa, algunas de las particulas mas energéticas, que se encuentran cerca de
las paredes, se mueven hacia el interior del sistema, transfiriendo parte de su
cantidad de movimiento y energia a otras particulas mediante colisiones. Esto
produce un “estiramiento” de la forma del perfil de velocidad media asi como
una homogeneizacion de la temperatura. Al principio, las capas proximas a las
paredes se despueblan parcialmente en favor de las capas centrales, en las que
ocurre el proceso inverso. Sin embargo, a medida que el perfil de velocidad me-
dia se va haciendo lineal observamos también que tanto la temperatura como
la densidad se van homogeneizando en todo el sistema. En resumen, la figura
4.2 muestra claramente que los perfiles hidrodindmicos evolucionan libremente
hacia los perfiles caracteristicos del flujo tangencial uniforme, independiente-
mente de la preparacion inicial del sistema. Aunque se sabe que el flujo tangen-
cial uniforme es inestable respecto de excitaciones de longitudes de onda sufi-
cientemente largas (Savage, 1992; Schmid and Kytomaa, 1994; Goldhirsch and
Tan, 1996; Kumaran, 2000b; Kumaran, 2000a; Kumaran, 2001; Garzo, 2006),
el tamafio de los sistemas simulados (L = 2.5\%) es lo bastante reducido como
para evitar esa clase de inestabilidad. De hecho, un estudio reciente utilizando
la teoria cinética (Garzo, 2006) muestra que para o = 0.9 la inestabilidad no
aparece a menos que L > 25)\°.

Para que las graficas ganen en claridad, en el resto de esta subseccion sélo
se van a presentar resultados de simulaciéon obtenidos utilizando la distribucion
inicial (4.9). Para monitorizar el establecimiento del perfil lineal de velocidad
media asi como la homogeneizacion de la densidad y la temperatura, estudi-
amos la evoluciéon temporal de estas cantidades promediadas sobre las cuatro
capas centrales del sistema (—20y < y < 20y) y sobre las tres capas superiores
(L/2 =36y <y < L/2). Los resultados aparecen en la figura 4.3. Se puede ver
que en y ~ 0 la velocidad media fluctia en torno a cero, como era de esperar
por razones de simetria, mientras que la velocidad media en las proximidades
de la pared superior aumenta mondtonamente (salvo fluctuaciones) hacia la
velocidad de la pared U/2. La maxima diferencia de densidad tiene lugar de-
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Figura 4.3: Evoluciéon de la velocidad media, la densidad y la temperatura en
torno ay =0 ey = L/2— (3/2)0y para THS (lineas continuas) y EHS (lineas
segmentadas) en el caso de a = 0.9, ar’ = 4. El tiempo es medido por el
nimero acumulado de colisiones por particula (s) para el gas IHS y por la
misma cantidad, pero dividida por 3, (s’/8) en el caso EHS. Los datos han sido
obtenidos tomando como condicién inicial la funcion de distribucion (4.9).
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Figura 4.4: Evolucion de T/T° (gréfica superior), —P, /T y (Pyy — Py,) /AT
(grafica inferior) para IHS (lineas continuas) y EHS (lineas segmentadas) en
el caso de o = 0.9, ar® = 4. El tiempo es medido por el nimero acumulado
de colisiones por particula (s) para el gas ITHS y por la misma cantidad, pero
dividida por 3, (s'/3) en el caso EHS. Los datos han sido obtenidos tomando
como condicion inicial la funcion de distribucion (4.9).

spués de aproximadamente una colision por particula, mientras que la diferencia
méaxima de temperatura ocurre antes, a s ~ 0.15. Los perfiles hidrodinamicos
que caracterizan el flujo tangencial uniforme, a saber, velocidad media lineal y
densidad y temperatura homogéneas, se alcanzan alrededor de s = 4 (lo que
corresponde a un tiempo “externo” t/7° ~ 2.2). A partir de este instante de
tiempo, la evolucion de las diferentes magnitudes tiene lugar esencialmente del
mismo modo que en el problema transitorio homogéneo, que analizaremos en la
siguiente subseccion.

En las figuras 4.2 y 4.3 hemos escalado la temperatura local T'(y,t¢) con
su valor promedio T'(t) porque estamos especialmente interesados en analizar
el estado transitorio previo a la homogeneizaciéon de la misma. Sin embargo,
aunque el sistema se hace “homogéneo” [en el sentido de la ecuacion (4.6)] a
s ~ 4, la temperatura contintia evolucionando en el tiempo hasta que se al-
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canza un estado estacionario. Esto se observa en la parte superior de la figu-
ra 4.4 que muestra la evolucion de T/T°. Podemos advertir que la duracién
total de la etapa transitoria es mucho mayor que la del periodo inhomogé-
neo. La temperatura alcanza un valor estacionario mucho mayor que el inicial
(Ts/T° ~ 147) a s ~ 50 (t/7° ~ 9.8). Que la temperatura no altere su valor
(salvo fluctuaciones) no significa necesariamente que se haya alcanzado el es-
tado estacionario, puesto que, en principio, las particulas podrian redistribuir
sus velocidades a medida que transcurre el tiempo sin cambiar el valor de la
energia cinética media. Un signo importante de que esto no es asi lo podemos
observar en la parte inferior de la figura 4.4, que muestra la evolucion de la
tension tangencial (reducida) —P,,/fT y la diferencia de tensiones normales

(reducidas) (Pyy — Py,)/nT. Estas dos cantidades toman valores estacionarios

—Poys/MTs ~ 033y (Pyzs — Pyys)/MTs ~ 0.24 para s ~ 40 (t/7° ~ 8.3).

Hasta ahora, en los comentarios efectuados sobre las figuras 4.2—4.4 nos
hemos centrado fundamentalmente en las propiedades fisicas del estado transi-
torio que conduce al flujo tangencial uniforme, sin hacer distinciones entre los
sistemas ITHS y EHS + friccién. De hecho, como muestran las figuras 4.2-4.4,
los resultados concernientes a las magnitudes hidrodinamicas y sus flujos son
practicamente idénticos en ambos sistemas, incluso cuando hay presentes inten-
sos gradientes transitorios. Por lo tanto, un gas EHS con el adecuado diametro
y la fuerza de friccién apropiada puede reproducir de forma satisfactoria las
principales propiedades de transporte de un gas IHS. Sin embargo, aunque un
coeficiente de restituciéon normal @ = 0.9 es bastante realista, es razonable es-
perar que a medida que la disipacién aumente esta equivalencia aproximada
IHS<—EHS no vaya siendo tan buena. Con objeto de analizar esta expectati-
va se han considerado otros valores distintos de « en el problema transitorio
homogéneo y en el correspondiente al estado estacionario.

4.5.2. Problema transitorio homogéneo

Como ya se ha discutido en la Secciéon 2.3, la ecuacién de Boltzmann para el
flujo tangencial uniforme admite soluciones que son espacialmente homogéneas
cuando las velocidades de las particulas estan referidas al sistema de referencia
no inercial lagrangiano [ver ecuacion (4.6)]. La simulacién de la correspondiente
ecuaciéon de Boltzmann utilizando el método DSMC es mucho mas sencilla que
en el problema transitorio inhomogéneo, segiin se ha descrito en la Seccion
4.4.2. En las simulaciones correspondientes al problema transitorio homogéneo
se ha tomado o = 0.5-0.95 (con un paso Aa = 0.05) y dos valores para el
gradiente de velocidad at® = 4 y ar® = 0.1. El primero de los valores del
gradiente de velocidad es lo suficientemente grande como para que inicialmente
el calentamiento viscoso domine sobre el enfriamiento disipativo (ya sea éste
debido a las colisiones o a la fuerza externa de fricciéon), incluso para o = 0.5,
con lo cual T(t) > T°. A la inversa, at® = 0.1 es lo bastante reducido para
originar el efecto contrario, T'(t) < T°, aun para a = 0.95. Por otro lado, para



MENU SALIR

4.5 Resultados 71

60

a=4/7" OC:_,'.-7 a=0.1/<" /
50 | N s y

40}

30t

s(1), s (/B

20

10+

0 5 10 15 0 200 400

17

Figura 4.5: Numero acumulado de colisiones por particula en funcion del tiempo
para THS [s(t), lineas continuas] y para EHS [s'(t), lineas segmentadas|, en el
ultimo caso dividido por 8 = %(1 + «), para « = 0.5, 0.7 y 0.9. El panel de la
izquierda corresponde a un gradiente de velocidad ar® = 4 mientras que el de la
derecha lo hace a at® = 0.1. Las lineas de puntos representan las predicciones
obtenidas a partir de la solucién de un modelo tipo BGK. Obsérvese en el panel
de la derecha que las curvas correspondientes a THS, EHS y BGK para a = 0.9
son practicamente indistinguibles. Los datos se han obtenido tomando como
funcion de distribucion de velocidades inicial la dada por (4.17).

un valor dado de «, las propiedades intrinsecas del estado estacionario deben
ser independientes del valor del gradiente de velocidad. Esto nos proporciona un
indicador importante para saber si se ha alcanzado o no el estado estacionario.

Aunque hemos realizado simulaciones para los diez valores a = 0.5-0.95,
en esta subseccion nos centraremos en dos de ellos: o = 0.9 (disipacion mod-
eradamente pequena) y o = 0.5 (disipacion grande). Ademas de los resultados
de simulacion correspondientes a los gases IHS y EHS + friccién, se presentan
también los resultados de la resolucion de la extension (Brey, Dufty and San-
tos, 1999; Santos and Astillero, 2005) del modelo BGK (Bhatnagar, Gross and
Krook, 1954; Welander, 1954), extension que esta basada en la relacion aproxi-
mada [HS<EHS. La solucion de este modelo para el estado estacionario del flujo
tangencial uniforme (Brey, Ruiz-Montero and Moreno, 1997; Santos, Garzo and
Dufty, 2004; Santos and Astillero, 2005) se ha descrito en la subseccion 2.4.3.
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Figura 4.6: Evoluciéon de la razon entre el niimero acumulado de colisiones por
particula y la misma magnitud obtenida en la aproximacion de equilibrio local
para IHS (lineas continuas) y EHS (lineas segmentadas) en los casos o« = 0.5,0.9
y at® = 0.1, 4. Los datos se han obtenido tomando como funcién de distribucién
de velocidades inicial la dada por (4.17).

Comenzamos mostrando en la figura 4.5 el nimero acumulado de colisiones
por particula frente al tiempo, considerando también el caso o = 0.7. Como
va se ha dicho en relacion a la figura 4.1, la pendiente de s(t) y s'(t) es pro-
porcional a \/T(t). Para un gradiente de velocidad ar® = 4, el calentamiento
viscoso es dominante, de modo que la temperatura aumenta monoétonamente,
especialmente para a = 0.9; por otro lado, para a7® = 0.1, el enfriamiento disi-
pativo prevalece y la temperatura decrece mondétonamente, particularmente en
el caso o = 0.5. El acuerdo casi perfecto entre s(t) y s'(t)/3 para a = 0.9 es
una indicacion indirecta de que la temperatura 7T'(t) es practicamente la misma
para los gases IHS y EHS, como se va a comprobar més adelante. Sin embargo,
a medida que la inelasticidad aumenta, la diferencia entre las temperaturas de
ambos sistemas también se va incrementando, presentando el gas EHS una tem-
peratura ligeramente superior a la del gas THS, para cualquier tiempo dado ¢. A
pesar de su simplicidad, el modelo BGK proporciona buenos resultados, aunque
tiende a sobrestimar tanto s(t) como s’(t) /3. Las curvas de s(t) correspondientes
al modelo BGK se han calculado haciendo uso de la aproximacion de equilibrio
local (4.18). Como se va a ver un poco més adelante, la temperatura obtenida a
partir del modelo BGK presenta un excelente acuerdo con la del sistema EHS.
Por lo tanto, las pequenias discrepancias entre las curvas de s'(t)/ (obtenidas
mediante simulaciones DSMC) y las correspondientes curvas obtenidas utilizan-
do el modelo BGK, son debidas esencialmente a la aproximacion de equilibrio
local s(t) — so(t) empleada en las altimas. Para confirmar esto, en la figura 4.6
representamos la razon entre el nimero acumulado de colisiones por particula y
la misma magnitud obtenida en la aproximacion de equilibrio local a partir de la
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ecuacion (4.18), mediante una integracion numeérica, utilizando los valores de la
temperatura en cada instante de tiempo. La frecuencia de colisién instantinea
es proporcional al valor medio de la velocidad relativa (Vi2), que en la aproxi-
macién de equilibrio local esta dado por (Vis) — (Viz)o = V2(V)o = 4\/T /7m.
De esta manera, el hecho de que s(t) < so(t) es consistente con una funcién
de distribucién de velocidades de no equilibrio tal que la velocidad media es
menor que la correspondiente al equilibrio local, es decir, (V) < (V)g, siendo
este efecto mas notable a medida que la disipacion aumenta. Por definicion,
(V2) = (V?)g = 3T /m. Por tanto, la desigualdad (V) < (V) indica un defecto
de poblacién en la region de velocidades moderadamente bajas de la funcion
de distribucion de no equilibrio (respecto de la de Maxwell-Boltzmann) que,
como se verd mas adelante, compensa el exceso de poblacion de la region de
velocidades altas.

En las figuras 4.7 y 4.8 se representa la evolucion de la temperatura T/7°,
la tension tangencial (reducida) —P,,/nT y la diferencia de tensiones normales
(reducidas) (P, — P,y)/nT para o = 0.9 y o = 0.5, respectivamente. En el
primer caso se observa un excelente acuerdo entre los resultados de simulacion
de ambos gases. Ademas, los resultados teodricos obtenidos con el modelo BGK
describen con gran precision el comportamiento de los datos de simulaciéon. Sin
embargo, en el caso a = 0.5 el sistema EHS tiende a tener una temperatura
mayor que la del sistema IHS, siendo esta diferencia, en el estado estacionario,
aproximadamente de un 12 %. Esto es debido en parte a que la verdadera tasa
de enfriamiento ¢ del gas THS [ver ecuacion (2.19)] es mayor que el valor de
equilibrio local {; [ver ecuacion (2.26)] impuesto al gas EHS, como se podré ver
mas adelante. Esto explica también por qué el modelo BGK, que también hace
uso de la aproximacion ( — (j, predice una temperatura en buen acuerdo con
los datos de simulacion del sistema EHS. Dado que la temperatura del gas EHS
es mayor que la del gas THS, entonces el gradiente de velocidad normalizado
con la frecuencia de colision es menor para el sistema EHS que para el sistema
[HS. Como consecuencia, la distorsion respecto a la distribucion de Maxwell—
Boltzmann (que es medida por la tensiéon tangencial y, especialmente, por la
diferencia de tensiones normales) es menor en el gas EHS que en el THS. La
comparacion de las figuras 4.7 y 4.8 muestra que la duraciéon del periodo transi-
torio (en unidades del ntiimero acumulado de colisiones por particula) disminuye
a medida que la inelasticidad aumenta: s ~ 40 para o = 0.9 frente a s ~ 20
para o = 0.5. Sin embargo, cuando el tiempo es medido en unidades reales,
depende principalmente del gradiente de velocidad y no de «, a saber t ~ 97°
para at’ =4 y t ~ 160-2007" para a7’ = 0.1.

Es interesante observar la similitud entre las curvas que aparecen en la figura
4.4 (problema transitorio inhomogéneo) y las de la figura 4.7 (problema tran-
sitorio homogéneo) para at’ = 4. Esto se observa con mayor claridad en la
figura 4.9, donde se representa la evoluciéon de las magnitudes globales del gas
THS, tanto en el caso del problema transitorio inhomogéneo como del problema
transitorio homogéneo. En las tres situaciones consideradas, tanto la tensiéon
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Figura 4.7: Evolucion de T/T°, —P,,/nT y (Py, — Py,)/nT para IHS (lineas
continuas) y EHS (lineas segmentadas) en los casos a = 0.9 con a7’ = 0.1 y
at® = 4. Las lineas de puntos representan las predicciones obtenidas a partir
de la solucién de un modelo tipo BGK. Obsérvese en el panel superior que las
curvas correspondientes a THS, EHS y BGK son préacticamente indistinguibles.
Los datos se han obtenido tomando como funcién de distribucion de velocidades
inicial la dada por (4.17).
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Figura 4.8: Evolucion de T/T°, —P,,/nT y (Pyy — Py,)/nT para IHS (lineas
continuas) y EHS (lineas segmentadas) en los casos a = 0.5 con a7’ = 0.1 y
at% = 4. Las lineas de puntos representan las predicciones obtenidas a partir de
la solucion de un modelo tipo BGK. Los datos se han obtenido tomando como
funcion de distribucion de velocidades inicial la dada por (4.17).
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Figura 4.9: Evoluciéon de T/T° (panel superior), —P., /T y (Pyy — Py,) /AT
(panel inferior) en el caso IHS para a = 0.9, at® = 4. Las lineas segmentadas
y segmento puntuadas corresponden al problema transitorio inhomogéneo con
las condiciones iniciales (4.9) y (4.10), respectivamente, mientras que las lineas
continuas pertenecen al problema transitorio homogéneo con la condicién inicial

(4.17).

tangencial como la diferencia de tensiones normales son inicialmente nulas; sin
embargo, teniendo presente el elevado valor del gradiente de velocidad, la fun-
cion de distribucién cambia rapidamente para adaptarse al gradiente de veloci-
dad impuesto, originando méaximos agudos en la tension tangencial (reducida) y
en la diferencia de tensiones normales (reducidas). De ahi en adelante, a medida
que la temperatura va aumentando también lo hace la frecuencia de colision, de
modo que la intensidad relativa del gradiente de velocidad se va haciendo cada
vez menor, hasta que se alcanza el estado estacionario para s ~ 40. La primera
etapa, que tiene una duracién aproximada de una colision por particula, tiene
una naturaleza fundamentalmente cinética, siendo ademés muy sensible a la
preparacion inicial del sistema. Por otro lado, la subsiguiente relajacion hacia el
estado estacionario define una etapa hidrodindmica mucho mas larga, que a me-
dida que transcurre el tiempo se va haciendo cada vez més independiente de las
condiciones iniciales, dado que en todas ellas T° < T;. En el caso de la clase de
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Figura 4.10: Viscosidad tangencial reducida (transitoria) n*(t) n(t)/no(t)
frente al gradiente de velocidad reducido (transitorio) a*(t) = ar,(t) para IHS
(lineas continuas) y EHS (lineas segmentadas) en el caso o = 0.5. Las lineas
punteadas representan las predicciones obtenidas a partir de la solucion de un
modelo tipo BGK. El circulo, cuadrado y rombo representan los puntos corre-
spondientes al estado estacionario para IHS, EHS y BGK, respectivamente. En
cada caso, la curva situada a la izquierda del simbolo corresponde a at® = 0.1,
mientras que la situada a la derecha corresponde a ar® = 4.

estados iniciales tales que T° > Ty (por ejemplo, para at® = 0.1) también existe
una etapa hidrodindmica similar. Estos comentarios son extensibles también a
los dos valores del gradiente de velocidad con v = 0.5.

Aunque pospondremos hasta el capitulo 5 un estudio mas exhaustivo acerca
de la existencia de un régimen hidrodinamico, merece la pena anticipar algunos
aspectos. En general, para un valor dado de « y en el régimen hidrodinami-
co, la funcién de distribucién de velocidades depende del tiempo tnicamente a
través del gradiente de velocidad adimensionalizado con la frecuencia de colision,
dependiendo ésta tultima del tiempo también. Méas especificamente,

3/2
FV = || (e o), (4.50)
donde
v *(t) = ar,
C) = e @)= amy(0) (4.51)

La definicién del gradiente de velocidad reducido a* utilizando el tiempo carac-
teristico asociado a la viscosidad 7, en lugar del tiempo medio entre colisiones
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Tmfs O €l tiempo caracteristico 7 es una cuestion irrelevante pues las tres mag-
nitudes difieren solamente por factores constantes, a saber, T /7, =~ 0.787 y
7/7, ~ 0.888. En el estado estacionario, a*(t) — af y f*(C;a*) — f*(C;al) =
12(C) [ver ecuacion (4.21)].

S

Durante la relajacién hidrodindmica hacia el estado estacionario, resulta
conveniente definir una viscosidad tangencial dependiente del tiempo 7(t) =
—P,,(t)/a. Como consecuencia de la ecuacion (4.50), la razon 7(t) /no(t), donde
no(t) = nT'(t)7,(t) es la viscosidad de Navier-Stokes en el limite elastico [ver
ecuacion (4.4)], depende del tiempo sdlo a través de una dependencia no lineal de
a*(t). La figura 4.10 muestra la viscosidad tangencial reducida n* = n/no frente
al gradiente de velocidad reducido a* en el caso a = 0.5. Los valores representa-
dos corresponden a una ventana temporal 2 < s < 50. El limite inferior garantiza
que el sistema practicamente ha olvidado ya las condiciones iniciales, mientras
que el limite superior es lo suficientemente grande como para garantizar que
se ha alcanzado el estado estacionario (representado con un simbolo). En cada
caso (THS, EHS o BGK), el punto correspondiente al estado estacionario (af, nX)
divide la curva respectiva en dos ramas: la situada a la izquierda del punto corre-
sponde a T < T (obtenida con, a7® = 0.1), mientras que la situada a la derecha
pertenece a T > TY (obtenida con, at® = 4). La extrapolacién formal de n*(a*) a
la situacion en la que el gradiente de velocidad es nulo proporciona la viscosidad
tangencial de Navier-Stokes reducida nig = lim,-_on*(a*) para a = 0.5. Los
valores esperados son (Brey et al., 1998; Santos and Astillero, 2005) niq ~ 1.3
para IHS y n{g ~ 1.1 para EHS y BGK. Merece la pena observar que, salvo fluc-
tuaciones de los resultados de simulacion, las curvas de n*(a*) para IHS, EHS
y BGK practicamente coinciden, al menos en el intervalo 0.2 < a* < 1.6. Por
lo tanto, la diferencia principal entre las tres aproximaciones radica en el punto
(representando éste el estado estacionario) donde el sistema “decide” detenerse.
En la referencia (Santos, Garzo and Dufty, 2004) se presenta una discusion mas
extensa acerca de la funcion reologica n*(a*), asi como de la distincion entre 7

Y s

Aunque en el anélisis del flujo tangencial uniforme los elementos del tensor
de presiones aportan gran parte de la informacién mas relevante, éstos no agotan
toda la informacion fisica que se puede extraer de las simulaciones. En las figuras
4.11 y 4.12 se muestra la evoluciéon de la razén (V33)/(V)o (donde Vi es el
modulo de la velocidad relativa de una pareja de particulas) y los cumulantes
cuarto y sexto [ver ecuacion (4.19)] para o = 0.9 y a = 0.5, respectivamente.
El valor promedio (V}%) es interesante fisicamente porque es proporcional a la
verdadera tasa de enfriamiento ¢ del gas ITHS. De hecho, hemos comprobado
en las simulaciones que el valor de ¢ obtenido a partir de la ecuacion (2.19)
esta de acuerdo con el calculado directamente a partir de la pérdida de energia
en las colisiones, ecuacion (2.18). Sin embargo, el segundo de los métodos es
mucho mas ruidoso que el primero ya que involucra solamente aquellas parejas
de particulas que colisionan, mientras que para el clculo de (V%) se consideran
todas las posibles parejas de particulas [ver, sin embargo, la ecuacion (4.46) y
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Figura 4.11: Evolucién de la razon (V3)/(V)o, el cuarto cumulante as y el
sexto cumulante —agz para IHS (lineas continuas) y EHS (lineas segmentadas)
en los casos a = 0.9 con at’ = 0.1 y ar® = 4. Los datos se han obtenido
tomando como funcién de distribucién de velocidades inicial la dada por (4.17).
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Figura 4.12: Evolucion de la razon (V33)/(V3)o, el cuarto cumulante as y el
sexto cumulante —agz para IHS (lineas continuas) y EHS (linecas segmentadas)
en los casos @ = 0.5 con at® = 0.1 y at® = 4. Los datos se han obtenido
tomando como funcion de distribucion de velocidades inicial la dada por (4.17).
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Figura 4.13: Evolucion de las razones Ry, Ry, Ry y Rs [ver ecuacion (4.20)]
para IHS (lineas continuas) y EHS (lineas segmentadas) en el caso aw = 0.5 con
at® = 4. Los datos se han obtenido tomando como funcién de distribucion de
velocidades inicial la dada por (4.17).

los comentarios que la preceden].

Como ya ocurria en las figuras 4.7 y 4.8, los datos de simulaciéon de cada
una de las tres magnitudes dibujadas (en el caso a7’ = 4) presentan un maximo
respectivo durante la etapa cinética de la evolucion. Estos maximos representan
la mayor desviacion respecto del comportamiento maxwelliano. Es importante
hacer notar que, en el caso del gas IHS, las fluctuaciones estadisticas de las mag-
nitudes representadas en las figuras 4.11 y 4.12 son mayores que en el caso del
gas EHS. Por lo demas, la evoluciéon temporal transitoria y el estado estacionario
son muy similares en ambos sistemas.

Observamos también que (V%) > (V3)o, siendo esta diferencia mas acen-
tuada a medida que la inelasticidad aumenta. Esto explica por qué la tasa de
enfriamiento interna debida a las colisiones ({) del gas THS es mayor que la tasa
de enfriamiento externa debida a la friccion ({p) impuesta al gas EHS, como ya
se ha comentado en conexién con la figura 4.8. Sin embargo, a pesar de que la
tasa de enfriamiento aplicada al gas EHS es la correspondiente a la aproximacion
de equilibrio local, este sistema es capaz de reproducir satisfactoriamente la dis-
torsion respecto del equilibrio local presente en el gas THS y que es medida por

(Vid)/(Vib)o-

Los cumulantes, especialmente as, sondean basicamente la cola de energia
alta de la funcion de distribucion de velocidades. El hecho de que el cuarto cu-
mulante as sea positivo, tanto en el caso IHS como EHS, es un indicativo de un
exceso de poblacion importante en la region de energia alta (respecto de la dis-
tribucion de Maxwell-Boltzmann), inducido por el movimiento de cizalladura.
Este efecto de exceso de poblacion es mayor (y también de naturaleza diferente)
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al presente tipicamente en estados homogéneos® de gases granulares® (van Noije
and Ernst, 1998; Montanero and Santos, 2000). El valor correspondiente al esta-
do estacionario del sexto cumulante ag es practicamente cero para a = 0.9. Por
otro lado, para a = 0.5 se tiene que —as > 0, que esta relacionado nuevamente
con el exceso de poblacién en la regiéon de energia alta.

Las razones Ry definidas por la ecuacion (4.20) proporcionan una informacion
més directa de la evolucién de la funcién de distribuciéon. En la figura 4.13
se presentan estos cocientes en el caso de a = 0.5 y at’ = 4. La desviacion
maxima respecto de la distribucion de Maxwell-Boltzmann ocurre durante la
etapa cinética (s < 1). A partir de entonces, las curvas relajan suavemente hacia
sus valores estacionarios Ry ~ 1.18, Ry ~ 0.81, Ry ~ 1.39 y R3 ~ 15, siendo los
tiempos de relajacion practicamente los mismos en los cuatro casos (s ~ 10).
Durante la etapa hidrodinamica y en el estado estacionario, la poblaciéon de
particulas (medida por R3) que tienen un moédulo de la velocidad mayor que
tres veces la velocidad térmica vg(t) = /2T (t)/m es notablemente mas alta
que la esperada a partir de la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Este efecto
de exceso de poblacion inducido por el movimiento de cizalladura también esté
presente en el intervalo 2vg(t) < V' < 3vy(t), es decir, R > 1. A lo largo de la
etapa hidrodinamica, entre el 90 % y el 93 % de las particulas se mueven con un
modulo de la velocidad menor que 2uvg(t) (en contraste con el valor del 95.4 %
dado por la aproximacion de equilibrio local), siendo ésta la region relevante para
los momentos de orden bajo. Mientras que la region de velocidad baja V' < v (t)
(medida por Rp) presenta un exceso de poblacion del 20 % aproximadamente
respecto de la distribucion de Maxwell-Boltzmann, la region intermedia v (t) <
V < 2vy(t) (medida por Ry) presenta un defecto de poblaciéon de practicamente
la misma cantidad. De hecho, la fraccién de particulas moviéndose con V <
vo(t) y vo(t) <V < 2up(t) es del 51% y 42 %, respectivamente, en el estado
estacionario, mientras que los valores de equilibrio local correspondientes son
42.8% y 52.6 %, respectivamente. Como se puede comprobar en la figura 4.13, el
sistema EHS + friccion es capaz de capturar con éxito todas estas caracteristicas,
incluso para este valor tan elevado de la inelasticidad.

El hecho de que (V%) > (V)0 nos sugiere que se podria esperar un mejor
acuerdo entre la dindmica del gas IHS y la del sistema EHS si el coeficiente de
friccion de éste ltimo fuese & = $(o(Vih)/(Vih)o en lugar de & = 1¢o, de modo
que la tasa de enfriamiento del gas EHS tendria la misma dependencia funcional
de f que el gas THS. Para comprobar esta suposicion, hemos realizado nuevas
simulaciones del gas EHS, pero con esta version mas refinada del coeficiente de
friccion, en el caso a = 0.5, ar® = 4. Con la finalidad de ganar en claridad,
no se han incluido las correspondientes curvas en las figuras 4.5, 4.6, 4.8, 4.10,
4.12 y 4.13. Los resultados muestran que, en general, las cantidades asociadas

4E] estado de enfriamiento homogéneo, por ejemplo.

5En esta clase de estados homogéneos y considerando un gas EHS + friccién, este efecto de
exceso de poblacion no se da, puesto que en ese caso la funcién de distribucion de velocidades
es de tipo gaussiano.
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a los momentos de orden bajo (temperatura y tensor de presiones) estan efecti-
vamente mas cercanas a los valores del gas IHS que con la eleccion mas sencilla
¢ = %C& Merece la pena comentar que ahora la temperatura del gas EHS es
ligeramente menor que la del sistema IHS, al contrario de lo que sucedia antes.
Sin embargo, en los casos de (V%) /(Vi%)o, az vy as, los resultados obtenidos en
las simulaciones del gas EHS con & = 5¢o(V;%)/(Vi%)o no resultan ser mejores
que los obtenidos con £ = %C&

4.5.3. Estado estacionario

Una vez que se ha analizado el periodo transitorio hacia el estado esta-
cionario en los casos representativos @ = 0.5 y @ = 0.9, nos vamos a centrar
en las propiedades més relevantes del estado estacionario para todos los valores
a = 0.5-0.95 considerados. En la figura 4.14 se representan las magnitudes aso-
ciadas con los momentos de la velocidad de segundo orden, tales como el gradi-
ente de velocidad reducido af = ar,(Ty) < 1/y/T, la tension tangencial reducida
—P,, /0Ty y las diferencias de tensiones normales reducidas (Ppy.s — Pyys)/nTs
¥ (P.zs — Pyys)/nTs. El solapamiento de los datos obtenidos a partir de las sim-
ulaciones efectuadas con dos valores muy diferentes del gradiente de velocidad
(at® = 0.1y at® = 4) confirma que se ha alcanzado el estado estacionario y que
la funcién de distribucién de velocidades intrinseca f&(C) [ver ecuacion (4.21)]
depende solamente de o y no de la preparacion inicial del sistema. En el caso
de las magnitudes a} y —Py, s/nTs, que son las mas relevantes en el proble-
ma del flujo tangencial uniforme, se da un buen acuerdo entre los resultados
proporcionados por los modelos THS y EHS para « 2 0.7. Sin embargo, para
valores mayores de la inelasticidad, la temperatura estacionaria correspondiente
al sistema EHS es mayor que la del gas IHS. Consecuentemente, a? presenta el
comportamiento contrario, es decir, es menor en el gas EHS que en el IHS. Esto
conlleva que la anisotropia sea ligeramente menor en el sistema elastico que en el
inelastico, y asi le sucede a la tension tangencial reducida — Py, s/nTs. En el caso
de las diferencias de tensiones normales reducidas (Pyy s — Py s)/nTs y, especial-
mente, (P, s — P,y s)/nTs, éstas comienzan a diferir en ambos sistemas a partir
de a < 0.85. Merece la pena hacer notar que el modelo cinético BGK, que tiene
una solucion explicita en el estado estacionario (Santos and Astillero, 2005; San-
tos, Garzo and Dufty, 2004) que ha sido descrita en la subseccion 2.4.3, hace una
buena prediccion de las propiedades de transporte, especialmente en el caso del
sistema EHS. Una excepcién a esto la constituye la magnitud (P, s — P,y s)/nTs,
que se hace cero en el caso del modelo BGK pero toma valores positivos (aunque
pequenos) en las simulaciones.

En la figura 4.14 se incluyen también resultados obtenidos a partir de simu-
laciones de control del sistema EHS en el caso o = 0.5, utilizando la version més
refinada del coeficiente de friccion & = $¢o(Vi%)/(Vib)o en lugar de la més sen-
cilla ¢ = %C& Observamos que el acuerdo con los resultados del gas THS mejora
en aquellas magnitudes, como Ty, Ppy s ¥ Pre s — Pyy,s, que ya eran reproducidas
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Figura 4.14: Valores correspondientes al estado estacionario del gradiente de
velocidad reducido a* = ar,, la tension tangencial reducida —P,,/nT y las
diferencias de tensiones normales reducidas (Py; — Pyy)/nT y (P.. — Pyy,)/nT
en funcion del coeficiente de restitucion normal «. Los simbolos pertenecen a
resultados de simulacion para THS y EHS y dos valores distintos del gradiente
de velocidad, mientras que las lineas punteadas representan las predicciones
obtenidas a partir de la solucién de un modelo tipo BGK. Noétese que P, s =
P,y s en el modelo BGK. Los simbolos en forma de rombo representan resultados
de simulacién del sistema EHS con la constante de friccion € = $¢o(Vi)/(Vih)o
en el caso o = 0.5, at? = 4.
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razonablemente bien por la version inicial més simple del modelo EHS (es decir,
con & = %Co). Sin embargo, la diferencia de tensiones normales P.. s — Py,
que es relativamente pequena, es aproximadamente un 40 % menor en ambos
sistemas EHS que en el gas THS. Esto demuestra que cuando las discrepancias
entre los modelos THS y EHS comienzan a ser relativamente importantes, la
eleccion de una version mas sofisticada del coeficiente de friccion € no mejora
sustancialmente los resultados.

Desde un punto de vista reolégico, resulta conveniente introducir la viscosi-
dad tangencial no lineal n* = —(P,y/a)/no = —(Pyy/nT)/a* y las funciones
viscométricas Uy = (P, — PM)/nTa*2 y Uy = (P, — Pyy)/nTa*Q. En la etapa
hidrodindmica, estas magnitudes son funciones de a* (para un valor dado de
a), como ya se mostrd en la figura 4.10 en el caso de n* para o = 0.5 y como
se discutird con més detalle en el capitulo 5. Una vez que se alcanza el estado
estacionario (a* — a¥), estas cantidades son tinicamente funciones de a. Equiv-
alentemente, podemos eliminar a en favor del gradiente de velocidad reducido
estacionario af, con lo cual las magnitudes anteriores pueden ser vistas también
como funciones de af. Esto aparece representado en la figura 4.15. En primer
lugar, observamos que la curva nf(a}) para el sistema EHS estd muy proxima a
la del gas IHS. Se ve también que para un valor dado de « (o, lo que es lo mismo,
de a}) los puntos pertenecientes al sistema EHS estan ligeramente desplazados
respecto a los del gas THS, siendo este desplazamiento mayor a medida que «
disminuye. Por otro lado, los efectos viscométricos son mas pronunciados en el
caso IHS que en el EHS. Paraddjicamente, las curvas de n} y ¥, ¢ pertenecientes
al modelo de tipo BGK estan méas proximas a las del modelo THS que a las del
EHS, como se puede comprobar en la figura 4.15. Obsérvese que los puntos ais-
lados correspondientes al modelo EHS con & = $(o (V%) /(Vi%)o son consistentes
con la curva que se obtiene uniendo los otros puntos del sistema elastico.

En la figura 4.16 se muestra, para el estado estacionario, la dependencia
en « de la razon (V33)/(V3)o v de los cumulantes as y as. Recordemos que
en el sistema IHS la razon (V%) /(V3)o coincide con el cociente ¢/ entre la
verdadera tasa de enfriamiento y su estimacion en la aproximacion de equilibrio
local. Se observa que la aproximacion de equilibrio local infravalora la tasa de
enfriamiento en un pequeno porcentaje, siendo esto debido, en gran medida,
a la distorsion introducida por el movimiento de cizalladura. El modelo EHS
captura bastante bien esta distorsiéon, a pesar de que, por construcciéon, su tasa
de enfriamiento estd dada por (5. Como ya se ha comentado anteriormente,
los valores positivos de as y, especialmente, —as son indicadores de un efecto
de exceso de poblacion (respecto a la distribucion de Maxwell-Boltzmann) en
la regién de energia alta de la distribucién. En realidad, tanto en el estado de
enfriamiento homogéneo como en el calentado mediante un forzamiento de ruido
blanco, la funciéon de distribucion del gas EHS + friccion es una gaussiana. Por
lo tanto, el exceso de poblaciéon medido por ay y —a3 es basicamente un efecto
motivado por el movimiento de cizalladura. El modelo EHS reproduce bastante
bien el cuarto cumulante, pero la magnitud del sexto cumulante es mayor en el
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Figura 4.15: Valores estacionarios de la viscosidad tangencial reducida n* = n/ng
y de las funciones viscométricas —W¥, = (P,, — P,,)/nTa** y ¥y = (P, —
P,,) /nTa*? en funcion del gradiente de velocidad reducido a*. Los simbolos
pertenecen a resultados de simulacion para THS y EHS y dos valores distin-
tos del gradiente de velocidad, mientras que las lineas punteadas representan
las predicciones obtenidas a partir de la soluciéon de un modelo tipo BGK.
Notese que ¥y s = 0 en el modelo BGK. Los simbolos en forma de rombo rep-
resentan resultados de simulacién del sistema EHS con la constante de friccion
&= 1¢(VA)/(Vih)o en el caso o = 0.5, ar? = 4.
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Figura 4.16: Valores estacionarios de la razon (V%) /(Vi3)o, el cuarto cumulante
as v el sexto cumulante —agz en funcién del coeficiente de restitucién normal
a. Los simbolos pertenecen a resultados de simulacion para THS y EHS y dos
valores distintos del gradiente de velocidad, mientras que las lineas punteadas
representan las predicciones obtenidas a partir de la soluciéon de un modelo tipo
BGK. Los simbolos en forma de rombo representan resultados de simulacion
del sistema EHS con el coeficiente de friccion & = 1¢o(Vi%)/(Vib)o en el caso
a=0.5, ar’ =4.
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caso inelastico que en el elastico. Como sucede para la diferencia de tensiones
normales P,, — Py, (ver el panel inferior de la figura 4.14), el cumulante a3
es una magnitud muy sensible que sondea aspectos mas finos de la funciéon de
distribucion del gas THS, aspectos que, el modelo EHS no es capaz de capturar
eficazmente para o < 0.85.

Notemos que para o > 0.7, (V) (V)0 v as son ligeramente mayores en el
gas EHS que en el IHS, mientras que para a < 0.7 sucede lo contrario. En el
estado de enfriamiento homogéneo y en el calentado mediante un forzamiento
de ruido blanco (van Noije and Ernst, 1998) sucede algo similar, ya que en esos
casos at1® < aFHS = 0 para a > v/2/2 ~ 0.71, mientras que a}'S > o515 = 0
para a < v/2/2. De hecho, hemos comprobado que la diferencia attS —aBHS en el
caso del flujo tangencial uniforme est4 muy cercana a la correspondiente al caso
del estado calentado mediante un forzamiento de ruido blanco. La figura 4.16
muestra también una importante correlacién entre los valores de (V%) /(Vi%)o v
los de az. De hecho, hemos comprobado de forma empirica que (V%)/(V;%)o =~
1+ 0.27a5 tanto para IHS como para EHS en el flujo tangencial uniforme, en
contraste con (Vi%)/(Vi%)o ~ 1 + £ as en estados homogéneos (van Noije and
Ernst, 1998).

En la figura 4.16 hemos incluido también las predicciones del modelo tipo
BGK para los cumulantes as y as. La evaluacion de (V2) [ver ecuacion (2.20)],
que no esta asociada a ningtin momento convencional de la velocidad, a partir de
la funcion de distribucion del modelo BGK requiere un arduo trabajo numérico
y por ello no ha sido incluida en la figura 4.16. Observamos que el modelo BGK
captura bien el incremento de as a medida que lo hace la inelasticidad. Sin
embargo, la dependencia en o de —ag es descrita por el modelo BGK solamente
a un nivel cualitativo, prediciendo generalmente valores demasiado altos.

En lo que respecta a las simulaciones de control del gas EHS con « = 0.5
y €= 3¢ (Vih)/(Vih)o, observamos que (Vi)/(Vi4)o ¥ as no mejoran, mientras
que la mejorfa en ag es bastante reducida.

Las magnitudes representadas en las figuras 4.14-4.16 proporcionan de forma
indirecta informaciéon muy util acerca de la funciéon de distribuciéon de veloci-
dades correspondiente al estado estacionario del flujo tangencial uniforme. Sin
embargo, sondean esencialmente la region de velocidades bajas o moderadas (por
ejemplo, V' < 24/2T/m), excepto quizés los casos de as y, especialmente, a3, que
son mas sensibles a la region de energia alta. Con el objetivo de analizar direc-
tamente la forma de la funcién de distribuciéon de velocidades, su anisotropia y
la region de energia alta, hemos calculado en las simulaciones las distribuciones
marginales definidas en las ecuaciones (4.23)—(4.25) en el estado estacionario.
A modo de ejemplos representativos, las figuras 4.17 (escala lineal) y 4.18 (es-
cala logaritmica) muestran gg(ch)(CI)7 gg(,H(Cy) y F(C) paraa =09y o = 0.5.
Hemos comprobado que se cumplen las propiedades de simetria (4.26) y que
las curvas obtenidas con los dos valores del gradiente de velocidad (a7 = 4 y
at® = 0.1) practicamente coinciden. De hecho, para mejorar la estadistica, los
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Figura 4.17: Representaciones lineales de las funciones de distribucion de ve-
locidades marginales gy)(C’x), gy(f)(Cy) y F(C) para a = 0.9 (paneles de la
izquierda) y o = 0.5 (paneles de la derecha). Las lineas continuas y segmentadas
corresponden a resultados de simulacion para THS y EHS, respectivamente, las
segmento puntuadas representan las predicciones del modelo BGK y las puntu-
adas son las distribuciones de equilibrio (local).
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Figura 4.18: Representaciones logaritmicas de las funciones de distribucion de
velocidades marginales ggf)(Cm), gg(f)(Cy) y F(C) para a = 0.9 (paneles de la
izquierda) y o = 0.5 (paneles de la derecha). Las lineas continuas y segmentadas
corresponden a resultados de simulaciéon para THS y EHS, respectivamente, las
segmento puntuadas representan las predicciones del modelo BGK y las puntu-
adas son las distribuciones de equilibrio (local).
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datos de simulacién presentados en las figuras 4.17 y 4.18 han sido promediados
para ambos valores del gradiente de velocidad y, ademéas, hemos empleado las
propiedades de simetria (4.26) para hacer

40 — 1 [o9(C) + 600, aD@) = 5[5 + 07 (-0)]
(4.52)

Dos rasgos de anisotropia propios del flujo tangencial uniforme aparecen

claramente. En primer lugar, las funciones gg(f+)(0x) y géﬂ(C’y) son visiblemente

asimétricas, a saber gg(c+)(|C’$|) < ga(f)(—\CwD y gg(,+)(|Cy|) < gg(,+)(—|Cy|). Esto
es un efecto fisico inducido por el movimiento de cizalladura, en consistencia con

P, x (C,Cy) < 0. El segundo de los rasgos es la propiedad no newtoniana de

) (+)

anisotropia gg(ch) #* g@(f . Més especificamente, la distribuciéon marginal g;"’ es

més ancha que gg(,ﬂ7 de acuerdo con el hecho de que Py, — Py, o« (C2)—(C7) > 0.

Estos dos efectos son més pronunciados para « = 0.5 que para o = 0.9.

La figura 4.17 muestra que, para @« = 0.9 y en la regién de velocidades
bajas e intermedias, existe un acuerdo excelente entre los modelos THS y EHS,
en congruencia con los resultados presentados en las figuras 4.14-4.16. Para
a = 0.5, se observa que las distribuciones gg(g+)(0x), g?(f)(C’y) y F(C) del gas
EHS estan mas pobladas que las correspondientes al gas IHS en los intervalos
-15C, £0,-03<SCy S0y C < 0.5, respectivamente. Es interesante
observar que, en la region de velocidades térmicas, la funciéon de distribucion
F(C) se encuentra menos distorsionada respecto de la distribucion de Maxwell-

Boltzmann que las distribuciones marginales gg(j) (Cy)y gy(f) (Cy), especialmente
en el caso a = 0.9. Otra cuestién importante y que no podemos pasar por
alto es que el modelo cinético BGK, no solamente captura bien las propiedades
“globales” o promediadas, tales como las magnitudes hidrodindmicas |ver figuras
4.14-4.16], sino también los detalles “locales” de la funcién de distribucion de
velocidades.

En la figura 4.18 hemos utilizado la escala logaritmica para poder visualizar
mejor las regiones de energia alta (colas de velocidad alta) de las distribuciones.

Observamos un exceso de poblacién en ambas colas de gg(f), particularmente

para o = 0.5. En el caso de gg(f), sin embargo, el exceso de poblacién parece
darse solo en la cola C'y, < 0. Donde se aprecia claramente el exceso de poblacion
en la regién de energia alta es en la funcién de distribucion del modulo de la
velocidad, F'(C'). En un articulo reciente, (Bobylev, Gamba and Panferov, 2004)
han probado que, para velocidades asintéticamente grandes en el estado de flujo
tangencial uniforme, In F(C') ~ —C*" con p > 1. Aunque no podemos afirmar
con seguridad que nuestros datos de simulacion han alcanzado el régimen de
velocidades altas en el que domina la ley asintotica In F/(C') ~ —C*, los paneles
inferiores de la figura 4.18 parecen ser consistentes con esta ley con p ~ 1.
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Los comentarios efectuados en el parrafo anterior son vélidos tanto para
el gas IHS como para el EHS. En realidad, en el caso a = 0.9 los datos de
simulacion son practicamente indistinguibles entre ambos sistemas. Por contra,

en el caso a = 0.5 y en la region de energia alta, los valores de ga(f)(Cg;) y F(C)

son mayores para IHS que para EHS, sucediendo lo contrario para glf,Jr) (Cy). En
el caso de la funcién de distribuciéon de velocidades del modelo BGK, no es de
esperar que proporcione buenos resultados méas alla de la regién de velocidades
térmicas. Esto se ve confirmado por la figura 4.18, donde podemos observar,
para a = 0.9, que el modelo BGK exagera intensamente el efecto de exceso de
poblacion de gg(cﬂ(C’x) y F(C). Esto ocasiona un valor demasiado grande del
sexto cumulante —ag, segin vimos en la figura 4.16. Por otro lado, para o = 0.5
el valor de —ag dado por el modelo BGK esta de acuerdo, por accidente, con el
del gas THS. Esto confirma el hecho de que en este caso la cola de energia alta
predicha por el modelo BGK acuerda bastante bien con la del sistema inelastico.
Sin embargo, tanto la cola de g§+)(C’m) para C, > 0 como la de g§+)(Cy) para
Cy < 0 estan fuertemente infravaloradas por el modelo BGK para oo = 0.5.

Con la idea de ganar en claridad, no hemos incluido en los paneles dere-
chos de las figuras 4.17 y 4.18 las curvas correspondientes a las simulaciones
del sistema EHS para o = 0.5 y el coeficiente de friccién & = 1¢o(Vi3)/(Vid)o.
En cualquier caso, los resultados proporcionados por el modelo son muy pare-
cidos a los obtenidos con el coeficiente de fricciéon original £ = %CO. Esto nos
muestra que las diferencias cuantitativas mas importantes entre los sistemas al-
tamente disipativos THS y EHS, en particular las colas de velocidad alta, son
intrinsecas a las dinamicas internas diferentes de ambos sistemas. Por tanto, un
ajuste mas fino de la fuerza de friccién que actia sobre el gas EHS no mejora
sustancialmente los resultados.



MENU SALIR

Capitulo 5

Comportamiento
hidrodinamico de un gas
granular en el flujo tangencial
uniforme

5.1. Introduccién

Como es bien sabido, en la descripciéon hidrodindmica de un fluido conven-
cional las ecuaciones de balance de las densidades de las cantidades conservadas
(masa, cantidad de movimiento y energfa) [ver ecuaciones (2.6)—(2.8)] se con-
vierten en ecuaciones cerradas cuando las ecuaciones constitutivas de los flujos
de cantidad de movimiento y energia son conocidas. Dichas ecuaciones pro-
porcionan la relacion existente entre los flujos de momento y energia con las
densidades conservadas y sus gradientes. Si los gradientes hidrodinamicos son
débiles, podemos suponer que los flujos son lineales en esos gradientes, siendo es-
to conocido como la descripcion hidrodinamica de Navier—Stokes (NS). Por otro
lado, incluso si los gradientes son intensos, es posible un régimen hidrodindmico
(no newtoniano) més alla del de Navier—Stokes. El escenario convencional para
la relajacion hacia el “comportamiento hidrodindAmico” en un gas convencional
puede describirse del siguiente modo (Dorfman and van Beijeren, 1977). Dado
un estado inicial arbitrario, la evolucién tiene lugar en dos etapas sucesivas. En
primer lugar, durante la denominada etapa cinética hay una relajacion rapida
(que dura unas pocas colisiones por particula) a una funciéon de distribucion de
velocidades “universal” (o “normal”) f(r, v;t) que es una funcional de los campos
hidrodindmicos (densidad numérica, velocidad media y temperatura). Posterior-
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mente, la etapa “hidrodinamica” esté descrita por una evolucién més lenta de los
campos hidrodinamicos a medida que se aproximan o bien a un estado de equi-
librio o bien a un estado estacionario de no equilibrio impuesto externamente.
La primera de las dos etapas es muy sensible a la preparacion inicial del sistema,
mientras que en la etapa hidrodindmica el sistema practicamente ha “olvidado”
los detalles de las condiciones iniciales (excepto por una dependencia implici-
ta de las condiciones iniciales a través de los campos hidrodinamicos). Si los
gradientes hidrodinamicos son lo suficientemente pequenios cuando se alcanza
la etapa hidrodinamica, ésta puede ser descrita por los términos de Navier—
Stokes del desarrollo de Chapman—Enskog (Chapman and Cowling, 1970). No
obstante, una funcion de distribucion de velocidades normal (o hidrodinamica)
no se encuentra restringida exclusivamente al dominio de Navier—Stokes, sino
que puede existir también en situaciones muy alejadas del equilibrio (régimen
no newtoniano) (Garzé and Santos, 2003).

La aplicabilidad de una descripcion hidrodinamica a fluidos granulares no es
del todo evidente (Kadanoff, 1999). En particular, como se observa en la ecuacion
(2.8), la no conservacion de la energia ocasiona la aparicion de un término sum-
idero en la ecuaciéon de balance de la energia. Dado que la escala temporal para
la temperatura esta dada por dicho término sumidero mas que por los gradi-
entes espaciales, pudiera ocurrir que el papel de la temperatura como variable
hidrodindmica (lenta) dejara de ser cierto a medida que la disipacion aumen-
tara. Sin embargo, al menos en el régimen de Navier—Stokes, hay evidencias
convincentes tanto tedricas (Brey and Dufty, 2005; Santos and Dufty, 2006), co-
mo de simulaciones en ordenador (Brey, Ruiz-Montero and Moreno, 2001; Brey
et al., 2002; Dahl et al., 2002) y experimentos (Rericha et al., 2002; Yang
et al., 2002; Huan et al., 2004) que apoyan la validez del tratamiento hidrod-
inamico de los fluidos granulares. Por otra parte, la inherente falta de separacion
de escalas en gases granulares sometidos a cizalladura invalida una descripcion
de Navier—Stokes, de modo que la aplicacién de la hidrodinamica a esos es-
tados ha sido motivo de controversia (Tan and Goldhirsch, 1998; Dufty and
Brey, 1999; Tan and Goldhirsch, 1999). Es sabido que el escenario de relajacion
hacia el comportamiento hidrodinamico descrito mas arriba se cumple en dos
casos limite: disipacion finita en ausencia de gradientes (es decir, en la evolucion
hacia el estado de enfriamiento homogéneo (Dahl et al., 2002)) y disipacion nula
pero gradientes altos (Garzé and Santos, 2003). Teniendo en cuenta esto, la pre-
gunta que queremos abordar en este capitulo es si ese escenario que acabamos
de discutir puede seguir aplicandose a gases granulares con una fuerte disipacion
y en el régimen no newtoniano.

Con la finalidad de clarificar la cuestion anterior y su posible respuesta de
un modo mas riguroso de cémo lo abordamos en el capitulo 4, consideramos de
nuevo un gas tridimensional de esferas duras inelasticas en condiciones de flujo
tangencial uniforme descrito en el sistema de referencia lagrangiano. Podemos
justificar la eleccion de este tipo particular de flujo en base a tres razones prin-
cipales (Astillero and Santos, 2007a). En primer lugar, es un flujo sencillo desde
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un punto de vista macroscopico puesto que sélo hay un gradiente hidrodindmico
(a = Ou,/0y) que, ademas, es constante. En segundo lugar, este flujo tiene un
estado estacionario (resultado del balance entre el enfriamiento debido a la in-
elasticidad de las colisiones y el calentamiento viscoso) que es inherentemente no
newtoniano (Santos, Garzé and Dufty, 2004) como vimos en la subseccion 4.5.3.
Por ultimo, puesto que tanto la densidad n como la velocidad media u(r) son
independientes del tiempo la posible evoluciéon hacia el régimen hidrodindmico
esta gobernada por la evolucion temporal de la temperatura granular, que es
precisamente la magnitud que pone en duda la aplicabilidad de una descripcion
hidrodinamica.

En el flujo tangencial uniforme la ecuacion de continuidad de la masa,
ecuacion (2.6), se satisface de forma trivial, mientras que la conservacion de
la cantidad de movimiento, ecuacion (2.7), implica que la tension tangencial
P, es uniforme. La ecuacion de balance de la energia (2.8) se reduce a

O:T(t) = — - Puy (t) = COIT(), (5.1)

Como ya vimos en el capitulo 4, dados un gradiente de velocidad a y un
coeficiente de restitucion normal «, se alcanza una temperatura estacionaria
Ty = lim; .o, T(t) cuando el calentamiento viscoso y el enfriamiento disipati-
vo se compensan mutuamente, es decir, §CL|PJWS|/71TS = (5. La temperatura se
aproxima a su valor estacionario desde abajo (T'(t) < Ts) cuando el gradiente de
velocidad es lo suficientemente grande y/o la inelasticidad pequena, de modo que
la tasa de calentamiento (debida a efectos viscosos) 2a(t)|Pyy(t)| prevalece sobre
la tasa de enfriamiento (debida a la inelasticidad) {(t); nos referiremos a esta
situacién como el caso de calentamiento. Si por el contrario, el valor estacionario
de la temperatura se alcanza desde arriba, nos referiremos a esta situacién como
el caso de enfriamiento. En este contexto, la pregunta planteada més arriba se
puede expresar ahora de la manera siguiente: jpuede existir, tanto en el caso de
calentamiento como en el de enfriamiento, un régimen hidrodindmico antes que
se alcance el estado estacionario?

Restringiéndonos a estados que son uniformes en el sistema de referencia no
inercial lagrangiano [ver ecuacion (2.85)], la ecuacion de Boltzmann esta dada
por (Garzo and Santos, 2003; Santos, Garzo and Dufty, 2004)

(Or — aVy0v,) (V1) = J[f(1), (1)), (5-2)

donde por comodidad hemos omitido el superindice () en el operador de colision
de Boltzmann ineléastico. La ecuacion (5.2) debe ser complementada con una
condicién inicial f(V,0) = f9(V), de modo que la solucién es una funcional de
la funcién de distribucion inicial, es decir, f(V,t) = f(V,t|f°). Analogamente,
los momentos de f, tales como el tensor de presiones P(¢|f"), son también fun-
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cionales de f°. Puesto que la tinica magnitud hidrodinamica dependiente del
tiempo es la temperatura granular T'(¢) y el tnico gradiente hidrodinamico es el
de velocidad a, la existencia de un régimen hidrodinamico implica que, tras un
cierto namero de colisiones por particula, se verifica la ecuacion (4.50), es decir,

m 132
FVAP) = gpes| (€@, (5.3

donde de nuevo C(t) = V//2T'(t)/m es la velocidad peculiar en unidades de
la velocidad térmica y a*(t) = ar,(T(t)) es el gradiente de velocidad reducido,
siendo 7, (T") el tiempo caracteristico definido por las ecuaciones (4.1) y (4.4). La
funcion de distribucion de velocidades f*(C; a*) es, para un valor dado del coefi-
ciente de restitucion «, una funcién universal en el sentido que es independiente
del estado inicial f° y depende del gradiente de velocidad aplicado @ tnica-
mente a través de la cantidad reducida a*. En otras palabras, si es posible una
descripcion hidrodinamica, las diferentes soluciones f(V,t|f°) de la ecuaciéon de
Boltzmann (5.2) deben ser “atraidas” por la forma universal (5.3). Para tiempos
asintéticamente grandes, finalmente se alcanzara el estado estacionario, es decir,
[ (Csa*) — fX(C) = f*(C;al). La ecuacion (5.3) tiene su homologa al nivel
de los momentos de la funcion de distribucion de velocidades. En particular, el
tensor de presiones P(t|f°) sera

P(t|f°) — nT(t)P*(a*(t)) (5.4)

donde P*(a*) es independiente de f°. El cardcter no newtoniano del régimen
hidrodindmico puede ser caracterizado por la viscosidad tangencial (reduci-
da) no lineal *(a*) = =Py, (a*)/a* y las funciones viscométricas (reducidas)

* * * * * %2 * * * * * %2
\Ijl(a’ ) = [Pyy(a )_sz(a’ ):I /CL y \112(0‘ ) = [Pzz(a‘ )_Pyy(a )] /a’ , que
ya introdujimos en el capitulo 4.

5.2. Un modelo reolégico sencillo basado en el
modelo cinético BGK

Antes de presentar los resultados de simulacion, merece la pena considerar
el sencillo modelo cinético tipo BGK (Brey, Dufty and Santos, 1999; Santos
and Astillero, 2005) descrito por la ecuacion (2.67). Aplicado al flujo tangencial
uniforme, el modelo cinético BGK cierra la ecuacion (5.1) o, equivalentemente,
la ecuacion (2.88), con las ecuaciones de evolucion (2.89) y (2.90) (Santos, Garzd
and Dufty, 2004; Brey, Ruiz-Montero and Moreno, 1997; Santos and Astillero,
2005).
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Al final de los calculos tomaremos 3 = (1 4+ @) y (o = (fro con ¢ =
(d+2)(1 — a?)/4d. No obstante, por el momento es suficiente considerar 3y ¢*
como parametros constantes. En principio, el sistema de ecuaciones acopladas
(2.88)—(2.90) debe resolverse numéricamente (Santos, Garzé and Dufty, 2004),
en cuyo caso la solucién incluye tanto el régimen transitorio cinético como la
etapa de evolucion hidrodindmica, sin una separaciéon totalmente nitida entre
ambas etapas. Esta solucion numérica es la que se ha presentado, por ejemplo,
en las figuras 4.5, 4.7, 4.8 y 4.10.

Al objeto de extraer la soluciéon hidrodinamica de un modo analitico, aunque
aproximado, introduciremos un procedimiento semejante al que se ha llevado a
cabo en el caso elastico (Garzo and Santos, 2003; Karlin, Dukek and Nonnen-
macher, 1997; Karlin, Dukek and Nonnenmacher, 1998). Como sabemos, para un
gas de esferas duras vy(T) o< T*/? [ver ecuacion (2.27)]. El método que empleare-
mos consiste en generalizar las ecuaciones (2.88)—(2.90) al caso vo(T") 17, lle-
var a cabo un desarrollo perturbativo alrededor de ¢ = 0 y tomar ¢ = % al final
de los calculos. Es interesante destacar que modelos inelasticos consistentes con
vo(T) o< T'? han sido introducidos por (Ernst, Trizac and Barrat, 2006b; Ernst,
Trizac and Barrat, 2006a).

Al objeto de analizar las ecuaciones (2.88)—(2.90) con ¢ arbitrario, es conve-
niente primero introducir las magnitudes adimensionales
~ a a = (o ¢
Q= — = —, C: _— 55)
BB B A (

En términos de dichas cantidades adimensionales, las ecuaciones (2.88)—(2.90)
pueden ser reescritas como

2 -
OsInT = —aasz -, (5.6)
* ~ % 2_ * *
0.P;, = —ably, — (1- Sap;, ) P, (5.7)
* 2~ * *
0.Py, =1~ (1= SaPy, ) Py, (5.8)

donde ds = frydt. Con independencia del valor de ¢, la soluciéon del sistema
(5.6)—(5.8) correspondiente al estado estacionario es

a0 40, P = VEL e L 5y

zY,s 1 +E.' ’ Yy,s 1 +C
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que es equivalente a las ecuaciones (2.91)—-(2.94).

Consideremos ahora el caso matematico ¢ = 0, de modo que la frecuencia
de colision vy es independiente de la temperatura, y como consecuencia, también
del tiempo. Esto lleva aparejado que el gradiente de velocidad reducido a* (o,
equivalentemente, @) es fijo y no cambia con el tiempo. En este caso, a partir
de las ecuaciones (5.6) y (5.7) obtenemos

d /~
P, == (C+8slnT) (¢ =0), (5.10)
Py*y = % [Z(l+Z)+(1+26)851nT+T_18§T} (g =0). (5.11)

Sustituyendo las ecuaciones (5.10) y (5.11) en la ecuacion (5.8) llegamos a la
siguiente ecuacion cerrada para la temperatura:

(Z+ as) (1+Z+ 65)2T: 2~2T (¢ =0), (5.12)

que es una ecuaciéon diferencial ordinaria homogénea de tercer orden de coefi-
cientes constantes. Su caracteristica asociada es

_ - 2 2,
<§+)\> (1—1—(—1—)\) =, (5.13)
cuyas tres raices son
M = 29(@) - &, (5.14)
Aog = —1 —~(a) £ iw(@) — ¢, (5.15)
donde hemos hallado
~ 2 1 _ 27
~v(a) = 3 sinh? {6 cosh™ <1 + da2>} , (5.16)

w(@) = {27(5) Bv(ﬁ) + 1} }1/2. (5.17)

Modelo de Maxwell para colisiones elasticas.
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Observemos que v(a) es la raiz real de la ecuacion cubica

1
y(1+29)° = ga? (5.18)

La solucion general de la ecuacion (5.12) es entonces

T(s) = e(21=0)s [A + e~ U35 (Beosws + Csinws)] (g =0), (5.19)

donde las constantes A, B y C' vienen dadas por las condiciones iniciales. Para
tiempos suficientemente largos, s > (14 37)~!, la ecuacion (5.19) se reduce a

T(s) — Ae®1=9% (g = 0). (5.20)

Por tanto, las ecuaciones (5.10) y (5.11) se convierten en

. dy@ a _
Py = 31 @ [+ 2@ = 5 (1= 0) (5.22)

donde en los tltimos pasos hemos usado la ecuacion (5.18). Las ecuaciones (5.21)
y (5.22) proporcionan la dependencia no newtoniana hidrodindmica de Py, y
Py, de a (o, equivalentemente, de a*) en el caso ¢ = 0. De forma general,
de acuerdo con la ecuacion (5.20), la temperatura decrece monotonamente si
¢ > 2v(a) y aumenta si (< 27v(a). Por otro lado, la temperatura alcanza un
valor estacionario si @ = ag, donde

v(as) = 5 ¢ (5.23)

Empleando la ecuacion (5.18), se puede mostrar que se reobtiene la ecuacion
(5.9) a partir de las ecuaciones (5.21)—(5.23).

Recordemos que las ecuaciones (5.10)—(5.23) estan referidas al caso sencillo
q = 0. Volvamos ahora al caso general en el que ¢ > 0. Como consecuencia, vg
y @ dependen del tiempo a través de su dependencia de la temperatura, con lo
cual

Osa = —qadsInT. (5.24)
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Sustituyendo la variable temporal s por @, las ecuaciones (5.7) y (5.8) dan lugar
a

2 * = ~8P1>’ky ~ % 2 * *
a(5aPi, +C) a2t +aby, + (1- Jap;, | Pi, =0, (5.25)
2_ * = ~8P* 2_ * *
q <dasz + c) Gt + (1 = dany> Py =1 (5.26)

En el limite de gradiente de velocidad pequeno, es de esperar por razones fisicas
que —Pjy, o ay 1 — Py o a® A partir de las ecuaciones (5.25) y (5.26)
obtenemos que en dicho limite

a
Po— - =, (5.27)
Y 1+¢C
2 ~2
1- P = - —. (5.28)

o d (14 ¢0)(1+2¢0)

La ecuacion (5.27) proporciona la viscosidad tangencial de Navier—Stokes, mien-
tras que la ecuacion (5.28) da un coeficiente de Burnett, ambos funciones de q.
En el limite opuesto de gradientes de velocidad grandes, las ecuaciones (5.25) y
(5.26) se comportan como

~1/3 4 q 2¢\1°*
Py = —Aga /3, A, = Ll? (1+ g) <1 + 3” : (5.29)
a1/3
__ d q 2¢\\
* 1/3 _
P Aya 3 Ay = [2 (1+ g) (1 + 3) 1 . (5.30)

El sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas no lineales (5.25) y
(5.26) tiene que ser resuelto de forma general con unas condiciones iniciales
dadas, describiendo la solucién tanto el régimen cinético como el hidrodinami-
co. Con la finalidad de aislar la soluciéon hidrodindmica, debemos aplicar las
condiciones de contorno apropiadas (5.27) y (5.28) en @ — 0 (y obtener en-
tonces la rama correspondiente a @ < ds) y (5.29) y (5.30) en a — oo (y obtener
entonces la rama correspondiente a @ > dg). Sin embargo, incluso en esos ca-
sos debemos resolver numéricamente las ecuaciones diferenciales (5.25) y (5.26).
Dado que estamos interesados en obtener una solucion explicita (aunque aprox-
imada), formalmente tomamos ¢ como un pardametro pequeno y perturbamos
alrededor de ¢ = 0,
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P*(a) = P*O@) + ¢P*V@) +-- -, (5.31)

donde P*(®)(@) viene dado por las ecuaciones (5.21) y (5.22). Sustituyendo (5.31)
en las ecuaciones (5.25) y (5.26) y despreciando los términos de orden ¢ y
superior, obtenemos

PR :) it (1)
(g - 27) G AP+ (1+ ) PEY =0, (5.32)
- P 1+2
(g - 27) a9l (14 9y) Py - 2@}?;5“ —0. (5.33)
da a
La solucioén a estas ecuaciones es
(= 1— 6y
(1) — -2 34
Pry a (C 7) (1+27)%2(1+ 67)2’ (5:34)
PV —6 (-2 i 5.35
i =0(C2) e (539
donde se han utilizado las relaciones
oy 2a 1
—_—=— 5.36
da d (1+2v)(1+67) (5-36)
*(0
Oy _ 1% (5.37)
da (1+27)*(1+67)
OB _ da . (5.38)
da  d (1+27)3(1+6v) '

En resumen, la solucion hidrodindmica de las ecuaciones (5.25) y (5.26), a primer
orden en ¢, es

oo _a x5 N 167 .
Py =~ oy [1 4 (C 27) 1 +6y)2} ’ (5:39)
Pyy_l_d(1+27)3ll_3q(1+67)2 o (5.40)
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En principio, es posible continuar el proceso y obtener los términos de 6rdenes
¢%, ¢%, .... No obstante, para nuestros propositos es suficiente con retener los
términos lineales tnicamente y construir los aproximantes de Padé para sat-
isfacer los comportamientos (5.27) y (5.28) (gradiente de velocidad pequeno).
Con esta aproximacion obtenemos las expresiones,

Pr(@) = —

Yy

¢ 5 1 1=6y@
T+ 2y@P2 {1 +4q [C - QV(G)} MW} , (5.41)

~ 1 _ 1

2 @ - 2@ (2@
Pt@) =1 du+2w<a'>]3{”qmﬁv(an?} {1+2q[1+67(5)]2} |
(5.42)

La solucion aproximada (5.41) y (5.42) del modelo cinético puede ser reescrita
en términos de la viscosidad tangencial (reducida) no lineal y de la primera
funcion viscométrica (reducida) como

) 1 L6/8—29(a"
O I ey U A CILRE G )
o 1—6’7/(Cl*//6)2}_17 (5.43)

[1+67(a*/B)]

* ) G /B — 29 /8) -1
Uy (a = - 1 2
@ i mwaF L 2l ova /A

[1+6v(a*/B)]

donde hemos tomado ¢ = %, hemos pasado de (a, Z) a (a*, () v en la ecuacion
(5.44) hemos tenido en cuenta que Py, = P}, =--- = Pj;, con lo cual Py, =
d — (d — 1)P;,. Hemos comprobado que, al menos para a > 0.5, el modelo
reologico simplificado constituido por las ecuaciones (5.43) y (5.44) proporciona
valores que estan en muy buen acuerdo con los obtenidos a partir de la soluciéon
numérica de las ecuaciones (2.88)—(2.90).

5.3. Simulaciones de Monte Carlo

Con la finalidad de comprobar de modo cuidadoso si el régimen hidrodinami-
co (5.3) existe o no, hemos resuelto la ecuacion de Boltzmann (5.2) haciendo uso
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para ello del método de simulacion directa de Monte Carlo (DSMC) (Bird, 1994).
Los pardmetros de las simulaciones son los mismos que los del capitulo 4, con la
salvedad que ahora los resultados son promediados sobre 100 realizaciones inde-
pendientes para mejorar la estadistica. Los valores del coeficiente de restitucion
considerados han sido a« = 0.5, 0.7 y 0.9. Para cada valor de «, se han tomado
cuatro valores diferentes del gradiente de velocidad: a = 0.01/7°, a = 0.1/7°,
a =4/ y a = 10/7°, donde 7% es el tiempo caracteristico inicial y T la
temperatura inicial [ver ecuacion (4.27)]. Los dos valores primeros del gradiente
de velocidad (@ = 0.01/7° y @ = 0.1/7°) son lo suficientemente pequefios para
corresponder a casos de enfriamiento, incluso para el sistema menos ineléstico
(a = 0.9), mientras que los otros dos valores (¢ = 4/7°% y a = 10/7°) son lo
suficientemente grandes para representar casos de calentamiento, incluso para
el sistema mas inelastico (o = 0.5). Para cada uno de los doce pares (a,a), se
han tomado cinco condiciones iniciales diferentes, de modo que en total se han
simulado sesenta estados independientes. La primera condicién inicial (que de-
notaremos por A) esta representada por la funcion de distribucion de velocidades
correspondiente a la aproximacion de equilibrio local (4.17), es decir,

fo(vV)=n (m/27rT0)3/2 e~mVE/2T? (5.45)

Las otras cuatro condiciones iniciales presentan la forma altamente anisotropi-

ca
1/2 2 0 .
vy = g (220) e~mVz/2T [5 (Vx —VYcos QS) ) (Vy + VVsin ng)
+6 (Vo + VOcos¢) 6 (V, — VPsing)], (5.46)

donde V0 = /2T9/m es la velocidad térmica inicial y ¢ € [0, 7] es el angulo
que caracteriza cada condicién particular y § es la funcion delta de Dirac. El
tensor de presiones correspondiente a la ecuacion (5.46) estd dado por PY, =
2T cos? ¢, Pyoy = 2nT"sin? ¢, P =nTy Pfy = —nT%sin2¢. Los cuatro
valores de ¢ considerados son ¢ = km/4 con k = 0, 1, 2 y 3; denotaremos las
respectivas condiciones iniciales del tipo (5.46) como B0, B1, B2 y B3, respec-
tivamente. Observemos que Pa?y = 0 para las condiciones iniciales A, B0 y B2,
mientras que ng = —nTY en el caso Bl. Por otra parte, Pfy toma un valor pos-
itivo “artificial” (ng = nTY) cuando el sistema es preparado inicialmente con
la condicion B3. De acuerdo con la ecuacion (5.1), esto significa que durante
las primeras colisiones el fluido experimenta un doble efecto de enfriamiento: el
enfriamiento disipativo méas un enfriamiento artificial debido a P, > 0. Lleva
algin tiempo antes que P, (t) tome un valor negativo “natural” y el efecto de
calentamiento viscoso usual compita contra el enfriamiento disipativo.
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5.4. Resultados y discusion

Como vimos también en el capitulo 4, la resoluciéon de la ecuacion de Boltz-
mann (5.2) empleando el método DSMC nos permite seguir la evolucion tem-
poral de los momentos de la velocidad, tales como la temperatura granular
T(t) y el tensor de presiones P(t), asi como la propia funcion de distribucion
de velocidades f(V,t). En particular, podemos analizar la evolucion temporal
del gradiente de velocidad reducido a*(t) = a7, (T'(t)) (el cual decrece en los
estados de calentamiento y aumenta en los estados de enfriamiento) y de la
viscosidad tangencial reducida n*(t) = — Py, (t)/nT (t)a*(t). Una representacion
paramétrica de n*(t) frente a a*(t) semejante a la de la figura 4.10 es muy
util para comprobar el establecimiento de un régimen hidrodinamico en el cual
n*(t) — n*(a*(t)), donde la funcion n*(a*) debe ser independiente de las condi-
ciones iniciales. Lo mismo debe suceder para una representacién pardmetrica
de las funciones viscométricas Uy (t) y Wa(t) frente a a*(t). Esta representacion
paramétrica se muestra en la figura 5.1 para el gas méas inelastico (o = 0.5) y
para los casos de calentamiento (a = 4/7% y a = 10/7°). Se han incluido también
las curvas correspondientes al modelo teorico (5.43) y (5.44). Esta bastante claro
que, para cada magnitud, las diez curvas son atraidas hacia una curva universal
comun la cual, ademaés, resulta estar excelentemente descrita por nuestro mod-
elo simplificado. El panel inferior de la figura 5.1 muestra la evoluciéon temporal
(medida por el namero acumulado de colisiones por particula) de a*(¢). Podemos
observar que los estados con el efecto de calentamiento més alto (a = 10/7°)
alcanzan el régimen hidrodindmico después de aproximadamente 1 colisién por
particula solamente, mientras que este periodo de envejecimiento lleva un poco
més de tiempo (aproximadamente 2 colisiones por particula) en los estados con
a = 4/79 Una vez que el estado se une a la curva hidrodindmica, se mueve
a lo largo de ella hasta que alcanza el estado estacionario, lo que tipicamente
ocurre después de 10 colisiones por particula desde el estado inicial. Esto sig-
nifica que aproximadamente el 80-90% de la duracion (medida por el namero
de colisiones) de la evolucion hacia el estado estacionario corresponde a la etapa
hidrodindmica. También es interesante comentar que, para un valor dado de a,
el calentamiento mas lento tiene lugar para la condicion inicial B0, seguida por
B3, A y B1, mientras que el calentamiento més rapido corresponde a B2. Esto
implica que el estado que comenz6 en B0 es el que se une a la curva hidrod-
indmica para un valor més grande de a* (a* ~ 7y a* ~ 3 para a = 10/7° y
a = 4/7°, respectivamente), mientras que el estado que comenzo en B2 lo hace
para un valor mas pequeiio (a* ~ 3 y a* ~ 1.5 para a = 10/7° y a = 4/7°,
respectivamente).

Consideremos ahora los casos a = 0.01/7° y a = 0.1/7%. Ahora la evolu-
cion temporal estd dominada por el enfriamiento disipativo (es decir, la escala
de tiempo (! asociada al enfriamiento es mas corta que la escala de tiempo
3nT/a|P,,| asociada al calentamiento viscoso) y de este modo la existencia de
un régimen hidrodinamico puede parecer mas dudosa que en los casos de calen-
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Figura 5.1: Viscosidad tangencial reducida n*(t), funciones viscométricas — W (t)
y Us(t), y namero de colisiones por particula frente al gradiente de velocidad
reducido a*(t) para o = 0.5 en los dos casos de calentamiento (a = 4/7% y
a = 10/7°). En los tres primeros paneles, el circulo representa el punto corre-
spondiente al estado estacionario (aX,n¥), mientras que la linea solida delgada
corresponde a las funciones hidrodinamicas, ecuaciones (5.43) y (5.44), obtenidas

a partir de nuestro modelo reologico simplificado. Notese que en dicho modelo
Us(t) = 0.
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Figura 5.2: Igual que en la figura 5.1, pero para los dos casos de enfriamiento (a =
0.01/7% y a = 0.1/7°%). Obsérvese la escala logaritmica en los ejes horizontales
y la escala lineal en el eje vertical del panel inferior.
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n*(0)

collisions per particle

ax(®)

Figura 5.3: Viscosidad tangencial reducida n*(t), funciones viscométricas — ¥ (¢)
y Ua(t), y namero de colisiones por particula frente al gradiente de velocidad
reducido a*(t) para a = 0.9 en los dos casos de calentamiento (a = 4/7° y
a = 10/7°). En los tres primeros paneles, el circulo representa el punto corre-
spondiente al estado estacionario (a,7n}), mientras que la linea solida delgada
corresponde a las funciones hidrodinamicas, ecuaciones (5.43) y (5.44), obtenidas

a partir de nuestro modelo reologico simplificado. Notese que en dicho modelo
Us(t) = 0.
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tamiento. Esto no es asi, como se puede concluir de la observacion de la figura
5.2. De nuevo, las diez curvas tienden a colapsar hacia una curva comin y de
nuevo ésta ultima practicamente coincide con las predicciones tedricas (5.43) y
(5.44), excepto quiza en las proximidades de la region de Navier—Stokes para val-
ores pequenos de a*. En contraste con los casos de calentamiento representados
en la figura 5.1, sin embargo, la evolucion temporal de T'(t), y por consiguiente,
de a*(t) oc T~'/2(t) es practicamente independiente de la condicion inicial, es-
pecialmente en el caso a = 0.01/7°. Esto es una consecuencia del hecho que para
estos valores bajos de a7 el término viscoso en la ecuacion (5.1) se puede despre-
ciar para tiempos cortos y de este modo la temperatura inicialmente evoluciona
como en el caso del estado de enfriamiento homogéneo (disminuyendo casi ex-
ponencialmente con el nimero de colisiones), apenas afectada por los detalles
del estado inicial. Para el tiempo en el que el efecto de calentamiento viscoso
empieza a ser comparable al de enfriamiento disipativo, se ha alcanzado ya
el régimen hidrodindmico. Es importante observar que el ntiimero de colisiones
necesarias para alcanzar el comportamiento hidrodinamico (aproximadamente
5 y 10 colisiones por particula para a = 0.01/7% y a = 0.1/7°, respectivamente)
es mayor en los casos de enfriamiento que en los de calentamiento. Por otro
lado, la duraciéon total del periodo de evolucién es también mayor que en los
casos de calentamiento y de este modo el gas granular permanece en la curva
hidrodinamica la mayor parte del tiempo de evoluciéon. La duraciéon de la etapa
transitoria cinética en los casos de enfriamiento (en torno a 5-10 colisiones por
particula) es consistente con la que se ha observado en simulaciones de dinamica
molecular del estado de enfriamiento homogéneo (Dahl et al., 2002).

Hemos observado comportamientos similares a los de las figuras 5.1 y 5.2
para las otras inelasticidades (o = 0.7 y o = 0.9). Como ilustracion, la figura
5.3 presenta los casos de calentamiento para o = 0.9. Mientras que el niimero de
colisiones que el sistema necesita para olvidar el estado inicial es practicamente
independiente de «, la duracion total del periodo de evolucion tiende a aumentar
con «, especialmente en los casos de enfriamiento (Astillero and Santos, 2007b).
Esto quiere decir que cuanto mas elastico es el sistema, mas pequena es la
fraccion de tiempo que el sistema pasa en la etapa cinética previa a la etapa
hidrodinamica.

Las partes hidrodinamicas comunes de las funciones n*(a*), =¥ (a*) y U5(a*)
para los diez casos de calentamiento y para los diez casos de enfriamiento se han
representado en la figura 5.4 para cada una de las tres inelasticidades consider-
adas. Esto corresponde a las ventanas de gradiente de velocidad 0.4 < a* < 1.3,
03 <a* <13y02<a" <1.2para a = 0.5, 0.7 y 0.9, respectivamente.
El grado de solapamiento de las curvas es excelente, aunque las fluctuaciones
estadisticas son méas importantes para —¥7(a*) y ¥U5(a*) que para n*(a*), es-
pecialmente en la rama de enfriamiento de las curvas. Esta claro que nuestro
modelo simplificado, ecuaciones (5.43) y (5.44), describe razonablemente bien
las propiedades reologicas de un gas granular en condiciones de flujo tangencial
uniforme, excepto en el caso de la segunda funcién viscométrica, en cuyo caso
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Figura 5.4: Viscosidad tangencial reducida n*(a*) y funciones viscométricas
—Uy(a*) y Pa(a*) correspondientes a la parte hidrodinamica de la evolucion
hacia el estado estacionario (representado por un circulo) para, de arriba aba-
jo, a = 0.5, 0.7 y 0.9. Las lineas s6lidas delgadas corresponden a las funciones
hidrodinamicas, ecuaciones (5.43) y (5.44), obtenidas a partir de nuestro modelo
teorico simplificado. Nétese que en dicho modelo ¥y (a*) = 0.
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el modelo predice ¥y(a*) = 0.

Figura 5.5: Funciones de distribucion de velocidades marginales g§;+)(CI) y

9$P(C,) para a = 0.5 y a* = 0.40, 0.66 y 1.26.

Las figuras 5.1-5.4 confirman la ecuacion (5.4), es decir, la existencia de
funciones reolédgicas hidrodinamicas bien definidas P*(a*) actuando como atrac-
tores en la evolucion del tensor de presiones P(t|f°), independientemente de
la preparacion inicial f°. De hecho, esto proporciona un apoyo indirecto a la
afirmacion mas fuerte referida a la funcion de distribucion, ecuacion (5.3). Para
comprobarlo de un modo directo, hemos considerado las funciones de distribu-
cion de velocidades marginales gy)(Cz;a*), g?(,+)(Cy;a*) y F(C;a*) definidas
por las ecuaciones (4.23)—(4.25), para o = 0.5 y tres valores de a* que, de acuer-
do con las figuras 5.1-5.4, se encuentran dentro del rango hidrodindmico, a saber
a* = 0.40, 0.66 (rama de enfriamiento) y 1.26 (rama de calentamiento). Los re-
sultados se presentan en las figuras 5.5 y 5.6, que muestran un solapamiento
excelente de las diez curvas para cada valor de a*, aunque obviamente en las
colas de la distribucion existen fluctuaciones estadisticas més grandes que en la
region térmica. Como esperdbamos, los rasgos de anisotropia y los efectos de
exceso de poblacion de la distribucion de velocidades aumentan a medida que
el gradiente de velocidad también lo hace. El estado estacionario corresponde a
a¥ = 0.92 y por tanto las formas de las distribuciones asociadas (representadas
en la figura 4.18 pero, por claridad, no en las figuras 5.5 y 5.6) se encuentran en
medio de las correspondientes a a* = 0.66 y las de a* = 1.26.
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F(

Figura 5.6: Funcion de distribucion marginal F(C) para o = 0.5 y a* = 0.40,
0.66 y 1.26.
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Capitulo 6

Coeficientes de transporte
para mezclas de Maxwell
inelasticas

6.1. Introducciéon

La evaluacion de los coeficientes de transporte a partir de la ecuacion de
Boltzmann para esferas duras inelasticas (“inelastic hard spheres”, THS) es una
tarea bastante compleja. De hecho, para obtener resultados explicitos usual-
mente se considera el primer orden en un desarrollo en polinomios de Sonine
de la funcion de distribucion de velocidades. Estas dificultades se multiplican
cuando se consideran sistemas multicomponentes puesto que no sélo es mayor
el nimero de coeficientes de transporte que en el caso de un gas monocompo-
nente sino que, ademés, éstos son funciones de parametros tales como la com-
posicion, las masas, los tamanos y los coeficientes de restituciéon. Como sucede
en el caso elastico, una posible forma de soslayar parcialmente estos proble-
mas es considerar otros modelos de interaccién que simplifiquen la compleja
estructura matematica de las integrales de colision de la ecuaciéon de Boltzmann
para ITHS. Por esta razon, los conocidos como modelos de Maxwell inelasti-
cos (“inelastic Maxwell models”, IMM) se han utilizado con profusion en los
ultimos anos como un modelo para caracterizar la influencia de la inelastici-
dad de las colisiones sobre las propiedades fisicas de los fluidos granulares. Los
IMM comparten con las moléculas de Maxwell elasticas la propiedad que la
frecuencia de colision es independiente de la velocidad pero, por otro lado, sus
reglas de colision son las mismas que para IHS. En este sentido, aunque estos
IMM no representan ningun potencial de interaccién microscopico, numerosos
autores (Bobylev, Carrillo and Gamba, 2000; Carrillo, Cercignani and Gam-
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ba, 2000; Ben-Naim and Krapivsky, 2000; Ernst and Brito, 2002b; Baldasarri,
Marconi and Puglisi, 2002; Krapivsky and Ben-Naim, 2002; Bobylev and Cercig-
nani, 2003; Bobylev, Cercignani and Toscani, 2003; Brito and Ernst, 2003; Garzo
and Astillero, 2005) han demostrado que el costo de sacrificar realismo fisico es
compensado en parte por la cantidad de resultados analiticos exactos obtenidos.
Por otro lado, ademaés de su interés académico, hay que resaltar que este modelo
(IMM) ha descrito correctamente experimentos recientes (Kohlstedt et al., 2005)
con granos magnéticos con interacciones dipolares en aire y considerando una
geometria bidimensional. De este modo, el excelente acuerdo encontrado entre
los experimentos con particulas magnéticas (Kohlstedt et al., 2005) y los mod-
elos de Maxwell sugiere que podemos considerar estas particulas magnéticas
como un banco de pruebas ideal para comprobar las predicciones tedricas de
estos modelos.

La mayor parte de los estudios efectuados considerando IMM se han dedicado
a estados homogéneos, especialmente al analisis de los excesos de poblacién en las
colas de energfa alta (Ernst and Brito, 2002b; Krapivsky and Ben-Naim, 2002;
Bobylev and Cercignani, 2003; Bobylev, Cercignani and Toscani, 2003; Ernst
and Brito, 2002a; Santos and Ernst, 2003). No obstante, en el caso de situaciones
immhomogéneas se conoce mucho menos y, mas especificamente, sobre la depen-
dencia de los coeficientes de transporte del grado de disipacion. En el caso de un
gas granular monocomponente en condiciones de flujo tangencial uniforme, los
IMM se han usado para calcular las propiedades reologicas (tensiones tangen-
ciales y normales) en tres dimensiones (Cercignani, 2001). Mas recientemente,
este estudio se ha extendido (Garzo, 2003) a sistemas multicomponentes, donde
los resultados exactos obtenidos con IMM han mostrado un acuerdo excelente
con los obtenidos analiticamente para IHS en la primera aproximacion de So-
nine (Montanero and Garzo, 2002b) y con los obtenidos mediante simulaciones
de Monte Carlo (Montanero and Garzo, 2002b; Montanero and Garzo, 2003a).
Todos estos resultados estan restringidos a problemas de flujo tangencial uni-
forme en el estado estacionario sin ninguna limitacion en la intensidad del gra-
diente de velocidad. Para problemas inhomogéneos generales y en el caso de
un gas monocomponente, se ha resuelto la ecuaciéon de Boltzmann para IMM
(Santos, 2003) haciendo uso del método de Chapman—Enskog (Chapman and
Cowling, 1970) para estados proximos al estado de enfriamiento (local) homogé-
neo. Se han obtenido expresiones explicitas de los coeficientes de transporte de
IMM (orden de Navier-Stokes) en d dimensiones para sistemas sin fuerzas ex-
ternas asi como para sistemas forzados por termostatos. En contraste con los
resultados obtenidos en la referencia (Garzo, 2003), la comparacion con los co-
eficientes de transporte de IHS (Brey et al., 1998; Garzo and Montanero, 2002)
muestra que la dependencia de éstos de la inelasticidad es capturada por los
coeficientes de transporte de IMM solamente de forma cualitativa.

El objetivo de este capitulo es obtener las ecuaciones hidrodinamicas de una
mezcla binaria d-dimensional de gases de Maxwell inelasticos diluidos. De for-
ma semejante al caso del gas monocomponente (Santos, 2003), obtendremos una
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solucion normal del sistema de ecuaciones de Boltzmann acopladas de las dos
especies, utilizando el método estandar de Chapman-Enskog (Chapman and
Cowling, 1970) convenientemente generalizado al caso de colisiones inelésticas.
En el primer orden de los gradientes espaciales de los campos hidrodindmicos, se
determinaran las correspondientes ecuaciones hidrodindmicas de Navier—Stokes
con expresiones explicitas de los coeficientes de transporte relevantes de la mez-
cla. Para mezclas de fluidos moleculares, el conjunto especifico de gradientes que
contribuyen a cada flujo esta restringido por la simetria del fluido, la invarian-
cia bajo inversion temporal (relaciones de Onsager) y la produccion de entropia
(de Groot and Mazur, 1984). Sin embargo, en el caso de colisiones inelasticas,
solamente se verifica la condicion de simetria del fluido, y por tanto, existe una
flexibilidad mayor a la hora de representar los flujos e identificar los correspon-
dientes coeficientes de transporte. En el caso del tensor de presiones, considera-
ciones relativas a la simetria del fluido implican que su forma, a primer orden
en los gradientes, sea la misma que en el caso del gas monocomponente. En los
casos de los flujos de masa y calor, se pueden utilizar varias elecciones diferentes
(pero equivalentes) de los campos hidrodinamicos y se debe tener cierto cuidado
cuando se comparen los coeficientes de transporte provinientes de representa-
ciones diferentes. Como sucede en el caso de IHS (Garzo and Dufty, 2002; Garzod
and Montanero, 2007a; Garz6 and Montanero, 2007b), en este estudio utilizare-
mos los gradientes de la fraccion molar, la presion (hidrostatica), la temperatura
y la velocidad media del fluido como los gradientes independientes del sistema.
Como consecuencia, en esta representacion hay siete coeficientes de transporte
independientes: los coeficientes de autodifusion, de presion difusion y de difusion
térmica asociados al flujo de masa, la viscosidad tangencial correspondiente al
tensor de presiones y el coeficiente de Dufour, la conductividad térmica y el co-
eficiente de energia—presion asociados al flujo de calor. Todos estos coeficientes
se dan en términos de los coeficientes de restitucion asi como de los cocientes
de concentraciones, masas y tamafnos de las particulas. Ademaés, al igual que
en el estudio previo para IHS (Garzé and Dufty, 2002; Garzo, Montanero and
Dufty, 2006; Garzo and Montanero, 2007b), nuestra teoria tiene en cuenta el
efecto de las diferencias de temperatura (ruptura del teorema de equiparticion
de la energia) en los coeficientes de transporte, lo cual origina dependencias
adicionales de éstos de la concentracion.

6.2. Modelos de Maxwell inelasticos para una mez-
cla binaria granular

Consideremos una mezcla binaria de gases de Maxwell inelasticos diluidos. La
ecuacion de Boltzmann para IMM (Ben-Naim and Krapivsky, 2000; Ernst and
Brito, 2002b; Ernst and Brito, 2002a; Ben-Naim and Krapivsky, 2002) se puede
obtener a partir de la ecuacion de Boltzmann (3.9) para IHS reemplazando la
frecuencia de colision entre particulas de las especies ¢ y j por una frecuencia de
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colision promedio independiente de la velocidad, la cual es proporcional a la raiz
cuadrada de la temperatura “granular” 7. Con esta simplificaciéon, en ausencia
de fuerzas externas las funciones de distribucion de velocidades f;(r,v;t) (i =
1,2) de cada especie satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones acopladas de
Boltzmann:

O +v - V) file,vit) =Y T VIfilt), £ (1) (6.1)

J

donde el operador de colision de Boltzmann J;; [v|f;, f;] esta dado por

i (T, 6 oy
Jij Ivilfe, fi] = wiy (£, 0ig) /va/da

n;(r, t)Qq

X [O‘z‘j fi(rvvlv )fj(rvv2’ )_ fi(I‘,Vht)fj(I‘,Vg,t):l (6'2)

En la ecuacion (6.2), w;; # w;; es una frecuencia de colisién efectiva (a ser
determinada posteriormente) para colisiones del tipo i-j, {4 es el dngulo soli-
do total en d dimensiones [ver ecuacion (2.25)]. Las reglas de colision pos y
precolisionales estan dadas por las ecuaciones (3.1) y (3.2), con u;; dado por
(3.3). Las frecuencias de colisién w;; se pueden ver como parametros libres del
modelo. Su dependencia de los coeficientes de restitucion a;; puede ser escogida
para optimizar el acuerdo con los resultados obtenidos a partir de la ecuaciéon
de Boltzmann para IHS. Por supuesto, la eleccion no es tnica y puede depender
de la propiedad de interés. En el caso monocomponente, la ecuacion (6.2) se
reduce a la ecuacion (3.54) si w;; — (d + 2)1p/2, donde vy esta definida por la
ecuacion (2.27).

Existe otra version mas refinada del modelo IMM (Bobylev, Carrillo and
Gamba, 2000; Carrillo, Cercignani and Gamba, 2000; Bobylev and Cercignani,
2002) donde la frecuencia de colision tiene la misma dependencia del producto
escalar (-g12) que en el caso de esferas duras. No obstante, ambas versiones de
IMM conducen a resultados similares en problemas tan delicados como las colas
de energia alta (Ernst and Brito, 2002b). Por tanto, en aras de la simplicidad,
aqui consideraremos la version dada por las ecuaciones (3.1), (3.2) y (6.2).

Los campos hidrodinamicos relevantes en una mezcla binaria son las densi-
dades numéricas n;, la velocidad media del fluido u y la temperatura granular 7.
Estan definidas en términos de la distribucion f; por las ecuaciones (3.5), (3.7) y
(3.8), respectivamente. Ademas, la segunda igualdad en la ecuacion (3.8) define
las temperaturas cinéticas T; de cada especie, que miden sus energias cinéticas
medias.

Los operadores de colisiéon conservan el niimero de particulas de cada especie
y la cantidad de movimiento total, pero no la energia total [ver ecuaciones (3.11),
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(3.13) y (3.14)], donde ( es identificado como la tasa de enfriamiento debida a las
colisiones inelésticas entre todas las especies. A un nivel cinético, es conveniente
introducir las “tasas de enfriamiento” (; correspondientes a las temperaturas
parciales T;. Estan definidas por

G = —d:é’} Z/dVV2Jij[V|fi,fj]~ (6.3)
J

La tasa de enfriamiento total ¢ se puede escribir como una media ponderada de
las tasas de enfriamiento parciales (; en la forma

(=T1" Z%‘Tz@, (6.4)

donde x; = n;/n es la fraccion molar de la especie i.

A partir de las ecuaciones (3.5)—(3.14), se pueden obtener las ecuaciones de
balance macroscopico para la mezcla binaria. Estan dadas por

Vi
LV

Din; +n;V -u =0, (6.5)
m;
Diu+p 'V-P=0, (6.6)
T~—V-ji 2
DT —=y —2 4 2 (V.q+P: = —(T. .
; nZWern(qu Vu) = —( (6.7)

A partir de las ecuaciones (6.5) y (6.7) se pueden obtener también las ecuaciones
de balance para la fraccion molar x; y la presion p = nT":

Dyry+ ——2—V-ji =0, (6.8)
n<mimes

2
Dtp+pV-u+%(V-q+P:Vu):—CT. (6.9)

En las ecuaciones anteriores,

L:m/wvmw (6.10)
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es el flujo de masa para la especie i relativo al flujo local,

P= Z /dv m; VV f;(v) (6.11)

es el tensor de presiones total, y

q= Z /dV %miVQV fi(v) (6.12)

es el flujo de calor total. Notese que j; = —jo. Las ecuaciones de balance (6.5)—
(6.7) generalizan las ecuaciones (2.6)—(2.8) del caso monocomponente y son val-
idas con independencia de los detalles del modelo considerado para las colisiones
inelasticas. Sin embargo, la influencia del modelo de colision aparece a través de
la dependencia de la tasa de enfriamiento y de los flujos hidrodinamicos de los
coeficientes de restitucion a;;.

Como sucede en el caso de colisiones elasticas (Garzo and Santos, 2003),
la ventaja principal de considerar IMM es que un momento de la velocidad de
orden k del operador de colisiéon de Boltzmann solamente involucra momentos
de orden menor o igual a k (Bobylev and Cercignani, 2002). Esto nos permite
determinar los momentos colisionales del operador J;;[f;, f;] sin el conocimiento
explicito de la funcién de distribucion de velocidades. Los primeros momentos
del operador de colision de Boltzmann J;;[f;, f;] se evaltian explicitamente en el
apéndice A. En particular, de acuerdo con la ecuacion (6.3), el segundo momento
de Jij[fi, f;] nos permite obtener una relacion entre las frecuencias de colision
w;; y las tasas de enfriamiento ¢;. A partir de la ecuacion (A.2), obtenemos

0; + 9]‘
_|_
0 dp;jpi

i1+ aiy) - 1ji “Jil s

200+ [Lis
G=> d”liji(1+04ij){ -~ (1+ay)

(6.13)
donde

bi=""5N"m 1, (6.14)

p; = n;T; es la presion parcial de la especie i y v; = 1;/T.

Al objeto de obtener resultados explicitos, necesitamos fijar los parametros
w;j. La eleccion méas natural para optimizar el acuerdo con los resultados de
IHS counsiste en ajustar las tasas de enfriamiento ¢; de IMM, ecuacion (6.13),
para que coincidan con las encontradas para IHS (Garzo and Dufty, 1999b).
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Aunque las tasas de enfriamiento para IHS no se conocen de forma exacta,
se puede obtener una buena estimacion de éstas considerando la aproximacion
gaussiana (3.20) para las funciones de distribucion de velocidades f;. En esta
aproximacion, se obtiene la ecuacion (3.22), es decir,

20 0; +60,\"* ’ 0; + 0,
s, =2 Znaﬂmo’ Vo <1903> (1+aiyz) [1 - %(1 +az‘j)% )
Y] J

(6.15)

donde vy (t) = /2T (m1 + mz)/mims es una velocidad térmica definida en tér-
minos de la temperatura T'(¢) de la mezcla. De este modo, de acuerdo con la
ecuacion (6.13), las frecuencias de colision w;; estan dadas por

d—1 1/2
o 0; + 6,
—4 t ! J 6.16
(012> ( 00, ) oA (6.16)

donde v); es una frecuencia de colision efectiva dada por

Qa4
vy = 4\Fn0f121110 (6.17)

En la derivacion de (6.16) se ha hecho uso del hecho que el flujo de masa j;
se anula en la aproximacion gaussiana (3.20). En lo que sigue, tomaremos la
eleccion (6.16) para w;;. En el caso de particulas mecanicamente equivalentes
(01 = 09 = 0,m1 = Mg = m,1] = agy = a2 = @) a la misma temperatura
(Ty =T> =T) se tiene que vy = (d+ 2)1p/8 y wij = xj(d + 2)1p /2.

6.3. Estado de enfriamiento homogéneo

Como paso previo a determinar los coeficientes de transporte de Navier—
Stokes a partir del método de Chapman—Enskog (Chapman and Cowling, 1970),
necesitamos en primer lugar analizar la solucién homogénea de la ecuacion de
Boltzmann (6.1). En este caso (estados espacialmente homogéneos e isotropos),
la ecuaciéon de Boltzmann (6.1) viene dada por

atfz 3 t Z J’Lj |fzafj (618)

A partir de la ecuacion (6.18), se obtienen las ecuaciones de evolucion temporal
de T'y T;:
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T = —(T, 0T = (T (6.19)

La dependencia temporal del cociente de temperaturas v = T (t)/T>(t) se ob-
tiene a partir de la segunda igualdad de la ecuacion (6.19):

6t ln'y = <2 - Cl' (620)

Ademas, dado que el flujo de masa se anula en el estado homogéneo, la ecuacion
(6.13) da la relacion

0; + 9]‘
0; ’

Dois [
Ci = Z dw /J,ji(l + Otij) 1-— %(1 + ai]’) (621)
J

donde w;; viene definido por la ecuacion (6.16).

El estado de enfriamiento homogéneo (HCS) esta caracterizado por la ex-
istencia de una soluciéon normal en la cual toda la dependencia temporal de
fi(v;t) es a través de la temperatura global T'(t). Consecuentemente, a partir
del analisis dimensional se sigue que f;(v;t) tiene la siguiente forma escalada

filv,t) = ngog (1) £ (v/vo(t)), (6.22)

donde vg es la velocidad térmica previamente introducida. El hecho que la de-
pendencia temporal de f;(v;t) solamente tenga lugar a través de la temperatura
T(t) (que es la relevante desde un punto de vista hidrodinamico) implica que las
tres temperaturas T (¢), T»(t) y T(t) son proporcionales las unas a las otras y
que sus cocientes son todos constantes. Una posibilidad es que las tres temper-
aturas sean iguales, como en el caso de las colisiones elasticas (Chapman and
Cowling, 1970). No obstante, como veremos después, las temperaturas parciales
son diferentes en sistemas granulares multicomponentes. Dado que el cociente
de temperaturas debe ser independiente del tiempo, la ecuacion (6.20) conduce
a la igualdad de las tasas de enfriamiento:

Ci(t) = Ga(t) = ¢(1). (6.23)

Cuando se introduce la expresion (6.21) en la (6.23), obtenemos una ecuacion
no lineal cerrada para 7 cuya solucién numérica proporciona la dependencia del
cociente de temperaturas de los parametros del problema. Excepto para particu-
las mecanicamente equivalentes (o1 = 02, m1 = Mg, @11 = Qg = Q12 = ),
nuestros resultados muestran que, aunque ambas especies tengan una tasa de
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enfriamiento comun, sus temperaturas parciales son claramente distintas. Es-
to implica una ruptura de la equiparticiéon de la energia. La violacion de la
equiparticion de la energia en sistemas granulares multicomponentes (Garzé and
Dufty, 1999b; Ben-Naim and Krapivsky, 2002; Martin and Piasecki, 1999; Bar-
rat and Trizac, 2002; Marconi and Puglisi, 2002a; Marconi and Puglisi, 2002b)
se ha confirmado también en simulaciones computacionales (Montanero and
Garzo, 2002qa; Dahl et al., 2002; Krouskop and Talbot, 2003; q. Wang, j. Jin and
q. Ma, 2003; Brey, Ruiz-Montero and Moreno, 2005; Ferguson and Chakraborty,
2006; Schroter et al., 2006) e incluso observado en experimentos reales en dos
(Wildman and Parker, 2002) y tres dimensiones (Feitosa and Menon, 2002). Se
debe comentar que el hecho que T (t) # To(t) no quiere decir que existan gra-
dos de libertad hidrodinamicos adicionales ya que las temperaturas parciales T;
pueden ser expresadas en términos de la temperatura granular 1" como

T(t) = mT(t% Tr(t) = mﬂt): (6.24)

donde v =T} /Ts.

Por tanto, el problema es resolver la ecuacion de Boltzmann para distribu-
ciones de la forma (6.22) sujeta a la ligadura (6.23). En términos de la velocidad
reducida v* = v/vg, la ecuacion de Boltzmann (6.18) para la distribucion re-
ducida f; definida en la ecuacion (6.22) se convierte en

1., 0 .
3¢ 507 Z £ 1), (6.25)

con ¢* = (/vys. Ademas,

5 51— 2 [avs [ 4 g £ 65687 - 0D 03] (620

donde w}; = w;; /v En la ecuacion (6.25), hemos tenido en cuenta la depen-
dencia temporal de f;, la cual implica que

Ouf = —CTOrf, = L0 (vfy). (6.27)

Aunque la forma exacta de la distribucién f;* no se conoce ni incluso en el
caso monocomponente, una informacién indirecta de f;* puede inferirse a través
del conocimiento de sus momentos. En particular, la desviacion de f respecto
de su forma maxwelliana f7,, se puede caracterizar haciendo uso del cuarto
cumulante
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ci =2 Le%*‘*)- -1 (6.28)
! dld+2)" ! ’ '
donde
(v*); = /dv*v*4fi*(v*). (6.29)
Fia(0*) = 7420020 (6.30)

Para calcular el cuarto momento de la velocidad, multiplicamos los dos miembros
de la ecuacion de Boltzmann (6.25) por v** e integramos para la velocidad. El
resultado es

™) Z/dv*v*‘U* vIfE 1] (6.31)

El momento colisional que aparece en la parte derecha de la ecuacion (6.31) se
ha evaluado en el apéndice A con el resultado

* k4 Tk * Hji 1+Oéi' * *
[avortayig) = PO a0,

+ (2 4 33,(1 + cig)? = 6p1s(1 + i) + 4]
X [15i (14 aij) — 2] (0**);
dd+2)
+T/~Lji0i 19j 1(1 + aij)
x [2d + 4 — 12p5: (1 + uij)
+ 2,1+ i)} (6:32)

La sustitucion de la ecuacion (6.32) en la ecuacion (6.31) conduce a un sistema
de ecuaciones lineales acopladas para (v**); y (v**)5 (o equivalentemente, para
los cumulantes ¢; y ¢3). La resolucion de este sistema da ¢; y ¢o en funcion
del espacio de parametros del problema. En el caso unidimensional (d = 1),
nuestros resultados se reducen a los obtenidos previamente por (Marconi and
Puglisi, 2002a) a partir del denominado modelo escalar de Maxwell (es decir,
tomando w;; x n;). Ademés, para particulas mecanicamente equivalentes (01 =
09, M1 = Mg, Q1] = Qg = Q12 = «), son recuperados los resultados obtenidos
por (Santos, 2003) en el caso del gas monocomponente, a saber, v =1y
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4+ i

Figura 6.1: Representacion del cociente de temperaturas v = 17 /T, frente al
coeficiente de restituciéon comin o = «a;; para d = 3, x1 = %, o1/o2 =1y tres
valores diferentes del cociente de masas mj/ma: (a) mi/me = 10 (circulos),
(b) m1/mg = 2 (cuadrados) y (¢) mi/me = 0.1 (tridngulos). Las lineas solidas
representan los resultados obtenidos aqui para IMM, las lineas segmentadas son
los resultados obtenidos para IHS en la primera aproximacion de Sonine (Garzd
and Dufty, 1999b) y los simbolos corresponden a resultados de simulaciones de
Monte Carlo para THS (Montanero and Garzo, 2002a).

12(1 — «)?

4d—T+302—a) (6:33)

C=c=c =

Notese que el coeficiente ¢ = 2a4¢, donde al° viene expresado por la ecuacion
(3.57).

Una presentacion completa de los resultados es complicada debido al elevado
nimero de parametros que intervienen en el problema: ayy, a2, aas, my/ma,
x1y 01/02. Por concretar, de aqui en adelante vamos a considerar el caso a1 =
Q92 = a1z = «. En la figura 6.1 mostramos la dependencia de v de « en el caso
tridimensional para x; = %, o1/09 = 1y tres valores diferentes del cociente de
masas mj /ms. Incluimos los resultados analiticos obtenidos para IMM y para
THS (Garzo and Dufty, 19995), asi como los resultados (simbolos) obtenidos
(Montanero and Garzo, 2002a) mediante la resolucién numérica de la ecuacion
de Boltzmann a partir del método de simulacion directa de Monte Carlo (DSMC)
(Bird, 1994). Es evidente que los resultados analiticos para IMM y para ITHS son
practicamente indistinguibles sobre el rango de valores de o considerado y que



MENU SALIR

124 Coeficientes de transporte para mezclas ...
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Figura 6.2: Representacion de los coeficientes ¢; frente al coeficiente de resti-
tucion comin o = oy para d = 3, 1 = %, o1/o2 = 1y mi/ms = 2. Las
lineas soélidas representan los resultados derivados aqui para IMM, las lineas
segmentadas son los resultados obtenidos para THS en la primera aproximacion
de Sonine (Garzo and Dufty, 1999b) y los simbolos corresponden a resultados
de simulaciones de Monte Carlo para IHS (Montanero and Garzo, 2002a). Los

circulos corresponden a c¢; mientras que los cuadrados lo hacen a cs.

el acuerdo de ambas aproximaciones con las simulaciones es excelente. También
observamos que la ruptura de la equiparticién de la energia es mayor a medida
que la disparidad de masas aumenta. Ademaés, la temperatura de la especie en
exceso es mayor (menor) que la de la especie en defecto cuando la especie en
exceso es mas pesada (més ligera) que la especie en defecto. En la figura 6.2 se
representa también la dependencia de los coeficientes ¢y y co del coeficiente de
restitucion « para el caso tridimensional y para z; = %, o1/o9 =1ymy/mg = 2.
Se puede observar que el estado de enfriamiento homogéneo para IMM se desvia
de la distribucion gaussiana (la cual corresponde a ¢; = ¢ = 0) mucho mas que
para IHS. Esto es consistente con el hecho que los modelos IMM presentan
un exceso de poblacion en la cola de energia alta mas importante (Ernst and
Brito, 2002b; Ernst and Brito, 2002a; Marconi and Puglisi, 2002a; Ernst, Trizac
and Barrat, 2006b; Bobylev and Gamba, 2006; Ernst, Trizac and Barrat, 2006a)
que los sistemas THS (van Noije and Ernst, 1998). Para ambos modelos de
interaccion, la desviacion de f de su forma gaussiana es mas significativa para
la especie mas pesada. También comprobamos que el valor de la curtosis ¢;
predicho por el IMM exhibe discrepancias cuantitativas con el encontrado para
IHS, especialmente para disipacion intensa.
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6.4. Soluciéon de la ecuacién de Boltzmann para
IMM mediante el método de Chapman—Enskog

En esta seccion, aplicaremos el método de Chapman—Enskog (Chapman and
Cowling, 1970) generalizado a colisiones inelasticas al sistema de ecuaciones de
Boltzmann (6.1) para IMM, al objeto de encontrar expresiones explicitas de
los coeficientes de transporte de Navier—Stokes en funciéon de los coeficientes de
restitucion y los pardmetros de la mezcla (masas, composicion y tamanos).

Las ecuaciones de balance (6.5)—(6.7) devienen un sistema cerrado de ecua-
ciones hidrodindmicas para los campos n;, u 'y T una vez que los flujos (6.10)—
(6.12) y la tasa de enfriamiento ¢ se expresan en términos de los campos hidrod-
inamicos y sus gradientes. Como apuntamos en la seccién 6.1, mientras que el
tensor de presiones tiene la misma forma que para un sistema monocomponente,
existe una mayor libertad a la hora de representar los flujos de masa y calor.
Aqui, como se hizo en el caso THS (Garzo and Dufty, 2002; Garzo, Montanero
and Dufty, 2006; Garzo6 and Montanero, 2007b), tomamos los gradientes de la
fraccion molar x; = nj/n, la presion hidrostatica p = nT, la temperatura T'
y la velocidad media del fluido u como gradientes independientes. Asi, en esta
representacion, las relaciones constitutivas fenomenologicas para los flujos en el
régimen de baja densidad tienen la forma (de Groot and Mazur, 1984)

j1 = —MDVJ,‘l — gDpr — %D/VT7 j2 - _j17 (634)
q=-T?D"Vx; — LVp — \VT, (6.35)

2
Pap = pap =1 | Vita + Vaug = 2005V -1 ). (6.36)

Los coeficientes de transporte en estas ecuaciones son el coeficiente de autodi-
fusion D, el coeficiente de difusion térmica D', el coeficiente de presion difusion
D,, el coeficiente de Dufour D", la conductividad térmica A, el coeficiente de
energia presion L y la viscosidad tangencial 7.

El método de Chapman—FEnskog asume la existencia de una soluciéon normal
en la cual toda la dependencia espacio—temporal de la funcién de distribuciéon
de velocidades tiene lugar a través de una dependencia funcional de los campos
hidrodinamicos:

file,v,t) = filv]z1(t),p(t), T(t), u(t)]. (6.37)
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En el caso de variaciones espaciales débiles, la dependencia funcional (6.37) se
puede hacer local tanto en el espacio como en el tiempo mediante un desarrollo
en los gradientes de los campos hidrodindmicos. Para generar dicho desarrollo,
fi se representa mediante un desarrollo en serie en potencias de un parametro
formal € que mide la no uniformidad del sistema.

Ji= 1" e 4P (6.38)

donde cada factor de € se refiere a un gradiente implicito de un campo hidrod-
inamico. El estado de referencia fi(o) se escoge de modo que dé los mismos
primeros momentos que la distribucion exacta f;, o equivalentemente, el resto
del desarrollo debe obedecer las condiciones de ortogonalidad

/ av [fiv) - 10 =0, (6.39)
> / avmev |fi(v) = [V ()] = o, (6.40)

S favght [a - 0] = (6.41)

El uso del desarrollo (6.38) en las definiciones de los flujos (6.10)—(6.12) y la tasa
de enfriamiento (6.3) origina el correspondiente desarrollo para estas cantidades:

="+ +, (6.42)
Pus=PO) + Py + -, (6.43)
q=q® +eq® 4+, (6.44)
¢=CO 4e¢c® ..., (6.45)

Las derivadas temporales de los campos también son desarrolladas como

8 =0 +edM +-.- . (6.46)
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Los coeficientes del desarrollo de las derivadas temporales se identifican cuando
se sustituyen los desarrollos (6.42)—(6.45) en las ecuaciones de balance (6.6)—
(6.9). En particular, las ecuaciones de balance macroscopicas de orden cero
vienen dadas por

O =0, 9Pu=0, TOT=p1o"p=—¢O. (6.47)

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion (6.16), la frecuencia de colision efec-

tiva w;; es una funcional de f; y f; solamente a través de la fraccion molar z;,

la presion p y la temperatura T. Dado que dichos campos se definen a partir de
(0) (1) R —

las distribuciones de orden cero, entonces w;;" = wi; y w;;” = w;;

0 e
En el orden cero, fi( ) obedece la ecuacion cinética

1

2 oV

0
¢ 9 (V fi<0>) =3 gl £, (6.43)
J
donde hemos utilizado la relacion (6.27) con ¢(©) = Ci(o) dado por la ecuacion

(6.21). La distribucion fi(o) estd dada por la forma escalada (6.22) salvo que
n; — ni(r,t) y T — T(r,t) son cantidades locales y v.— V = v — u(r,t).
Puesto que fi(o) es isotropa, llegamos a que

V=0, a9 =0, P =pi.s, (6.49)

En el primer orden, la funcién de distribucion fi( ) satisface la ecuacion
cinética

(0 + ) £ + M) = = (D + v v) 17, (6.50)
donde Dt(l) = at“) +u-V y hemos introducido los operadores de colision lineal-
izados

Lof = = (A2 50+ A A+ DAY 87) (65D

MY = — I [, £V, (6.52)

Una ecuaciéon analoga para f2(1) puede obtenerse a partir de la ecuacion (6.50)

)

haciendo el cambio 1 < 2. La accion de las derivadas temporales Dgl sobre los

campos hidrodinamicos viene dada por
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1 d 1 d 1 -
DMy =0, ﬁng ‘mp=ZD" T =-V-u, D’u=—p"'Vp.
(6.53)
En estas ecuaciones hemos hecho uso de los resultados (6.49) y de la identidad

¢ = 0. La tltima igualdad es una consecuencia de la ecuacion (6.13). La parte
derecha de la ecuacion (6.50) se puede evaluar haciendo uso de la ecuacion

(6.53), de modo que la ecuacion para fl(l) la podemos escribir como

(at(‘” +cl) FY LMY = Ay -V, + By - Vp+ C1 - VT + Dy asVaug, (6.54)

donde
A(V)=— (a(; f‘”)ﬂ v, (6.55)
Bi(V) = — [ffO)V + (3(2, fo))] , (6.56)
Ci(V) = % [ © 4 %%- (Vf{‘”)} Vv, (6.57)
Droo(V) = g (Vall”) = ooz - (VA). (6.58)

Merece la pena indicar que las ecuaciones (6.54)—(6.58) tienen la misma estruc-
tura que las correspondientes a la ecuacion de Boltzmann para IHS (Garzo and
Dufty, 2002; Garzo, Montanero and Dufty, 2006; Garzé and Montanero, 2007b).
La tnica diferencia entre ambos modelos radica en la forma explicita de los
operadores linealizados £; y M;.

Ahora estamos en condiciones de obtener las expresiones del flujo de masa,
del tensor de presiones y del flujo de calor a primer orden en los gradientes. Estas
expresiones nos permiten identificar los coeficientes de transporte relevantes de
la mezcla mediante las ecuaciones (6.34)—(6.36).

6.5. Coeficientes de transporte de Navier—Stokes

Esta seccion estd dedicada a la determinacion de los coeficientes de trans-
porte de Navier—Stokes asociados a los flujos irreversibles. Aqui s6lo presentamos
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las expresiones finales de los coeficientes de transporte. En el apéndice B pueden
encontrarse algunos detalles técnicos de los calculos realizados.

A primer orden en los gradientes hidrodinamicos, el flujo de masa tiene la
forma dada por la ecuacién (6.34). Los coeficientes de transporte D, D, y D’
estan dados por

9

-1 0)
__r (,_ Lo 0 act '
D= (V 5¢ ) [p <8x1 ) o\ Ba . (Dy +D")

(6.59)
p, =l (g _manT (30 SN (6.60)
L p1y 2 2v ’ '
D’ S 6.61
- -5D, (6.:61)
donde
1/2

pwi2 4 p 01+ 92)
v = 1+ o) =— vp (1 + aq2). 6.62
dpo pa1 ( 12) dn(mi + ma) ( 0,0, M ( 12) ( )
Dado que j; = —jo y Vo1 = —Vz2, D debe ser simétrico mientras que D, y

D'’ deben ser antisimétricos respecto al cambio 1 < 2. Esto se puede comprobar
observando que n,T) +noTy = nT. Para colisiones elasticas, C(O) =0T =T, =
T y asi las ecuaciones (6.59)-(6.61) dan

_dmitmy p

D = 6.63
8 mims v ( )

d ninep  pip2
D. = —(m2 — m?2 = — D 6.64
p 8 (m2 ml) ngM p3 (m2 ml) 9 ( )
D' =0, (6.65)

donde p; = m;n; y hemos utilizado de nuevo la ecuacion (6.16). En el caso de
particulas mecanicamente equivalentes pero inelasticas, v = 1, D, = D’ = 0,
con lo cual la ecuacion (6.59) nos da la expresion del coeficiente de autodifusion
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p="2 Lo) 6.66

que coincide con el resultado dado por las ecuaciones (2.59) y (3.59).

El tensor de presiones tiene la forma (6.36) con el coeficiente de viscosidad
tangencial 1 dado por

1 ="n1+n2. (6.67)
La expresion de las contribuciones parciales 7; es

p1(2722 — () — 2pa7in
¢(®2 — 2¢(0) (711 + T22) + 4(T11722 — 7-127-21)’

m=2 (6.68)

donde las cantidades 711 y 712 estan definidas por las ecuaciones (B.11) y (B.12),
respectivamente. Se puede obtener una expresion similar para 7. haciendo los
cambios 1 < 2. Para particulas mecénicamente equivalentes, la ecuacion (6.68)
da m1/x1 = n2/22 = 7, donde

D 5 _(l—i—a)(d—i—l—a)w
e R

n= (6.69)

yw =w;j/z; = (d+2)vy/2. La expresion (6.69) coincide con la obtenida previa-
mente en el caso del gas monocomponente (Santos, 2003) [véanse las ecuaciones
(2.37) y (3.55)].

El caso del flujo de calor es algo mas complicado. Su forma esta dada por la
ecuacion (6.35) donde los coeficientes D", L y A son

D'=D{/+DlJ, L=L+Ly, A=MA+\. (6.70)

Usando notacién matricial, el sistema acoplado de seis ecuaciones para las in-
cognitas

{DIII’DIQI’L17L27)\1a)\2} (671)

puede ser escrito como

Apor Xor = Y. (6.72)
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Aqui, X, es la matriz columna definida por el sistema (6.71) y A, es la matriz

cuadrada
T2(3¢—gy;) 128,y p(agi(;)) 0 T(a@gi‘;)) 0
p,T p,T
ST T30 ) 0 o(%32) 0 (%)
p,T p,T
A= 0 0 3¢ —py ~Br2 7¢© /p 0
0 0 —B21 %C(O)—ﬂzz 0 ¢© /p
0 0 —p¢ /2T 0 ¢ —pyy —B12
0 0 0 —p¢® 2T —B21 ¢ — By
(6.73)

La matriz columna Y es

Y,
Ys
R ERE
v=| | (6.74)
Ys
Ys
donde
mimeon d+2nT? 0 c1 9
Y, = ApD — ———— |1+ — 6.75
! P 12 2 my O [( + 2)301’)’1}, ( )
miman d+2nT? 0 Co
Yy = — Ay 42 9 [(1 —) 2] , 6.76
2 P 2 2 mo 8l‘1 + 2 272 ( )
p d—l—2n1T12 mip
Yy = =A2D, — 1— — 6.77
3 p12p 9 map pT1+2’ ( )
p d+2nyT2 map | C2
Y)=—-"A45D, — 1— = )
4 » 21D 5 map T + 5 | (6.78)
p , d+2n1T12 Cc1
Ys = —A D' — —— — 6.79
R A 2 T ( 2)’ (6.79)
P , d+2n2T22 ( 02)
Yo = —=AnD — —= 1+=). )
6 773 5 T \' T2 (6.80)
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Las expresiones de las cantidades (3;; y A;; aparecen en el apéndice B. La solu-
cion de la ecuacion (6.72) es

Xo= (A1), Yo (6.81)

Esta relacién proporciona una expresion explicita para los coeficientes D, L; y
A; en términos de los coeficientes de restitucion y los parametros de la mezcla.
A partir de estas expresiones obtenemos de la ecuacion (6.70) los coeficientes
de transporte D, L y A. Como era de esperar, las ecuaciones (6.72)—(6.80)
muestran que D" es antisimétrico respecto al cambio 1 < 2, mientras que L
y A son simétricos. Esto implica que en el caso de particulas mecanicamente
equivalentes, el coeficiente de Dufour D” se anula. Ademas, en este limite, la
ecuacion (6.81) conduce a la siguiente expresion para el flujo de calor

q=—kVT — uVn, (6.82)
donde
_ _d+2p 1l+c
k=A+nL= 5 v 20 (6.83)
(0) ;L
A s 203”“()0) 7 (6.84)
n (1 —&-C)(UH - §C )
con
4(d—1 d)(1—

e = dd+4(1— a) "

Obsérvese que para obtener la ecuacion (6.82) hemos hecho uso de la relacion
Vp = nVT + TVn. De nuevo, las ecuaciones (6.82)—(6.85) coinciden con los re-
sultados obtenidos en el caso monocomponente (Santos, 2003) [véanse las ecua-
ciones (2.38), (2.39) y (3.56)]. Como ya se senald en el capitulo 3, las ecuaciones
(6.83)—(6.85) muestran que los coeficientes x y p divergen parad =2y d = 3
cuando o = a9 = (4 — d)/3d. De este modo, k y p se hacen negativos para
0 < a < ag. Este comportamiento no fisico podria ser debido al fallo de la de-
scripcién hidrodinamica para valores del coeficiente de restitucion méas pequenos
que ag o quizé a la existencia de algtn tipo de inestabilidad hidrodinamica. No
obstante, dado que el valor de aq es bastante pequeno (ag = % parad =2y
ay = % para d = 3) este comportamiento singular podria ser interpretado efec-
tivamente como una ruptura del comportamiento hidrodinamico. La aclaraciéon
de este punto requiere un analisis mas exhaustivo del problema. Debe indicarse
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Figura 6.3: Representacion del coeficiente de autodifusion reducido D(a))/D(1)
en funcion del coeficiente de restitucion comin « = oy en el caso tridimensional
para IMM (linea solida) y para IHS en la primera (linea segmentada) (Brey et al.,
2000) y segunda (linea punteada) (Garzo and Montanero, 2004) aproximaciones
de Sonine. Los simbolos corresponden a simulaciones de Monte Carlo para THS
(Garzo and Montanero, 2004; Brey et al., 2000).

que el inconveniente anterior no se presenta en el caso de ITHS, dado que todos
los coeficientes de transporte son funciones continuas de « para todo d.

Los resultados obtenidos en esta seccion en el caso de particulas mecanica-
mente equivalentes para los coeficientes de autodifusion (6.66), viscosidad tan-
gencial (6.69), conductividad térmica (6.83) y coeficiente p (6.84) coinciden con
los presentados en la seccion 3.4.

6.6. Comparaciéon con los coeficientes de trans-
porte de ITHS

Las expresiones de los coeficientes de transporte de ITHS han sido reciente-
mente obtenidas (Garz6é and Dufty, 2002; Garzo, Montanero and Dufty, 2006;
Garz6 and Montanero, 2007b) en la primera aproximacion de Sonine para un
numero arbitrario de dimensiones. Estas expresiones se han evaluado para var-
ios valores de los cocientes de didmetros y masas en los casos del coeficiente
de autodifusion (Garzé and Montanero, 2004; Garzé and Montanero, 2007b)
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Figura 6.4: Representacion del coeficiente de autodifusion reducido D(a))/D(1)
en funcion del coeficiente de restitucién comtin o = oy en el caso tridimensional
para o1/c2 = 2, 1 = 0 (limite de particula trazadora) y mj/ms = 8. La linea
solida corresponde a los resultados exactos obtenidos aqui para IMM, mientras
que la linea segmentada representa los resultados obtenidos para THS en la
segunda aproximacion de Sonine (Garzé and Montanero, 2004). Los simbolos
corresponden a simulaciones de Monte Carlo para IHS (Garzé and Montanero,
2004).

y de la viscosidad tangencial (Montanero and Garzo, 2003b; Garzo and Mon-
tanero, 2007b), mostrando un acuerdo bastante bueno con las simulaciones de
Monte Carlo. En esta seccion, comparamos los resultados obtenidos para los
coeficientes de transporte de IMM (en el caso de los coeficientes de transporte
D,D,.D’" y ) con los obtenidos para IHS en el caso d = 3. Al igual que los
casos estudiados en la seccién 6.3, consideramos por simplicidad un coeficiente
de restituciéon comiin, es decir, a1 = a1z = g = Q.

Consideremos primero el coeficiente de autodifusion D en los casos limite de
autodifusion (particulas mecénicamente equivalentes) y de particula trazado-
ra (r; — 0). La figura 6.3 muestra el coeficiente de autodifusion reducido
D(«)/D(1) en funcién del coeficiente de restitucion «. Aqui, y en lo que sigue,
D(1) hace referencia al coeficiente de autodifusion (6.63) para colisiones elés-
ticas. Incluimos los resultados obtenidos para THS tanto en la primera aproxi-
macion de Sonine (linea segmentada) (Dufty and Garzo, 2001; Brey et al., 2000),
como en la segunda aproximacion de Sonine (linea punteada), asi como simu-
laciones de Monte Carlo (simbolos) (Garzo and Montanero, 2004). Observamos
que el acuerdo entre las predicciones de la primera aproximacién de Sonine
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Figura 6.5: Representacion del coeficiente de autodifusion reducido D(«)/D(1)
en funcion del coeficiente de restituciéon comin a = a;; en el caso tridimensional
para o1 = 09, 1 = 0.2 y dos valores diferentes del cociente de masas: my/ms =
0.5 y mi/mo = 4. Las lineas solidas corresponden a los resultados exactos
obtenidos aqui para IMM mientras que las lineas segmentadas representan los
resultados obtenidos para THS en la primera aproximacion de Sonine (Garzé and
Dufty, 2002; Garz6, Montanero and Dufty, 2006; Garzé and Montanero, 2007b).

para IHS y de IMM es excelente en todo el rango de valores de « considerado.
Ademas, ambas teorias presentan un acuerdo bastante bueno con los resultados
de simulacion, incluso mas alla del limite de muy baja disipacion (por ejem-
plo, @ > 0.8). No obstante, a medida que la disipacién aumenta, el acuerdo
entre teoria y simulacién mejora cuando se considera la segunda aproximacion
de Sonine. Para particulas mecanicamente diferentes, en la figura 6.4 presenta-
mos D(«)/D(1) frente a o en el limite de particula trazadora (x; — 0) para
my/me = 8 y 01/02 = 2 tanto para IMM, IHS en la segunda aproximacion de
Sonine (Garzo and Montanero, 2004) y simulaciones de Monte Carlo. Podemos
comprobar que ambas teorias son practicamente indistinguibles y presentan un
acuerdo magnifico con los resultados de simulacion.

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran la dependencia de los coeficientes de transporte
reducidos D(«)/D(1), D,(«)/D,(1) y —D*(«) del coeficiente de restitucion «
para o1 = o9, 1 = 0.2 y dos valores del cociente de masas (mj/mgs = 0.5
y 4). Aqui, D,(1) viene dado por la primera igualdad de la ecuaciéon (6.64) y
D*(a) = —D’'(a))/D,p(1). Las lineas solidas corresponden a los resultados de
IMM mientras que las lineas segmentadas se refieren a los resultados obtenidos
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Figura 6.6: Representacion del coeficiente de autodifusion reducido D(«)/D(1)
en funcioén del coeficiente de restituciéon comin o = «;; en el caso tridimensional
para o1 = 09, 1 = 0.2 y dos valores diferentes del cociente de masas: my/mq =
0.5 y mi/mo = 4. Las lineas solidas corresponden a los resultados exactos
obtenidos aqui para IMM mientras que las lineas segmentadas representan los
resultados obtenidos para IHS en la primera aproximacion de Sonine (Garzo6 and
Dufty, 2002; Garz6, Montanero and Dufty, 2006; Garzé and Montanero, 2007b).

para IHS en la primera aproximacion de Sonine (Garzo and Dufty, 2002; Garzo,
Montanero and Dufty, 2006; Garzé6 and Montanero, 2007b). Observamos que,
en general, el modelo IMM captura bien el comportamiento cualitativo del THS.
Desde un punto de vista cuantitativo, para una disipacién no excesivamente in-
tensa (por ejemplo, @ > 0.8) el acuerdo entre los resultados obtenidos para IMM
e THS es de nuevo bastante bueno, especialmente en el caso de my /ms = 0.5. Sin
embargo, las discrepancias entre ambos modelos de interaccién se acenttian algo
méas a medida que el coeficiente de restitucion se hace mas pequeno. Por ejem-
plo, para a = 0.5, las discrepancias para D(«)/D(1), Dy(a)/D,(1) y —D*(«)
son aproximadamente del 4%, 5% y 8%, respectivamente, para my/mq = 4,
mientras que son del 1%, 3% y 3 %, respectivamente, para mj/mq = 0.5.

La dependencia del coeficiente de viscosidad tangencial reducido, n(a)/n(1),
de la disipacion se representa en la figura 6.8 para o1 = 09, 1 = 0.2 y para
dos valores del cociente de masas (mj/me = 0.5 y 4). Aqui, n(1) es la vis-
cosidad tangencial correspondiente a las colisiones elasticas. Aunque de nuevo
las predicciones del modelo IMM concuerdan cualitativamente bien con las del
modelo THS, observamos que las discrepancias entre ambos modelos al nivel de
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Figura 6.7: Representacion del coeficiente reducido —D*(a) = —D'(«)/D,(1)
en funcion del coeficiente de restitucién comtn o = a5 en el caso tridimensional
para o1 = 09, 1 = 0.2 y dos valores diferentes del cociente de masas: my/ms =
0.5 y mi/mo = 4. Las lineas solidas corresponden a los resultados exactos
obtenidos aqui para IMM mientras que las lineas segmentadas representan los
resultados obtenidos para IHS en la primera aproximacion de Sonine (Garzo6 and
Dufty, 2002; Garz6, Montanero and Dufty, 2006; Garzé and Montanero, 2007b).

la viscosidad tangencial son mayores que las encontradas en los coeficientes de
transporte del flujo de masa. Por ejemplo, las diferencias son aproximadamente
de un 4% para a = 0.8 y de un 9% para o = 0.5. Las discrepancias observadas
en la figura 6.8 son similares a las encontradas en el caso del gas monocom-
ponente (Santos, 2003). Por otro lado, y al igual que sucede en el caso simple,
se espera que el desacuerdo entre los modelos IMM e THS sea mas significa-
tivo cuando se comparen momentos de grado superior, tales como el flujo de
calor. Para mostrar estas diferencias, en la figura 6.9 representamos los coefi-
cientes reducidos x(a)/k(1) v p*(a) = nu(a)/Tk(1) para d = 3 en el caso del
gas monocomponente. Aqui, k(«) viene dado por la ecuacion (6.83) mientras
que el coeficiente p(a) esta dado por (6.84). Como ya se apunto en la referencia
(Santos, 2003), las tendencias observadas para IHS son exageradas intensamente
por el modelo IMM, donde « y u divergen para o = %.
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Figura 6.8: Representacion de la viscosidad tangencial reducida n(a)/n(1) en
funcion del coeficiente de restitucion comin o = o;; en el caso tridimensional
para o1 = 09, 1 = 0.2 y dos valores diferentes del cociente de masas: m/ms =
0.5 y mi/mo = 4. Las lineas solidas corresponden a los resultados exactos
obtenidos aqui para IMM mientras que las lineas segmentadas representan los

resultados obtenidos para THS en la primera aproximacion de Sonine (Montanero
and Garzd, 2003b).



MENU SALIR

6.6 Comparacion con los

coeficientes de transporte de THS

139

k(a)/k(1)

2_~~

1 _‘\‘\“\‘\
L

05 0.6

Figura 6.9: Representacion de los coeficientes reducidos s(a)/k(1) y p* ()

nu(a)/Tr(1) en funcion del coeficiente de restitucién comin « = «;; en el caso
tridimensional para un gas monocomponente. Las lineas s6lidas corresponden
a los resultados exactos obtenidos para IMM (Santos, 2003) mientras que las
lineas segmentadas representan los resultados obtenidos para IHS en la primera
aproximacion de Sonine (Brey et al., 1998).
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En este capitulo se recogen las reflexiones y conclusiones mas importantes
derivadas de esta investigacion.

7.1. Modelo de esferas duras elasticas sometidas
a friccion (capitulos 2 y 3)

El modelo paradigmatico para estudiar las propiedades basicas de los medios
granulares fluidos esta formado por un gas de esferas duras inelasticas (IHS) con
un coeficiente de restitucion normal «. Desde un punto de vista microscopico, la
teorfa cinética ha revelado ser una excelente herramienta para describir carac-
teristicas fundamentales de esta clase de fluidos (THS), tales como la inexistencia,
en el sentido de Gibbs, de estados de equilibrio!, excesos de poblacion en las co-
las de velocidad alta, inestabilidades que conducen a la formaciéon de agregados
de particulas, ruptura de la equiparticion de la energia, flujos de calor inducidos
por la presencia de gradientes de densidad, fenomenos de segregacion en mezclas,
transiciones de fase en el espacio de las velocidades, etc. La descripcion cinética
de los fluidos granulares se asienta sobre dos ecuaciones bésicas: la ecuacion de
Boltzmann, para gases diluidos, y la ecuacion de Enskog en el caso de sistemas
densos. Ambas ecuaciones han sido construidas asumiendo la hipotesis del caos
molecular, segtin la cual las velocidades de dos particulas que se encuentran a
punto de colisionar no estan correlacionadas. Aunque el grado de validez de esta
hipotesis es mucho més limitado en el caso de colisiones inelasticas que en el caso
de colisiones elasticas (Soto, Piasecki and Mareschal, 2001), tanto la ecuacion

IPor ejemplo, en el estado de enfriamiento homogéneo la funciéon de distribucién del gas
THS es de no equilibrio. Por contra, para el gas EHS + friccion, la funcién de distribucion si
es la de equilibrio de Maxwell-Boltzmann.
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de Boltzmann como la de Enskog proporcionan una informaciéon muy valiosa
para entender el comportamiento tan peculiar de los fluidos granulares.

Desde un punto de vista puramente matematico, la ecuacién de Boltzmann
para THS es mas compleja que en el caso de esferas duras elasticas (EHS), como
consecuencia de la irrupcion del coeficiente de restituciéon normal . Como se
puede comprobar en las ecuaciones (2.3) y (2.14), este coeficiente aparece de dos
formas diferentes dentro de la integral del operador de colisiones de Boltzmann.
En primer lugar, aparece de modo explicito en forma del factor a2 delante
del término de ganancia, como consecuencia de las dos propiedades siguientes:
dv”’dv] = a~ldvdv, y g’ -6 = —a~'g- 7. En segundo lugar, el coeficiente de
restitucion normal aparece en la definicion de las velocidades precolisionales v
y v{, dadas por la regla de colision (2.3). La primera consecuencia importante
que se extrae del hecho de que o < 1 es la pérdida de energia en las colisiones
(ecuaciones (2.4) y (2.18)). Esta pérdida de energia viene recogida por la tasa
de enfriamiento ¢ la cual, a su vez, esta dada por las ecuaciones (2.19) y (2.20).

Los capitulos 2 y 3 de esta memoria se han dedicado a la propuesta de
un modelo para gases granulares basado en la ecuacion de Boltzmann para es-
feras duras elasticas (EHS). De este modo, la complejidad que la inelasticidad
de las colisiones introduce en la teoria cinética de los gases granulares es, en
cierto modo, soslayada por un modelo elastico construido sobre dos hipétesis
fundamentales. La primera de estas hipotesis constituye el ingrediente clave del
modelo: dado que en las colisiones elasticas la energia se conserva, debe intro-
ducirse algiin género de friccidén externa que produzca un efecto de enfriamien-
to macroscopico similar al ocasionado por la inelasticidad. La eleccion de esta
fuerza de friccion no es tnica. La posibilidad més intuitiva consiste en suponer
que el gas de esferas duras elasticas (EHS) se encuentra sometido a la accion de
una fuerza de friccion Fgie = —m&V. Con la finalidad de que en el gas elastico
se produzca el mismo efecto de enfriamiento que en el verdadero gas THS, la
constante de friccién se debe ajustar para ser £ = %C . En general, ( es una
complicada funcional no lineal de la funcion de distribucion de velocidades de
una particula. Dado que queremos preservar la simplicidad del modelo EHS -+
friccion, es preferible hacer la aproximacion § = %Co, donde ¢y x nT'/?(1 — a?)
es la tasa de enfriamiento en la aproximacion de equilibrio local. La segunda de
las hipoétesis es algo mas sutil y tiene que ver con el hecho de que la introduccion
de la fuerza de friccion al gas EHS no es capaz de reproducir, cuantitativamente
hablando, ciertas propiedades colisionales del gas THS. Para solucionar estas
dificultades se ha introducido en el modelo el parametro libre 3 que nos va a
permitir ajustar en la medida de lo posible los resultados proporcionados por
el modelo EHS + fricciéon a los del modelo THS. El parametro (3 se puede inter-
pretar fisicamente de dos maneras distintas pero equivalentes. En primer lugar
como un factor de reduccion de la frecuencia de colision del gas EHS frente al
gas THS, pues se cumple que § < 1. En el régimen diluido, la interpretacion
anterior es equivalente a considerar que el diametro ¢’ de las esferas elasticas
es menor que el de las esferas inelésticas o, a saber, ¢’ /o = (£Y/(d=1)  De modo
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alternativo, se puede interpretar # como un factor de escala espacial y temporal.
La comparacion de los coeficientes de transporte de Navier—Stokes obtenidos de
la ecuacion de Boltzmann (en la primera aproximacion de Sonine) para los dos
sistemas (IHS y EHS ~+ friccion), sugiere la eleccién 8 = (1 + a). Este valor
del parametro ( esté avalado por la extension del modelo a los casos de mezclas
de gases diluidos [ver seccion 3.2] y de sistemas densos monocomponentes [ver
seccion 3.3], respectivamente, donde también aparece. En este tltimo caso, co-
mo consecuencia de la separacion fisica entre las dos particulas que colisionan y
la presencia de la funcién de correlacion de pares en el operador de colisién de
Enskog, la interpretacion de 3 en términos de diferentes tamatios ¢’ # ¢ o como
un factor de escala espacio temporal no es literalmente correcta. En este caso,
debemos interpretar 3 como un factor correctivo que modifica la frecuencia de
colision del sistema EHS + friccion relativa a la del gas THS.

Es obvio que un gas IHS y uno EHS + friccién difieren en muchos aspectos.
Por ejemplo, mientras que el ultimo presenta soluciones de tipo gaussiano (con
una temperatura dependiente del tiempo en el caso del estado de enfriamiento
homogéneo o con una temperatura estacionaria en el caso de un gas calentado
por un forzamiento de ruido blanco) el gas IHS exhibe un exceso de poblacion en
las colas de velocidad alta. Sin embargo, aunque en principio estas discrepancias
podrian parecer relevantes, en el dominio de las velocidades térmicas no lo son
tanto, cuantitativamente hablando. De hecho, se puede esperar que en un gas
EHS con una constante de friccion € oc nT'/? aparezcan todas las caracteristicas
distintivas propias de los gases granulares (con la salvedad de las dos primeras)
enumeradas en el primer parrafo de esta seccion.

Consideremos que el gas, en un momento dado, se encuentra en un estado
inhomogéneo y/o anisoétropo como consecuencia de, por ejemplo, hallarse en
una etapa transitoria o experimentar algin género de inestabilidad o por la
aplicacion de determinadas condiciones de contorno. En estas condiciones, tiene
lugar transferencia de cantidad de movimiento y/o de energia, de modo que la
funcion de distribucion de velocidades de una particula presenta desviaciones
importantes respecto a la funciéon de equilibrio local, incluso para velocidades
pequenas y moderadas. Es en este tipo de situaciones donde se espera que el
modelo EHS + friccién reproduzca las principales propiedades de transporte del
gas THS.

Desde un punto de vista matemético, las ecuaciones de Boltzmann y En-
skog para el modelo EHS + friccion son més manejables que las correspon-
dientes al modelo THS. Aun teniendo en cuenta esto, la resolucion de ambas
ecuaciones para cualquiera de los dos modelos representa una labor formidable.
En el contexto de los fluidos convencionales las dificultades anteriores han es-
timulado la propuesta de diversos modelos cinéticos, siendo el modelo BGK uno
de los mas conocidos (Cercignani, 1988; Bhatnagar, Gross and Krook, 1954; We-
lander, 1954). En este mismo sentido, una aplicaciéon practica bastante intere-
sante de la relacion THS<—EHS es la posibilidad de extender aquellos modelos
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cinéticos propuestos originalmente para sistemas elasticos a gases granulares. Es-
to ha posibilitado la recuperacion de versiones simplificadas de modelos cinéti-
cos propuestos anteriormente para gases monocomponentes diluidos y densos
(Brey, Dufty and Santos, 1999). En el caso de mezclas de gases inelésticos la
situacion es mas complicada, a pesar de que existen varios modelos para mez-
clas elasticas (Garzo and Santos, 2003). Llegados a este punto es importante
hacer notar que nuestro método permite la construccion de modelos cinéticos
para el caso de mezclas de gases inelasticos (Astillero and Santos, 2004; San-
tos and Astillero, 2005). Una propuesta concreta siguiendo esta filosofia ha sido
propuesta recientemente (Vega, Garzo and Santos, 2007).

7.2. Gases disipativos y flujo tangencial uniforme
(capitulos 4 y 5)

En el capitulo 4 de esta memoria hemos analizado las propiedades principales
de no equilibrio de dos clases de gases disipativos que se encuentran en condi-
ciones de flujo tangencial uniforme (USF). Los dos puntos basicos en los que
hemos centrado nuestro interés son los siguientes. Por un lado, queriamos hacer
un estudio exhaustivo de las propiedades fisicas de gases disipativos sometidos
al flujo tangencial uniforme, tanto en el régimen transitorio como en el esta-
cionario. Aunque el flujo tangencial uniforme ha sido extensamente estudiado
en la literatura sobre fluidos granulares, algunos de sus aspectos méas importantes
(etapa hidrodindmica transitoria, cumulantes, cola de velocidad alta, ...) han
recibido una menor atencion. En segundo lugar, tomando el flujo tangencial
uniforme como un estado conceptualmente simple y paradigmético de no equi-
librio, queriamos intentar dilucidar hasta qué punto el gas EHS es capaz de
reproducir las propiedades fisicas del verdadero gas granular THS. Para satis-
facer estos objetivos, hemos efectuado simulaciones computacionales de ambas
clases de sistemas haciendo uso del método de simulaciéon directa de Monte Carlo
(DSMC), tomando diez valores del coeficiente de restitucion normal (o = 0.5
0.95 con un paso Aa = 0.05) y dos valores del gradiente de velocidad (a = 4/7°
y a = 0.1/7°). A continuacién, resumimos las conclusiones més importantes
derivadas de nuestro estudio.

La duracion del periodo de evolucion hacia el estado estacionario, cuando es
medida en unidades del nimero acumulado de colisiones por particula (s), es
practicamente independiente del gradiente de velocidad impuesto a, asi como
de las condiciones iniciales, pero es fuertemente dependiente del coeficiente de
restitucion normal a. A medida que la inelasticidad aumenta, el nimero de
colisiones por particula necesario para alcanzar el estado estacionario disminuye.
Por ejemplo, s ~ 40 para o = 0.9, mientras que s ~ 20 para a = 0.5. No
obstante, cuando la duracion se mide utilizando un reloj externo (por ejemplo,
en unidades del tiempo medio entre colisiones inicial) apenas si depende de «,
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haciéndolo en gran medida ahora de a: cuanto menor es el gradiente de velocidad
impuesto mayor es la duraciéon del periodo transitorio.

El namero acumulado instantaneo de colisiones por particula, s(t), es lig-
eramente menor que la estimacion de equilibrio local so(t). Esto indica que
(V) < (V)o, mientras que (V?) = (V2)g = 3T(t)/m por definicion. La de-
sigualdad (V) < (V)o es consistente con un defecto de poblacion (respecto
de la distribucion de equilibrio local) para velocidades moderadas, que debe
estar compensado por un exceso de poblacién en la regiéon de energia alta.
Este razonamiento cualitativo se ve confirmado por las desigualdades (V%) >
(Vid)o, (V) > (Vg v (VE) > (V6)4 observadas en las simulaciones. Ademas
de estos efectos, el movimiento de cizalladura induce una anisotropia impor-
tante en las tensiones normales, a saber Py, (t) > nT'(t) > P..(t) 2 Py,(t).
En otras palabras, tiene lugar una ruptura de la equiparticién de la energia,
donde la “temperatura” asociada al grado de libertad paralelo al movimien-
to del fluido es significativamente mayor que las asociadas a los otros dos
grados de libertad, como se ha comprobado ya en otros estudios (Campbell
and Gong, 1986; Walton and Braun, 1986b; Walton and Braun, 1986a; Jenk-
ins and Richman, 1988; Campbell, 1989; Hopkins and Shen, 1992; Lun and
Bent, 1994; Sela, Goldhirsch and Noskowicz, 1996; Brey, Ruiz-Montero and
Moreno, 1997; Montanero et al., 1999; Frezzotti, 2000; Bobylev, Groppi and
Spiga, 2002; Alam and Luding, 2003b; Alam and Luding, 2003a).

Hemos prestado una atenciéon especial a las propiedades del estado esta-
cionario, el cual es intrinsecamente independiente del gradiente de velocidad
impuesto, asi como de las condiciones iniciales. Como era de esperar, la dis-
torsion respecto a la aproximacion de equilibrio local (segin es medida por la
tension tangencial, las diferencias de tensiones normales, los cumulantes, ...)
aumenta con la inelasticidad. Esta distorsion se hace bastante evidente obser-
vando las formas de las funciones de distribucion de velocidades (marginales)
correspondientes al estado estacionario y definidas por las ecuaciones (4.23)—

(4.25). En particular, las colas de velocidad alta de gg(c+)(Cz) y F(C) parecen
ser consistentes con una forma exponencial.

Los comentarios precedentes se aplican tanto al gas IHS como al EHS +
friccion. Por lo tanto, un gas “equivalente” EHS es capaz de imitar satisfactoria-
mente las principales propiedades de transporte y de no equilibrio de un autén-
tico gas granular THS en situacion de flujo tangencial uniforme. Si nos fijamos
en las propiedades basicas (tales como los valores estacionarios del gradiente
de velocidad reducido af, la tension tangencial reducida Py, s/nTs o el segundo
cumulante as) es casi imposible distinguir los valores del modelo EHS de los
del THS si o 2 0.7, siendo todavia las diferencias relativamente pequenias para
a < 0.7. Hemos observado que en el gas EHS (V) /(V2)o v ag son ligeramente
mayores que en el caso THS si a 2 0.7, sucediendo lo contrario si a < 0.7; esto es
analogo a lo que sucede en el estado de enfriamiento homogéneo y en el calenta-
do mediante un forzamiento de ruido blanco, siendo la funcién de distribuciéon
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de velocidades del gas EHS en ambos estados la de Maxwell-Boltzmann. Es in-
teresante observar que, incluso para o = 0.5, la curva hidrodinamica completa
7*(a*) coincide en ambos sistemas, exceptuando la localizaciéon del punto cor-
respondiente al estado estacionario n = n*(aZ), que cambia ligeramente. Otras
magnitudes mas delicadas (tales como las diferencias de tensiones normales o el
sexto cumulante) contintian siendo practicamente idénticas en ambos sistemas si
a 2 0.85. Incluso al nivel de la funcion de distribuciéon de velocidades, las curvas
correspondientes a los sistemas THS y EHS practicamente se solapan para un
coeficiente de restitucion tan realista como a = 0.9. Para o = 0.5, sin embargo,
las funciones de distribucion gfr) (Cy) y F(C) del gas THS exhiben un exceso de
poblacién en la region de energia alta visiblemente mayor que el predicho por
las correspondientes distribuciones del sistema EHS.

Como se dijo anteriormente, en el modelo EHS hemos escogido el coeficiente
de friccion € = %CO oc nTY2(1 — a?), el cual es una funcional de la funcion de
distribuciéon f del gas THS a través de la densidad y temperatura locales exclusi-
vamente, siendo ademas explicita su dependencia en a. Puesto que la verdadera
tasa de enfriamiento ¢ del gas IHS es ligeramente mayor que la estimaciéon dada
por la aproximacién de equilibrio local, es decir, (/o = (Vi3)/(Vid)o > 1, la
imitacion de la tasa de enfriamiento inelastica por parte del sistema EHS no es
perfecta. Por lo tanto, podria esperarse razonablemente que las discrepancias
existentes entre los resultados proporcionados por los modelos THS y EHS se
mitigasen si tomasemos como coeficiente de friccién & = £(o (Vi) /(Vih)o. Para
confirmar esta suposicion, hemos hecho simulaciones complementarias del sis-
tema EHS con esta version mas refinada del coeficiente de friccion € en el caso
de mayor disipacion, es decir, a = 0.5. Los resultados muestran que, alli donde
el acuerdo inicial entre IHS y EHS era bueno, el nuevo acuerdo es generalmente
mejor. Sin embargo, aquellas magnitudes (tales como la diferencia de tensiones
normales P,, — Py, o el sexto cumulante a3) que resultan ser especialmente
sensibles al mecanismo de disipacion (inelasticidad de las colisiones frente a
friccion externa) permanecen practicamente inalteradas por la nueva eleccion
de £. Ademas, las colas de velocidad alta de ambas versiones del gas EHS son
practicamente las mismas, siendo ambas también menores que la cola del sis-
tema THS. Por lo tanto, las discrepancias sutiles que existen entre los sistemas
IHS y EHS en situaciones de disipacion elevada (por ejemplo, o < 0.7) pare-
cen ser intrinsecas a sus diferentes dinamicas internas. Teniendo esto en cuenta,
no hay ninguna razoén préctica para proponer un nuevo coeficiente de friccion
para la fuerza de friccién que actua sobre el gas EHS diferente del dado por la
aproximacion de equilibrio local £ = %Co- En lo que respecta al coeficiente 3(«),
la eleccién B(a) = 3(1 + @) viene recomendada por criterios de simplicidad y
consistencia con los casos de mezclas y gases densos, como se ha visto en los
capitulos 2 y 3.

La equivalencia aproximada IHS«+»EHS se puede usar para transferir al cam-
po de los gases granulares parte de la experiencia acumulada sobre teoria cinéti-
ca de particulas elasticas. En particular, como se ha dicho anteriormente, el
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célebre modelo cinético BGK de la ecuacion de Boltzmann puede ser exten-
dido facilmente a gases granulares (Brey, Dufty and Santos, 1999; Santos and
Astillero, 2005). Aunque generalmente se ha creido que el modelo BGK solo fun-
cionaria bien para estados cercanos al equilibrio y/o en el limite cuasi eléstico,
nuestros resultados muestran que, a pesar de su simplicidad, el modelo captura
cuantitativamente con éxito tanto la evoluciéon como los valores correspondientes
al estado estacionario de las principales propiedades de transporte (temperatu-
ra, tension tangencial y la diferencia de tensiones normales P, — P, ), incluido
el cuarto cumulante ay. Sin embargo, el modelo BGK no es capaz de reproducir
la diferencia P, — P, que, aunque muy reducida, es distinta de cero. Ademas,
el sexto cumulante as esté de acuerdo con los resultados de simulacion solamente
a un nivel cualitativo. Todo esto es consistente con el hecho de que la funcion
de distribuciéon correspondiente al modelo BGK es fiable en la regiéon térmica
(C £ 2), pero no demasiado en el dominio de velocidades altas.

En resumen, las soluciones de las ecuaciones de Boltzmann para el gas THS
son muy parecidas a las del sistema EHS (en este altimo caso con una frecuencia
de colision menor y sometido a la accion de una fuerza de friccion adecuada).
De esta manera, tanto la evolucién temporal hacia el estado estacionario como
las propiedades de éste ultimo estdn gobernadas por el rasgo comun a ambos
sistemas constituido por la disipaciéon de energia, siendo practicamente inde-
pendientes de la naturaleza detallada de dicho mecanismo. Unicamente para
disipacion elevada (por ejemplo, a < 0.7) y para magnitudes que sondean el do-
minio de velocidades situado mas alla de la region térmica, es donde el gas IHS
imprime su huella caracteristica, diferencidndose del sistema equivalente EHS.

De forma incipiente en el capitulo 4 y méas extensa en el capitulo 5 hemos in-
vestigado si el escenario convencional de evolucion hacia una descripcion hidrod-
inamica sigue siendo aplicable a gases granulares con un alto grado de disipacion,
incluso si la descripciéon hidrodindmica es no newtoniana. Utilizando de nuevo
el ejemplo del flujo tangencial uniforme, hemos observado que, en contra del
excepticismo expresado por algunos autores (Kadanoff, 1999; Tan and Gold-
hirsch, 1998), una descripcion hidrodinamica es generalmente valida para los
gases granulares. De acuerdo con nuestros datos de simulaciéon, la evolucion
hacia el estado estacionario tiene lugar en dos etapas. La primera etapa (cinéti-
ca) depende en gran medida de la preparacion inicial del sistema y tiene una
duraciéon aproximada de unas pocas colisiones por particula. A esto le sigue
una etapa hidrodinamica mucho maés lenta que, a medida que pasa el tiempo,
se va haciendo cada vez mas independiente de las condiciones iniciales. Una
vez escalada convenientemente con la velocidad térmica vo(t) = /2T(t)/m,
la funcién de distribuciéon de velocidades en la etapa hidrodindmica depende
del tiempo exclusivamente a través de la velocidad reducida C(t) = V /vy(t) y
del gradiente de velocidad reducido a*(t) x a/+/T(t). En particular, para un
valor dado de «, la viscosidad tangencial no lineal (reducida) n*(a*) se mueve
sobre una cierta curva reologica, en la cual el valor correspondiente al estado

estacionario 1 = n*(a¥) representa un unico punto. Este punto divide la cur-
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va n*(a*) en dos ramas. La rama a* < a’ es accesible desde estados iniciales
tales que el enfriamiento disipativo domina sobre el calentamiento viscoso, con
lo cual, T'(t) disminuye y a*(t) aumenta durante la evolucion. Alternativamente,
la rama a* > a} corresponde a estados iniciales donde el calentamiento viscoso
prevalece, de modo que T'(t) aumenta y a*(t) disminuye, hasta llegar al estado
estacionario.

7.3. Mezclas de Maxwell inelasticas (capitulo 6)

FEl objetivo principal de esta parte del trabajo ha sido obtener las ecuaciones
hidrodindmicas de una mezcla binaria granular a partir de la teoria cinética
de Boltzmann para modelos de Maxwell ineldsticos (IMM). En la ecuacion de
Boltzmann para IMM, se reemplaza la frecuencia de colision de THS por una
frecuencia de colision efectiva independiente de la velocidad relativa de las dos
particulas que van a colisionar. Al igual que en el caso elastico (Garzo and San-
tos, 2003), esta propiedad nos permite calcular de forma exacta los momentos de
las integrales de colision de Boltzmann sin el conocimiento explicito de la funcion
de distribucién de velocidades. Hemos aplicado el método de Chapman—FEnskog
para obtener una soluciéon normal de la ecuacion de Boltzmann para estados
proximos al de enfriamiento homogéneo local. La obtencion de las ecuaciones
hidrodinamicas de Navier-Stokes consta de dos pasos. En primer lugar, se ha
analizado el estado de enfriamiento homogéneo para una mezcla de gases de
Maxwell inelasticos (estado de referencia) para proveer las bases adecuadas para
la descripcion del transporte asociado a las inhomogeneidades espaciales. Como
sucede en el caso de THS (Garzo and Dufty, 1999b), nuestra solucion para el es-
tado homogéneo evidencia que las temperaturas cinéticas para cada especie son
manifiestamente diferentes, de modo que la energia total no se distribuye por
igual entre ambas especies (ruptura de la equiparticion de la energia). Ademas,
hemos calculado también el cuarto cumulante de la funcion de distribucion de
velocidades de cada especie, el cual es una medida de la desviacion respecto a
la forma maxwelliana. Una vez que el estado de referencia se ha caracterizado
bien, en segundo lugar hemos hallado las expresiones exactas para el flujo de
masa, el tensor de presiones y el flujo de calor al primer orden en los gradientes
hidrodinamicos (orden de Navier—Stokes). A partir de estas expresiones identi-
ficamos los siete coeficientes de transporte relevantes del problema, a saber, el
coeficiente de autodifusion D, ecuacion (6.59), el coeficiente de presion difusion
D,,, ecuacion (6.60), el coeficiente de difusién térmica D’, ecuaciéon (6.61), la
viscosidad tangencial 7, ecuaciones (6.67) y (6.68), el coeficiente de Dufour D",
el coeficiente de energia—presion L y la conductividad térmica A dados por las
ecuaciones (6.70)—(6.81), respectivamente. Estas expresiones son ezactas (en el
contexto de IMM) y conforman el objetivo principal de esta parte del traba-
jo. Esto contrasta con los resultados previos obtenidos para THS (Garzo and
Dufty, 2002; Garzo, Montanero and Dufty, 2006; Garzé and Montanero, 2007b),
donde los coeficientes de transporte se obtuvieron de forma aproximada con-
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siderando los primeros términos del desarrollo en serie de polinomios de Sonine
de la funcién de distribuciéon de velocidades.

La intencién de este trabajo ha sido doble. Primero, la evaluacién de los
coeficientes de transporte para mezclas de IMM merece la pena por si misma
como una forma de resolver un modelo sencillo que puede arrojar bastante luz
acerca de la influencia de la disipacion colisional en las propiedades de transporte
del sistema. En segundo lugar, la comparacion entre los resultados exactos para
IMM con los obtenidos para THS utilizando métodos analiticos aproximados nos
permite evaluar el grado de confianza del modelo IMM a la hora de reproducir
el comportamiento relevante del ITHS en el marco de las mezclas granulares.
Resultados recientes (Garzo, 2003) obtenidos para sistemas multicomponentes
en el flujo tangencial uniforme muestran un buen acuerdo entre ambos modelos
de interaccién para un amplio espectro de valores del espacio de parametros.

Para comparar con los resultados obtenidos para THS (Garzé and Dufty,
2002) necesitamos fijar las frecuencias de colision w;;. Estas magnitudes podemos
verlas como parametros libres del modelo que deben ser ajustadas para opti-
mizar el acuerdo con THS. Al igual que en el estudio hecho en (Garzo, 2003), aqui
hemos fijado w;; para que reproduzcan las tasas de enfriamiento (;; del modelo
IHS en la aproximacion de equilibrio local, ecuacion (6.15). Un anélisis de la
dependencia de los siete coeficientes de transporte con el espacio de paramet-
ros completo (cociente de masas, didmetros, concentraciones, coeficientes de
restitucion) es posible pero quizés fuera del alcance de este estudio. Aqui, nos
hemos centrado basicamente en la dependencia de los coeficientes D, D,,, D’y
7 del coeficiente de restitucion comin « para diferentes valores de la composi-
cion, tamanos y masas. En las figuras 6.3—6.8 hemos presentado la compara-
cion con resultados conocidos de THS (Garzé and Dufty, 2002; Montanero and
Garzo, 2003b; Garzo and Montanero, 2004). Ademas, se han incluido también en
algunas graficas simulaciones de Monte Carlo. La comparaciéon muestra que, en
general, las predicciones del modelo IMM son razonablemente buenas en condi-
ciones de disipacion no demasiado intensa (por ejemplo, o > 0.8), especialmente
para los coeficientes de transporte asociados al flujo de masa (momento de la
velocidad de primer grado). Las discrepancias entre ambos modelos de interac-
cion aumentan en el caso de la viscosidad tangencial, que esta relacionada con
un momento de segundo grado (el tensor de presiones).

Finalmente es interesante indicar que los resultados obtenidos en este trabajo
han sido utilizados (Garzé and Montanero, 2007 a) para determinar las relaciones
de dispersion de las ecuaciones hidrodindmicas linealizadas en torno al estado
de enfriamiento homogéneo (HCS) asi como para evaluar la influencia de la
disipacion en la violacion de las relaciones de reciprocidad de Onsager. Los
resultados muestran un buen acuerdo con los obtenidos a partir del modelo IHS
(Garzo, Montanero and Dufty, 2006).
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Apéndice A

Momentos colisionales en el
modelo de Maxwell inelastico

En este apéndice calculamos las integrales de colision de m;V, m;VV y
m;V?V que aparecen en la determinacién de los coeficientes de transporte de
Navier—Stokes para IMM. Las dos primeras integrales fueron calculadas en un
trabajo anterior (Garzo, 2003). Ahora, por consistencia, presentamos sus expre-
siones explicitas:

wij

=ttt i) (ki = pidi) (A1)
J

/ dvm VI, Lfi, fy] =

W; 5 o s P
/dvmiVVJij[fi, il = _ﬁﬂji(l + i) {20;Pi — (3idj +J;ds)
J
i3 5hsi(1+ aig) [piPi+ piPj — (Jidj +Jjdi)
d -
+ {2 (pipj + pipi) — Ji '-]j:| @ } , (A.2)

donde | es la matriz unidad d x d. Evaluemos ahora la integral de colision Q;;
correspondiente al flujo de calor:

Qij = /dV%mZVQVJZJ[VLfl,f]] (A?))

Para simplificar su calculo utilizaremos la relacion (3.15) para una funcion ar-
bitraria h(v), es decir,
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/dvlh(vl)Jij[V1|fiafj = w” /dvl /dv2fz vi)fi(va)
x / 4G [h(v}) — h(v1)], (A.4)

con
vi =vi — wi(l + i) (g - 7)a, (A.5)

y g = vi — va. Particularizamos ahora para h(V) = %miVVZ. En este caso,
usando (A.4) se tiene

wij

Q= 0 [avi [avasivsv [de (V2Vi-vevi). (ae)

and
A partir de la regla de colision (A.5) obtenemos que
VPV VPV = —pi(1+ i) (6 - 8)
< { [V = 2u;i(1 + ai;)(G - 8) (G - V1)
+115:(1+ i)’ (o - 8)°] &

+2(0- Vi) = (1 + i) (@ -g)] Vi) (A7)

Para efectuar la integracion angular haremos uso de los resultados
[ 1695 = Bug e, (A8)

/ 46 (6 - g)"55 = %gk_2 (keg + o%1), (A.9)
donde (Ernst and Brito, 2002b)
I PPN ~1/2 r(9)r (&)
By = [ do(6-8)" = Qqn 7F( ) (A.10)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (A.7)—(A.10), la integracion para & en la
ecuacion (A.6) conduce a
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Wij m;
Qij = —WQMji(l—i_aij)/dVl /dVin(Vl)fj(V2)
x [(d +2)V’g — dp;i(l+ o) (8-Vi)g
—(d+4)pji(1+ aij)g* Vi
+305, (1 + 05)’g°g + 2(d +2) (g V1) Vil (A.11)

Las integraciones correspondientes para la velocidad originan las relaciones

m; d .
/dV1 /dV27V12gfi(V1)fj(V2) =n;q; — =—Pilj, (A.12)

2mj

/dV1/dVQ%(g'Vl)gfi(Vﬁfj(Vz) = n;jq; — 211% (dpij;

4P, — Pi-§i), (A.13)

m; 1 . .
/dV1 /dV2?92V1fi(V1)fj(V2) =n;q; + e (dpjji —2P; -j;), (A.14)
J

i 1 .
/dvl /de%(g V) Vifi(vi)fi(va) = njq; — TPi “Jjs (A.15)
m;

my my
/dvl/dw?nggfz‘(Vl)fj(VZ) = n;q; — #nzqz

J

1
— o (dpij; — dpjii
2mj(pJJ ;)

+2P;-§; —2P;-§i).  (A.16)

A partir de las ecuaciones (A.12)—(A.15) obtenemos finalmente la expresion de

Qij:
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Wij  Hji
Qij 0 d(d—|—2)( +a]){[/’[’.7( —l—aj)

X (d+ 8 —3uji(l+ aij)) — 3(d +2)] pja;

315, (1 + az0)*pigj + g [ 151 + aij)

X (Bpji(1+ ag5) —4) + d + 2] pij;

S50+ i) [ 4 = By (14 0] s

+ (g3 (14 cuiz) Bpagi(1 + viz) — (d+6)) +d + 2] P; - j;
i1+ aig) [2 = 3pgi (1 + ug)] Py - Ji} (A.17)

donde p; = n;T;. En ausencia de difusion y para particulas mecanicamente
equivalentes, el momento colisional Q;; se reduce a

(d—-1)

Qi = Q= hy

d+81—a} (A.18)

(1+Oé)|:1+d_1 4

Esta expresion coincide con la obtenida previamente en el caso monocomponente
(Santos, 2003).

Finalmente, evaluemos la integral de colision (6.31) de v* en el estado de
enfriamiento homogéneo (HCS):

Ay = / Av o T £ £

*
W

= 22 [av; [@anensen (- o). (a9

d

donde hemos utilizado la propiedad (A.4). De aqui en adelante, usaremos mag-
nitudes adimensionales, y por simplicidad, eliminaremos los asteriscos. La regla
de colision (A.5) da el resultado

vt =i = 2051+ ai)*(0 - g)°
2
x |2(6-vi)? + 0+ % (1+ Oéij)2(a' : g)Q]

—Apji(1+ ;)0 - g)(T - v1)
x [vi+ p3,(1+ ai;)* (0 - g)%] - (A.20)



MENU SALIR

155

Las ecuaciones (A.8)—(A.10) permiten resolver la integral angular, con el resul-

tado
. 4B,
/dU (vt —vp) = i 2.“?1’(1 + ai;)?
d+ 4 3
x |2(vi-g)* + TQQU% 1 15 (1 + ig)*g?]
4B,
—mujz’(l + aij)(vi - g)
x [(d+2)vf + 3 p5:(1+ aiy)’g°] - (A.21)

Por tanto, la integral de colision A;; se puede escribir como

Wij * *
Aij = Q; BQM?Z(]. + aij)Z/dvl /dVin (Ul)fj (Uz)

1

A(d +2) ] .y

3105, (1 + aigj)? — ET I
i ij

2 2
:uji(l + aij) 4 2
- —ld+2
+3 Tra 2ty [d +
—6p5: (1 + i) —|—3,u?i(l + Ozij)Q] U%’Ug} . (A.22)
Por tltimo, teniendo en cuenta que
2 px d —1
dvo fi(v) = §9i 5 (A.23)
obtenemos
it ohg) o g 3, w4
Ay = d(d+2) Wij {3Mji(1+04ij) (v™%);

+ [2d 4 33, (1 4 ij)* — (1 + oij) + 4]
X [ngi(1 + ag) — 2] ()

dd+2)
= Hsib; Y01 (14 ovj) [2d 4 4 + 64155 (1 + ;)

X (pgi(1+ ag5) — 2)]}. (A.24)
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En el caso unidimensional (d = 1), la ecuacion (A.24) concuerda con los resul-
tados obtenidos en la referencia (Marconi and Puglisi, 2002a) para el modelo
de Maxwell escalar (es decir, con wy; o x;j). Ademas, para particulas mecéni-
camente equivalentes, se recuperan los resultados del gas monocomponente, es
decir, (Santos, 2003),

*

P+
d(d+2)

+ T(l +a)(4d — 1 —6a + 3a2)} . (A.25)

Aj=A = 1+a) {[120*(a — 1) + 4a(4d + 17) — 12(3 + 4d)] (v*)
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Apéndice B

Obtencién de los coeficientes
de transporte de
Navier—Stokes en el modelo
de Maxwell inelastico

En este apéndice presentamos algunos detalles del calculo de los coeficientes
de transporte de Navier-Stokes que aparecen en las expresiones (6.34)—(6.36)
de los flujos irreversibles. Consideremos cada flujo separadamente.

B.1. Flujo de masa

A primer orden, se define el flujo de masa jgl) como

i = m, / vV O (v). (B.1)

Para obtener este flujo a partir de la ecuacion (6.54), necesitamos la integral de
colision de m1'V que se ha evaluado en el apéndice A. A partir de la linealizacion
de la ecuacién (A.1), tenemos el resultado

/dvle (clf{” + legn) =iV, (B.2)
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donde v es la frecuencia de colision dada por la ecuacion (6.62), en la que hemos
empleado (6.16) en la segunda igualdad. A continuacion, multiplicamos ambos
miembros de la ecuacion (6.54) por m1V e integramos para V. El resultado es

] 0 m T m
(3,50) + 1/) .]51) =-p (%xfh) Vg — 1p - (1 - p%f) Vp. (B.3)
p, T

)

Observemos que el cociente de temperaturas v, depende del estado hidrodinami-
co a través de la concentracion ;. La dependencia funcional de v; de x; se puede
obtener a partir de la condicion del estado de enfriamiento homogéneo (6.23)
haciendo uso de las expresiones (6.21) para las tasas de enfriamiento parciales

.

El flujo de masa tiene la estructura dada por la ecuacion (6.34). Considera-
ciones de analisis dimensional llevan a que D o« T2, D,  T*/? /py D'  T"/2.

Consecuentemente,
oY = = (Tor+poy) it
(0)
= Wg(O)Der(DerD’)(aC ) Vz,
2p 8.731 p,T
p¢ (3 , p¢”
-D D — D, VT. B.4

Para obtener esta expresion hemos empleado las identidades

AT = -9 (T¢0) = ~¢OvT - TV
(0) (0) (©)
= —C—VT -T ((9< ) Vi + C—Vp , (B.5)
2 o1 o T P
o = =9 (™) =~ Ovp - pv¢©
¢ ¢
= —2(Ovyp-— -2 _VT B.6
CTVp-p [( 0, )p’TWl o VE, (B

donde hemos tenido en cuenta que
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¢ a¢© ¢
v = ( ) Vi, + ( ) Vp + ( ) vT
¢ oy ) o0 op ), P\ ),

(0) (0) (0)
- (84 > Vo + S vp— ST, (B.7)
o T P 2T

proviniendo los dos tltimos términos de que ¢(9 o nT/2 = pT'—1/2. Insertando
la ecuacion (B.4) en la (B.3), obtenemos las expresiones (6.59), (6.60) y (6.61)
para los coeficientes D, D, y D', respectivamente.

B.2. Tensor de presiones
El tensor de presiones P() se puede escribir como
P —pM 1 Pl (B.8)
donde la contribucién parcial Pz(-l) al tensor de presiones es
P = mi [ avVVII) (B.9)

La linealizacion de la ecuacion (A.2) conduce a la siguiente expresion para la
integral de colision de m{VV:

/dvaV (Elfl(l) + lez(”) = PV 4 rPY, (B.10)
donde
w11
= — (1 d+1-—
i1 a0+ 2)( +ag1)(d+ Q1)
w12 w21 (1 4 ai2)

91z 1 1 - == B.11
+ d po1 (1 + a2) d12 ) ( )
Ty = w12 P1 %1(1+0112)2. (B12)

9~ I
d(d+2) po"

Ahora, multiplicamos ambos miembros de la ecuacion (6.54) (con i = 1) por
m1VV e integramos respecto a 'V para obtener
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fyes

(ago) + ’7'11) Pl(l)ﬁ + TlQPQ(}())Cﬂ = _plAaﬂkkaufa (B13)

donde p; = niT1 y

2
Aaﬁkl = 5ak55£ + 5a€55k — aéagéu. (B.14)

Se puede obtener una ecuacién similar para Pél) a partir de (B.13) haciendo el
cambio 1 < 2. La solucion de la ecuacion (B.13) (y su homologa correspondi-
ente) tiene la forma

P‘(la)ﬁ = —Nilapre Vit (B.15)

/L’

De acuerdo con la ecuacion (6.36), la viscosidad tangencial 7 se da en términos
de los coeficientes n; mediante la ecuacion (6.67). Consideraciones de anélisis
dimensional exigen que 7; o< T/2, y por tanto,

(0)
o = S, (B.16)

La insercion de esta relacion en la ecuacion (B.13) da lugar al siguiente sistema
de ecuaciones acopladas para los dos coeficientes 7;:

_ 1.0
T11 2( T12 ><771>_(P1> B.17
( To1 a9 — $¢(O 2 p2 ) (B-17)

Su solucion esta dada por la ecuacion (6.68).

B.3. Flujo de calor

El flujo de calor gV) se puede escribir como
a =ai" +a”, (B.18)

donde la contribucién parcial qgl) esta dada por

gV = %/dv‘ﬂVfi(l)(v). (B.19)
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. .. . 1
Para obtener las expresiones explicitas de los flujos ql(» ) procedemos de forma
similar a como hicimos en el caso del tensor de presiones. En primer lugar, la

linealizacion de la ecuacion (A.17) nos lleva a

m .
/dvaw (ﬁlfl(l) +M1f2(1)) :ﬂnq?) +ﬂlzq§1) +A12_]§1)7 (B.20)

donde
win (14 a11) (14 a2)
= —— 0" d+8)—5d—4] - —_—
B 1 dld+2) [a11(d + 8) ] — wiapizn Ad+2)
X {,Ll,gl(l + 0412) [d + 8 — 3#21(1 + Otlg)} — 3(d + 2)} s (B21)
1+ a12)* ;1
=-3 g (L+012)° =, B.22
P2 RIS TT D) p (B.22)
wit (14 an) 2 25!
A —_— d®—2d—8)+3d(d+2)| —
12 8 d(d+2) Lo )+ 3d(d+2)] -
Con (4
2 g
T
x q p21(1 + a12) [d = 3pa1 (1 + a12) + 2] P,
s 2 2 T
- [d+3u3, (1 + o12)® — 6ua1 (1 + ar2) + 2] [ (B.23)
Para obtener la ecuacion (B.20) hemos hecho uso de la relacion jgl) = —jél). Las

expresiones correspondientes para (a2, G21 v A21 se pueden obtener a partir de
las ecuaciones (B.21)—(B.23) teniendo en cuenta el intercambio 1 «» 2. A partir
de la ecuacion (6.54), obtenemos

(850) + 511) qi” + ﬁmqgl) = —Amjﬁl)

C1 2
AL (128 o]
5 e (L 3) o] Ve
_d+2n1T12 1_m1p+ﬂ p
2 map ply 2
2 mlT

(1 + %) VT, (B.24)
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donde los cumulantes ¢;, definidos por la ecuacion (6.28), se han obtenido en la
seccion 6.3.

La solucién de la ecuacion (B.24) se puede escribir como

ai") = ~T2D}Va, — L;Vp — \iVT. (B.25)

El flujo de calor total define los coeficientes de transporte D", L y X a través de la
ecuacion (6.35). De acuerdo con las ecuaciones (B.18) y (B.25), estos coeficientes
de transporte estan dados en términos de sus contribuciones parciales D, L; y
A; por la ecuacion (6.70).

A partir de consideraciones de analisis dimensional, D! T*1/27 L, x
T3/2/p y \;i o< T'/2. Consecuentemente,

FOMG

)

VZL'l

(0)

Li + T\
o )%T (» )

5 T)\i Li
+¢ (2Li - ) Vp+ ¢ ()\i - p) VT. (B.26)
? 2T

Sustituyendo la ecuacion (B.26) en la (B.24) y teniendo en cuenta la expresion
(6.34) para el flujo de masa, llegamos al sistema de ecuaciones acopladas (6.72)
para las contribuciones parciales DY, L; y ;.
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