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recorrido desde mi infancia. No puedo olvidar su presencia en los momentos dif́ıciles,
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2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.2. Montaje experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3. El contorno en la imagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.1. Imagen digital . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.3.2. Bordes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.3. Ruidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

I
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3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.2. Formulación del problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3. Montaje y procedimiento experimental . . . . . . . . . . . . . 42

3.3.1. Montaje experimental . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3.2. Procedimiento experimental . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4. Análisis de la vibración . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4.1. Detección de los contornos . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4.2. Cálculo de la fuerza inercial . . . . . . . . . . . . . . . 46
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en la tabla 3.2. Los śımbolos corresponden a los resultados ex-
perimentales de los contornos izquierdo (•) y derecho (◦). Las
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tema de enfriamiento (C), termopares (D). . . . . . . . . . . . 82

5.3. Temperatura de la barra superior en función del voltaje apli-
cado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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(b) es un esquema de la evolución temporal de la posición ho-
rizontal tanto de la entrefase verdadera (ĺınea sólida) como de
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5.12. Dependencia de la amplitud A, frecuencia φ, fase ϕ, y posición
promedio A0 con respecto de la coordenada vertical z para un
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el experimento (veáse sección 5.3.2). . . . . . . . . . . . . . . 95

5.13. Amplitud (a) y frecuencia (b) de las oscilaciones de la tempe-
ratura en el termopar 2 (•) y de la deformación de la entrefa-
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ponden con los ajustes no lineales (5.1) obtenidos a partir de
las series de datos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.15. Dependencia de la amplitud, A con respecto a la coordenada
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3.2. Valores de los parámetros que caracterizan las configuracio-
nes fluidas consideradas en las figuras 3.15 y 3.16. Notese,
que si t/t0 × 2Ω/π toma un valor entero, entonces los valores
impares (pares) corresponden a un valor máximo (cero) de la
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

El interés por los fenómenos capilares se inició en 1490 cuando Leonardo
da Vinci observó por primera vez el ascenso de agua en tubos de cristal.
Posteriormente, Hawksbee (1709, 1712) realizó las primeras mediciones de
la acción capilar en tubos y platos de cristal, y Jurin (1719a,b) mostró que
la altura del ĺıquido en un capilar es inversamente proporcional al diáme-
tro del tubo. A mediados del siglo XVIII, von Segner (1751) introdujo el
concepto de tensión superficial, utilizado por Young (1805) para formular la
teoŕıa de los fenómenos capilares. Laplace (1806a; 1806b) obtuvo unos resul-
tados idénticos a los de Young, pero desde un punto de vista completamente
cuantitativo y, además, los comparó con algunos resultados experimentales
previos de Gay-Lussac. Por este motivo, la ecuación que describe las diferen-
cias de presión en equilibrio en la entrefase entre dos fluidos recibe el nombre
de ecuación de Young-Laplace. Sin embargo, exist́ıan partes de la teoŕıa que
no hab́ıan sido resueltas en detalle (Rouse Ball, 1960). Estas partes fueron
completadas, principalmente, por Gauss (1830) y por pequeñas aportaciones
de Poisson, Kirchoff, Maxwell, Rayleigh, Poincaré y Neumann (Minkowski,
1906; Bakker, 1928).

Más tarde, Plateau formuló el problema de la influencia de la gravedad
en la forma de equilibro adoptada por una masa ĺıquida. Aśı, en 1840, di-
señó un procedimiento experimental, aún utilizado, para simular la ausencia
de gravedad introduciendo gotas de aceite en una mezcla de alcohol y agua
con la misma densidad (Plateau, 1849, 1873). Thomson (1855) descubrió que
la tensión superficial no es la misma para ĺıquidos diferentes y, en 1871, Ma-
rangoni descubrió que si existen diferencias en la tensión superficial en la
superficie libre de un ĺıquido, éste fluye hacia la región con mayor tensión
superficial. Además, elaboró la primera teoŕıa que explica los flujos debidos
a variaciones en la tensión superficial producidas por gradientes de tempe-
ratura y composición. Por este motivo, la convección interfacial causada por
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dichos gradientes se conoce como convección de Marangoni1. Siete años des-
pués, Gibbs estudió este fenómeno con una mayor precisión. Sin embargo,
todos estos descubrimientos no atrajeron mucha atención hasta que Scriven
y Sternling (1960) retomaron el estudio de las inestabilidades en las entre-
fases. En los setenta, la profunda influencia de la convección termocapilar
en la homogeneidad del cristal fabricado con la técnica de crecimiento de
cristales de la zona flotante (véase la figura 1.1), motivó un resurgimiento
del interés por los fenómenos capilares. Más concretamente, se estudió el
flujo termocapilar presente en la configuración fluida que aparece en dicha
técnica. Esta configuración fluida es una masa de ĺıquido que se sostiene
entre dos soportes sólidos por la acción de la fuerza de tensión superficial, y
recibe el nombre de puente ĺıquido.

El estudio del puente ĺıquido continúa siendo interesante, ya que esta con-
figuración está presente en numerosos procesos tecnológicos. De hecho, apa-
rece en procesos de fabricación de polvos cerámicos (Castillo y Munz, 2007)
y cosméticos (Kani et al., 2007), en la fabricación de estructuras metálicas
con forma de panal (Oruganti y Ghosh, 2007), en la formación de aglome-
rados durante la interacción entre part́ıculas sólidas a altas temperaturas
(Paglai et al., 2007), y en la dispersión de los mismos cuando se infiltra
un ĺıquido (Gopalkrishnana et al., 2005). Asimismo, los puentes ĺıquidos se
estudian para evitar la unión de granos sensibles a la humedad durante su
transporte y almacenaje (Röck y Schwedes, 2005; Billings et al., 2006), pa-
ra impedir la segregación de sólidos de distinto tamaño (Yang, 2006), para
simular los procesos de recubrimiento y granulación de comprimidos en la
industria farmacéutica (Turton, 2008; Song y Turton, 2007), para estudiar
el comportamiento de suelos cohesivos (Zhang y Li, 2006), y los fenómenos
de coalescencia (Decent et al., 2006).

A lo largo de este caṕıtulo, expondremos resultados previos concernientes
tanto a la estática como a la dinámica de esta configuración fluida.

1La convección interfacial originada exclusivamente por gradientes de temperatura se
conoce también como convección termocapilar.
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Figura 1.1: Técnica de la zona flotante.

1.1. Formas de equilibrio

1.1.1. Puentes ĺıquidos axisimétricos

La forma de equilibrio de un puente ĺıquido es axisimétrica si está sos-
tenido entre dos soportes sólidos circulares paralelos y concéntricos, y si la
gravedad actúa a lo largo de su eje. Para obtener dicha forma es necesario
integrar la ecuación de Young-Laplace teniendo en cuenta las condiciones
de volumen y de anclaje de la ĺınea de contacto en el borde de los discos.
Para configuraciones próximas a la ciĺındrica, puede obtenerse una expre-
sión anaĺıtica aproximada utilizando un método perturbativo (Meseguer et
al., 1985). La forma de equilibrio también puede calcularse utilizando herra-
mientas numéricas (Mart́ınez y Perales, 1986). Este cálculo se ha utilizado
para deducir el valor de las fuerzas inerciales que actúan sobre el puente
ĺıquido (Meseguer et al., 1996; Montanero et al., 2001) y, en mayor medida,
para obtener el número de Bond. El número adimensional de Bond mide
la relación entre la fuerza gravitatoria y la tensión superficial, y se puede
obtener comparando las formas de equilibrio teórica y experimental.
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Medida de la tensión superficial con puentes ĺıquidos

La ecuación de Young-Laplace proporciona la forma de un puente ĺıqui-
do en función de la tensión superficial, entre otros parámetros. Si el resto de
parámetros es conocido, es posible medir la tensión superficial analizando la
forma de equilibrio experimental de un puente ĺıquido y comparándola con
la predicción teórica. Numerosos autores han desarrollado procedimientos
más o menos sencillos basados en este principio, y han realizado experimen-
tos, tanto en tierra (Meseguer y Sanz, 1985; Meseguer et al., 1985; Perales
et al., 1991; Perales y Meseguer, 1992; Ramos et al., 1994) como en vuelos
parabólicos (Mart́ınez, 1987). Sin embargo, el desarrollo de un procedimien-
to adecuado para realizar esta comparación no es sencillo. Por una parte,
no existe una expresión anaĺıtica exacta que proporcione la forma de equili-
brio. Por otra, la forma experimental de la configuración debe extraerse con
precisión de una imagen digital.

Cabezas et al. (2004, 2005) desarrollaron una técnica, Theoretical Image
Fitting Analysis (TIFA), para la medida de la tensión superficial a partir de
imágenes de gotas y burbujas. Posteriormente, fue adaptada para medir la
tensión superficial a partir de imágenes de otras entrefases ĺıquido-fluido axi-
simétricas, TIFA-Axisymmetric Interfaces (TIFA-AI) (Cabezas, 2005; Ca-
bezas et al., 2006). La precisión de las medidas proporcionadas por esta
técnica se ha evaluado recientemente utilizando imágenes sintéticas en las
que se han simulado diferentes condiciones experimentales reales (magnifi-
cación y relación de aspecto del ṕıxel, inclinación de la cámara, ancho de
borde de la entrefase, ruido producido por los componentes electrónicos del
sistema de adquisición de imágenes, presencia de burbujas e iluminación)
(Cabezas et al., 2007). Además, se ha comprobado que, cuando el número
de Bond es pequeño (B ∼ 10−2), la utilización de puentes ĺıquidos para
medir la tensión superficial proporciona mejores resultados que el uso de
gotas con el mismo volumen (Ferrera et al., 2007). Dado que esta técnica es
robusta y precisa, se empleará para el cálculo de la tensión superficial en las
configuraciones fluidas analizadas en este trabajo.

1.1.2. Puentes ĺıquidos no axisimétricos

El puente ĺıquido presenta una forma no axisimétrica en múltiples situa-
ciones. Si sobre el puente ĺıquido actúan fuerzas que poseen una componente
lateral, si los discos no son concéntricos, o si los discos no son circulares, la
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forma de equilibrio resultante no es axisimétrica. En este caso, la resolución
de la ecuación de Young-Laplace para calcular la forma de equilibrio es más
complicada.

Existen trabajos tanto numéricos (Chen y Saghir, 1994; Laverón-Simavilla
y Perales, 1995; Laverón-Simavilla y Checa, 1997; Laverón-Simavilla et al.,
2003; Laverón-Simavilla et al., 2005) como anaĺıticos (Meseguer et al., 1996,
2001; Montanero et al., 2002b; Acero et al., 2005) en los que se calcula la
forma de equilibrio de puentes ĺıquidos no axisimétricos en distintas condi-
ciones.

Al igual que en el caso axisimétrico, la comparación de las formas teóri-
ca y experimental puede proporcionar resultados interesantes. Aśı, en los
escasos estudios experimentales realizados (Meseguer et al., 1996; Zayas et
al., 2000; Montanero et al., 2002b), los puentes ĺıquidos han sido utilizados
como acelerómetros y tensiómetros. Además, la forma de equilibrio de un
puente ĺıquido no axisimétrico es más sensible a las variaciones de la ten-
sión superficial que la de un puente axisimétrico (Cabezas y Montanero,
2004; Cabezas, 2005), por lo que se ha sugerido su utilización para obtener
medidas precisas de la tensión superficial en condiciones adversas.

1.2. Estabilidad

1.2.1. Estabilidad en ausencia de gravedad

La longitud máxima de un puente ĺıquido de volumen ciĺındrico en ausen-
cia de gravedad fue calculada por primera vez por Rayleigh (1945). Rayleigh
obtuvo que el valor máximo de la esbeltez2 es π. A ráız de este resultado, se
publicaron varios estudios, entre la década de los setenta y principios de los
ochenta, donde se variaron el volumen y la distancia entre los discos para
determinar los ĺımites de estabilidad (Haynes, 1970; Erle et al., 1970; Mason,
1970; Gillette y Dyson, 1971; Sanz y Mart́ınez, 1983; Russo y Steen, 1986;
Boucher y Jones, 1988). Aśı, manteniendo la esbeltez constante, existe un
volumen mı́nimo por debajo del cual el puente es inestable. La naturaleza
de la inestabilidad depende de la esbeltez (Mart́ınez, 1978; Slobozhanin et
al., 1997; Meseguer et al., 1999). Si la esbeltez es muy pequeña, la ĺınea de
contacto triple se desprende del borde y se desplaza hacia el centro de los
discos (Meseguer et al., 1999). Si el valor de la esbeltez está comprendido

2La esbeltez, Λ, es la razón entre la longitud y el diámetro del puente.
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entre uno y dos, el puente se rompe en dos gotas iguales que permanecen an-
cladas cada una a un disco (Meseguer et al., 1999). Por último, si la esbeltez
es mayor que dos, la rotura da lugar a dos gotas con volúmenes distintos. Es-
tos resultados fueron comprobados experimentalmente por Sanz y Mart́ınez
(1983) haciendo uso de la técnica de Plateau.

1.2.2. Influencia de perturbaciones axisimétricas

La presencia de perturbaciones axisimétricas normalmente reduce la es-
tabilidad del puente ĺıquido. Durante las últimas décadas se han realizado
numerosos estudios que analizan el efecto de la gravedad axial sobre el ĺımite
de estabilidad de volumen mı́nimo (Coriell et al., 1977; Vega y Perales, 1983;
Meseguer y Sanz, 1985; Myshkis et al., 1987; Meseguer et al., 1990; Perales et
al., 1991; Bezdenejnykh et al., 1992; Slobozhanin y Perales, 1993). También
se ha considerado la dependencia de este ĺımite con respecto de la diferencia
entre los diámetros de los discos soporte (Meseguer, 1984; Perales et al.,
1991; Bezdenejnykh y Meseguer, 1991). Los resultados muestran que cada
uno de estos efectos por separado disminuye la estabilidad del puente ĺıqui-
do. Sin embargo, ambos efectos acoplados pueden cancelarse parcialmente
entre śı. El cálculo de los ĺımites de estabilidad bajo estas condiciones fue
efectuado teóricamente y validado experimentalmente por Meseguer et al.
(1990) para un amplio rango de valores del número de Bond y de diferencias
entre los diámetros de los discos. Posteriormente, Perales et al. (1991) y Bez-
denejnykh y Meseguer (1991) completaron este estudio experimentalmente.
Por último, Slobozhanin y Alexander (1998) exploraron numéricamente las
regiones que no hab́ıan sido consideradas en los diagramas de estabilidad
previos, y calcularon el volumen máximo para puentes de esbeltez arbitra-
ria, y el volumen mı́nimo para puentes de esbeltez pequeña.

Si un puente ĺıquido rota como un sólido ŕıgido, la naturaleza de la
inestabilidad depende del número de Weber W (Vega y Perales, 1983). Este
número adimensional mide la relación entre las fuerzas de inercia y la tensión
superficial. De acuerdo con el análisis de estabilidad realizado para puentes
ciĺındricos (Vega y Perales, 1983), si W ≤ 1/3 la pérdida de estabilidad se
debe a perturbaciones axisimétricas (modo ánfora), y si W ≥ 1/3 se debe a
perturbaciones no axisimétricas (modo C).

Perales et al. (1990) estudiaron el efecto de la excentricidad e entre el
eje de rotación y el de los discos y observaron una reducción de orden e2 del
número de Weber cŕıtico para el modo ánfora, y del orden de e2/3 para el
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modo C. Posteriormente, Slobozhanin y Perales (1996), mediante un análisis
numérico para puentes axisimétricos, observaron que la forma de la región de
estabilidad y la naturaleza de las perturbaciones cŕıticas cambian en función
de la velocidad de rotación. El efecto añadido de la gravedad fue estudiado
por Slobozhanin y Alexander (1997) y Gómez et al. (2002). Recientemente,
Lapuerta et al. (en publicación) han ampliado numéricamente los estudios
de Perales et al. (1990) a excentricidades mayores. Además, han comparado
sus resultados con los datos experimentales obtenidos por Sanz et al. (1992).

1.2.3. Influencia de perturbaciones no axisimétricas

Algunas de las perturbaciones que provocan que la forma de equilibrio
sea no axisimétrica han sido mencionadas en la sección 1.1.2. El análisis del
efecto de estas perturbaciones sobre la estabilidad fue iniciado por Coriell et
al. (1976, 1977), quienes estudiaron teórica y experimentalmente la influen-
cia de una fuerza lateral en la estabilidad de puentes ĺıquidos de volumen
ciĺındrico. Además, se demostró que las perturbaciones no axisimétricas tie-
nen menor influencia que las axisimétricas sobre los ĺımites de estabilidad,
ya que el efecto de la gravedad lateral sobre el ĺımite de Rayleigh es del
orden del cuadrado de la perturbación, mientras que los efectos producidos
por perturbaciones axisimétricas son del orden de la perturbación para pe-
queños cambios en el volumen, y del orden de una potencia dos tercios para
la gravedad axial o la diferencia en el diámetro de los discos. Posteriormen-
te, Perales (1987) analizó, mediante un método asintótico, la estabilidad de
puentes ĺıquidos esbeltos bajo perturbaciones no axisimétricas y mostró que
las perturbaciones no axisimétricas tienen un efecto despreciable en el ĺımite
de estabilidad si se compara con el producido por las perturbaciones axi-
simétricas. Meseguer et al. (1995a) concluyeron que el efecto combinado de
la excentricidad y la carga lateral puede estabilizar los puentes ĺıquidos so-
metidos a cargas axiales, y analizaron experimentalmente la dependencia del
ĺımite de estabilidad con la excentricidad para puentes ĺıquidos milimétricos.

Los ĺımites de estabilidad de puentes ĺıquidos no axisimétricos fueron
calculados numéricamente mediante un esquema de diferencias finitas (La-
verón-Simavilla y Perales, 1995; Laverón-Simavilla y Checa, 1997). Además,
se midieron en puentes ĺıquidos milimétricos sostenidos entre discos coaxia-
les con el mismo diámetro y sometidos a cargas laterales (Bezdenejnykh et
al., 1999). Asimismo, Zayas et al. (2000) analizaron, numérica y experimen-
talmente, la influencia de la carga lateral sobre la estabilidad de un puente
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ĺıquido, y compararon los resultados con predicciones anaĺıticas (Meseguer
et al., 1995a). Por último, es destacable el conjunto de resultados anaĺıticos
para distintas configuraciones presentados en dos revisiones (Meseguer et
al., 1995b, 1999).

A pesar de su relevancia tecnológica en relación a la técnica de la zona
flotante (Mart́ınez et al., 2002a,b), los estudios acerca de la estabilidad de
puentes ĺıquidos sujetos entre soportes no circulares son escasos. Meseguer
et al. (2001) estudiaron, mediante un análisis asintótico, la influencia de la
forma de los soportes sobre los ĺımites de estabilidad de puentes ĺıquidos casi
ciĺındricos. El análisis muestra que la forma de los discos modifica la estabi-
lidad del puente de modo similar a otros efectos no simétricos con respecto
al plano medio (como la gravedad axial o discos con distintos diámetros).
Además, se obtiene que, si se considera la combinación entre formas no circu-
lares de los discos y otros efectos no simétricos, la configuración resultante
es más estable y se puede compensar el efecto de la gravedad. Laverón-
Simavilla et al. (2003) estudiaron numéricamente la estabilidad y las formas
de equilibrio de un puente ĺıquido sostenido entre un disco circular y otro
eĺıptico. Sus resultados reproducen los de Meseguer et al. (2001) si se retie-
ne un término más en el desarrollo asintótico. Este último estudio ha sido
ampliado recientemente (Laverón-Simavilla et al., 2005) a puentes ĺıquidos
entre dos soportes eĺıpticos con orientación arbitraria y bajo la acción de
una carga lateral.

Para finalizar esta sección de estabilidad, es importante mencionar que,
dado que los puentes ĺıquidos son inestables si se supera una esbeltez cŕıti-
ca, se han propuesto varios procedimientos para estabilizarlos y aumentar
el área de la entrefase (González et al., 1989; Langbein y Naumann, 1995;
Marr-Lyon et al., 1997; Mahajan et al., 1998, 1999; Marr-Lyon et al., 2000,
2001; Patel et al., 2002; Thiessen et al., 2002; Wei et al., 2005). Además,
Lowry (2000) y Patel et al. (2002) han analizado la estabilidad de puentes
duales resultado de la conexión de dos sub-puentes mediante un canal fluido.
Montanero et al. (2002a) han obtenido fórmulas expĺıcitas que predicen el
contorno de equilibrio de un número arbitrario de puentes ĺıquidos conec-
tados por presión. Estos resultados han sido comparados satisfactoriamente
con datos numéricos y experimentales.
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1.3. Dinámica de puentes ĺıquidos isotermos

El estudio de los efectos dinámicos sobre puentes ĺıquidos sólo se ha
considerado a partir de mediados de los ochenta. Dado que el problema
es complejo, es necesario realizar aproximaciones. Aśı, se ha restringido el
análisis a puentes ĺıquidos axisimétricos. En la mayoŕıa de los casos, se ha
asumido que la deformación de la entrefase en torno a la forma de equilibrio
y los campos de velocidad y presión son pequeños, para que las ecuaciones
hidrodinámicas puedan ser linealizadas (Sanz, 1985; Gañán-Calvo, 1991).
Algunos autores han derivado modelos unidimensionales en los que se con-
sidera únicamente la componente axial del campo de velocidades, y ésta es
sólo función de la coordenada z y del tiempo t. Estos modelos son el “modelo
de rodajas” y el modelo de Cosserat, y fueron propuestos por Lee (1974) y
Green (1976) para la descripción de chorros capilares. Meseguer (1983) fue
el primero que aplicó ambos modelos al estudio de la dinámica de puentes
ĺıquidos. Dichos modelos permiten calcular deformaciones finitas de la en-
trefase y, por tanto, se pueden usar para analizar el proceso de rotura o las
oscilaciones no lineales. Los estudios desarrollados muestran que la precisión
de estas aproximaciones aumenta con la esbeltez del puente.

1.3.1. Dinámica lineal

Vibraciones de puentes

Existen varios trabajos sobre la respuesta dinámica de un puente ĺıquido
ante la vibración de pequeña amplitud de los discos que lo sostienen, o la
presencia de un campo de microgravedad oscilatorio. Nicolás (1991) estu-
dió el comportamiento de puentes ĺıquidos ciĺındricos sujetos a un campo
de microgravedad oscilatorio. El análisis fue desarrollado haciendo uso de la
aproximación lineal no viscosa. En un trabajo posterior, Perales y Meseguer
(1992) presentaron un análisis teórico para puentes ĺıquidos axisimétricos
viscosos basado en el modelo de Cosserat. Las frecuencias de resonancia ob-
tenidas mostraron un buen acuerdo con los resultados experimentales medi-
dos haciendo uso de la técnica de Plateau.

Por otra parte, y haciendo uso del modelo de Cosserat, Meseguer y Pe-
rales (1992a) estudiaron los efectos de la viscosidad sobre la dinámica de
columnas ĺıquidas axisimétricas. Para ello, examinaron la acción de una ex-
citación armónica, y calcularon la dependencia de la primera frecuencia de
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resonancia con los parámetros que definen la configuración. Consideraron
puentes ĺıquidos entre discos de radios diferentes, con volumen diferente del
ciĺındrico, y bajo la acción de un campo gravitatorio axial de pequeña magni-
tud. Además, Meseguer y Perales (1992b) estudiaron la respuesta dinámica
de puentes ĺıquidos ciĺındricos sometidos a un campo de microgravedad os-
cilatorio cuya frecuencia vaŕıa linealmente con el tiempo, y comprobaron
que la excitación de frecuencia variable conduce a medidas erróneas de la
frecuencia de resonancia.

El efecto combinado de la gravedad, discos desiguales y volumen no
ciĺındrico en la vibración de puentes ĺıquidos axisimétricos también ha sido
considerado en Montanero (2003b). Los resultados fueron calculados numéri-
camente a partir del modelo unidimensional de Cosserat y la descripción
tridimensional. En general, se observó un buen acuerdo para la primera fre-
cuencia de resonancia, aunque las discrepancias aumentan a medida que el
valor de la esbeltez disminuye.

Los trabajos experimentales concernientes a la dinámica lineal de puentes
ĺıquidos son muy escasos, y se limitan a la medida de la frecuencia de reso-
nancia en respuesta a vibraciones aplicadas mediante distintos métodos. Aśı,
Ahrens et al. (1994) y Langbein et al. (1995) sometieron un puente ĺıquido
a vibraciones axiales electrodinámicas de distinta frecuencia, tanto en tierra
como en condiciones de microgravedad. Morse et al. (1996) produjeron en un
puente ĺıquido rodeado por otro ĺıquido de la misma densidad ondas estacio-
narias de amplitud pequeña mediante la acción de un campo ultrasónico de
presión. Sus resultados coinciden con la aproximación no viscosa empleada
por Sanz y López-Dı́ez (1989). Por último, Mahajan et al. (2002) utilizaron
un campo magnético para provocar vibraciones sinusoidales axiales y latera-
les en puentes ĺıquidos ciĺındricos, y observaron que, tanto para la vibración
axial como para la lateral, la primera frecuencia de resonancia decrece si el
número de Bond aumenta. Además, los resultados fueron comparados con
las predicciones obtenidas a partir del modelo unidimensional de Zhang y
Alexander (1990).

Oscilaciones libres

Las oscilaciones libres de pequeña amplitud de puentes ĺıquidos pueden
ser descritas en términos de los modos normales de oscilación. En general,
estos modos están caracterizados por su frecuencia y factor de amortigua-
miento. Si el puente ĺıquido no es viscoso, este factor es nulo. Tanto las
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frecuencias propias como los factores de amortiguamiento dependen de la
tensión superficial asociada a la entrefase, la viscosidad del ĺıquido, las di-
mensiones del puente, los números de onda axial y azimutal, y la gravedad.

Sanz (1985) analizó la influencia de un baño exterior ciĺındrico en la
dinámica de un puente ĺıquido también ciĺındrico y no viscoso. En este tra-
bajo, se calcularon las frecuencias de resonancia de los modos de oscilación
axisimétricos para valores arbitrarios del tamaño del baño y su densidad
relativa. Posteriormente, Sanz y López-Dı́ez (1989) extendieron el trabajo
anterior a oscilaciones no axisimétricas. En ambos trabajos se hizo uso de
la técnica de Plateau para medir experimentalmente las frecuencias de reso-
nancia. Los resultados obtenidos mostraron buen acuerdo con los teóricos.
Recientemente, se ha analizado el efecto de un desplazamiento entre los ejes
del puente ĺıquido y el baño (Uguz y Narayanan, 2005).

Gañán-Calvo (1991) llevó a cabo un análisis lineal de las oscilaciones
libres de puentes ĺıquidos axisimétricos no viscosos en rotación, y obtuvo las
frecuencias naturales correspondientes a los modos de oscilación. Además,
se analizó el efecto sobre los modos de oscilación de la rotación, la forma de
equilibrio del puente ĺıquido y la presencia de un baño exterior. De acuerdo
con el estudio de Myshkis et al. (1987), se ha comprobado que el espectro de
frecuencias estaba dividido en dos conjuntos correspondientes a los reǵıme-
nes eĺıptico (ω > 2Ω) y parabólico (ω < 2Ω), siendo ω la frecuencia de
resonancia y Ω la velocidad de rotación (Gañan-Calvo y Montanero, 2005).
Gañán-Calvo (1991) obtuvo los valores de las frecuencias de resonancia en
el régimen eĺıptico para distintos rangos de la velocidad angular Ω, y di-
ferentes valores del resto de los parámetros que caracterizan el problema.
Además, se realizaron algunos experimentos que mostraron buen acuerdo
con los resultados teóricos (Gañán-Calvo y Barrero, 1990). También se ha
considerado el efecto de la rotación en el cálculo de los modos de oscilación
axisimétricos y no axisimétricos de puentes ĺıquidos no viscosos (Acero y
Montanero, 2005; Acero, 2005). Los autores obtuvieron resultados anaĺıti-
cos para puentes ĺıquidos ciĺındricos y numéricos para formas de equilibrio
axisimétricas.

Recientemente, se ha utilizado un esquema de diferencias finitas para
calcular las frecuencias propias de un puente ĺıquido axisimétrico no visco-
so bajo la influencia de un baño ĺıquido exterior (Montanero, 2004a). En
este trabajo se analizó la dependencia de las frecuencias propias con respec-
to de la forma de equilibrio del puente ĺıquido. La comparación entre las
predicciones teóricas para la primera frecuencia y los datos experimentales
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de Perales y Meseguer (1992) muestra la capacidad de la aproximación no
viscosa para describir la dinámica de puentes ĺıquidos reales (Montanero,
2004a). Además, se consideró la rotación utilizando una aproximación bi-
dimensional potencial en la que los efectos de la fuerza de Coriolis fueron
despreciados. Por último, se observó el efecto desestabilizante asociado a la
fuerza centŕıfuga cuando la densidad del baño es inferior a la del puente.

Gracias a los estudios antes mencionados (Sanz, 1985; Sanz y López-
Dı́ez, 1989), se puede afirmar que la dinámica lineal de puentes ĺıquidos
ciĺındricos no viscosos en ausencia de rotación es bien conocida. Para estu-
diar los efectos asociados a la viscosidad se han considerado distintos casos
ĺımites. Nicolás (1992) obtuvo las frecuencias de resonancia y los factores de
amortiguamiento en el ĺımite de Stokes. Un estudio de las capas ĺımites en
la entrefase y las paredes sólidas permite obtener las correcciones a la apro-
ximación no viscosa, tanto para oscilaciones axisimétricas (Higuera et al.,
1994) como no axisimétricas (Higuera y Nicolás, 1997) de puentes ĺıquidos
ciĺındricos.

Nicolás y Vega (2000a) propusieron un método semianaĺıtico para calcu-
lar los modos de oscilación para valores arbitrarios del número modificado de
Reynolds. Se identificaron dos tipos de modos normales, llamados capilares
e hidrodinámicos, el primero asociado a la deformación de la entrefase, y el
otro a un flujo significativo en el volumen hidrodinámico. Cuando el número
modificado de Reynolds es pequeño, el factor de amortiguamiento asociado a
ambos tipos de modos es comparable, y los hidrodinámicos explican la apa-
rición de flujos estacionarios secundarios. Por otra parte, Tsamopoulos et al.
(1992) calcularon los modos de oscilación de puentes ĺıquidos axisimétricos
haciendo uso de un método de elementos finitos.

El uso de modelos unidimensionales (Garćıa y Castellanos, 1994, 1996)
permite analizar la dinámica de puentes ĺıquidos no ciĺındricos con una rela-
tiva sencillez. Garćıa et al. (1997) generalizaron dichos modelos para incluir
el efecto de fuerzas eléctricas. Recientemente, Montanero (2004b) ha pro-
puesto un método experimental que permite obtener, a partir de un único
experimento y simultáneamente, la tensión superficial y la viscosidad del
puente ĺıquido objeto de estudio.
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Movimiento impulsivo

La respuesta dinámica de un puente ĺıquido ante una variación ins-
tantánea del campo gravitatorio que actúa sobre él se describe mediante
la superposición de los infinitos modos de oscilación. El modo más significa-
tivo es el primero, ya que su amplitud es mayor que la de los siguientes y, por
este motivo, domina la dinámica del puente durante los instantes de tiempo
iniciales. Por otra parte, el valor absoluto del factor de amortiguamiento
aumenta con el ı́ndice del modo de oscilación, de forma que la importancia
relativa del primer modo crece con el tiempo.

El movimiento impulsivo de un puente ĺıquido ciĺındrico viscoso fue es-
tudiado anaĺıticamente haciendo uso del modelo de Cosserat (Meseguer y
Perales, 1991). Este análisis fue extendido al caso axisimétrico mediante un
esquema de diferencias finitas (Meseguer et al., 1991). Por último, Montane-
ro (2004b) comparó los resultados obtenidos a partir del modelo de Cosserat
(Garćıa y Castellanos, 1994, 1996; Montanero, 2003a) con la aproximación
tridimensional no viscosa (Montanero, 2003a) y obtuvo un buen acuerdo
para puentes ĺıquidos esbeltos.

1.3.2. Dinámica no lineal

La dinámica no lineal de columnas ĺıquidas ha sido ampliamente estudia-
da tanto teórica como experimentalmente (Eggers, 1997). Meseguer (1983)
parece haber sido el primero en aplicar un modelo unidimensional para es-
tudiar el problema dinámico de la ruptura axisimétrica de puentes ĺıquidos.
Rivas y Meseguer (1984) estudiaron la dinámica no lineal de puentes ĺıquidos
axisimétricos viscosos cerca del ĺımite de estabilidad de Plateau-Rayleigh.
Para ello realizaron un análisis basado en el modelo unidimensional de Cos-
serat y emplearon un método perturbativo cerca del punto cŕıtico. Esta
aproximación permitió a Mart́ınez et al. (2004) explicar los resultados de un
experimento realizado a bordo de un cohete de sondeo en el que se aplicaban
aceleraciones axiales a un puente ĺıquido.

La respuesta no lineal de un puente ĺıquido ante vibraciones axisimétri-
cas ha sido analizada numéricamente mediante el método de los elementos
finitos por Chen y Tsamopoulos (1993). Los resultados indican que la fre-
cuencia de resonancia decrece y el factor de amortiguamiento crece, ambos
linealmente, con la amplitud de la oscilación. Las predicciones teóricas fueron
comparadas con datos experimentales obtenidos para microzonas (Mollot et
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al., 1993). El objetivo de estos experimentos era obtener las frecuencias de
resonancia cuando el puente ĺıquido está sometido a vibraciones forzadas,
y los factores de amortiguamiento cuando está sujeto a oscilaciones libres.
La esbeltez de las microzonas fue lo suficientemente pequeña para simular
condiciones de ingravidez. Se observó un error menor del 3 % entre las fre-
cuencias de resonancia teóricas y experimentales. Además se observaron las
trayectorias en el interior del fluido y se comprobó que tienen el mismo tipo
de movimiento predicho por Chen y Tsamopoulos (1993).

El proceso de ruptura de un puente ĺıquido fue estudiado tanto teórica
como experimentalmente por Meseguer y Sanz (1985). En este trabajo se
utilizó un modelo unidimensional para analizar numéricamente la influencia
de un campo microgravitatorio axial en la ruptura de un puente ĺıquido entre
dos discos iguales. Se encontró un buen acuerdo entre la teoŕıa y los experi-
mentos realizados mediante la técnica de flotabilidad neutra. El análisis fue
extendido a puentes ĺıquidos entre discos de distinto diámetro posteriormen-
te (Meseguer, 1985).

La ruptura de un puente ĺıquido fue analizada también por Schulkes
(1993) mediante el modelo de Cosserat bajo la aproximación no viscosa. El
rango de validez de dicho modelo fue establecido por comparación con los
resultados obtenidos mediante otras aproximaciones. Otros modelos unidi-
mensionales similares al modelo de Cosserat han sido empleados para anali-
zar la dinámica de los puentes ĺıquidos (Zhang y Alexander, 1990). Tanto la
ruptura como el proceso de formación de las gotas resultantes han sido estu-
diadas también experimentalmente por Padday et al. (1997). Los resultados
demostraron que el proceso de ruptura bajo condiciones de microgravedad
es prácticamente simétrico con respecto al plano medio del puente ĺıquido.
Más recientemente, Burton et al. (2004) han propuesto un procedimiento ex-
perimental que permite explorar el proceso de ruptura de un puente ĺıquido
en instantes próximos a la rotura.

Ramos et al. (1999) realizaron un estudio tanto teórico como experimen-
tal de la ruptura de puentes ĺıquidos axisimétricos dieléctricos sometidos
a la acción de un campo eléctrico externo. El puente ĺıquido se manteńıa
estable artificialmente mediante la aplicación del campo eléctrico. En un
determinado instante la acción del campo eléctrico cesaba, provocándose la
ruptura del puente ĺıquido. La evolución posterior fue calculada mediante el
modelo de Lee (Garćıa y Castellanos, 1996). Los resultados teóricos fueron
comparados con los experimentales observándose buen acuerdo.

También se ha recurrido a los campos magnéticos para mantener un
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puente ĺıquido en equilibrio artificialmente, y estudiar aśı el proceso de
ruptura que tiene lugar cuando este mecanismo estabilizador desaparece.
Mahajan et al. (2000) estudiaron la deformación y el posterior colapso de
un puente ĺıquido sometido a una variación brusca del campo magnético que
actuaba sobre él. El principal resultado de este estudio es que el tiempo que
tarda en producirse el colapso es independiente de la longitud del puente
ĺıquido.

El proceso de ruptura para configuraciones en el ĺımite de estabilidad de
volumen mı́nimo ha sido analizado experimentalmente para puentes ĺıquidos
confinados tanto entre discos iguales (Espino et al., 2002) como entre discos
con distintos radios (Meseguer et al., 2003). Los resultados muestran que,
cerca del instante de ruptura, el radio del cuello disminuye de acuerdo a una
ley potencial universal, independiente de la distancia que separa los discos.

La deformación y ruptura de puentes ĺıquidos suspendidos entre dos dis-
cos que se separan progresivamente ha recibido también cierta atención.
Davis y Frenkel (1992) obtuvieron una solución anaĺıtica en el ĺımite de Sto-
kes. Posteriormente, el problema fue abordado mediante métodos numéricos
(Gaudet et al., 1996; Zhang et al., 1996; Ambravaneswaran y Basaran, 1999).
La comparación entre predicciones numéricas y resultados experimentales
para este problema muestra un buen acuerdo (Bansch et al., 2004).

El proceso contrario a la ruptura de un puente ĺıquido es la coalescencia.
Muchos de los trabajos teóricos y experimentales sobre la coalescencia de
gotas están motivados por su importancia en dinámica de fluidos, aśı como
por sus aplicaciones en procesos industriales. Por ejemplo, Eggers et al.
(1999) y Wu et al. (2004) estudiaron el problema de dos gotas ĺıquidas que
se aproximan entre śı con velocidades despreciables, hasta que las fuerzas de
van der Waals las unen y forman un puente ĺıquido minúsculo.

Efectos no lineales en la vibración de puentes ĺıquidos con frecuencias
próximas a la de resonancia han sido estudiados en detalle tanto en el caso
axisimétrico (Nicolás y Vega, 1996; Nicolás et al., 1998; Mancebo et al.,
1998), como no axisimétrico (Higuera y Nicolás, 1997; Higuera et al., 2002).
Para ello se ha considerado el ĺımite de baja viscosidad (Nicolás y Vega,
1996; Mancebo et al., 1998; Higuera y Nicolás, 1997; Higuera et al., 2002),
y el ĺımite consistente en un elevado número de Reynolds y alta frecuencia
de vibración (Nicolás et al., 1998). En estos trabajos, el flujo estacionario
secundario asociado a la vibración de las capas ĺımites que aparece en el
volumen hidrodinámico ha sido estudiado en detalle.
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1.4. Dinámica de puentes ĺıquidos no isotermos

En la técnica de crecimiento de cristales de la zona flotante, una barra
policristalina de silicio se sostiene verticalmente y se conecta su extremo
inferior a la semilla monocristalina (Meseguer et al., 1999). A continuación,
se funde una porción de la barra en contacto con la semilla mediante un
calentador en forma de anillo. La parte fundida se sostiene entre la barra y
la semilla debido a fuerzas de tensión superficial. El gradiente de tempera-
turas originado por el anillo calentador provoca una variación en la tensión
superficial que origina la aparición de un flujo. La presencia de este flujo,
junto al flujo debido a la convección natural gravitatoria, altera el crecimien-
to del cristal (Müller, 1989). Esto se debe a que se modifican los gradientes
de temperatura y de concentración de las especies disueltas cerca de la zona
de cristalización y, por este motivo, se altera la distribución de dopantes e
impurezas en el fluido y el cristal, respectivamente. Si además el flujo no es
estacionario, aparece una deformación dinámica de la entrefase que provoca
que las condiciones de crecimiento cristalino vaŕıen con el tiempo y apa-
rezcan estŕıas en el cristal (Eyer et al., 1984). Estas limitaciones prácticas
hicieron que se reactivara el interés por los estudios de Marangoni (Scriven
y Sternling, 1960). Además, el hecho de que el entorno microgravitatorio del
espacio se hiciera más accesible, y que se demostrara que la convección de
Marangoni es la única responsable del flujo oscilatorio (Schwabe et al., 1978;
Eyer et al., 1985; Velten et al., 1991; Carotenuto et al., 1998), ha provocado
que la citada convección se haya convertido en una materia de investiga-
ción muy popular (Chang y Wilcox, 1975; Kuhlmann, 1994, 1999; Schatz y
Neitzel, 2001).

En la gran mayoŕıa de los trabajos realizados, se utiliza como modelo
un puente ĺıquido sostenido entre dos barras en las que se aplica distinta
temperatura. En el instante de aplicación, aparece un flujo estacionario axi-
simétrico que provoca una deformación estática de la entrefase. Esta defor-
mación ha sido estudiada en distintas publicaciones (Hyer et al., 1991; Lan y
Kou, 1991; Zhang y Alexander, 1992). Cuando la diferencia de temperaturas
alcanza un valor cŕıtico, aparece una inestabilidad que provoca una transi-
ción a un flujo oscilatorio tridimensional. El inicio del flujo oscilatorio se ha
monitorizado usualmente mediante la inserción de termopares en el interior
del fluido (Chun y Wuest, 1979; Schwabe y Scharmann, 1979; Chun, 1980;
Preisser et al., 1983; Kamotani et al., 1984; Velten et al., 1991). En menor
medida, se ha detectado mediante el cambio en los patrones de interferen-
cias que se obtienen cuando un haz láser incide sobre el fluido (Cao et al.,
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1991a), y mediante visualización por cámara (Cao et al., 1991b). Además, se
ha comprobado tanto numérica (Shevtsova y Legros, 1998) como experimen-
talmente (Shevtsova et al., 1999) que el gradiente de temperaturas cŕıtico
depende del volumen del puente. Si se sigue incrementando la diferencia
de temperaturas entre los discos aparecen distintos modos de oscilación en
el fluido. Este hecho, que hab́ıa sido observado experimentalmente (Frank y
Schwabe, 1997; Ueno et al., 2003), ha sido confirmado mediante simulaciones
numéricas (Shevtsova et al., 2003; Melnikov et al., 2004).

Por otra parte, el flujo oscilatorio provoca una deformación dinámica
de la superficie libre del puente ĺıquido. El número de publicaciones con-
cernientes al estudio de estas oscilaciones es muy pequeño dado que son
diminutas en comparación con las deformaciones estáticas y, por lo tanto,
muy dif́ıciles de medir. Shevtsova et al. (1997) analizaron numéricamente la
existencia de las oscilaciones, y observaron que alcanzan su mayor amplitud
cerca del disco que está a mayor temperatura. Además, los cálculos mos-
traron que la amplitud de la oscilación de la entrefase es del orden de un
1% de la deformación en equilibrio, y que vaŕıa con la coordenada axial y
el volumen del puente ĺıquido. Kuhlmann y Nienhuser (2002) concluyeron
que se deben a flujos de segundo orden. Con respecto a la medida de estas
oscilaciones, Shu et al. (1994) demostraron la existencia de las oscilaciones
mediante la observación de distorsiones de una rejilla proyectada sobre un
puente ĺıquido. Posteriormente, Nishino y Yoda (2000) utilizaron una técni-
ca de microscoṕıa para concluir que la amplitud de la oscilación vaŕıa con la
coordenada axial y que su tamaño máximo, en puentes ĺıquidos de aceite de
silicona de 5-cSt, es del orden de 1 µm. Recientemente, Okubo et al. (2005)
han observado mediante técnicas de interferometŕıa que la frecuencia de la
oscilación depende de Λ.

En la actualidad, el objetivo de la mayoŕıa de los estudios es la com-
prensión del mecanismo de la inestabilidad, aśı como la descripción de los
distintos modos de oscilación del flujo oscilatorio. El mecanismo de la inesta-
bilidad depende, principalmente, del número de Prandtl4. Si el fluido posee
un número de Prandtl bajo o medio, los mecanismos han sido descritos
mediante un análisis lineal de la estabilidad (Wanschura et al., 1995), y me-
diante simulaciones numéricas (Yasuhiro et al., 1999; Leypoldt et al., 2000;
Imaishi et al., 2001; Lappa et al., 2001; Sim y Zebib, 2002; Kuhlmann et al.,
2002; Shevtsova et al., 2003; Li et al., 2005). La influencia de la deformación

4El número adimensional de Prandtl es el cociente entre la viscosidad cinemática y la
difusividad térmica
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dinámica de la entrefase en el flujo es prácticamente despreciable (Kuhl-
mann y Nienhuser, 2002). Sin embargo, si el número de Prandtl es elevado,
la convección es mayor y la deformación dinámica influye en el mecanismo
de la inestabilidad (Hashimoto et al., 2003, 2005; Kamotani y Ostrach, 1998;
Kamotani et al., 2000, 2001, 2003, 2007).

1.5. Objetivo general

El objetivo general de este trabajo es el desarrollo de un procedimiento
experimental que permita analizar la dinámica de un puente ĺıquido someti-
do a distintas perturbaciones. Se propondrá un montaje experimental gene-
ral que permita el estudio de la dinámica del puente ĺıquido, con pequeñas
adaptaciones para cada experimento. Durante el experimento se obtendrán
secuencias de imágenes del puente ĺıquido tomadas a contraluz. Aplicando
técnicas de detección de contorno avanzadas, se localizará la entrefase en las
imágenes para, posteriormente, analizar el movimiento de la misma en las
distintas condiciones. El primer caso que se estudiará es la dinámica de puen-
tes ĺıquidos isotermos en condiciones de gravedad terrestre que se someten
a vibraciones lineales. El procedimiento experimental se desarrollará para el
caso de vibraciones axiales y laterales. Por otro lado, se estudiará la defor-
mación estática y dinámica de la entrefase del puente ĺıquido sometido a un
gradiente de temperaturas entre sus soportes.

1.6. Estructura del documento

Esta memoria se compone de siete caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se
ha llevado a cabo una extensa revisión bibliográfica y se han planteado los
objetivos que se pretenden alcanzar. En el segundo caṕıtulo se describen el
montaje experimental general empleado en este trabajo, y el método desa-
rrollado para localizar la posición de la entrefase en cada una de las imágenes
digitales que componen la secuencia obtenida en un experimento. Los tres
siguientes caṕıtulos se centran en el estudio experimental de tres problemas
de dinámica de puentes ĺıquidos. En cada uno se presentan las diferencias
con respecto al montaje presentado en el capitulo dos, y las consideraciones
espećıficas para el análisis de la información experimental. Aśı, en el caṕıtulo
tercero se analiza la vibración axial lineal de puentes ĺıquidos milimétricos.
En el capitulo cuarto se estudia la deformación de la entrefase debida a
vibraciones laterales de pequeña amplitud. El último caso estudiado es la
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deformación dinámica de la entrefase en puentes ĺıquidos no isotermos. Aśı,
en el caṕıtulo quinto, se mide la deformación dinámica de la entrefase y en
el caṕıtulo seis la deformación media. El séptimo caṕıtulo recoge las conclu-
siones alcanzadas en este trabajo. Por último se incluye una sección con las
referencias bibliográficas citadas.

19



Introducción

20



Caṕıtulo 2

TÉCNICAS DE DETECCIÓN DE CONTORNOS EN
IMÁGENES DIGITALES

2.1. Introducción

El objetivo de este trabajo es desarrollar un procedimiento que permita
el estudio experimental de la dinámica de un puente ĺıquido sometido a
ciertas perturbaciones. Este estudio se realizará a través del análisis de las
secuencias de imágenes digitales que se obtengan en los experimentos. En
cada imagen se detectará la posición del contorno y se estudiará la evolución
del mismo en la secuencia. La amplificación utilizada en el experimento y la
precisión del procedimiento de detección de contorno deberán ser suficientes
para observar las deformaciones que se producen en la entrefase del puente
en el experimento concreto.

En este trabajo, en primer lugar, se estudiará la respuesta dinámica de
un puente ĺıquido rodeado por aire y sometido a vibraciones forzadas. El
tamaño de los soportes sólidos debe ser muy pequeño para minimizar el
efecto de la gravedad. El tiempo caracteŕıstico del puente ĺıquido resultante
es muy pequeño y, por tanto, la evolución de esta configuración fluida ocurre
en un periodo de tiempo muy corto (del orden de milisegundos). Además, el
análisis de las oscilaciones lineales requiere que la deformación de la entrefase
sea pequeña. Posteriormente, se estudiará el comportamiento de la entrefase
de un puente ĺıquido sometido a un gradiente de temperaturas. En este caso,
el tamaño de las oscilaciones en la superficie libre del puente ĺıquido es de
orden micrónico.

La utilización de imágenes digitales para el estudio de la estática o la
dinámica de entrefases no es nuevo. Las técnicas tipo ADSA (Axisymmetric
Drop Shape Analysis) fueron pioneras en este campo (Girault et al., 1982,
1984), y han realizado grandes esfuerzos orientados a lograr precisión en
la detección de la entrefase (véase entre otros Cheng y Neumann (1992);
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Song y Springer (1996); Zuo et al. (2004)). Estas técnicas calculan el valor
de la tensión superficial a partir de imágenes experimentales de una gota
obtenidas a contraluz. En primer lugar, localizan la posición de la entrefase
utilizando procedimientos complejos de detección de contorno, especialmen-
te desarrollados para este fin. Posteriormente, calculan el valor de la tensión
superficial que proporciona el mejor ajuste de la solución de la ecuación de
Young-Laplace al contorno experimental extráıdo. La precisión de los va-
lores de la tensión superficial que proporcionan las técnicas tipo ADSA ha
sido estudiada en múltiples ocasiones y resulta muy satisfactoria (Noord-
mans y Busscher, 1991; Cheng y Neumann, 1992; Lin et al., 1995; Hoorfar
y Neumann, 2004). El éxito de estas técnicas procede de tres aspectos fun-
damentales:

1. El diseño de un montaje experimental que proporcione imágenes de la
configuración fluida (gotas, en el caso de las técnicas tipo ADSA) con
la calidad y amplificación suficientes.

2. El desarrollo de un procedimiento de detección de contorno complejo
que localice la entrefase fluido-ĺıquido con alta precisión.

3. La utilización de un procedimiento preciso de calibración de los dispo-
sitivos de adquisición de imágenes.

El procedimiento experimental desarrollado en este trabajo aprovecha la
experiencia de las técnicas tipo ADSA en el estudio de entrefases median-
te imágenes. En las siguientes secciones de este caṕıtulo se describen los
fundamentos del procedimiento.

2.2. Montaje experimental

El montaje experimental utilizado en las técnicas tipo ADSA ha sido
descrito repetidamente en la bibliograf́ıa (Girault et al., 1982; Anastasiadis
et al., 1987; Cheng et al., 1990; Pallas y Harrison, 1990; Hansen y Rødsrud,
1991; Faour et al., 1996; Loglio et al., 1996; Song y Springer, 1996). En
la figura 2.1 se muestra el montaje experimental utilizado en este trabajo,
similar al utilizado en las técnicas tipo ADSA. El puente ĺıquido se forma
en el interior de una celda (A), sujeto entre dos agujas o barras alineadas
axialmente. La celda puede estar aislada o conectada a un dispositivo (B)
que proporcione las condiciones espećıficas del experimento: movimiento,
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Figura 2.1: Montaje experimental general

gradiente térmico, campo eléctrico, magnético, etc. Por este motivo, el diseño
de la celda depende de cómo esté conectada a este dispositivo. Las imágenes
se toman a contraluz con una cámara (C), provista de un objetivo de gran
aumento que reduce el campo de visión al puente ĺıquido o a una parte
del mismo. La cámara puede moverse vertical y horizontalmente utilizando
dos tornillos micrométricos (D,E), y se controla desde un PC (F) donde se
almacenan las imágenes. El efecto contraluz se produce situando al otro lado
de la celda una fuente de iluminación (G) provista de una fibra óptica (H).
La utilización de la fibra óptica limita en gran medida la transmisión de
calor al puente ĺıquido. Entre el puente ĺıquido y la fibra óptica se interpone
un difusor (I) para lograr una iluminación uniforme en la imagen. Todo este
equipamiento se sitúa sobre una mesa óptica que amortigua las vibraciones
procedentes del edificio (J), y está cubierto por una caja de plexiglás (K)
para impedir interferencias debidas a corrientes de aire en el laboratorio.

2.3. El contorno en la imagen

2.3.1. Imagen digital

El desarrollo de los computadores y de las cámaras digitales ha supuesto
un salto cualitativo en la detección de contornos. Con anterioridad al uso de
estos dispositivos, las imágenes eran exclusivamente analógicas, la detección
del contorno se realizaba manualmente y su precisión dejaba mucho que
desear. Actualmente, el uso de imágenes digitales nos permite una detección
automatizada del contorno.

Las cámaras de video modernas convierten la enerǵıa luminosa en corrien-
te eléctrica que es muestreada a través de una rejilla rectangular produciendo
una matriz bidimensional de valores (Burt, 1974; Gonzalez, 2000; Peterson,
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2001). Aśı, las imágenes digitales son matrices formadas por elementos rec-
tangulares denominados ṕıxeles (picture element). La resolución espacial de
dichas imágenes está definida por el número de columnas y filas de ṕıxeles
que la componen. Cada ṕıxel se identifica por su posición en la imagen (i, j),
siendo i la columna y j la fila a la que pertenece, contando desde la esquina
superior izquierda de la imagen. Por otra parte, a cada ṕıxel le corresponde
un determinado nivel de gris o intensidad. El número de niveles de grises
permitidos depende de la resolución a nivel de gris del equipo con el que
se tomó la imagen y es usualmente una potencia entera de 2, ya que la
cuantificación en niveles de intensidad luminosa se realiza en código binario.
La resolución a nivel de gris más común en los sistemas de adquisición de
imágenes es de 8 bits con 256 niveles de gris permitidos.

Por tanto, la información de una imagen digital está almacenada en una
matriz bidimensional I de dimensiones iguales a la resolución espacial de la
imagen. El valor de un elemento (i, j) de la matriz es un número entero,
comprendido entre 0 y 255, que indica la intensidad en el ṕıxel correspon-
diente.

2.3.2. Bordes

Los cambios, tanto de las propiedades f́ısicas de los objetos observa-
dos (profundidad, orientación, textura, color de la superficie), como de las
condiciones externas (iluminación y propiedades reflectantes), se reflejan en
variaciones bruscas de la intensidad en la imagen. Las zonas en las que
se producen estas variaciones se conocen como bordes (Gonzalez y Woods,
2002). En una imagen ideal, la función intensidad I debeŕıa presentar la
forma de un escalón en la dirección x perpendicular al borde (fig. 2.2). Aśı,
el borde estaŕıa situado en el punto en el que se produce el salto en el valor
de I. Sin embargo, en las imágenes reales de cualquier objeto, la variación
en la intensidad se produce en una zona más extensa (fig. 2.3.a). La posi-
ción exacta del borde ya no es obvia, y depende del criterio que se aplique
para determinarla. El criterio más común basado en la intensidad localiza
el borde en el punto en el se alcanza un determinado valor umbral. Aunque
es menos frecuente, también puede localizarse el borde en el punto medio
entre los que empieza y finaliza el salto.

Otros criterios frecuentemente utilizados se basan en la forma de las
derivadas de la función intensidad. El borde se situará donde se produzca el
máximo cambio de intensidad. La figura 2.3.b representa la derivada I ′ de
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Figura 2.2: Forma ideal de la intensidad de gris de una imagen analógica en las
proximidades de un borde a lo largo de la dirección x perpendicular a éste.
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Figura 2.3: Forma de la función intensidad y sus derivadas en las proximidades
de un borde a lo largo de la dirección x perpendicular a éste. a) Intensidad. b)
Derivada. c) Segunda derivada.
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la función intensidad de la fig.2.3.a. El punto en el que se produce el mayor
cambio de intensidad se corresponde con un máximo en la derivada. La
figura 2.3.c representa la forma de la segunda derivada I ′′ de la intensidad.
La presencia del máximo en la derivada se corresponde con una ráız de
la segunda derivada. En la sección 2.4 se muestran algunos métodos de
detección de borde basados en la función intensidad y en sus primera y
segunda derivadas.

2.3.3. Ruidos

Algunas variaciones en la intensidad no corresponden a cambios en las
propiedades de los objetos observados. Estas variaciones se conocen como
ruidos y se introducen durante la adquisición de la imagen. También se consi-
deran como ruidos aquellas variaciones que, aun correspondiendo a cambios
de las propiedades f́ısicas de los objetos, no aportan datos relevantes o de
los que se desconoce como extraer información (Forsyth y Ponce, 2003). Aśı,
serán fuentes de ruido los dispositivos electrónicos del equipo de adquisición
de imágenes y aquellos fenómenos asociados al experimento (ambigüedad
por desenfoque, condensación, evaporación, sombras, reflejos,...).

2.4. Técnicas de detección de bordes

2.4.1. Detectores de intensidad umbral

La técnica de intensidad umbral no es propiamente un método de de-
tección de contorno, sino una técnica de segmentación. Las técnicas de seg-
mentación dividen la imagen en zonas disjuntas (objetos y fondo)(Maravall,
1993). Su funcionamiento asume que la imagen contiene uno o más objetos
oscuros sobre un fondo claro, y que es posible seleccionar una intensidad que
permita separar el objeto del fondo. Aśı, esta técnica establece una intensi-
dad umbral U y considera que un ṕıxel (i, j) pertenece al objeto si es más
oscuro que el nivel umbral (I(i, j) ≤ U), y al fondo si es más claro. Aplicada
a la detección de contornos, la técnica de intensidad umbral selecciona como
ṕıxeles del contorno aquellos ṕıxeles del objeto en contacto con el fondo.

Aunque el fundamento de esta técnica es muy sencillo, la selección de una
intensidad umbral adecuada es fundamental para obtener un borde correcto.
Además, el valor umbral elegido puede ser único para toda la imagen (umbral
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Figura 2.4: Imagen de una sección de un puente ĺıquido y su histograma corres-
pondiente

global) o puede ser distinto en las diferentes secciones de la imagen (umbral
local o adaptativo).

Las técnicas de intensidad umbral global proporcionan buenos resultados
cuando la iluminación es uniforme y existe un contraste aproximadamente
constante entre el fondo y el objeto. El valor umbral U se calcula, frecuente-
mente, analizando el histograma de la imagen entera. El histograma presenta
la frecuencia relativa de aparición de cada uno de los posibles niveles de in-
tensidad en la imagen. En las imágenes de un objeto oscuro sobre un fondo
claro, el histograma tiene forma bimodal (fig. 2.4) y los ṕıxeles se agrupan
en los lóbulos correspondientes al objeto y al fondo. Por tanto, cada lóbulo
está formado por los niveles de intensidad de los ṕıxeles de objetos f́ısicos
equivalentes. Existen varios métodos para calcular el valor del umbral U :

El método del nivel de gris medio establece que la intensidad umbral
U es el nivel medio de gris de la imagen. Es una técnica rápida, pero
no es precisa dado que en la mayoŕıa de las imágenes no existe igual
proporción de ṕıxeles pertenecientes a objetos y fondo.

El método P-tile se basa en el conocimiento de la fracción de la imagen
que ocupa el objeto. A partir de éste se calcula el número de ṕıxeles
que forman parte del mismo, Np y se vaŕıa la intensidad umbral hasta
que haya Np ṕıxeles con un nivel de intensidad de gris inferior. Este
procedimiento es también muy rápido pero requiere conocer el valor
de Np.

El método de los dos picos busca la intensidad para la que aparece un
“valle” entre los dos lóbulos del histograma. Este método en principio
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es muy simple, pero presenta dos inconvenientes. El primero es que
en un histograma con mucho ruido puede haber muchos máximos y
mı́nimos locales, y esto dificulta la tarea de encontrar el valle buscado.
El segundo es que existen histogramas con lóbulos superpuestos que
carecen de valle entre los mismos.

El método de selección iterativa del umbral está basado en el algoritmo
de agrupamiento de medias K (MacQueen, 1967), y se aplica cuando
existan dos grupos de ṕıxeles (objeto y fondo). Este método (Ridler
y Calvard, 1978; Trussell, 1979) establece un umbral inicial, U0, que
divide el conjunto de ṕıxeles de la imagen en dos subconjuntos. A
continuación, calcula el valor medio de intensidad de gris para cada
subconjunto y calcula un nuevo umbral, U1, a partir de la media de
dichos valores. Si U1 − U0 es menor que una determinada cantidad
ε establecida por el usuario, el proceso finaliza y U1 será el umbral
buscado. En caso contrario, el proceso entra en un bucle donde U0

toma el valor del último U1 obtenido y se calcula un nuevo U1. Este
bucle se repite hasta que U1−U0 < ε. Este algoritmo funciona siempre
que la extensión de ambos grupos sea aproximadamente igual, y fue
generalizado por Kittler e Illingworth en 1986 teniendo en cuenta las
varianzas de cada grupo en el cálculo del umbral (método iterativo de
error mı́nimo).

El método de Otsu asume que el histograma de I(i, j) es una com-
binación de dos distribuciones normales que corresponden al objeto
(es decir al puente ĺıquido y eventualmente a los soportes sólidos) y al
fondo, respectivamente. El algoritmo de Otsu toma como valor umbral
aquel que separa ambas distribuciones y minimiza la suma ponderada
de sus varianzas. Más detalles sobre este método puede encontrarse en
(Otsu, 1979).

Se han propuesto numerosos algoritmos adicionales, como puede com-
probarse en (Glasbey, 1993; Leung y Lam, 1996). En el presente trabajo se
ha escogido la técnica de Otsu, ya que se ha citado como una técnica efectiva
(Kittler e Illingworth, 1986; Kurita et al., 1992; Trier y Jain, 1995; Brink y
Pendock, 1996; Yu et al., 1997) y se ha utilizado en múltiples aplicaciones
(Solihin y Leedham, 1999; Rosin e Ioannidis, 2003).

La selección de un único umbral para la imagen completa no proporciona
resultados satisfactorios en condiciones de iluminación defectuosas (sombras,
iluminación no uniforme,...) porque los niveles de intensidad luminosa no se
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distribuyen de forma homogénea en la imagen. En este caso resulta más
conveniente la utilización de las técnicas de umbral adaptativo, que dividen
la imagen en secciones en las que la iluminación es uniforme. El método
propuesto por Chow y Kaneko (1972) es una aproximación a la detección
local del umbral. En primer lugar se divide una imagen en subimágenes de
forma que cada subimagen se solape con la anterior en la mitad de su con-
tenido. A continuación se calcula el histograma de cada parte, se rechazan
los histogramas que no sean bimodales y se obtienen los umbrales del resto
utilizando el método iterativo de error mı́nimo. Por último se realiza una
interpolación a partir de dichos umbrales para calcular el umbral para ca-
da ṕıxel. Este método es bastante preciso, pero requiere mucho tiempo de
cómputo. Por esta razón es frecuente determinar un umbral para cada ṕıxel
analizando la intensidad en los ṕıxeles vecinos. Como la función intensidad
del grupo de ṕıxeles es similar a una función de tipo “rampa”, el umbral
podrá determinarse como la semisuma de los valores medios de esa función
(se entiende por nivel la zona donde la función intensidad de gris no vaŕıa).

2.4.2. Detectores de máximo gradiente

Los detectores de máximo gradiente localizan el borde en los puntos en
los que las variaciones de intensidad son máximas. La intensidad es una
función bidimensional en la imagen, por lo que su variación se mide con la
función gradiente (en lugar de con la derivada). Como la función intensidad
I de la imagen digital es discreta, no es posible calcular el gradiente y es
necesario utilizar una aproximación G de su valor. Las aproximaciones más
frecuentes se obtienen utilizando operadores (también llamados máscaras o
filtros).

Los operadores son matrices cuadradas, de dimensiones mucho menores
a las de la imagen, que indican los coeficientes por los que se multiplican las
intensidades en un ṕıxel y sus vecinos para calcular el gradiente en ese ṕıxel.
Los operadores de dimensiones pequeñas son muy sensibles a la presencia
de ruido. Los de dimensiones grandes aumentan el tiempo de computación y
difuminan los bordes, haciendo más dif́ıcil su localización. Se ha comprobado
que los operadores 3×3 son los más efectivos (Gonzalez, 2000). La figura 2.5
muestra un operador 3×3. En general, el valor V en un ṕıxel al aplicar el
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Figura 2.5: Máscara 3×3 general.

operador de la figura se calcula con la expresión

V (i, j) = A11 I(i− 1, j − 1) + A21 I(i, j − 1) + A31 I(i + 1, j − 1)
+A12 I(i− 1, j) + A22 I(i, j) + A32 I(i + 1, j)
+A13 I(i− 1, j + 1) + A23 I(i, j + 1) + A33 I(i + 1, j + 1).

(2.1)

Las aproximaciones del gradiente más comunes utilizan dos operadores
3×3, uno para calcular la componente Gi a lo largo de la dirección indicada
por las filas, y otro para la componente Gj correspondiente a las columnas.
La figura 2.6 presenta los operadores que han sido utilizados con más fre-
cuencia en la detección de contornos. Su efectividad es diferente según la
dirección del borde y la presencia de ruido. El operador de Roberts está to-
dav́ıa en uso porque detecta bien los bordes y tiene una excelente velocidad
de cómputo, pero es más sensible al ruido que el resto. Por otro lado, el
operador de Prewitt es más efectivo cuando los bordes son horizontales y
verticales, mientras que el de Sobel es más sensible a los bordes diagonales
(Gonzalez, 2000). Por este motivo Frei y Chen propusieron un operador que
presentase isotroṕıa aunque su rendimiento es aproximadamente igual al de
los operadores de Prewitt y Sobel.

Calculadas las componentes Gi y Gj con los operadores elegidos, es po-
sible obtener el módulo y dirección del gradiente. La magnitud del gradiente
viene dada por la expresión

G =
(
G2

i + G2
j

)1/2
. (2.2)

Sin embargo, para reducir el tiempo de cálculo, es común utilizar como
aproximación la suma de los valores absolutos

G = |Gi|+ |Gj | , (2.3)
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Figura 2.6: Máscaras utilizadas con mayor frecuencia en el cálculo del gradiente
en una imagen.

o, simplemente, el máximo de ambos valores

G = max (|Gi| , |Gj |) . (2.4)

La detección de ṕıxeles del contorno se realiza considerando el valor del
gradiente obtenido con las expresiones anteriores. Existen distintos criterios
para seleccionar el borde. El más sencillo establece un valor umbral UG

para el módulo del gradiente por encima del cual se considera que el ṕıxel
pertenece al contorno. Con este método, el contorno obtenido depende del
valor UG elegido. Valores elevados producen bordes discontinuos, mientras
que valores reducidos producen bordes gruesos (de varios ṕıxeles de ancho)
que pueden incluir los ruidos. Otro procedimiento posible consiste en buscar
los ṕıxeles en los que G es un máximo local, analizando su valor por filas y
por columnas.
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2.4.3. Detector de Canny

El método de Canny es, rigurosamente hablando, un método de máximo
gradiente. Actualmente, es una de las técnicas de detección de contornos más
potentes y populares. Canny (1986) diseñó este algoritmo para conseguir una
detección de contornos óptima. Para ello plantea tres objetivos: 1) buena
detección, el contorno detectado debe incluir todo el borde real y no incluir
partes que no pertenezcan a éste; 2) buena localización, la distancia entre
el borde detectado y el borde real debe ser lo menor posible; y 3) respuesta
única, un borde real sencillo no debe producir un borde detectado múltiple.

Antes de calcular el gradiente y seleccionar qué ṕıxeles pertenecen al bor-
de, el método de Canny reduce la presencia de ruido mediante un suavizado.
Posteriormente, se utiliza el operador de Sobel sobre la imagen suavizada pa-
ra calcular el gradiente. Sólo los ṕıxeles correspondientes a máximos locales
del módulo del gradiente son candidatos a pertenecer al contorno. El siguien-
te paso es establecer dos niveles umbrales de gradiente. Un nivel superior,
por encima del cual un ṕıxel directamente se considera parte del contorno; y
otro inferior, por debajo del cual se rechaza el ṕıxel como ruido. Los ṕıxeles
con gradiente entre los dos umbrales se incluyen en el contorno cuando están
en contacto (en la dirección adecuada) con un ṕıxel ya seleccionado para el
contorno.

2.4.4. Detector de Laplaciana cero

En la sección 2.3.2 se mencionó que los puntos donde la intensidad es
máxima coinciden con los puntos donde se anula la segunda derivada. Dado
que la función intensidad I es una función bidimensional se utilizará la
laplaciana para el cálculo de la segunda derivada. Ésta se aproxima aplicando
una única máscara de dimensiones 3× 3 que diferirá si se tienen en cuenta
los vecinos que se asientan sobre las diagonales (fig. 2.7a) o no (fig. 2.7b).
El valor de la laplaciana es muy sensible al ruido presente en las imágenes,
por lo que antes de su aplicación se suavizan las imágenes. Esta operación
difumina el borde por lo que se empeora la detección del mismo. Por éste
motivo, los detectores de borde basados en el cálculo del gradiente se utilizan
con mayor frecuencia que los basados en la segunda derivada.
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Figura 2.7: Máscaras utilizadas para calcular el valor aproximado de la laplaciana

2.5. Procedimiento de detección de contornos

Las técnicas tipo ADSA detectan el contorno en tres fases. En primer
lugar, utilizan una técnica estándar de detección de bordes para obtener
un conjunto inicial de ṕıxeles del contorno. En segundo lugar, combinan un
criterio de intensidad umbral adaptativo con técnicas de interpolación para
determinar con mayor exactitud (a nivel subṕıxel) la posición de los puntos
del contorno. Por último, realizan un suavizado del perfil obtenido. En el
presente trabajo se emplean dos procedimientos distintos para realizar una
detección a nivel subṕıxel. El primero se basa en la detección de contornos
realizada por las técnicas ADSA. El segundo, es una extensión del método
de Otsu para nivel subṕıxel.

El primer procedimiento realiza una detección en dos etapas y se utiliza
cuando la iluminación no es uniforme. Éste es el caso de las imágenes obte-
nidas en nuestros experimentos que contienen ambos contornos del puente
(ver figura 2.8a), en las que la intensidad del fondo no coincide para am-
bos contornos 2.8. En la primera etapa, se detecta un conjunto de ṕıxeles
que probablemente pertenecen al contorno, utilizando la función edge que se
incluye en el programa MATLAB y que contiene, entre otros, un detector ba-
sado en el método de Canny (1986). Concretamente, para una imagen de un
puente ĺıquido se obtienen dos conjuntos de ṕıxeles, {(is, js)}l y {(is, js)}r,
que caracterizan los contornos izquierdo y derecho, respectivamente. A con-
tinuación, para aumentar la precisión de la localización del contorno al nivel
subṕıxel, se realiza una interpolación por splines cúbicos y se detecta el
borde utilizando un umbral adaptativo (véase la sección 2.4.1). Para cada
ṕıxel (is, js), perteneciente al contorno detectado con anterioridad, se ana-
liza el perfil de intensidad de gris en un entorno de n ṕıxeles en la misma
fila j = js. La figura 2.8b muestra la intensidad de gris en el entorno del
borde correspondiente a la ĺınea de la figura 2.8a. La intensidad de gris vaŕıa
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desde valores bajos (oscuros) correspondientes al puente, hasta valores ele-
vados (claros) que corresponden al fondo. La variación de la intensidad de
gris desde el nivel oscuro al claro se produce a lo largo de varios ṕıxeles.
El número n de ṕıxeles del entorno elegido depende del ancho del borde,
es decir, del número de ṕıxeles en el que se produce la variación. A nivel
subṕıxel, el contorno se localiza utilizando un criterio de intensidad umbral
local. El nivel umbral U local se calcula como la semisuma de la intensidad
de gris media de la zona oscura y la correspondiente de la zona clara. En la
figura 2.8b se han marcado los valores de intensidad utilizados para calcular
el umbral. Para determinar dónde se alcanza ese nivel de intensidad, se uti-
liza una interpolación por splines cúbicos en el entorno considerado (ĺınea
en la figura 2.8b). El punto (xI

s, z
I
s), (zI

s = js) donde la intensidad tome el
valor umbral se considera parte del contorno detectado a nivel subṕıxel.

240.0 247.5 255.0 262.5 270.0 277.5 285.0
0

40

80

120

160

I

i

Ancho del borde (b)

Figura 2.8: Imagen de un puente ĺıquido (a), y perfil de intensidad de grises (b)
correspondiente a la ĺınea dibujada en (a). El triángulo indica el ṕıxel proporcionado
por el método de Canny. Los puntos se corresponden con los vecinos más próximos
a ese ṕıxel. La ĺınea es el resultado de la interpolación por splines cúbicos de los
puntos. Los cuadros son los puntos que se utilizan para calcular el valor umbral.

El segundo procedimiento realiza una detección directa a nivel subṕıxel
y proporciona mejores resultados cuando las imágenes presentan una ilu-
minación uniforme. En primer lugar, determina el valor del umbral global
de intensidad mediante la función graythresh de MATLAB, que implementa
el método de Otsu (Otsu, 1979). Una vez que el valor del umbral ha sido
calculado, para cada columna j se identifican los dos ṕıxeles consecutivos
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entre los que el valor de la intensidad I cruza el valor umbral. Por último,
se interpola linealmente para calcular el punto donde la intensidad toma el
valor umbral. Este procedimiento asume que ése es un punto del contorno.

2.6. Calibración del sistema de adquisición de imágenes

La mayoŕıa de los dispositivos de digitalización producen ṕıxeles no cua-
drados en la imagen. Es decir, la amplificación en las direcciones horizontal
y vertical no es la misma. La relación entre ambas amplificaciones se conoce
como relación de aspecto, Ra, y es una caracteŕıstica propia del dispositi-
vo utilizado. Por otra parte, las lentes, dependiendo de su calidad y de su
curvatura, producen distorsión en las imágenes y en el contorno detectado.

Por tanto, la forma y dimensiones del objeto que aparece en la imagen
experimental no coinciden con las reales. Las dimensiones vaŕıan debido a
la amplificación de la cámara; y la forma debido a la relación de aspecto
del ṕıxel y a la distorsión producida por la lente. Los efectos producidos
por la amplificación y la relación de aspecto del ṕıxel son lineales, es decir,
pueden ser representados mediante transformaciones geométricas lineales. La
distorsión produce, sin embargo, variaciones no lineales de la forma. Todos
estos efectos deben ser calibrados como se describe a continuación.

2.6.1. Procedimiento de calibración

La calibración se realiza tomando una imagen de una rejilla formada
por ĺıneas verticales y horizontales separadas una distancia conocida (otros
métodos de calibración pueden encontrarse en Cabezas (2005)). La rejilla
debe situarse en el plano vertical que coincida, aproximadamente, con el
plano meridional del puente ĺıquido. La figura 2.9.a presenta un esquema
de la rejilla de calibración y la figura 2.9.b muestra la imagen de la rejilla
obtenida en un experimento. La calibración pretende obtener una función
que relacione la posición de un punto en la imagen y en la realidad. Por esa
razón se define un sistema de referencia asociado a la geometŕıa real y otro
a la imagen.

El eje xG marca la dirección de las ĺıneas horizontales de la rejilla, y el
eje zG la dirección de las ĺıneas verticales. El origen está situado en el vértice
superior izquierdo de la rejilla (fig. 2.9.a). El sistema de referencia (xI , zI)
asociado a la imagen tiene el eje xI en la dirección horizontal, y zI en la
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Figura 2.9: a) Rejilla calibrada y sistema de referencia
(
xG, zG

)
asociado a ella.

b) Imagen de la rejilla calibrada y sistema de referencia
(
xI , zI

)
asociado a ella.

dirección vertical. El origen está situado en la esquina superior izquierda de
la imagen (fig. 2.9.b). Tal y como se ha definido este sistema de referencia,
coincide con el (i, j) utilizado para referenciar los ṕıxeles en la imagen.

Las ĺıneas de la rejilla y las diagonales dividen el plano en pequeñas celdas
triangulares (fig. 2.9). Estas celdas son lo suficientemente pequeñas para
que la deformación producida por la cámara en su interior pueda modelarse
mediante la transformación lineal

[
xI

zI

]
=

[
p1 p2

p3 p4

] [
xG

zG

]
+

[
p5

p6

]
, (2.5)

donde los parámetros {p1, p2, p3, p4, p5, p6} son desconocidos. Si se conocen
las coordenadas de tres puntos pertenecientes a un triángulo en ambos siste-
mas de referencia y se sustituyen en la transformación lineal (2.5), se obtiene
un sistema de seis ecuaciones que permite calcular los seis parámetros. Los
puntos adecuados para realizar este cálculo son los vértices de los triángulos,
ya que su posición puede determinarse con gran precisión. La transforma-
ción que se obtiene es coherente, ya que la transformada de una ĺınea que
separa dos triángulos es la misma independientemente del triángulo que se
utilice para calcularla.

Aplicando este procedimiento se determinan los parámetros correspon-
dientes a todos los triángulos de la imagen. Una vez calculados, se define
la función fCEC

(
xI , zI

)
que corrige los efectos producidos por los disposi-

tivos de adquisición de la imagen. Esta función busca el triángulo al que
pertenece el punto (xI , zI) de la imagen y calcula la posición real del punto
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correspondiente {(
xG

p , zG
p

)}
= fCEC

({(
xI

p, z
I
p

)})
. (2.6)

En la sección (2.6) se ha explicado cómo se detecta el contorno de un
puente ĺıquido en una imagen utilizando las técnicas descritas en la sección
2.4. Mediante la transformación (2.6) se obtiene la posición del contorno en
el sistema de referencia asociado a la rejilla (real).
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Caṕıtulo 3

VIBRACIÓN AXIAL DE PUENTES LÍQUIDOS
ISOTERMOS

3.1. Introducción

Como se ha mencionado en el primer caṕıtulo, el número de estudios
experimentales que tratan sobre oscilaciones libres y forzadas de un puente
ĺıquido es bastante reducido, probablemente debido a las dificultades técni-
cas asociadas a la microgravedad. Aśı, aunque algunos estudios (Langbein
et al., 1995; Thiessen et al., 2002; Mart́ınez et al., 2004) se han desarrolla-
do en ambientes reales de gravedad cero, la mayoŕıa de los experimentos
se han llevado a cabo en Tierra en condiciones de microgravedad simulada,
utilizando la técnica de Plateau-Rayleigh (Sanz, 1985; Sanz y López-Dı́ez,
1989; Perales y Meseguer, 1992; Morse et al., 1996; Zayas et al., 2000; Wei et
al., 2005). No obstante, la influencia del baño de ĺıquido en la dinámica del
puente ĺıquido ni es despreciable ni fácil de determinar, por lo que impide
verificar las predicciones teóricas obtenidas para un puente ĺıquido aislado.

Por otra parte, el análisis experimental de la respuesta dinámica de un
puente ĺıquido rodeado de aire en Tierra no es una tarea fácil. Como se ha
explicado en la sección 2.1, para que el puente sea estable, el tamaño de los
soportes sólidos debe ser muy pequeño. Esto se traduce en una reducción
del tiempo caracteŕıstico del puente ĺıquido milimétrico resultante (llamado
microzona) a milésimas de segundo. Esto constituye un serio obstáculo si
uno está interesado en la vibración forzada o en las oscilaciones libres a alta
frecuencia.

El análisis de las oscilaciones lineales acarrea una dificultad adicional:
la deformación de la entrefase debe ser pequeña y, por lo tanto, cualquier
falta de precisión en la detección del contorno del puente ĺıquido conduce a
resultados erróneos.
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Las oscilaciones libres y forzadas de una microzona han sido estudiadas
experimentalmente por Mollot et al. (1993) mediante videograf́ıa de alta ve-
locidad. En ese trabajo midieron las frecuencias de resonancia y las tasas de
amortiguamiento para diversos valores de la esbeltez y del número capilar. A
pesar de la limitada resolución de la cámara, obtuvieron medidas precisas de
la frecuencia de resonancia, mostrando un buen acuerdo con las predicciones
calculadas en la teoŕıas lineal (Tsamopoulos et al., 1992) y no lineal (Chen y
Tsamopoulos, 1993). Sin embargo, las imprecisiones cometidas en la deter-
minación de la posición de la entrefase condujeron a resultados erróneos de
las tasas de amortiguamiento para ĺıquidos prácticamente no viscosos. En
las referencias (Gañán-Calvo y Barrero, 1990; Ahrens et al., 1994; Langbein
et al., 1995), se obtuvieron experimentalmente las frecuencias de resonancia
de una microzona, y se compararon con los resultados calculados a partir
del modelo de Cosserat y de las ecuaciones de Navier-Stokes. El acuerdo fue
similar al obtenido por Mollot et al. (1993). No existen referencias en las que
se comparen las deformaciones experimentales y teóricas de una microzona
en oscilación.

En este caṕıtulo, se utiliza una cámara de alta velocidad, junto con la
metodoloǵıa introducida en el caṕıtulo anterior, para analizar experimental-
mente las vibraciones axiales de amplitud pequeña en puentes ĺıquidos axi-
simétricos milimétricos. Básicamente, esto requiere medidas precisas de las
fuerza impulsora que actúa sobre el puente ĺıquido, aśı como de la deforma-
ción de la entrefase resultante. La organización del caṕıtulo es la siguiente. El
problema se formula en la sección 3.2. El montaje y el procedimiento experi-
mental se presentan en la sección 3.3. El análisis completo de la vibración se
describe en la sección 3.4. Por último, se comparan las deformaciones expe-
rimentales de la entrefase y las correspondientes a distintos modelos teóricos
(sec. 3.5).

3.2. Formulación del problema

La configuración fluida considerada se muestra en la figura 3.1. Consiste
en una masa de ĺıquido isotermo con volumen V, sostenido entre dos agujas
coaxiales de radio exterior R separadas una distancia L. El puente ĺıqui-
do está sometido a la acción de una fuerza axial constante (gravedad) de
magnitud g0 por unidad de masa. La densidad del puente ĺıquido es ρ, la
viscosidad cinemática es ν, y la tensión superficial asociada a la entrefase
es σ. Estas propiedades son uniformes y constantes bajo las condiciones de
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Figura 3.1: Geometŕıa y sistema de coordenadas asociado al puente ĺıquido.

análisis isotermo. El gas circundante tiene densidad y viscosidad desprecia-
bles, por lo que no afecta a la dinámica del puente ĺıquido. El contorno en
equilibrio de esta configuración axisimétrica se caracteriza mediante la fun-
ción F0(z), que mide la distancia entre un elemento de la superficie libre y
el eje z del puente ĺıquido.

Por otra parte, se considera que la configuración fluida mencionada vi-
bra, junto con las agujas, a lo largo del eje z. Se asume que las oscilaciones
son armónicas de amplitud A (A > 0) y velocidad angular ω. Si se elige
adecuadamente el origen de tiempos, la componente z de la fuerza inercial
por unidad de masa producida por la vibración es g(t) = A ω2 cos(ωt).
El objetivo de este análisis experimental es la medida de la deformación
F (z, t) − F0(z) de la entrefase en el régimen periódico, donde la función
F (z, t) mide la distancia entre un elemento de la superficie libre y el eje z
en el instante t. Como puede verse en el análisis de los experimentos (sec.
3.4.3), las dos ĺıneas de contacto triple que existen en los bordes interiores
de las agujas permanecen prácticamente en equilibrio durante la vibración,
y sus radios en las agujas inferior y superior son R1 y R2, respectivamente.
Además, no existe un movimiento significativo de fluido a través de las agu-
jas, de modo que el volumen V del puente ĺıquido permanece prácticamente
constante.

Si se utilizan R0 ≡ 1/2 (R1 + R2), t0 ≡ (ρR3
0/σ)1/2, y ρ como longitud,

tiempo y densidad caracteŕısticos, respectivamente, se obtienen los paráme-
tros adimensionales que caracterizan el problema: la esbeltez Λ ≡ L/(2R0),
el volumen reducido V ≡ V/V∗ (definido como la razón entre el volumen f́ısi-
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co V y el volumen de un cilindro V∗ = πR2
0L de la misma longitud L y radio

igual a R0), el número de Bond B0 ≡ ρg0R
2
0/σ, el parámetro de diferencia

entre los radios de las ĺıneas de contacto h ≡ (R2−R1)/(R2+R1), el número
capilar Cν ≡ ν(ρ/σR0)1/2 (definido como la ráız cuadrada del número de
Ohnesorge), la amplitud a ≡ A/R0, y la velocidad angular Ω ≡ ω(ρR3

0/σ)1/2.
Por lo tanto, la deformación de la entrefase adimensional (F −F0)/R0 en el
instante t/t0 depende del conjunto de parámetros {Λ, V , B0, h, Cν , a, Ω}.
Para simplificar, se considera el mismo ĺıquido (agua destilada) y las mis-
mas agujas soporte en todos los experimentos. De esta forma {B0, h, Cν} se
mantendrán (prácticamente) constantes durante el análisis realizado, y sólo
se cambiarán los valores de {Λ, V , a, Ω}.

3.3. Montaje y procedimiento experimental

3.3.1. Montaje experimental

En la sección 2.2 se ha descrito el montaje experimental general utilizado
a lo largo de este trabajo. En los experimentos concernientes a este caṕıtulo
no se han utilizado alguno de los elementos descritos en el montaje gene-
ral. El objetivo utilizado permit́ıa un campo de visión ajustado al puente
ĺıquido completo, tanto en reposo como en movimiento, por lo que no fueron
necesarios los tornillos micrométricos para desplazar la cámara. La caja de
plexiglás tampoco fue necesaria, ya que las oscilaciones forzadas apenas son
sensibles a las corrientes de aire en el laboratorio.

La figura 3.2 muestra el puente ĺıquido formado entre las agujas (A) en
el interior de la celda (B), y el vibrador electrodinámico (C) que los somete
a vibración. El puente ĺıquido está sostenido entre dos agujas de idéntico
radio exterior R = 0.917 mm. La aguja superior se conecta a una bomba de
inyección que permite inyectar y retirar controladamente el ĺıquido utiliza-
do. Además, la aguja puede moverse axialmente para ajustar la longitud del
puente ĺıquido. La aguja inferior está fijada a la celda y tiene un extremo ce-
rrado de modo que no tenga lugar ningún movimiento de ĺıquido a través de
ella. La celda se ha mecanizado para asegurar que las agujas estén axialmen-
te alineadas con una tolerancia menor de 10 µm. La celda está encerrada
en un compartimento de cristal transparente para evitar tanto la pérdida
significativa de volumen del puente ĺıquido, debido a la evaporación, como
la contaminación de la entrefase durante el experimento. La celda se monta
sobre una plataforma conectada a un vibrador electrodinámico. El vibrador
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Figura 3.2: Dispositivo experimental: agujas (A), celda del puente ĺıquido (B),
plataforma vibrante (C) y amplificador (D)

electrodinámico, que se controla mediante una señal emitida desde un PC
debidamente amplificada (D), produce vibraciones armónicas con velocidad
angular ω y amplitud A. El valor de ω puede ser seleccionado. Las des-
viaciones de éste con respecto al valor medido mediante una fuente de luz
estroboscópica fueron menores del 0.5 %. La amplitud A se especifica indi-
rectamente seleccionando el voltaje de entrada de la señal. La determinación
directa de su valor (que es inferior a 0.15 mm en el experimento) requeriŕıa
una meticulosa calibración previa del vibrador. Alternativamente, se pueden
obtener medidas precisas tanto de ω como de A a partir de la secuencia de
imágenes adquirida durante el experimento. La vibración del puente ĺıquido
se graba con la ayuda de una cámara de video de alta velocidad, que toma
imágenes con una resolución de 360×570 ṕıxeles. Además, el hecho de que
las imágenes del puente ĺıquido en movimiento se tomen en intervalos cons-
tantes, permite calcular fácilmente el instante de tiempo t∗i = (i − 1)∆t∗

correspondiente a cada imagen i. Sin embargo, t 6= t∗ en casi todos los ca-
sos ya que el instante de tiempo t∗ = 0 no coincide necesariamente con un
máximo de g(t).

Por otra parte, para que los efectos ópticos producidos por el sistema
de adquisición de imágenes sean tenidos en cuenta, éste debe ser calibrado.
Para ello, se toman imágenes digitales de una rejilla de calibración y de
una plomada al inicio de cada experimento. La rejilla de calibración se sitúa
en el plano vertical que coincide aproximadamente con el plano meridional
del puente ĺıquido. Para evaluar los efectos ópticos, se define un sistema
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Figura 3.3: Rejilla de calibración, puente ĺıquido y sus sistemas de coordenadas
respectivos.

de coordenadas (xG, zG) asociado a la rejilla (véase Fig. 3.3). La rejilla
está inclinada un ángulo α con respecto a la gravedad. El valor de α se
estima analizando la imagen de la plomada. Tanto la rejilla como la plomada
se retiran antes de montar la celda del puente ĺıquido en la plataforma
vibrante.

Por último, el sistema de coordenadas del puente ĺıquido (r, z) está des-
plazado y rotado un ángulo β con respecto al sistema de coordenadas de la
rejilla (xG, zG). Además, el puente ĺıquido es axisimétrico si z es paralelo a la
dirección de la gravedad (α = β). En caso contrario, el puente ĺıquido no es
axisimétrico debido a la contribución lateral de la gravedad. La dirección de
vibración forma un ángulo γ con respecto al eje zG. Para provocar deforma-
ciones axisimétricas, la vibración debe ser paralela al eje del puente ĺıquido
(β = γ). En los experimentos, el puente ĺıquido, la plataforma vibrante y
la rejilla de calibración se han colocado de forma que los ángulos {α, β, γ}
tomen valores pequeños. En cualquier caso, sus valores se calculan en cada
experimento a partir de las imágenes digitales.

3.3.2. Procedimiento experimental

Cada experimento se desarrolla en las siguientes etapas:

1. Se toman imágenes tanto de la rejilla de calibración como de la plo-
mada antes de formar el puente ĺıquido.
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2. Se reemplaza la rejilla de calibración y la plomada por la celda del
puente ĺıquido en la plataforma vibrante y se inyecta ĺıquido desde la
aguja superior para formar un puente ĺıquido entre las agujas.

3. Se graba una imagen digital del puente ĺıquido en reposo.

4. Se vibra el puente ĺıquido y, varios segundos después del comienzo de la
vibración, se graba una peĺıcula de 300 imágenes durante 0.5 s (a una
velocidad de 600 imágenes por segundo). Las imágenes de la peĺıcula
se toman en intervalos constantes de tiempo ∆t∗ ' 1.67 ms y con un
tiempo de exposición de 0.27 ms.

5. Se detiene la vibración y se toma una última imagen digital cuando el
puente ĺıquido ha vuelto al estado de equilibrio.

En total, se capturan 304 imágenes en cada experimento: una imagen
de la rejilla de calibración, una imagen de la plomada, dos imágenes del
puente ĺıquido en equilibrio, una antes y otra después de las vibración, y
300 imágenes mostrando la evolución de la entrefase durante el régimen
periódico de la vibración.

3.4. Análisis de la vibración

El objetivo de los experimentos descritos en este caṕıtulo es la medida
de la deformación de la entrefase F (z, t) − F0(z) en el régimen periódico.
El contorno en equilibrio F0(z) de un puente ĺıquido axisimétrico puede ser
calculado con precisión a partir de la ecuación de Young-Laplace y de las
correspondientes condiciones contorno. La técnica TIFA-AI ajusta el valor
de la tensión superficial, entre otros parámetros, para calcular la solución
de la ecuación de Young-Laplace que mejor se ajusta al perfil del puente
ĺıquido que aparece en una imagen. Aśı, TIFA-AI se utiliza en este trabajo
para obtener simultáneamente el valor de la tensión superficial y el contorno
F0(z) a partir de las imágenes del puente ĺıquido en equilibrio.

Debido a la complejidad del problema numérico involucrado, la defor-
mación dinámica de la entrefase F (z, t), no puede ser predicha con el mismo
grado de precisión que F0(z) ni siquiera en el régimen lineal. Por tanto, debe
emplearse una estrategia totalmente diferente a la utilizada por TIFA-AI pa-
ra extraer el contorno de la entrefase F (z, t) de las imágenes de la vibración
del puente.
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En esta sección se describe el procedimiento utilizado para analizar las
imágenes digitales del puente ĺıquido durante la vibración. Este procedi-
miento consta de cuatro etapas: (i) detección de los contornos que delimitan
las agujas y el puente ĺıquido en cada imagen, (ii) cálculo de los parámetros
de la vibración {γ, A, ω, t} que permiten obtener la fuerza inercial g(t), (iii)
cálculo de los parámetros geométricos {R, R1, R2, L, β}, y (iv) cálculo de
la deformación de la entrefase F (z, t) − F0(z) y del volumen V del puente
ĺıquido en cada imagen.

3.4.1. Detección de los contornos

En la sección 2.3 se han descrito algunos criterios frecuentemente uti-
lizados para localizar bordes en imágenes digitales. En este caṕıtulo, los
contornos de las agujas y la entrefase en la imagen se detectan utilizando
el primer procedimiento descrito en la sección 2.5 dado que la iluminación
no es uniforme. Este proceso realiza la detección en dos etapas: primero
utiliza el método de Canny para detectar los contornos a nivel ṕıxel, y, pos-
teriormente, utiliza una interpolación por splines cúbicos y un criterio de
intensidad umbral local para localizar el contorno a nivel subṕıxel. Como
resultado proporciona dos conjuntos de ṕıxeles {(xI

s, z
I
s)}l y {(xI

s, z
I
s)}r que

caracterizan los dos contornos a nivel subṕıxel.

A partir de éstos, se obtienen sus coordenadas en el sistema de coor-
denadas de la rejilla {(xG

s , zG
s )}l y {(xG

s , zG
s )}r utilizando la transformación

lineal obtenida durante la calibración (sec. 2.6) del sistema de adquisición
de imágenes. La detección de los contornos se lleva a cabo automáticamente
para las dos imágenes del puente ĺıquido en equilibrio y para la secuencia
de 300 imágenes adquiridas durante la vibración. La figura 3.4b muestra los
conjuntos de puntos {(xG

s , zG
s )}l y {(xG

s , zG
s )}r obtenidos de la imagen 3.4a

mediante el proceso anteriormente descrito.

3.4.2. Cálculo de la fuerza inercial

El puente ĺıquido y las agujas que lo sostienen oscilan con respecto al
sistema de adquisición de imágenes. A pesar de que la oscilación de las
agujas complica el análisis de las imágenes, permite medir el valor de la
fuerza inercial que actúa sobre el puente ĺıquido. Para este fin, se obtiene
la trayectoria de un punto fijo (caracteŕıstico) en las agujas, detectando su
posición en cada imagen.
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Figura 3.4: Imagen digital de un puente ĺıquido (a) y del conjunto de puntos
{(xG

s , zG
s )}l y {(xG

s , zG
s )}r correspondientes a los contornos detectados (b).

Alrededor de los vértices superiores, existe una pequeña región donde
las curvas formadas por {(xG

s , zG
s )}l y {(xG

s , zG
s )}r toman formas similares

en cualquier instante de tiempo, e independientemente de los valores de los
parámetros que caracterizan el problema. La figura 3.5 muestra los puntos
que pertenecen a esta región en la parte izquierda del contorno del puente
ĺıquido de la figura 3.4a. Puede observarse un primer intervalo (Intervalo I)
donde xG

s fluctúa alrededor de una ĺınea, prácticamente vertical, que corres-
ponde al contorno de la aguja, y un segundo intervalo (Intervalo II) donde
xG

s aumenta monótonamente, que debe corresponder a la sombra de la agu-
ja o a la entrefase del puente ĺıquido. Este comportamiento se observa en
todas las imágenes analizadas. Se asume que el último punto del Interva-
lo I y el primer punto del Intervalo II (véase la figura 3.5) delimitan un
punto fijo (caracteŕıstico) de la aguja. Este punto caracteŕıstico probable-
mente corresponde al vértice de la aguja, aunque esto no sea importante
en este momento. Por tanto, es posible obtener la trayectoria de este punto
caracteŕıstico y utilizarla para calcular la fuerza inercial.

Se ha diseñado un algoritmo para la detección automática de los puntos
caracteŕısticos. El algoritmo, que combina técnicas simples de ajuste e in-
terpolación, detecta los dos intervalos mencionados anteriormente en cada
imagen de una secuencia, y encuentra los puntos caracteŕısticos obviando
las fluctuaciones de longitud de onda tanto corta como larga que aparecen
en el Intervalo I. De esta forma proporciona, a nivel subṕıxel, las posicio-
nes (xG

l , zG
l ) y (xG

r , zG
r ) de los puntos caracteŕısticos correspondientes a los
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Figura 3.5: Contorno izquierdo del puente ĺıquido junto a la aguja superior. Pueden
identificarse dos intervalos: Intervalo I donde xG

s fluctúa alrededor de una ĺınea
prácticamente vertical, y el Intervalo II donde xG

s aumenta monótonamente.

contornos izquierdo y derecho, respectivamente.

La figura 3.6 muestra las coordenadas zG
l y zG

r en función del tiempo.
Si se asume que el movimiento es realmente una oscilación armónica, los
puntos debeŕıan encontrase en curvas armónicas. Debido a la incertidumbre
en la determinación de los puntos caracteŕısticos, existen puntos anómalos
que se desv́ıan claramente de las curvas armónicas. Estos puntos se ignoran
para poder calcular con precisión la fuerza inercial g(t). Para ello, se analiza
la distancia vertical ∆zG ≡ zG

l − zG
r entre los dos puntos caracteŕısticos.

Obviamente, ∆zG ≡ zG
l − zG

r debeŕıa permanecer constante durante la vi-
bración (ver Fig. 3.3). Como puede observarse en la figura 3.6c, ∆zG fluctúa
alrededor del valor promedio 〈∆zG〉 indicado por la ĺınea sólida. Después de
analizar varias alternativas para rechazar los puntos anómalos, se consideran
como tales aquéllos para los que |∆zG−〈∆zG〉| > δ|〈∆zG〉|. Posteriormente,
se explica como se determina el valor de δ.

En la sección 3.3 se ha explicado que la dirección de la vibración forma un
ángulo γ con respecto al eje zG (ver figura. 3.3). Aśı, una vez eliminados los
puntos anómalos, las posiciones de los puntos caracteŕısticos deben situarse
en una ĺınea recta. A continuación, se procede a realizar sendos ajustes a
los conjuntos de puntos {(xG

l , zG
l )} y {(xG

r , zG
r )} y se obtiene el valor de γ

a partir de las pendientes de las rectas de ajuste. La figura 3.7 muestra la
posición {(xG

l , zG
l )} del punto caracteŕıstico izquierdo durante la vibración

en un experimento (puntos), y la dirección de la vibración (ĺınea continua).
Es preciso notar que la aparente dispersión en el eje xG se debe a la diferencia
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Figura 3.6: Coordenadas zG
l (a) y zG

r (b), y su diferencia ∆zG (c) en función del
tiempo. En las gráficas (a) y (b) las ĺıneas sirven de ayuda visual. En la gráfica
(c), la ĺınea sólida indica el valor medio 〈∆zG〉, mientras que las ĺıneas discontinuas
indican el intervalo |∆zG − 〈∆zG〉| < δ|〈∆zG〉| para δ = 0.15.

entre las escalas de los ejes. Para ilustrar este cálculo se ha considerado un
valor elevado de γ (γ = 3.82◦). En todos los experimentos que se analizan
en la sección 3.5, γ es menor que 2◦. La razón |γ −α|/(90◦− |γ −α|) indica
la magnitud de la componente lateral con respecto a la componente axial de
la fuerza inercial debida a la vibración. Esta cantidad es siempre menor que
0.016.

Una vez calculado el valor de γ, se define un nuevo sistema de coorde-
nadas (xR, zR) donde el eje zR coincide con la dirección de vibración (ver
figura 3.7). A continuación, se obtienen las coordenadas de los puntos carac-
teŕısticos {(xR

l , zR
l )} y {(xR

r , zR
r )} en el sistema de referencia rotado (xR, zR)

a partir de los puntos {(xG
l , zG

l )} y {(xG
r , zG

r )}, respectivamente. Como era
de esperar, los dos conjuntos de datos {(t∗, xR

l )} y {(t∗, xR
r )} fluctúan alre-

dedor de cero, mientras que {(t∗, zR
l )} y {(t∗, zR

r )} siguen aproximadamente
oscilaciones armónicas. La magnitud de las fluctuaciones es mucho menor
que la amplitud de las oscilaciones.

Los conjuntos de datos {(t∗, zR
l )} y {(t∗, zR

r )} se analizan para deducir
el valor de la fuerza inercial g(t). Se utiliza un procedimiento de regresión
no lineal estándar para encontrar el ajuste por mı́nimos cuadrados de los
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Figura 3.7: Coordenadas {(xG
l , zG

l )} del punto caracteŕıstico izquierdo (puntos),
dirección de vibración (ĺınea continua), cálculo de γ (γ = 3.82◦), y sistema de
coordenadas rotado (xR, zR).

conjuntos de datos {(t∗, zR
l )} y {(t∗, zR

r )} al modelo zR(t∗) = A cos[ω(t∗ −
t∗0)] + A0 (A > 0). La cantidad ∆l (∆r) es la distancia media entre las
coordenadas {zR

l } ({zR
r }) del punto caracteŕıstico izquierdo (derecho) y los

valores dados por el ajuste en los correspondientes instantes de tiempo. Esta
cantidad mide la calidad de dicho ajuste. Para cada vibración, se calculan
{A, ω, t∗0, A0, ∆l} a partir de {(t∗, zR

l )} y {(t∗, zR
r )} y para varios valores de

δ. El ajuste óptimo es el que conduce al valor mı́nimo ∆min de ∆l y ∆r. Ese
ajuste se utiliza para calcular la amplitud A y frecuencia ω de la vibración.

La tabla 3.1 muestra los distintos valores de la amplitud A y la velocidad
angular ω correspondientes a los dos puntos caracteŕısticos de un experimen-
to en función de δ. También se muestra el número N de puntos restantes
después de eliminar los anómalos. La velocidad angular ω prácticamente
coincide con el valor esperado ω = 219.9 rad/s (35 Hz) en todos los casos.
Existen discrepancias entre las dos amplitudes calculadas a partir de los dos
puntos caracteŕısticos. El ajuste óptimo se obtiene para δ = 0.2 (∆min = 2.7
µm) y proporciona los valores de A, ω, y t en el experimento. La figura 3.8
muestra este ajuste óptimo y el conjunto de puntos utilizado para calcularlo.
Se observa que varios puntos anómalos no se han filtrado mediante el proce-
dimiento anteriormente mencionado. La figura 3.9 presenta unos resultados
excelentes obtenidos en un experimento en el que ∆min = 3.2 µm. El valor
máximo de ∆min en los distintos experimentos que se presentan en la sección
3.5 es 1.8 µm. Además, y dado que el tamaño del pixel es aproximadamente

50



Análisis de la vibración

punto izquierdo punto derecho
δ A (µm) ω (rad/s) ∆l (µm) A (µm) ω (rad/s) ∆r (µm) N
1 36.3 219.2 7.1 40.3 219.6 3.7 300

0.3 35.3 219.3 6.1 40.1 219.1 2.9 277
0.25 35.3 219.3 5.8 40.2 219.2 2.9 269
0.2 35.3 219.3 5.4 39.7 219.3 2.7 240
0.15 36.2 219.9 4.7 39.3 219.9 3.6 170
0.1 39.0 219.8 4.0 40.6 219.9 3.6 99
0.05 41.5 219.9 2.7 42.0 219.9 2.8 46

Tabla 3.1: Amplitud A, velocidad angular ω, y distancias promedio ∆l y ∆r corres-
pondientes a los dos puntos caracteŕısticos para varios valores de δ. También se
muestra el número N de puntos restantes después de quitar los anómalos.

11 µm, se puede afirmar que la detección de los puntos caracteŕısticos se
desarrolla con éxito a nivel subṕıxel.

En todos los casos que se analizan, a excepción del experimento con
mayor frecuencia (100 Hz) donde A = 3.25 µm y ∆min/A = 0.17, la razón
∆min/A es menor que 0.08, lo que constituye un resultado satisfactorio.
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Figura 3.8: Ajuste óptimo y conjunto de puntos utilizado para calcularlo corres-
pondientes al experimento analizado en la Tabla 3.1.
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Figura 3.9: Ajuste óptimo y conjunto de puntos utilizado para calcularlo.

3.4.3. Cálculo de los parámetros geométricos y de la ĺınea de
contacto triple

En la sección 3.4.1, se ha descrito el método utilizado para obtener los
conjuntos de puntos {(xG

s , zG
s )}l y {(xG

s , zG
s )}r que caracterizan los contor-

nos izquierdo y derecho del puente ĺıquido y las agujas. En esta sección, se
explica un procedimiento para calcular los parámetros geométricos R, L,
y β, y los radios R1 y R2 de las ĺıneas de contacto triple a partir de esos
conjuntos de datos. En primer lugar, se calculan los cuatro vértices que de-
limitan las agujas. Para la aguja superior, se asume que los vértices son los
puntos caracteŕısticos calculados como se ha descrito en la sección previa.
Los vértices de la aguja inferior se estiman utilizando un procedimiento si-
milar. En este caso, la entrefase forma un menisco muy pequeño junto a los
vértices y requiere un análisis espećıfico, ya que puede conducir a errores
en su determinación. Una vez se han estimado las posiciones de los cuatro
vértices, se busca el rectángulo que mejor se ajusta a ellos. Los vértices de
este rectángulo constituyen el resultado buscado. A partir de estos vértices
se calcula fácilmente el radio exterior R de las agujas y la longitud del puen-
te ĺıquido L. La orientación del rectángulo nos permite obtener el ángulo β.
La figura 3.10 muestra los resultados de un experimento. Los valores de R,
L y β fluctúan alrededor de sus valores promedio, siendo las desviaciones
t́ıpicas inferiores al 0.015 %, 0.64% y 5.17% de los mismos, respectivamente.
Los valores promedio se consideran los verdaderos para todas las imágenes
en un experimento. En todos los experimentos, β es menor que 0.62◦. La
razón |β − α|/(90◦ − |β − α|), que indica la magnitud de la gravedad late-
ral con respecto a la gravedad axial, es menor que 5.2 × 10−3 en todos los
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Figura 3.10: R, L, y β obtenidos en función del tiempo

experimentos.

Por otra parte, la posición y la orientación del rectángulo permite lo-
calizar el sistema de coordenadas (r, z) del puente ĺıquido en el sistema de
coordenadas (xG, zG) de la rejilla (ver figura 3.3).

La figura 3.11 muestra una ampliación del contorno izquierdo cerca del
vértice de la aguja superior. Se indica la posición del vértice y del rectángulo
utilizado para calcularla. Como puede observarse, la sombra del borde de la
aguja en el ĺıquido impide determinar con precisión la posición de la ĺınea de
contacto triple. Esta dificultad se supera siguiendo un análisis geométrico
simple. Se toma un subconjunto de 20 puntos {(xG

s , zG
s )}l de la entrefase

muy próximos al vértice y que no pertenezcan a la sombra. A continuación se
ajustan a una parábola y se asume que la intersección entre la extrapolación
de la parábola y el lado del rectángulo que une los dos vértices de la aguja
pertenece a la ĺınea de contacto triple. Este cálculo se ilustra en la figura 3.11
donde la parábola se desv́ıa significativamente del contorno de la sombra.
Este hecho confirma que la sombra no pertenece a la entrefase.

Debe puntualizarse que esta sombra también se observa en las imágenes
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Figura 3.11: Cálculo de la posición del vértice de la aguja y de la ĺınea de contacto
triple.
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Figura 3.12: R1 y R2 en función del tiempo. Las ĺıneas discont́ınuas indican los
valores promedio.

del puente ĺıquido en equilibrio procesadas por TIFA-AI. En este caso, no
se considera la región próxima a la misma en el cálculo de los parámetros
de optimización.

La figura 3.12 muestra la evolución temporal de los radios de las ĺıneas
de contacto durante una vibración. Las cantidades R1 y R2 fluctúan lige-
ramente (la desviación t́ıpica es menor que 3 µm) alrededor de los valores
promedio 0.879 mm y 0.856 mm, respectivamente, de modo que las ĺıneas
de contacto permanecen prácticamente en equilibrio. Estos valores prome-
dios se consideran como los valores verdaderos, y prácticamente coinciden
en todos los experimentos analizados. Las pequeñas diferencias observadas
entre R1 y R2 pueden deberse a la acción de la gravedad, que modifica la
ĺınea de anclaje.
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3.4.4. Cálculo de la deformación de la entrefase y del volumen

Una vez se han calculado las ĺıneas de contacto, los puntos situados entre
ellas son los puntos que pertenecen a los contornos izquierdo y derecho del
puente ĺıquido. A continuación se obtienen las posiciones de los puntos en
el sistema de coordenadas (r, z) asociado al puente ĺıquido. Por último, se
obtienen las funciones Fl(z) y Fr(z) dentro del intervalo [0 ≤ z ≤ L] me-
diante interpolación lineal. Los volúmenes axisimétricos Vl y Vr encerrados
por Fl(z) y Fr(z), respectivamente, se calculan por cuadratura Gaussia-
na. El valor verdadero de V considerado en cada instante es el promedio
(Vl +Vr)/2. Siguiendo el mismo procedimiento, se obtienen los contornos de
equilibrio F

(1,2)
0(l,r)(z) y los volúmenes V(1,2)

0(l,r) encerrados por ellos. En este caso,
los sub́ındices l y r se refieren a los contornos izquierdo y derecho, respec-
tivamente, mientras que los supeŕındices 1 y 2 corresponden a las imágenes
de equilibrio tomadas antes y después de la vibración, respectivamente.

La figura 3.13 muestra la evolución temporal de Vl y Vr durante la vi-
bración. Como puede observarse, dichas cantidades fluctúan alrededor de
sus valores promedios, siendo las desviaciones t́ıpicas inferiores al 0.15% de
dichos valores. Esto confirma que no existe ni evaporación ni un flujo signifi-
cativo a través de las agujas durante la vibración. La figura también muestra
los valores de los volúmenes V(1,2)

0(l,r) encerrados en los contornos correspon-

dientes al equilibrio F
(1,2)
0(l,r)(z). En este caso se produce una evaporación de

un 1 % del volumen del puente ĺıquido entre los instantes de tiempo en los
que se toman las imágenes de equilibrio durante el experimento. Además,
las discrepancias entre los volúmenes obtenidos para los contornos izquierdo
y derecho son de un 1 % tanto para las imágenes en equilibrio como para
las dinámicas. Se ha verificado que estas pequeñas discrepancias no sólo se
deben a perturbaciones no axisimétricas asociadas a deficiencias en el mon-
taje experimental (como la componente lateral de las fuerzas que actúan
sobre el puente ĺıquido y la excentricidad entre las agujas), sino también a
deficiencias en la localización del sistema de coordenadas del puente ĺıquido
(r, z) en cada imagen.

El objetivo de nuestro análisis es obtener la pequeña deformación de la
entrefase F (z)−F0(z) con respecto al contorno en equilibrio F0(z) en función
del tiempo. Debido a que los contornos F (z) y F

(1,2)
0(l,r)(z) se calculan utilizando

el mismo procedimiento, se espera que los pequeños errores cometidos en
la localización del sistema de coordenadas (r, z) se cancelen prácticamente
entre śı cuando se calcula la diferencia F − F0. Además, también pueden
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.50.0105

0.0106

0.0107

0.0108

0.0109

ν
���

��

ν
���

��

 

ν� 
(c
m

� )

t
�

(s)
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.50.0105

0.0106

0.0107

0.0108

0.0109
ν

���

��

ν
���

��

 

ν� 
(c
m

� )

t
�

(s)

Figura 3.13: Evolución temporal de Vl y Vr durante la vibración. Las ĺıneas dis-
continuas indican los valores promedio, mientras que las continuas corresponden a
los volúmenes V(1,2)

0(l,r) encerrados por los contornos en equilibrio.

compensarse parcialmente los posibles errores sistemáticos en el cálculo a
nivel subṕıxel de F y F0.

Por otra parte, es necesario puntualizar que debido a que |F −F0| ¿ F0,
cualquier pequeño error en el cálculo de F0 conduce a resultados no válidos
para F − F0. Como se muestra en la figura 3.13, los volúmenes V(1,2)

0(l,r) en-

cerrados por F
(1,2)
0(l,r)(z) no coinciden con los volúmenes V(l,r) encerrados por

F(l,r)(z) debido a que se miden en distintos instantes de tiempo. Para elimi-
nar este problema, se calculan mediante interpolación lineal los contornos
de equilibrio izquierdo y derecho F0(l,r)(z) a partir de F

(1,2)
0(l,r)(z), es decir,

F0(l,r)(z) =
V(l,r) − V(2)

0(l,r)

V(1)
0(l,r) − V

(2)
0(l,r)

F
(1)
0(l,r)(z) +

V(1)
0(l,r) − V(l,r)

V(1)
0(l,r) − V

(2)
0(l,r)

F
(2)
0(l,r)(z) . (3.1)

A modo de resumen, diremos que las magnitudes involucradas en el pro-
blema son {V, σ, ρ, ν, R1, R2, L, g0, A, ω, t, z, F(l,r), F0(l,r)}. Sólo se
consideran como conocidos a priori {ρ, ν, g0}, mientras que el resto de los
parámetros se calculan con el método descrito en esta sección y con la técnica
TIFA-AI. El algoritmo diseñado procesa automáticamente, durante 60 mi-
nutos en un ordenador con procesador Pentium 2.8 MHz, la secuencia de 304
imágenes resultado de un experimento. La figura 3.14 presenta un diagrama
con las distintas etapas del cálculo junto con los parámetros obtenidos.
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Figura 3.14: Diagrama del procedimiento empleado para analizar tanto las imáge-
nes en equilibrio como las dinámicas.

3.5. Resultados

Hemos llevado a cabo experimentos para analizar la vibración de una
microzona axisimétrica. Como se ha mencionado en la sección 3.2, la defor-
mación adimensional instantánea (F − F0)/R0 de la entrefase depende de
z/R0 y t/t0, aśı como del conjunto de parámetros adimensionales {Λ, V , B0,
h, Cν , a, Ω}. En todos los experimentos se ha considerado el mismo ĺıquido
(agua destilada) y las mismas agujas soporte. De esta forma, {B0, h, Cν} se
han mantenido (prácticamente) constantes y sólo se han variado los valores
de {Λ, V , a, Ω}.

Entre las distintas posilidades (aceites de silicona, agua y ciclohexano),
se ha elegido agua destilada (ρ = 995 kg/m3, ν = 1.005 × 106 m2/s) como
ĺıquido de trabajo porque es el que mejor ancla a las agujas soporte. Sin
embargo, el uso de agua destilada puede conducir a resultados erróneos
porque: (i) el valor de la tensión superficial es extremadamente sensible a la
contaminación que se produce durante la realización del experimento y en la
manipulación previa del ĺıquido; y (ii) esta contaminación puede afectar a su

57



Vibración axial de puentes ĺıquidos isotermos

comportamiento dinámico (Henderson y Miles, 1994; Nicolás y Vega, 2000b).
La primera dificultad se ha superado utilizando TIFA-AI, que proporciona el
valor de la tensión superficial en el experimento sin recurrir a manipulaciones
adicionales. El segundo obstáculo puede ser importante en otros fenómenos,
como el amortiguamiento de oscilaciones libres (Henderson y Miles, 1994;
Nicolás y Vega, 2000b), pero no se espera que juegue un papel relevante en
la evolución de la entrefase debida a oscilaciones forzadas.

Los resultados experimentales se han comparado con tres aproximacio-
nes teóricas para el régimen lineal: (i) el modelo de Cosserat para puentes
ĺıquidos viscosos axisimétricos y esbeltos (Perales y Meseguer, 1992; Monta-
nero, 2003a), (ii) las ecuaciones de Euler para puentes ĺıquidos axisimétricos
no viscosos (Cν = 0) con cualquier esbeltez (Tsamopoulos et al., 1992; Mon-
tanero, 2004a), y (iii) las ecuaciones de Navier-Stokes para puentes ĺıquidos
viscosos ciĺındricos (V − 1 = B0 = h = 0) de esbeltez arbitraria (Nicolás
y Vega, 2000a). Los resultados de los tres modelos se han obtenido en el
domino de frecuencias para el régimen periódico. Montanero (2003a, 2004a)
ha resuelto numéricamente las ecuaciones de Cosserat y Euler para puentes
ĺıquidos axisimétricos. Los resultados de las ecuaciones de Navier-Stokes se
calcularon a partir de un método semianaĺıtico (Nicolás y Vega, 2000a).

Las figuras 3.15 y 3.16 muestran la deformación de la entrefase obteni-
da en diferentes experimentos y sus correspondientes predicciones teóricas.
Los valores de los parámetros que caracterizan la configuración fluida se
muestran en la tabla 3.2. La tabla 3.3 proporciona los valores de las dos
primeras frecuencias de resonancia Ω1 y Ω2 (que corresponden a los mo-
dos (2,0) y (3,0), respectivamente) obtenidas a partir de las ecuaciones de
Euler (Tsamopoulos et al., 1992; Montanero, 2004a) para los puentes ĺıqui-
dos considerados en esas figuras. Como puede apreciarse, la magnitud de
las fluctuaciones es menor que el tamaño del ṕıxel (alrededor de 11 µm) en
todos los casos analizados, lo que demuestra que el contorno fue detectado
a nivel subṕıxel. Además, las deformaciones izquierda y derecha se superpo-
nen (dentro de las fluctuaciones), lo que constituye una prueba exigente de
la precisión de todo el procedimiento experimental.

Las capas ĺımites viscosas oscilantes situadas cerca de los discos soporte
y de la entrefase son de gran importancia, incluso en ĺıquidos prácticamente
no viscosos, para explicar fenómenos como el amortiguamiento de las oscila-
ciones libres (Mollot et al., 1993; Nicolás y Vega, 2000a). Los efectos viscosos
también explican el notable incremento de las frecuencias de resonancia en
puentes ĺıquidos cortos o próximos a los ĺımites de estabilidad (Montane-
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Figura 3.15: Deformación de la entrefase (gráfico izquierdo) y contorno del puen-
te ĺıquido (gráfico derecho) para los parámetros especificados en la tabla 3.2. Los
śımbolos corresponden a los resultados experimentales de los contornos izquierdo
(•) y derecho (◦). En el gráfico izquierdo, las ĺıneas se corresponden con las pre-
dicciones teóricas obtenidas a partir del modelo de Cosserat (ĺınea continua), las
ecuaciones de Euler (ĺınea discontinua), las ecuaciones de Navier-Stokes para puen-
tes ĺıquidos ciĺındricos (ĺınea de puntos), y la solución cuasiestática de las ecuaciones
de Euler (ĺınea de puntos y rayas). En la gráfica derecha, las ĺıneas continuas y dis-
continuas corresponden a los resultados de Cosserat y de Euler, respectivamente,
mientras que la ĺınea de puntos muestra el contorno de equilibrio. Las ĺıneas conti-
nua y discontinua se superponen en ambas gráficas.

R0 (mm) t0 (ms) Λ V B0 h× 102 Cν × 103 a× 102 Ω
t

t0
× 2Ω

π
Fig. 3.15 0.896 3.11 2.37 1.57 0.106 1.01 3.88 4.96 0.391 1.95
Fig. 3.16a 0.889 3.07 2.54 1.64 0.104 0.854 3.87 4.30 0.385 2.34
Fig. 3.16b 0.891 3.34 2.27 0.950 0.122 0.905 4.20 3.61 0.587 3.80
Fig. 3.16c 0.897 3.14 2.37 1.44 0.108 1.10 3.90 2.53 0.691 0.115, 2.17
Fig. 3.16d 0.891 3.11 2.54 1.50 0.106 0.901 3.92 2.28 0.782 0.702
Fig. 3.16e 0.887 3.24 2.27 1.07 0.116 0.545 4.12 2.40 0.815 2.02, 3.89
Fig. 3.16f 0.903 3.25 2.36 1.23 0.115 1.32 3.99 0.360 2.04 0.216

Tabla 3.2: Valores de los parámetros que caracterizan las configuraciones fluidas
consideradas en las figuras 3.15 y 3.16. Notese, que si t/t0 × 2Ω/π toma un valor
entero, entonces los valores impares (pares) corresponden a un valor máximo (cero)
de la magnitud de g(t).

59



Vibración axial de puentes ĺıquidos isotermos
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Figura 3.16: Deformación de la entrefase para los parámetros especificados en la
tabla 3.2. Los śımbolos corresponden a los resultados experimentales de los contor-
nos izquierdo (•) y derecho (◦). Las ĺıneas se corresponden con las predicciones
teóricas obtenidas a partir del modelo de Cosserat (ĺınea continua), las ecuaciones
de Euler (ĺınea discontinua), las ecuaciones de Navier-Stokes para puentes ĺıquidos
ciĺındricos (ĺınea de puntos), y la solución cuasiestática a las ecuaciones de Eu-
ler (ĺınea de puntos y rayas de la gráfica (a)). Las ĺıneas continua y discontinua
prácticamente se superponen. En la gráfica (c) los resultados (1) y (2) correspon-
den a t/t0 × 2Ω/π = 0.115 y 2.17, respectivamente, mientras que en la gráfica (e)
corresponden a t/t0 × 2Ω/π = 2.02 y 3.89, respectivamente.
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Fig. 3.15 Fig. 3.16a Fig. 3.16b Fig. 3.16c Fig. 3.16d Fig. 3.16e Fig. 3.16f
Ω1 0.588 0.490 0.348 0.556 0.449 0.478 0.486
Ω2 1.65 1.41 1.40 1.62 1.39 1.58 1.54

Tabla 3.3: Primeras dos frecuencias de resonancia procedentes de las ecuaciones
de Euler para los puentes ĺıquidos considerados en las figuras 3.15 y 3.16.
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ro, 2007). No obstante, las ecuaciones de Cosserat y Euler proporcionan
virtualmente las mismas predicciones en todos los casos considerados en las
figuras 3.15 y 3.16. Esto indica que los efectos asociados a la viscosidad y a la
componente radial del momento pueden ser despreciados en las condiciones
experimentales consideradas en este trabajo y, por tanto, ambas aproxima-
ciones conducen a resultados precisos. Además, los efectos no lineales pueden
ser despreciados porque la amplitud de la deformación es menor que 0.05R0

en todos los experimentos. Por lo tanto, las predicciones de Cosserat y Eu-
ler pueden considerarse en este análisis como una referencia para validar las
medidas experimentales. Como puede observarse, las discrepancias entre los
resultados teóricos y experimentales son menores que el tamaño de un ṕıxel.
Estas pequeñas discrepancias pueden deberse a efectos no lineales (prácti-
camente despreciables), a deficiencias en el montaje experimental (como la
excentricidad entre las agujas o la componente lateral tanto de la gravedad
como de la fuerza inercial) y a las limitaciones inherentes a la técnica de
procesamiento de imágenes.

Las ĺıneas de puntos en las figuras muestran las predicciones procedentes
de las ecuaciones de Navier-Stokes para puentes ĺıquidos ciĺındricos. Esto
permite observar la influencia de la forma de equilibrio del puente ĺıquido en
su comportamiento dinámico. La forma de equilibrio afecta a la deformación
dinámica de la entrefase no sólo cuantitativamente (ver figuras 3.15 y 3.16b–
3.16f) sino cualitativamente (ver figura 3.16a). En el caso analizado en la
figura 3.16a, la frecuencia de excitación Ω = 0.385 es menor que la primera
frecuencia de resonancia Ω1 = 0.490, pero mayor que el valor Ω1 = 0.352
correspondiente a la forma ciĺındrica (Nicolás y Vega, 2000a), y por lo tanto
las formas de las oscilaciones son opuestas.

Las figuras 3.15 y 3.16a muestran los resultados obtenidos para la fre-
cuencia más baja (20 Hz), menor que la primera frecuencia de resonancia
Ω1. Los efectos dinámicos asociados al término inercial en las ecuaciones
hidrodinámicas son notables incluso para esta frecuencia, como puede con-
cluirse a partir de la comparación con la solución cuasiestática (Ω → 0) de
las ecuaciones de Euler. Estos efectos son mucho más importantes para el
puente ĺıquido de la figura 3.16a, donde la razón Ω/Ω1 es bastante mayor. En
el gráfico derecho de la figura 3.15 se dibuja el contorno del puente ĺıquido
F (z) para mostrar la magnitud de la perturbación dinámica con respecto a
la deformación de equilibrio F0. Aunque los valores de los parámetros que
caracterizan las formas de equilibrio y la magnitud de la fuerza inercial g(t)
sean similares en ambos experimentos, la deformación en la figura 3.16a es
bastante mayor que la observada en la figura 3.15. Esto se debe a que el va-
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lor de la esbeltez en la figura 3.16a está más cerca del ĺımite de estabilidad
Λ ' 2.8 (Slobozhanin y Perales, 1993), y el puente ĺıquido es mucho más
sensible a perturbaciones axisimétricas.

En las figuras 3.16b–3.16e se ha analizado el comportamiento dinámico
del puente ĺıquido para las frecuencias Ω del intervalo Ω1 < Ω < Ω2. Debido
a que en estos casos se ha superado la primera frecuencia de resonancia
Ω1, la forma de la oscilación es la opuesta a la observada en las figuras
3.15 y 3.16a. Más concretamente, se obtienen formas opuestas si g(t) tiene
el mismo signo (ver figura 3.16a y los resultados (2) en la figura 3.16c), y
formas similares en caso contrario (ver figuras 3.15 y 3.16b). El acuerdo entre
los resultados experimentales y las predicciones teóricas proporcionadas por
los modelos de Cosserat y Euler es satisfactorio. La técnica de detección de
contornos permite observar la estructura oscilatoria en la figura 3.16f, a pesar
de que su amplitud es aproximadamente un cuarto del tamaño del ṕıxel.
Las discrepancias observadas pueden deberse a la incertidumbre asociada al
cálculo de la amplitud de la vibración (ver la subsección 3.4.2). Debido a
que se supera la segunda frecuencia de resonancia Ω2, se encontraron cuatro
nodos de oscilación. La longitud de onda de la oscilación es menor, lo que
explica las (pequeñas) discrepancias observadas entre las aproximaciones de
Euler y Cosserat.
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Caṕıtulo 4

VIBRACIÓN LATERAL DE PUENTES LÍQUIDOS
ISOTERMOS

4.1. Introducción

Las oscilaciones no axisimétricas de puentes ĺıquidos han recibido menor
atención que las axiales. Las frecuencias naturales para formas ciĺındricas se
han calculado anaĺıticamente en el caso no viscoso (Sanz y López-Dı́ez, 1989;
Acero y Montanero, 2005) y en el ĺımite de número capilar pequeño (Higue-
ra y Nicolás, 1997). Además se han obtenido numéricamente para núme-
ros capilares arbitrarios (Langbein, 1992). Los métodos numéricos también
han sido aplicados para analizar puentes ĺıquidos axisimétricos no visco-
sos (Gañán-Calvo, 1991; Acero y Montanero, 2005). El número de trabajos
experimentales es muy reducido y se limitan al análisis de la vibración la-
teral. En las referencias (Sanz y López-Dı́ez, 1989; Morse et al., 1996), los
experimentos se llevaron a cabo en Tierra utilizando la técnica de Plateau-
Rayleigh. Para puentes rodeados por aire sólo tenemos conocimiento de la
existencia de dos referencias. La primera analiza experimentalmente puentes
ĺıquidos ciĺındricos utilizando un campo magnético oscilatorio (Mahajan et
al., 2002), y la segunda estudia el comportamiento de puentes axisimétricos
al vibrar los soportes sólidos (Gañán-Calvo y Barrero, 1990). Todos estos
estudios se han centrado en caracteŕısticas globales de la oscilación, como
las frecuencias de resonancia. Esto se debe a que la función de transferencia
usualmente presenta picos agudos para esas frecuencias y no se necesita un
análisis preciso de la deformación de la entrefase para detectarlas.

En este caṕıtulo se adapta el procedimiento experimental descrito en el
caṕıtulo anterior para estudiar la deformación de la entrefase de un puen-
te ĺıquido sujeto a oscilaciones laterales. La organización del caṕıtulo es la
siguiente. El problema se formula en la sección 4.2. En la sección 4.3 se des-
criben tanto el montaje como el procedimiento experimental utilizados. A
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continuación se presenta el análisis de la vibración (sec. 4.4), y en la sec-
ción 4.5.1 se comparan los resultados obtenidos con las predicciones teóricas
dadas por las ecuaciones de Navier-Stokes (NS) para número capilar nulo.
Por último, se valida experimentalmente un modelo propuesto (Montanero y
Ferrera, 2008) para describir las oscilaciones laterales de pequeña amplitud
en un puente ĺıquido viscoso (sección 4.5.2).

4.2. Formulación del problema

En este caṕıtulo se estudia la configuración fluida cuyo esquema se mues-
tra en la figura 4.1. Consta de una masa isoterma de ĺıquido de volumen V,
sostenida entre dos discos paralelos coaxiales de radio R separados una dis-
tancia L. Debido a que los bordes de los discos son afilados, se asume que
el ĺıquido ancla perfectamente en ellos impidiendo el movimiento de la ĺınea
de contacto triple. El puente ĺıquido está sometido a la acción de una fuerza
axial constante (gravedad) de magnitud g0 por unidad de masa. La densidad
del puente ĺıquido es ρ, la viscosidad es ν, y la tensión superficial asociada
con la entrefase es σ. Estas propiedades son uniformes y constantes bajo
las presentes condiciones de análisis isotermo e incomprensible. El gas cir-
cundante tiene viscosidad y densidad despreciables, por lo que no afecta a
la dinámica del puente ĺıquido. El contorno en equilibrio del puente ĺıqui-
do se caracteriza mediante la función F0(z), que mide la distancia entre un
elemento de la superficie y el eje z de los discos.

Figura 4.1: Geometŕıa y sistema de coordenadas del puente ĺıquido.
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El puente ĺıquido es sometido, junto con los discos soportes, a una vi-
bración de amplitud A y frecuencia ω en la dirección del eje lateral θ = 0,
π. La fuerza inercial por unidad de masa producida por la vibración es
g(t) = Aω2 cos(ωt). La función F (θ, z; t) mide la distancia entre un elemen-
to de la superficie libre y el eje z en el instante t, mientras v(r, θ, z; t) y
p(r, θ, z; t) son los campos de velocidad y presión, respectivamente. En este
caṕıtulo, las magnitudes se adimensionalizan utilizando R, t0 ≡ (ρR3/σ)1/2,
y ρ como longitud, tiempo y densidad caracteŕısticos, respectivamente. Los
parámetros adimensionales caracteŕısticos del problema son la esbeltez Λ ≡
L/(2R), el volumen reducido V ≡ V/V∗ (donde V∗ = πR2L), el número de
Bond B0 ≡ ρg0R

2/σ, el número capilar Cν ≡ ν(ρ/σR)1/2 (definido como
la ráız cuadrada del número de Ohnesorge), la amplitud a ≡ A/R, y la
velocidad angular Ω ≡ ω(ρR3/σ)1/2.

Las oscilaciones de pequeña amplitud de la configuración fluida verifican
las ecuaciones

F (θ, z; t)
R

=
F0(z)

R
+ aΩ2 cos θ Re

[
η(z) e−iΩt/t0

]
, (4.1)

ṽ(r, θ, z; t) = aΩ2 Re








cos θ ṽr(r, z)
sen θ iṽθ(r, z)
cos θ ṽz(r, z)



 e−iΩt/t0


 , (4.2)

p̃(r, θ, z; t) = p̃0(z) + aΩ2 cos θ Re
[
Φ(r, z) e−iΩt/t0

]
, (4.3)

donde las magnitudes ṽ(r, θ, z; t) y p̃(r, θ, z; t) son los campos de velocidad y
presión adimensionalizados, respectivamente, y p̃0 es el campo de presiones
adimensional en equilibrio. Las perturbaciones |aΩ2η| y |aΩ2Φ| son mucho
menores que los correspondientes valores de equilibrio F0/R y p̃0.

4.3. Montaje y procedimiento experimental

4.3.1. Montaje experimental

Para estudiar la vibración lateral del puente ĺıquido se ha utilizado un
montaje experimental similar al que se utilizó en el estudio de la vibración
axial (sección 3.3.1). Sin embargo, en este caso la vibración se produce en la
dirección perpendicular al eje del puente ĺıquido y se utilizan un ĺıquido y
una celda diferentes. Como se ha mencionado en el caṕıtulo anterior, la uti-
lización de agua en el experimento es problemática debido a que la entrefase
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Figura 4.2: Dispositivo experimental: aguja superior (A), disco inferior (B), celda
del puente ĺıquido (C), plataforma vibrante (D) y amplificador de señal (E).

se contamina fácilmente y a que se produce evaporación (incluso cuando la
celda está cerrada con cristales). Por este motivo, se han utilizado hexade-
cano y aceite de silicona que carecen de esos inconvenientes. Sin embargo,
estos ĺıquidos no anclan perfectamente en las agujas de la celda utilizada en
el caṕıtulo anterior. Aśı, ha sido necesario diseñar una nueva celda en la que
la aguja inferior se ha reemplazado por un disco. Para producir la vibración
lateral se utiliza el montaje mostrado en la figura 4.2. La aguja y el disco
tienen un radio R = 0.977 mm y están montados en una celda cúbica (C)
mecanizada para que estén situados concéntricamente. La aguja superior,
como en el experimento anterior, puede desplazarse a lo largo de su eje, y
se utiliza para inyectar y retirar ĺıquido mediante una bomba de inyección.
La celda se monta en una plataforma (D) de forma que el eje de vibración
sea perpendicular al eje axial del puente ĺıquido. La vibración se controla
amplificando (E) una señal procedente de un ordenador.

4.3.2. Procedimiento experimental

Cada experimento consta de las siguientes fases:

1. Se toman imágenes digitales de una rejilla y de una plomada, antes
de formar el puente ĺıquido, para calibrar el sistema de adquisición de
imágenes.
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2. La rejilla de calibración y la plomada se reemplazan por la celda del
puente ĺıquido en la plataforma vibrante del montaje experimental.

3. Se forma un puente ĺıquido entre la aguja y el disco inferior. Para ello,
se inyecta el ĺıquido a través de la aguja superior con la ayuda de una
bomba de inyección.

4. Se graban diez imágenes digitales del puente ĺıquido en equilibrio.

5. Se somete el puente ĺıquido a la vibración y, varios segundos después
del comienzo de la vibración, se graba una peĺıcula de 300 imágenes
durante 0.5 s.

6. Se para la vibración. Una vez que el liquido ha vuelto al equilibrio, se
graban otras 10 imágenes.

En total, se graban 322 imágenes del puente ĺıquido en cada experimento.

4.4. Análisis de la vibración

El procedimiento utilizado para el análisis de la vibración lateral es una
adaptación del desarrollado para el análisis de la vibración axial (ver sección
3.4). Al igual que el anterior, proporciona los valores instantáneos de la
posición F de la entrefase, la fuerza inercial lateral g(t) que actúa sobre el
puente ĺıquido, el volumen V , la altura L del puente, la inclinación de la
celda, y la dirección de vibración.

En este caso, las imágenes de equilibrio se utilizan para calcular la tensión
superficial σ mediante la técnica TIFA-AI (Cabezas et al., 2006). Como
se muestra en la sección 4.5.1, este es un paso fundamental para obtener
resultados válidos, ya que la contaminación asociada a la manipulación del
ĺıquido provoca que el valor de la literatura no sea adecuado.

Las imágenes tomadas durante la vibración se procesan mediante un
procedimiento similar al descrito en la sección 3.4. El cálculo se realiza en
cuatro fases: (i) detección de los contornos izquierdo y derecho de la aguja
superior; (ii) ajuste de los mismos a dos rectas con la misma pendiente;
(iii) corrección de la inclinación de las agujas, y (iv) ajuste sinusoidal de
la evolución temporal de la posición horizontal x correspondiente a cada
uno de los bordes de la aguja superior. La figura 4.3 muestra la precisión
alcanzada en este cálculo. Los puntos corresponden a la diferencia x − x0
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con respecto a la posición media x0, mientras que la ĺınea es el ajuste a esos
puntos. La distancia media entre los puntos y el ajuste es de 86.9 nm. El
ajuste proporciona los valores tanto de la amplitud A como de la frecuencia
ω. La diferencia entre el valor obtenido de ω y el seleccionado es menor del
0.2 %. En el caso de la amplitud A, no se puede realizar una comparación
semejante ya que esta cantidad se obtiene indirectamente seleccionando el
voltaje de la señal de entrada en el vibrador electrodinámico. Es importante
mencionar que se ha obtenido una medida precisa de g(t) incluso cuando
la amplitud de la vibración es diez veces menor que el tamaño del ṕıxel
(alrededor de 10 µm). Esto confirma que el procedimiento proporciona una
detección muy precisa a nivel subṕıxel.
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Figura 4.3: Desv́ıación de la posición horizontal x de la aguja superior con respecto
a su valor medio x0, medido mediante el procesado de las imágenes tomadas en el
experimento

En la sección 3.4.4, se describe el calculo de F − F0 a partir de las
posiciones de la entrefase cuando está en reposo F0 y en movimiento F . En
dicho cálculo, es estrictamente necesario obtener la posición de la entrefase
de un puente ĺıquido que, en equilibrio, posea el mismo volumen que el que
tiene el puente ĺıquido en el instante de la vibración. Cuando la vibración es
lateral, el cálculo del volumen a partir de la imagen dinámica no es posible.
Por este motivo, para calcular la deformación de la entrefase de un puente
ĺıquido sujeto a una vibración lateral se sigue una estrategia diferente. Si se
tiene en cuenta la ecuación 4.1, la deformación F−F0 en el plano meridional
θ = 0, π viene dada por F (θ, z; t)−F0(z) = 1/2 [F (θ, z; t)−F (θ, z; t+πt0/Ω)].
Por lo tanto, la deformación F −F0 se puede calcular a partir de la medida
de las posiciones instantáneas F (θ, z; t) y F (θ, z; t + πt0/Ω). De esta forma,
se cancelan parcialmente los pequeños errores inherentes al cálculo tanto de
F (z, t) como de F (z, t + πt0/Ω).

70



Resultados

Se han estimado los errores experimentales de la siguiente forma. Anali-
zando imágenes de la celda vaćıa, se han evaluado los errores en el mecaniza-
do de la misma. La excentricidad entre la aguja superior y el disco inferior,
y la diferencia entre sus radios es menor que el 2 % de la longitud carac-
teŕıstica R. Por otra parte, el análisis de las imágenes adquiridas durante
la vibración muestra que los ángulos de inclinación de la celda del puente
ĺıquido y la dirección de vibración son menores que 0.3◦ en todos los casos
analizados. La desviación t́ıpica de las medidas de σ, V , y L es menor que
el 1% de los valores medios (verdaderos) correspondientes.

4.5. Resultados

Los experimentos de puentes ĺıquidos sometidos a vibración lateral se
han realizado con dos objetivos. En primer lugar, se pretende comprobar
que las medidas proporcionadas por el método experimental son correctas.
Para ello, se realizan experimentos utilizando hexadecano (que tiene una
viscosidad muy baja) y se comparan los resultados con las soluciones de las
ecuaciones de Navier-Stokes para Cν = 0. En segundo lugar, se pretende uti-
lizar el método experimental para validar un modelo teórico, recientemente
propuesto, que describe las oscilaciones laterales de pequeña amplitud de un
puente ĺıquido viscoso. En este caso, los experimentos se realizarán utilizan-
do aceite de silicona.

4.5.1. Validación del método experimental

La figura 4.4 muestra la deformación de la entrefase en t = 0 (cuan-
do la deformación es máxima) para distintos puentes. Los parámetros que
caracterizan las configuraciones experimentales se recogen en la tabla 4.1.
Esta tabla muestra también los valores de las dos primeras frecuencias de
resonancia Ω1 y Ω3 calculadas a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes
para un número capilar igual a cero. Existen diferencias significativas entre
estos valores y los obtenidos anaĺıticamente para las correspondientes for-
mas ciĺındricas (Sanz y López-Dı́ez, 1989). Por ejemplo, Ω1 = 0.9848 para
Λ = 1.66, V = 1, y B0 = 0. Los śımbolos en la figura son los resultados
experimentales para θ = 0 (•) y θ = π (◦). Se observa que, en todos los
casos analizados, al cambiar el signo de la deformación para θ = π, los dos
conjuntos de puntos coinciden dentro de la dispersión de los datos. Esto
confirma la existencia de un comportamiento lineal [ver la ecuación (4.1)], y
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constituye un test exigente para el procedimiento experimental. Las gráficas
en la figura se muestran ordenadas con respecto a la frecuencia de vibración.
La forma de la oscilación cambia entre las figuras (b) y (c) debido a que se
superó la primera frecuencia de resonancia. La forma de la oscilación en la
figura (f) es muy similar a la del tercer modo de oscilación debido a que la
frecuencia de excitación tiene un valor muy próximo a Ω3.

Las ĺıneas continuas en la figura 4.4 corresponden a la solución de las
ecuaciones de Navier-Stokes para número capilar nulo. Debido a que Cν/Ω es
del orden o menor que 10−2 en todos los experimentos, la disipación dentro
de las finas capas ĺımite en los extremos sólidos y en la entrefase del puente
ĺıquido es prácticamente despreciable (Higuera y Nicolás, 1997). Por este
motivo, se espera que la aproximación no viscosa proporcione predicciones
precisas de la deformación de la entrefase. Incluso para la frecuencia más
alta [ver figura 4.4(f)], donde la amplitud de la oscilación es menor que
el tamaño del ṕıxel, existe un buen acuerdo entre esta aproximación y las
medidas experimentales.

Las ĺıneas discontinuas son las soluciones obtenidas para las formas
ciĺındricas de equilibrio correspondientes. Como se puede observar, la in-
fluencia de la forma de equilibrio es más importante para frecuencias pe-
queñas y decrece a medida que Ω aumenta. Las ĺıneas de puntos en las
gráficas (a) y (b) son las soluciones cuasiestáticas (Ω = 0). Los efectos
dinámicos son importantes incluso para las frecuencias más pequeñas con-
sideradas en los experimentos. La ĺınea de puntos y rayas de la gráfica (b)
es la solución calculada tomando el valor de la tensión superficial de la li-
teratura σ = 26.2 × 10−3 N/m (en lugar del valor dado por TIFA-AI en el
experimento σ = 23.06 × 10−3 N/m). Aunque el hexadecano se ha mani-
pulado con cuidado durante el experimento, y la entrefase hexadecano-aire
es bastante insensible a la contaminación, los resultados experimentales no
pueden analizarse adecuadamente si se asume el valor de la literatura para
σ. Este resultado demuestra la importancia de medir la tensión superficial
durante el experimento cuando se analiza con detalle un fenómeno capilar.

4.5.2. Validación de un modelo propuesto para ĺıquidos viscosos

Recientemente, se ha propuesto un modelo teórico sencillo para describir
las oscilaciones laterales de pequeña amplitud de un puente ĺıquido viscoso
(Montanero y Ferrera, 2008). Este modelo se ha derivado utilizando prin-
cipios similares a los que conducen al modelo de rodajas para movimientos
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R (mm) t0 (ms) Λ V B0 Cν × 102 a× 102 Ω Ω1 Ω3

Fig. 4.4(a) 0.977 5.32 1.84 0.928 0.284 2.18 2.31 0.669 0.8608 3.366
Fig. 4.4(b) 0.977 5.59 1.66 0.800 0.314 2.30 2.76 0.879 1.056 3.896
Fig. 4.4(c) 0.977 5.37 1.83 0.809 0.289 2.20 0.683 1.35 0.9123 3.372
Fig. 4.4(d) 0.977 5.59 1.66 0.871 0.314 2.30 1.61 1.41 1.015 3.905
Fig. 4.4(e) 0.977 5.39 1.83 0.821 0.291 2.21 0.403 2.20 0.9070 3.374
Fig. 4.4(f) 0.977 5.65 1.66 0.922 0.320 2.32 0.179 3.55 0.9856 3.903

Tabla 4.1: Valores de los parámetros que caracterizan las configuraciones fluidas
consideradas en la figura 4.4.
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Figura 4.4: Deformación dinámica de la entrefase F − F0 en función de la altura
z para θ = 0, π, y t = 0. El signo de F − F0 para θ = π aparece cambiado.
Los śımbolos constituyen los resultados experimentales para los perfiles θ = 0 (•)
y π (◦). En las gráficas (e) y (f) los perfiles θ = 0 y π se promediaron para
reducir las fluctuaciones. Las ĺıneas continuas son las soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes para Cν = 0. Las ĺıneas discontinuas son las soluciones para las
correspondientes formas ciĺındricas. En las figuras (a) y (b), la ĺınea de puntos es
la solución en el ĺımite cuasiestático. La ĺınea de puntos y rayas en la gráfica (b)
es la solución calculada tomando el valor de la tensión superficial de la literatura
σ = 26.2× 10−3 N/m.
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axiales (Meseguer, 1983). En esencia, el puente ĺıquido se ve como un con-
junto de rodajas de altura infinitesimal que oscilan a lo largo del eje lateral.
La conservación de la cantidad de movimiento para una rodaja conduce a
la expresión

MΩ2η +
1

F 2
0

d
dz

[
F0ηz

(1 + F 2
0z)3/2

]
− Cν iΩηzz + 1 = 0 , (4.4)

en la que se ha introducido el término M que es una medida de la masa de
ĺıquido efectiva vibrando a lo largo del eje lateral. Mediante comparación
con las ecuaciones de Navier-Stokes para Cν = 0 se ha obtenido el valor
óptimo M(Ω) = 1− 0.04091Ω− 0.03327Ω2.

La validez de este modelo se ha comprobado mediante experimentos
realizados con puentes ĺıquidos de aceite de silicona de viscosidad 35-cSt.
La tabla 4.2 muestra las distintas configuraciones estudiadas. El proce-
dimiento experimental proporciona los perfiles F (θ, z; t) para θ = 0 y π
en distintos instantes t. Sustituyendo en la ecuación 4.1 se obtiene que
Re[η(z)] = [F (θ, z; 0) − F (θ, z; πt0/Ω)]/(2AΩ2 cos θ) en θ = 0 y π. La me-
dida de Im[η(z)] requeriŕıa determinar con precisión la deformación de la
entrefase en t = πt0/(2Ω) y 3πt0/(2Ω), lo que es extremadamente dif́ıcil
debido a su pequeña magnitud. La máxima deformación que se observa en
los experimentos es de 60 µm (' 0.06R) y, por tanto, se puede asumir que
existe un régimen de respuesta lineal. Los valores del número capilar Cν se
sitúan en torno a 0.24, por lo que se espera que los efectos de la viscosidad
sean notables. Además, la tabla 4.2 proporciona los valores correspondientes
a la primera frecuencia de resonancia calculada con el modelo propuesto.

La figura 4.5 muestra los resultados experimentales y las predicciones
teóricas obtenidas a partir de las ecuaciones de Navier Stokes con número
capilar nulo y a partir del modelo de rodajas (4.4). Las figuras están ordena-
das de acuerdo a la razón Ω/Ω1 en orden creciente. Debido a que la amplitud
de la oscilación es muy pequeña en las figuras (a) y (b), los perfiles θ = 0 y
π se han promedidado para reducir las fluctuaciones. El signo de Re(η) ha
cambiado en los casos (e) y (f) debido a que la frecuencia excede la primera
frecuencia de resonancia. Existe un acuerdo muy bueno entre los resultados
experimentales y las predicciones del modelo de rodajas en todos los casos,
excepto para el caso (f) donde la frecuencia es mucho mayor que la primera
frecuencia de resonancia. Las ecuaciones de Navier-Stokes para Cν = 0 sólo
proporcionan resultados precisos para el caso con frecuencia más baja, lejos
de la primera frecuencia de resonancia. El efecto estabilizador debido a los
esfuerzos viscosos tiene una mayor influencia en la deformación de la entrefa-
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R (mm) t0(ms) Λ V B Cν a× 102 Ω Ω1

Fig. 4.5(a) 0.977 6.70 1.62 0.732 0.451 0.243 3.18 0.632 1.047
Fig. 4.5(b) 0.977 6.69 1.62 0.733 0.448 0.242 2.79 0.840 1.049
Fig. 4.5(c) 0.977 6.70 1.62 0.835 0.450 0.257 2.99 0.842 0.9952
Fig. 4.5(d) 0.977 6.56 1.62 1.02 0.432 0.237 2.73 0.825 0.9140
Fig. 4.5(e) 0.977 6.66 1.62 1.02 0.445 0.241 2.33 1.05 0.9091
Fig. 4.5(f) 0.977 6.69 1.62 1.02 0.449 0.242 2.00 1.26 0.9073

Tabla 4.2: Valores de los parámetros que caracterizan las configuraciones fluidas
consideradas en la figura 4.5.

se cerca de la resonancia [figuras (c), (d), y (e)]. La principal conclusión que
se extrae de la figura 4.5 es que el modelo de rodajas proporciona resultados
satisfactorios para puentes ĺıquidos moderadamente viscosos, si la frecuencia
de oscilación es menor o similar a la primera frecuencia de resonancia.

Comentario adicional

Debido a su precisión, las técnicas de análisis de la forma de la gota,
como el método Axisymmetric Drop Shape Analysis (ADSA) (del Rı́o y
Neumann, 1997) o TIFA-AI (Cabezas et al., 2006), se utilizan ampliamen-
te para medir la tensión superficial a partir de las imágenes digitales de
configuraciones fluidas en equilibrio. En experimentos bajo condiciones de
microgravedad (g0 → 0), en los existe una fuerte limitación de volumen
(V → 0, R → 0) y en los que tienen entrefases que separan ĺıquidos de la
misma densidad (∆ρ → 0), el número de Bond toma valores muy pequeños
(B0 → 0). En ese caso, la forma de equilibrio es independiente del valor de
la tensión superficial, y no se pueden utilizar las técnicas anteriores. En esas
condiciones es posible medir la tensión superficial desplazando la configu-
ración fluida de su equilibrio y analizando su respuesta dinámica. Como se
muestra en la figura 4.4(b), la respuesta del puente ĺıquido a la vibración
lateral es extremadamente sensible a las variaciones de la tensión superfi-
cial cuando la frecuencia de vibración está próxima a la primera frecuencia
de resonancia (con la condición de que el número capilar no tome valores
muy elevados). Concretamente, una disminución de 3 mJ/m2 en la tensión
superficial provoca un incremento de un 40 % en la deformación máxima de
la entrefase cuando se vibra con una frecuencia Ω = 0.832 Ω1. Esto se debe
a que la función de transferencia presenta un pico agudo en la frecuencia
de resonancia Ω1/(ρR3/σ)1/2, cuyo valor depende de σ. Por tanto, el ajuste
de la predicción teórica para la deformación de la entrefase a medidas ex-
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Figura 4.5: Parte real Re[η(z)] de la deformación de la entrefase η(z) en función de
la altura z, obtenida en θ = 0 y π. Los śımbolos son los resultados experimentales
para θ = 0 (•) y π (◦), y las ĺıneas continuas y discontinuas son las soluciones a las
ecuaciones de Navier-Stokes para Cν = 0 y el modelo de rodajas, respectivamente.
En los gráficos (a) y (b), se promediaron los resultados en θ = 0 y π para reducir
las fluctuaciones.
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perimentales proporcionaŕıa valores muy precisos de σ incluso para B0 = 0.
Debe señalarse que en este caso un puente ĺıquido con el volumen apropiado
es ciĺındrico, y su deformación dinámica puede ser calculada para Cν = 0
(Sanz y López-Dı́ez, 1989) y Cν 6= 0 (Higuera et al., 2002; Montanero y
Ferrera, 2008).
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Caṕıtulo 5

DEFORMACIÓN DINÁMICA DE LA ENTREFASE PARA
PUENTES LÍQUIDOS NO ISOTERMOS

5.1. Introducción

Como se ha mencionado en el caṕıtulo introductorio, cuando se apli-
ca una pequeña diferencia de temperaturas entre los soportes sólidos que
sostienen un puente ĺıquido aparece un flujo axisimétrico estacionario. Pa-
ra números de Prandtl elevados, este flujo se torna inestable cuando ∆T
excede un valor umbral (Kuhlmann, 1999). Bajo la acción combinada del
gradiente de temperaturas y de la fuerza gravitatoria, se produce una tran-
sición a un flujo no axisimétrico oscilatorio. En este nuevo régimen aparece
una deformación dinámica de la entrefase del puente ĺıquido. Este fenómeno
fue estudiado por primera vez, numéricamente, por Shevtsova et al. (1997).
En ese estudio concluyeron que la máxima deformación se alcanza cerca del
disco caliente, que la amplitud de oscilación de la entrefase es del orden
de un 1 % de la deformación estática, y que vaŕıa con la coordenada axial
y el volumen del puente ĺıquido. Desde el punto de vista experimental, la
existencia de estas deformaciones fue probada por Shu et al. (1994). Pos-
teriormente, Nishino y Yoda (2000) presentaron resultados experimentales
donde la amplitud de la oscilación vaŕıa con la coordenada axial y su va-
lor máximo es aproximadamente 1 µm. Recientemente, Okubo et al. (2005)
han observado mediante técnicas de interferometŕıa que la frecuencia de la
oscilación depende de la esbeltez del puente.

A pesar de su pequeña magnitud, el papel jugado por la deformación
dinámica en el mecanismo de la inestabilidad es todav́ıa objeto de discusión
(Kamotani et al., 2007). El objetivo de este caṕıtulo es la medida tanto de la
amplitud como de la frecuencia que caracterizan la magnitud y la forma de
las oscilaciones de la entrefase. Para ello se emplea una metodoloǵıa similar
a la descrita en caṕıtulos anteriores y se comparan los resultados con las
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Figura 5.1: Geometŕıa y sistema de coordenadas para el puente ĺıquido.

medidas de temperatura proporcionadas por cinco termopares colocados en
el interior del ĺıquido.

5.2. Formulación del problema

La configuración fluida objeto de estudio se representa en la figura 5.1.
Consiste en un volumen V de ĺıquido, sostenido entre dos barras coaxiales
de radio R separadas una distancia L. Se supone que el ĺıquido se ancla a los
bordes de las barras impidiendo el movimiento de la ĺınea de contacto triple.
Las temperaturas en las entrefases sólido-ĺıquido superior e inferior son Th y
Tc (Th > Tc), respectivamente, por lo que el puente ĺıquido está sometido a
una diferencia de temperatura ∆T = Th − Tc entre sus extremos. El puente
ĺıquido está sujeto a la acción de la gravedad g0.

El principal objetivo de este caṕıtulo es describir la deformación de la
superficie libre asociada a la inestabilidad oscilatoria que aparece cuando se
supera la diferencia de temperaturas cŕıtica ∆Tcr. La deformación (no axi-
simétrica) de la superficie libre se caracteriza mediante la función F (θ, z; t),
que mide la distancia entre un elemento de la superficie y el eje del puente
ĺıquido (eje z). El sistema de referencia se escoge de forma que el eje ópti-
co de la cámara sea perpendicular al plano meridional del puente ĺıquido
θ = 0, π (véase la sección 5.3).
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Por otra parte, existen dos ramas de bifurcación, V < V∗ y V > V∗, don-
de V∗ es el volumen del cilindro delimitado por las barras (Shevtsova et al.,
1999). Por este motivo, de aqúı en adelante se utilizan volúmenes adimen-
sionalizados V ≡ V/V∗. V y ∆T pueden considerarse como los parámetros
de control en los experimentos.

5.3. Método experimental

5.3.1. Montaje experimental

El montaje experimental utilizado se muestra en la figura 2.1. El ĺıquido
que se utiliza en los experimentos es aceite de silicona (Pr=68.4). Sus propie-
dades f́ısicas a 25 ◦C son σ = 1.97× 10−2 N/m, σT = −6.37× 10−5 N/m K,
ρ = 912 kg/m3, β = 1.09× 10−3 K−1, ν = 5× 10−6 m2/s, y α = 7.31× 10−8

m2/s, donde σ es la tensión superficial, σT = dσ
dT , ρ la densidad, β el coefi-

ciente de expansión térmica, ν la viscosidad cinemática y α la difusividad
térmica. Las razones para el uso de este aceite son que existen resultados
numéricos previos para el mismo, que su tensión superficial es perfectamente
reproducible, y que se conoce su dependencia con respecto a la temperatura.

La figura 5.2 muestra un esquema de la celda utilizada en los ensayos. En
el interior de la celda se forma un puente ĺıquido sostenido entre dos barras
(A) fabricadas en una aleación de aluminio con una conductividad térmica
de 164 W/m K. Las barras tienen el mismo radio R = 3 mm, y están separa-
das una distancia L = 3.6 mm. Como no son huecas, el ĺıquido para formar
el puente no se inyecta a través de una de ellas como en el experimento
de vibración, sino que se deposita entre las barras mediante un sistema de
inyección externo. La celda del puente ĺıquido se ha mecanizado para que las
barras estén alineadas axialmente. Alrededor de la barra superior se monta
una resistencia eléctrica Minco de 100 Ohms (B) que permite fijar la tem-
peratura Th de la misma. La resistencia se calienta al aplicarle un voltaje
mediante una fuente de alimentación que posee una precisión de 0.001 V.
Dicha precisión permite un control riguroso de la temperatura de la barra
superior. La figura 5.3 muestra la dependencia de Th con el voltaje aplica-
do. Los śımbolos rellenos y huecos corresponden, respectivamente, a los test
hechos cuando el montaje está aislado térmicamente o no. Sólo se observan
pequeñas discrepancias cuando las temperaturas son elevadas. Con respecto
a la barra inferior, un circuito de refrigeración por agua (Thermo Electric,
CAL-31502, USA) (C) permite mantener su temperatura constante e igual
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Figura 5.2: Celda experimental: barras (A), resistencia eléctrica (B), sistema de
enfriamiento (C), termopares (D).

a Tc. Las temperaturas de las barras soporte se miden con la ayuda de dos
termopares (D) insertados en ellas. Asimismo, para medir las oscilaciones
de la temperatura debidas a la convección dependiente del tiempo se han
sumergido cinco microtermopares apantallados (D) de 0.25 mm de diámetro
en el interior del ĺıquido. Todos están a la misma altura z = 2.34 mm, a una
distancia radial r = 2.2 mm del centro de la barra, y desplazados azimutal-
mente entre śı un ángulo de 72◦. Los termopares se introducen en el ĺıquido
a través de la barra superior para impedir que se perturbe la superficie libre
del puente ĺıquido. Las señales de temperatura proporcionadas por los ter-
mopares son amplificadas y se les aplica un filtro de paso banda antes que
sean registradas en el ordenador en intervalos de tiempo de 0.1 s.

La cámara y la óptica utilizadas en la adquisición de imágenes en estos
experimentos son distintas a las de los caṕıtulos anteriores (ver la figura 5.4).
En primer lugar, la cámara (I) es estándar, ya que las oscilaciones tienen
un periodo del orden de segundos y no se necesita una adquisición a alta
velocidad. En segundo lugar, la amplitud de la oscilación es micrométrica.
Por este motivo, se utiliza un tubo extensor (II) junto con un objetivo mi-
croscópico de diez aumentos (III) para ampliar el campo de visión y permitir
la medida de las oscilaciones. Sin embargo, esta ampliación provoca que los
fotogramas tengan dimensiones de 0.809× 0.809 mm y no cubran la región
correspondiente a un puente ĺıquido completo. Para poder tomar imágenes
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Figura 5.3: Temperatura de la barra superior en función del voltaje aplicado.

de la entrefase en toda la longitud de la misma, la cámara se monta sobre
un soporte que puede desplazarse verticalmente bajo la acción de un tornillo
micrométrico (figura 2.1).

Figura 5.4: Esquema de la cámara y óptica utilizadas.

En este experimento es especialmente importante aislar de vibraciones
externas tanto el puente ĺıquido como la cámara. El puente ĺıquido puede
ser muy sensible a las vibraciones, y puede amplificar vibraciones inferiores
a micras presentes en las barras y convertirlas en deformaciones de la su-
perficie libre de varias micras de magnitud. Se ha comprobado que situar
el montaje sobre una mesa óptica dotada de un sistema antivibraciones no
elimina todas las vibraciones procedentes del edificio. El mejor aislamien-
to contra las vibraciones mecánicas externas se ha obtenido al utilizar una
mesa óptica fijada a la pared.

5.3.2. Procedimiento experimental

Antes de proceder a la realización del experimento es necesario calibrar
el sistema de adquisición de imágenes para tener en cuenta los distintos efec-

83



Deformación dinámica de la entrefase para puentes ĺıquidos no isotermos

tos ópticos producidos por el mismo. Por este motivo se reemplaza la celda
donde se forma el puente ĺıquido por una rejilla de calibración. La rejilla de
calibración se sitúa en el plano vertical que coincide aproximadamente con
el plano meridional del puente ĺıquido. A continuación se toma una imagen
de dicha rejilla y se analiza como se describe en la sección 2.6. Se ha veri-
ficado que la amplificación debida al objetivo en ambas direcciones vertical
y horizontal es prácticamente la misma. El análisis de la rejilla también ha
mostrado que la distorsión producida por las lentes es despreciable. Por otra
parte, los termopares se han calibrado utilizando el sistema que permite
regular la temperatura de la barra inferior.

Cada experimento consta de las siguientes operaciones:

1. Se limpia la celda donde se forma el puente ĺıquido y se aplica un
recubrimiento de un agente antimojado, FC273, sobre la superficie
lateral de las barras para mantener el ĺıquido anclado en los bordes e
impedir que “trepe” por ellos.

2. Se inyecta entre las barras el volumen de ĺıquido necesario para formar
el puente ĺıquido deseado. Para ello se utiliza una jeringa cuyo émbolo
se acciona mediante una bomba de inyección (KDS 270) que permite
controlar con gran precisión el volumen del puente.

3. Se selecciona el voltaje a aplicar a la resistencia eléctrica. Se espera 20
minutos para que el sistema alcance un flujo totalmente desarrollado y
caracterizado por la diferencia de temperatura ∆T aplicada entre las
barras soporte.

4. Una vez alcanzado este régimen, se graban las oscilaciones de la en-
trefase del puente ĺıquido. En primer lugar, se graban las oscilaciones
de la región de la entrefase que está en contacto con la barra superior.
Para ello se toman 350 imágenes de un puente ĺıquido de dimensiones
1004 × 1004 ṕıxeles a una velocidad de 45 imágenes por segundo. A
continuación la cámara se desplaza verticalmente 500 µm hacia la ba-
rra inferior y se vuelven a tomar 350 imágenes de la entrefase (véase
la figura 5.5). Esta operación se repite 6 veces hasta grabar imáge-
nes de toda la entrefase. Además, simultáneamente a la grabación de
imágenes, se toman 1000 medidas de temperatura con cada termopar.

5. Las etapas 3 y 4 se repiten para diferentes voltajes aplicados a la
resistencia que fija la temperatura de la barra superior.
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Este mismo procedimiento se repitió para puentes ĺıquidos con diferente
volumen.

809µm

R#8

500 µm

R#1

Figura 5.5: Diagrama que muestra las distintas regiones (R) grabadas por la cáma-
ra en el curso de un experimento.

5.3.3. Errores experimentales

Antes de analizar los resultados obtenidos en los experimentos, resulta
interesante evaluar los errores e incertidumbres asociados al montaje expe-
rimental. En primer lugar, se han evaluado los errores en el mecanizado de
la celda del puente ĺıquido analizando imágenes de la celda vaćıa para dis-
tintos valores de ∆T . La excentricidad entre las barras superior e inferior, y
la diferencia entre sus radios es menor que el 1 % de la longitud caracteŕısti-
ca radial R. La discrepancia entre los valores real y nominal L = 3.6 mm
de la distancia entre las barras soporte no alcanza el 3 %. También se ha
comprobado que los errores correspondientes a las medidas de temperatura
son inferiores a 0.05◦ C. Además, antes de cada experimento, se verifica que
todos los termopares miden la misma temperatura teniendo en cuenta la
incertidumbre en la medida.

El volumen del puente ĺıquido no se puede calcular a partir de las imáge-
nes, como se haćıa en los experimentos de vibración forzada, porque en este
tipo de experimentos no se toman imágenes del puente ĺıquido completo.
Por eso, el volumen del puente ĺıquido se estima a partir de las especifi-
caciones de la bomba de inyección. Para evaluar la incertidumbre de esta
estimación, se reduce la amplificación provocada por las lentes y se toman
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varias imágenes de puentes completos para ∆T = 0. A continuación, se cal-
cula el volumen a partir de las imágenes y se compara con el proporcionado
por la bomba de inyección. Las diferencias son menores que el 5%. A pesar
de que esta incertidumbre dificulta la repetición de los experimentos bajo
las mismas condiciones, se obtienen resultados perfectamente reproducibles
para la frecuencia de oscilación de la superficie libre. Sólo se han encontrado
pequeñas variaciones en la amplitud cuando se repiten los experimentos.

5.4. Descripción y análisis de los datos

5.4.1. Detección del contorno en la imagen

En los experimentos realizados se obtienen secuencias de imágenes para
las distintas zonas de la entrefase. Detectando la entrefase en cada una de
las imágenes que componen la secuencia, se puede analizar el movimiento de
la misma. La figura 5.6a muestra una imagen digital de la zona del puente
ĺıquido más próxima a la barra superior. Debido al gran aumento de la
óptica utilizada, se pueden apreciar deficiencias en el mecanizado de la barra
y presencia de ĺıquido que ha “trepado” sobre la misma. Como se muestra
más adelante, este aumento es necesario para detectar las oscilaciones de
la entrefase del puente ĺıquido. De hecho, la amplitud de estas oscilaciones
es menor que el tamaño del ṕıxel (0.806 µm) en la mayoŕıa de los casos
analizados. Por tanto, la posición del contorno del puente ĺıquido debe ser
determinada a nivel subṕıxel.

En la sección 2.4 se han descrito algunos criterios frecuentemente utiliza-
dos para localizar bordes en imágenes digitales. Es importante señalar que
es muy probable que los distintos criterios proporcionen bordes en distintas
posiciones. La figura 5.6b muestra el perfil de la intensidad de grises corres-
pondiente a la linea discontinua dibujada en la figura 5.6a. La distribución
de intensidad cerca de la entrefase puede ser descrita por una función de tipo
Heaviside. La intensidad vaŕıa desde un nivel bajo (correspondiente al obje-
to) a un nivel alto (correspondiente al fondo). Existe un pico de intensidad
en i ≈ 500 que puede deberse a difracción. Dicho pico provoca la aparición
de un máximo local cuando se calcula el gradiente de I, lo que entorpece
la detección de la entrefase con los detectores de máximo gradiente y de
laplaciana cero. Por este motivo, para el análisis de este tipo de imágenes,
sólo se han considerado las técnicas que localizan el contorno utilizando un
criterio de intensidad umbral. Concretamente, se han considerado los dos

86



Descripción y análisis de los datos

j

0.1 mm

����� ��������

�	
������

������	��

i

(a) 0 200 400 600 800 1000-20
0

20
40
60
80

100
120
140
160

 

I

i 

(b)

Figura 5.6: Imagen digital de la entrefase de un puente ĺıquido junto a la barra su-
perior (a), y perfil de intensidad de grises (b) correspondiente a la ĺınea discontinua
en (a). La ĺınea discontinua en el gráfico (b) indica el valor umbral de la intensidad.

procedimientos descritos en la sección 2.5 y que detectan el contorno del
puente ĺıquido a nivel subṕıxel.

Como el movimiento de la entrefase es muy pequeño, cabŕıa esperar que
las matrices de intensidad de gris I(i, j) correspondientes a las imágenes de
una serie temporal fueran prácticamente las mismas. Sin embargo, se ha ob-
servado que el valor de intensidad umbral proporcionado por el método de
Otsu vaŕıa significativamente para las imágenes de una secuencia. Estas va-
riaciones se deben, probablemente, al ruido producido por los componentes
electrónicos del sistema de digitalización de imágenes, que cambia el histo-
grama de I(i, j) y, por tanto, el valor del umbral. También se analizó en este
trabajo la utilización de un umbral común para todas las imágenes de una
misma secuencia, obteniéndose resultados muy similares.

La posición del contorno del puente ĺıquido (y de la aguja, si es el caso)
se obtiene aplicando a cada una de las imágenes que componen la serie tem-
poral los procedimientos de umbral local y global descritos en la sección 2.5.
Para calcular la posición F (0, z; t) de la entrefase en el sistema de referen-
cia indicado en la figura 5.1, es necesario determinar la posición del puente
ĺıquido en la imagen. Para ello se detecta automáticamente la posición del
vértice de la barra superior siguiendo el procedimiento descrito en la sección
3.4. Conocida la posición de ese vértice, es posible calcular la deformación
R− F (0, z; t) de la entrefase respecto a la forma ciĺıncdrica.

La figura 5.7 muestra las posiciones de la entrefase R− F calculadas en
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Figura 5.7: Posición de la entrefase en z = L − 164.8 µm calculada a partir
de las técnicas de umbral local (◦) y global (•) (a). El gráfico (b) muestra los
resultados desplazados un valor constante para que los valores medios 〈F 〉LT y
〈F 〉GT obtenidos de las técnicas de umbral local y global, respectivamente, sean
igual a 1/2 (〈F 〉LT + 〈F 〉GT).

z = L−164.8 µm en un experimento con V = 0.85 y ∆T = 20.0 K utilizando
ambos métodos de detección de contorno. El tamaño del ṕıxel es 0.806 µm.
Como puede apreciarse, la amplitud de la oscilación es más pequeña que el
tamaño del ṕıxel, lo que demuestra que la detección debe realizarse a nivel
subṕıxel. Ambas técnicas muestran básicamente el mismo comportamiento
oscilatorio, aunque los valores medios de la posición de la entrefase no son
iguales. De hecho, la discrepancia entre ambos valores es aproximadamen-
te dos veces el tamaño del ṕıxel. Esto, como ya se ha comentado, podŕıa
deberse a que los dos métodos empleados utilizan distintos criterios para
localizar el contorno del puente ĺıquido lo que afecta al resultado incluso
a nivel ṕıxel. No obstante, esta discrepancia no es relevante a la hora de
calcular la amplitud y la frecuencia de la oscilación. La figura 5.7b mues-
tra los resultados desplazados un valor constante para poder comparar las
amplitudes y las frecuencias obtenidas a partir de ambas técnicas. Ambos
métodos proporcionan resultados muy similares, aunque el método de um-
bral adaptativo presenta mayores fluctuaciones y requiere un mayor tiempo
de computación. Por este motivo, se ha elegido el método de umbral global
para el cálculo del contorno en este análisis.

Los resultados mostrados en la figura 5.7 (y otros que no se presentan
en esta memoria) permiten deducir la siguiente conclusión general: no se
necesita un conocimiento preciso de la posición de la entrefase ĺıquido-fluido
para describir su movimiento con gran precisión. La figura 5.8 ilustra es-
ta afirmación. La región rayada en la figura 5.8a corresponde a los ṕıxeles
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Figura 5.8: Entrefases verdadera y detectada en una imagen (a). La entrefase
verdadera (ĺınea continua) está ubicada en algún lugar de la región rayada. Los
puntos en la figura corresponden al valor umbral de intensidad de grises I(i, j) para
cada columna j y, por tanto, pertenecen a la entrefase detectada. El gráfico (b) es
un esquema de la evolución temporal de la posición horizontal tanto de la entrefase
verdadera (ĺınea sólida) como de la detectada (ĺınea discontinua) para una altura
determinada z.

alrededor del valor umbral (véase figura 5.6b). Se asume que la entrefase
verdadera (ĺınea continua) está situada en algún lugar en esta región. Por
tanto, la incertidumbre en la determinación de la posición de la entrefase
es del orden del tamaño de varios ṕıxeles. Los puntos en la figura corres-
ponden al valor umbral de la intensidad de gris I(i, j) para cada columna
j, y por lo tanto, pertenecientes la entrefase detectada. Estos puntos se cal-
culan a nivel subṕıxel usando una técnica de interpolación. Las técnicas de
detección asumen que las entrefases verdadera y detectada coinciden, pero
esta suposición no es importante para nuestros propósitos. Por ejemplo, si se
asume que la distancia horizontal entre las entrefases verdadera y detectada
permanece constante en el tiempo, entonces la amplitud y la frecuencia que
caracterizan la oscilación de ambas entrefases coinciden. El procedimiento
que aqúı se presenta proporciona la amplitud y la frecuencia de la oscila-
ción de la entrefase detectada con una incertidumbre menor que el tamaño
de un ṕıxel (véase, por ejemplo, la figura 5.7). Por tanto, los valores que
corresponden a la entrefase verdadera se obtienen con esa incertidumbre. La
figura 5.8b muestra la evolución temporal de la posición horizontal de ambas
entrefases, verdadera (ĺınea continua) y detectada (ĺınea discontinua), para
una altura determinada z. Aunque la entrefase detectada puede desviarse de
la verdadera en más de un ṕıxel, la amplitud A∗ y la frecuencia φ∗ medidas
a partir de ella coinciden con los valores verdaderos A y φ.
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5.4.2. Cálculo de las amplitudes y frecuencias

En los experimentos llevados a cabo se han obtenido una gran cantidad
de datos. El experimento descrito en la sección 5.3 proporciona la evolución
temporal de la temperatura T en los cinco termopares, y de la posición
F (z, t) de 7000 puntos pertenecientes a la entrefase del puente ĺıquido en
θ = 0. Ambas magnitudes se miden para un amplio rango de diferencia de
temperaturas ∆T aplicadas. Este experimento se ha repetido para varios
volúmenes V del puente ĺıquido. Como se ha mencionado en la introducción
de este caṕıtulo, el principal objetivo es comparar la magnitud y la forma de
las oscilaciones de la temperatura con las de la entrefase. Por este motivo, se
calculan la amplitud A promedio y la frecuencia fundamental φ que describen
esas oscilaciones. Debido a la gran cantidad de datos experimentales se han
ideado algoritmos para calcular automáticamente tanto la amplitud A como
la frecuencia φ a partir de las series de datos.

Tanto en las simulaciones numéricas (Shevtsova et al., 2003; Melnikov
et al., 2004) como en los experimentos (Frank y Schwabe, 1997; Shevtsova
et al., 1999; Ueno et al., 2003; Shevtsova et al., 2005) se ha demostrado que
las oscilaciones de temperatura tienen una forma perfectamente sinusoidal
cerca de la aparición de la inestabilidad oscilatoria, y que sólo vaŕıa la am-
plitud con la distancia respecto del punto cŕıtico. Para valores mayores de
∆T , las oscilaciones, aunque periódicas y autosostenidas, dejan de ser sinu-
soidales. Para ilustrar este comentario, la figura 5.9 muestra la temperatura
medida por el segundo termopar en un experimento de un puente ĺıquido
con ∆T = 22.3 K y V = 0.85. En ella puede apreciarse un alejamiento
significativo de la forma sinusoidal, aunque la oscilación todav́ıa tenga un
máximo por ciclo. Las oscilaciones con un sólo máximo sufren una transición
a oscilaciones con dos máximos para determinados valores de ∆T debido al
cambio de la fase entre la frecuencia fundamental y su primer armónico.
Para valores mayores de ∆T , ocurren transiciones entre oscilaciones cuasi-
periódicas y caóticas. En esta sección se utiliza un algoritmo para calcular
automáticamente tanto la amplitud como la frecuencia fundamental de las
oscilaciones en las medidas de temperatura. Este algoritmo sólo puede ser
aplicado a oscilaciones periódicas y cuasiperiódicas con un único máximo por
oscilación. La amplitud obtenida debe ser vista como una amplitud efectiva
que indica la magnitud de las oscilaciones.

El algoritmo que analiza las oscilaciones de la temperatura procede de la
siguiente manera. Primero, elimina fluctuaciones promediando los valores de
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Descripción y análisis de los datos
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Figura 5.9: Temperatura medida por el segundo termopar para ∆T = 22.3 K y
V = 0.85.
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Figura 5.10: TDF calculada a partir de la serie de datos de la figura 5.9.

cada cinco puntos consecutivos. A continuación, detecta todos los máximos
y mı́nimos locales de la serie de datos. Calcula la amplitud efectiva A de
la oscilación promediando las diferencias entre dos extremos locales conse-
cutivos. Después realiza interpolaciones lineales entre los M puntos de la
señal original (es decir, sin quitar las fluctuaciones) para obtener una fun-
ción continua. Utilizando esta función, obtiene un conjunto de N puntos
equiespaciados temporalmente, donde N es la potencia de 2 más próxima
a M . Por último, calcula la transformada discreta de Fourier (TDF) {T ∗n}
(n = 0, 2, . . . , N − 1) del conjunto de N puntos utilizando el algoritmo de la
transformada rápida de Fourier. La frecuencia φ de la oscilación es el máxi-
mo de la serie {T ∗n}. La figura 5.10 muestra la TDF de la serie de la figura
5.9. Puede apreciarse el pico φ = 0.429 Hz que corresponde a la frecuencia
fundamental de la oscilación.
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El campo de temperaturas y la posición de la entrefase están relaciona-
dos, y por este motivo deben esperarse los mismos tipos de oscilación para
ambas cantidades. Como se muestra en la figura 5.7, existen fluctuaciones
importantes en la evolución de la posición de la entrefase, incluso utilizan-
do el método de detección de contorno de intensidad umbral global. Se ha
verificado que en muchos casos estas fluctuaciones no pueden ser eliminadas
totalmente suavizando la serie, lo que impide la búsqueda automática de los
extremos locales. Además, debido a las limitaciones del sistema de adquisi-
ción de imágenes utilizado en los experimentos, la serie temporal consta sólo
de 350 puntos, lo que reduce significativamente la precisión de las frecuen-
cias calculadas utilizando la TDF. Debido a esto, para calcular A y φ debe
seguirse una estrategia totalmente distinta a la que se ha seguido para las
oscilaciones de la temperatura. Se ha utilizado el método de optimización de
Levenberg–Marquardt (Bates y Watts, 1988) para encontrar un ajuste por
mı́nimos cuadrados de los datos experimentales al modelo

R− F = A cos(2πφ t + ϕ) + A0 . (5.1)

Se ha verificado que este método converge prácticamente a los mismos
valores de las variables de optimización {A, φ, ϕ, A0} partiendo de dife-
rentes valores iniciales. Por tanto, no se requiere un análisis adicional de la
serie para determinar los valores iniciales, y el cálculo tanto de la amplitud
A como de la frecuencia φ se ha automatizado fácilmente. La figura 5.11
muestra el resultado obtenido a partir de la serie dibujada en la figura 5.7.
La figura también muestra la serie suavizada promediando los valores de
cada cinco puntos consecutivos. Como puede observarse, el ajuste no lineal
reproduce satisfactoriamente la forma de la serie. La fiabilidad del cálculo
de las variables de optimización se establece como se explica a continuación.
Se obtienen diez estimaciones de {A, φ, ϕ, A0} a partir del ajuste (5.1) a
10 subconjuntos de 35 puntos escogidos aleatoriamente entre los datos de la
serie. Las desviaciones t́ıpicas de esas estimaciones indican la incertidumbre
asociada con el cálculo de las variables de optimización. En todos los casos
analizados, las desviaciones t́ıpicas para la amplitud A y la frecuencia φ fue-
ron menores que 0.05 µm y 8×10−3 Hz, respectivamente. Por último, se ha
de reseñar que este método proporciona medidas precisas de la frecuencia
fundamental φ y estima la amplitud (efectiva) A sólo para oscilaciones pe-
riódicas y cuasiperiódicas con un único máximo por oscilación, cuyas formas
son similares a las asumidas en la ecuación (5.1). Por tanto, este proce-
dimiento no se ha aplicado ni en oscilaciones en las que el máximo se ha
dividido, ni en las no periódicas.
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Figura 5.11: Ajuste no lineal calculado a partir de las series de la figura 5.7
(ĺınea continua) y serie suavizada promediando los valores de cada cinco puntos
consecutivos (śımbolos).

Los métodos descritos con anterioridad permiten calcular, a partir de las
medidas obtenidas en imágenes y termopares, tanto la amplitud (efectiva)
como la frecuencia fundamental de las oscilaciones periódicas y cuasiperiódi-
cas en las que el máximo no está dividido. Las frecuencias subyacentes en
las oscilaciones periódicas en las que el máximo está escindido y en las osci-
laciones caóticas pueden calcularse utilizando la TDF. En este último caso,
tanto las oscilaciones de la temperatura como de la entrefase se han procesa-
do mediante una función de Mathematica que hace uso de la transformada
rápida de Fourier. Los resultados obtenidos se presentan en la próxima sec-
ción.

5.5. Resultados

5.5.1. Estructura de la deformación de la entrefase

La imagen 5.12 muestra la dependencia de la amplitud A, frecuencia φ,
fase ϕ, y posición media A0 con respecto a la coordenada vertical z para un
puente ĺıquido con V = 0.90 y ∆T = 26.1 K. Los diferentes śımbolos corres-
ponden a cada una de las 8 posiciones de la cámara en el experimento (véase
la sección 5.3.2). Como se esperaba, los śımbolos prácticamente se solapan
en los intervalos en los que la altura z es común. La amplitud de las oscila-
ciones alcanza un máximo cerca de la barra superior, como se ha predicho
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en trabajos teóricos previos (Shevtsova et al., 1997; Kuhlmann y Nienhuser,
2002). La amplitud máxima es aproximadamente 1.2 µm. La entrefase del
puente ĺıquido oscila con una frecuencia prácticamente independiente de la
altura z. Las amplias fluctuaciones observadas para φ y ϕ cerca de la barra
inferior son debidas a que en esa zona las oscilaciones son muy pequeñas y
la presencia de ruido es importante, por lo que se reduce la efectividad del
ajuste no lineal. La posición media A0(z) debeŕıa idealmente anularse en
los puntos de anclaje z = 0 y z = L mm. En el punto de anclaje superior
se cumple que A0(L) = 0, ya que ese punto es el que se utiliza como refe-
rencia para calcular la posición del puente en la imagen. El valor 0.09 mm
obtenido en el soporte sólido inferior para A0 revela ligeras deficiencias en
el mecanizado de la celda del puente ĺıquido, y/o una inclinación del eje de
desplazamiento de la cámara con un ángulo inferior a 1.5◦. También puede
deberse a la dilatación de la barra superior y a la excentricidad entre las
barras.

5.5.2. Reǵımenes de flujo

El análisis de las oscilaciones de la temperatura captadas por los cinco
termopares permite identificar los distintos reǵımenes del flujo inducidos en
el puente ĺıquido. En distintos experimentos (Ueno et al., 2003) y simula-
ciones numéricas (Melnikov et al., 2004), se han encontrado al menos seis
reǵımenes diferentes: (i) flujo estacionario axisimétrico, (ii) onda estaciona-
ria con número de onda azimutal m = 1, (iii) onda viajera con m = 1, (iv)
onda estacionaria con un modo mixto m = 1 + 2, (v) onda viajera cuasi-
periódica con m = 1 + 2, y (vi) flujo caótico. Este hecho nos plantea la
pregunta de si seŕıa posible identificar los citados reǵımenes a partir de la
observación de la deformación de la entrefase.

La figura 5.13 muestra la frecuencia fundamental y la amplitud que ca-
racterizan la evolución temporal tanto de la temperatura del termopar 2 (el
termopar más cercano al contorno observado) como de la deformación de la
entrefase. La frecuencia de oscilación de la entrefase se ha calculado como el
promedio sobre toda la entrefase, mientras que la amplitud se ha obtenido
en z = L − 567.1 µm. Los resultados se han obtenido para V = 0.85 en
función de ∆T . Tanto la temperatura como la deformación de la entrefa-
se muestran el mismo comportamiento oscilatorio. Además, las frecuencias
medidas prácticamente coinciden, mientras que las amplitudes presentan
tendencias similares. Las ĺıneas discontinuas verticales de la figura delimi-
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Figura 5.12: Dependencia de la amplitud A, frecuencia φ, fase ϕ, y posición pro-
medio A0 con respecto de la coordenada vertical z para un puente ĺıquido con
V = 0.90 y ∆T = 26.1 K. Los śımbolos corresponden a cada una de las 8 posiciones
de la cámara en el experimento (veáse sección 5.3.2).
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Figura 5.13: Amplitud (a) y frecuencia (b) de las oscilaciones de la temperatura
en el termopar 2 (•) y de la deformación de la entrefase (◦). Las ĺıneas verticales
indican los distintos reǵımenes de flujo identificados a partir del análisis de las
oscilaciones de la temperatura medidas por los cinco termopares. Las flechas señalan
los casos considerados en la figura 5.14.

tan los distintos reǵımenes del flujo mencionados con anterioridad. Éstos han
sido identificados a partir del análisis de las oscilaciones de las temperaturas
captadas por los cinco termopares (Shevtsova et al., 1999, 2005).

La figura 5.14 muestra el comportamiento temporal de la temperatura
en el termopar 2 y de la deformación de la entrefase en z = L − 567.1 µm
para V = 0.85 y distintos valores de ∆T . Los valores de las frecuencias de
oscilación correspondientes a los distintos reǵımenes de flujo se indican en la
figura 5.13b. Para mostrar la magnitud de las oscilaciones, los valores medios
〈F 〉 y 〈T 〉 de las posiciones de la entrefase y la temperatura se han sustráıdo
de sus series correspondientes. Para que se aprecie mejor la forma de las
oscilaciones de la entrefase, se han eliminado pequeñas fluctuaciones pro-
mediando los valores de cada cinco puntos consecutivos. Como se menciona
en la sección 5.3.2, la temperatura fue medida en el experimento durante
un intervalo de tiempo de 100 s. La figura sólo muestra grabaciones de 8 s
para poder comparar las formas de las oscilaciones de la temperatura y de la
entrefase. Por otra parte, es importante señalar que los oŕıgenes temporales
no coinciden necesariamente en ambos casos. En los gráficos de la izquierda,
las ĺıneas continuas corresponden a los ajustes no lineales (ecuación 5.1) ob-
tenidos a partir de las series de datos. Como se explica en la sección 5.4.2,
estos ajustes se han calculado para oscilaciones periódicas y cuasiperiódicas
en las que el máximo no se divide.
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Figura 5.14: Comportamiento temporal de la deformación de la entrefase en z =
L− 567.1 µm (gráficas de la izquierda) y la temperatura en el termopar 2 (gráficas
de la derecha) para V = 0.85 y distintos valores de ∆T . Desde la parte superior
hasta la parte inferior, ∆T = 0.8, 15.5, 16.6, 20.0, 21.1, 27.5, 33.6, 42.7, 46.3 K. En
las gráficas de la izquierda, las ĺıneas sólidas se corresponden con los ajustes no
lineales (5.1) obtenidos a partir de las series de datos.
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La figura 5.14 merece varios comentarios. Para el caso en el que ∆T = 0.8
K (gráficas superiores) se obtiene ruido blanco tanto en la posición de la en-
trefase como en las medidas de temperatura. Cuando ∆T = 15.6 K puede
apreciarse claramente una oscilación de amplitud pequeña en el caso de la
temperatura. Este comportamiento oscilatorio dif́ıcilmente se observa en el
caso de la posición de la entrefase, aunque el ajuste no lineal permite apreciar
una oscilación armónica de 0.013 µm de amplitud y 0.38 Hz de frecuencia.
Esta última es muy similar a la obtenida partir de las medidas de temperatu-
ra. Los casos en los que ∆T =16.6, 20.0, 21.1, 27.5, y 33.6 K corresponden a
oscilaciones cuasi-sinusoidales cuyas amplitudes aumentan monótonamente
a medida que ∆T crece. Cuando ∆T =16.6 K se puede observar una ligera
tendencia ascendente en ambas oscilaciones. Para ∆T =21.1 K, la amplitud
de ambas oscilaciones decrece con el tiempo dentro del intervalo considerado,
probablemente debido a la superposición de dos armónicos. El alejamiento
de ambas oscilaciones es también similar para ∆T = 33.6 K. La oscilación
de la entrefase recupera su carácter periódico para ∆T = 42.7 K, aunque los
máximos se excinden. La oscilación en la temperatura también vuelve a ser
periódica, aunque la división del máximo no puede apreciarse. Finalmente,
se observa un comportamiento no periódico (caótico) para ∆T = 46.3 K en
ambas oscilaciones.

Es importante señalar que, dado que la entrefase se comporta como una
superficie fluida, su posición F y la distribución de velocidades están uni-
dos mediante la condición de compatibilidad cinemática. De esta forma, la
influencia de la velocidad puede producir diferencias cualitativas entre las
oscilaciones de la entrefase y la temperatura. Por ejemplo, las simulaciones
numéricas para puentes ĺıquidos ciĺındricos con un número de Prandtl medio
(Shevtsova et al., 2003), han mostrado una escisión de los máximos en las
oscilaciones de la velocidad para valores de ∆T para los que las oscilaciones
de la temperatura no presentaron dicha escisión. Esto puede explicar que
haya diferencia entre las formas de las oscilaciones de la entrefase y de la
temperatura para ∆T = 42.7 K.

5.5.3. Influencia del volumen

Por último, se han realizado distintos experimentos variando el volumen
del puente ĺıquido. La figura 5.15 muestra la dependencia de la amplitud A
con respecto a la coordenada vertical z para V = 0.80. Concretamente, se
indica la desviación relativa ε = 100∆T−∆Tcr

∆Tcr
con respecto a la diferencia de
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Figura 5.15: Dependencia de la amplitud, A con respecto a la coordenada vertical
z para un puente ĺıquido con volumen V = 0.80. Los śımbolos •, ◦, N, M, ¥, ¤, ¨,
♦ y F corresponden a ε = 0.00, 3.18, 9.70, 17.64, 22.32, 27.17, 32.01, 39.44 y 46.85,
respectivamente. ∆Tcr = 14.7 K.

temperaturas cŕıtica ∆Tcr para la que aparece el flujo oscilatorio. ∆Tcr se
calculó a partir de las medidas de la entrefase y de la temperatura. Estas me-
didas han coincidido en todos los experimentos. Los datos correspondientes
a cada valor de ε se han representado con śımbolos diferentes. Como puede
apreciarse en dicha figura, la amplitud de la oscilación alcanza un máximo
en z ' L − 120 µm, y decrece a medida que z disminuye. Con lo que se
mantiene la tendencia observada en la figura 5.12a para V = 0.90.

Por otra parte, la figura 5.16 muestra la amplitud que caracteriza la
evolución temporal tanto de la temperatura del termopar 2 como de la de-
formación de la entrefase en z = L−530 µm. Los resultados se han obtenido
en función de ∆T para tres volúmenes distintos, V = 0.80, 0.90 y 1.00. En
dicha figura puede observarse, al igual que en la figura 5.13, que las am-
plitudes calculadas a partir de los termopares y de las imágenes presentan
el mismo comportamiento. Además, la amplitud de la oscilación decrece a
medida que aumenta el volumen medido. Para finalizar, se ha de señalar que
∆Tcr aumenta a medida que se incrementa el volumen, ya que ∆Tcr = 14.71
K para V = 0.80, ∆Tcr = 18.02 K para V = 0.90 y ∆Tcr = 18.44 K para
V = 1.00.
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Figura 5.16: Amplitud (a) medida a partir de la evolución temporal de la tem-
peratura en el termopar 2 (V = 0.80 (¥), V = 0.90 (•), V = 1.00 (N)) y de
la deformación de la entrefase (V = 0.80 (¤), V = 0.90 (◦), V = 1.00 (4)) en
z = L− 530 µm.
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Caṕıtulo 6

DEFORMACIÓN MEDIA DE LA ENTREFASE PARA
PUENTES LÍQUIDOS NO ISOTERMOS

6.1. Introducción

El flujo termocapilar que se produce en el interior de un puente ĺıquido
cuando se somete a un gradiente térmico altera la posición de la superficie
libre. Si el gradiente de temperaturas es pequeño, la superficie libre adopta
una posición estática diferente a la de equilibrio. Si el gradiente de tempe-
raturas supera un cierto valor cŕıtico, la posición instantánea de la entrefase
es la superposición de una deformación media (estática) y oscilaciones de
pequeña amplitud. Estas oscilaciones fueron analizadas en el caṕıtulo ante-
rior.

La inmensa mayoŕıa de las simulaciones numéricas se realizan asumien-
do que la superficie libre adopta su posición de equilibrio (∆T = 0) tanto
para gradientes térmicos inferiores al cŕıtico como para valores supercŕıti-
cos. Se asume que esta simplificación no conduce a errores significativos si
el número capilar es suficientemente pequeño. En este caṕıtulo presentamos
medidas experimentales de la deformación promedio de la superficie libre
con respecto a su posición de equilibrio. Para gradientes térmicos inferiores
al cŕıtico, el promedio tiene simplemente un sentido estad́ıstico y permite
reducir el ruido en la medida. Para gradientes térmicos superiores al cŕıti-
co, el promedio permite eliminar la influencia de las oscilaciones y obtener
aśı la deformación estática que subyace dichas oscilaciones. Estos resultados
permiten evaluar la simplificación adoptada en las simulaciones numéricas
realizadas hasta la fecha. La organización del caṕıtulo es la siguiente. En
primer lugar, se presenta la configuración fluida objeto de estudio (sección
6.2). Además, se analiza la deformación promedio de la superficie libre cuan-
do se aplica un gradiente de temperaturas determinado entre las barras que
sostienen el puente ĺıquido y se utiliza para el cálculo de la curvatura media
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local de la entrefase. Posteriormente, en las secciones 6.3 y 6.4, se explican
tanto el método experimental completo como el procedimiento seguido para
el análisis de las imágenes medidas experimentalmente. A continuación, se
evalúan las medidas experimentales para establecer el rango de validez de
las mismas (véase sección 6.5) y por último, en la sección 6.6, se discuten
los resultados obtenidos.

6.2. Formulación del problema

La configuración fluida que se estudia en este caṕıtulo es la misma que la
del caṕıtulo anterior (figura 5.1). Se trata de un puente ĺıquido de volumen
V sujeto entre dos barras verticales y coaxiales de igual radio R separadas
una distancia L. Para caracterizar la configuración se utiliza el volumen adi-
mensionalizado V ≡ V/V∗, donde V∗ = πR2L es el volumen del cilindro
delimitado por las barras. Además, se asume que el ĺıquido ancla a los bor-
des de éstas, impidiendo el movimiento de la ĺınea de contacto triple. En las
entrefases sólido-ĺıquido superior e inferior se aplican temperaturas Th y Tc

(Th > Tc), lo que conduce a una diferencia de temperaturas ∆T = Th − Tc.
Además, el puente ĺıquido está sujeto a la acción de la gravedad g0. Final-
mente, la posición de su superficie libre se caracteriza mediante la función
F (θ, z; t) que mide la distancia entre un elemento de la superficie y el eje z
de los discos en el instante t.

Cuando ∆T = 0, el puente ĺıquido está en equilibrio, la superficie libre
es axisimétrica, y se caracteriza mediante la función F0(z). La deformación
respecto al cilindro F0(z) − R se debe a la acción de la fuerza gravitatoria
y a la diferencia entre el volumen del puente ĺıquido y el del cilindro de-
limitado entre las barras que lo sostienen. Cuando se aplica una pequeña
diferencia de temperaturas entre los soportes, aparece un flujo estacionario
axisimétrico en el puente ĺıquido que deforma la superficie libre. La posición
de la entrefase F (z) = F0(z) + F (est)(z) todav́ıa es axisimétrica, y difiere
de la forma de equilibrio F0(z) en la perturbación F (est)(z). Ésta última es
al menos un orden de magnitud menor que la deformación F0(z) − R en
equilibrio (Shevtsova et al., en publicación).

Se pueden identificar fácilmente tres efectos responsables de la pertur-
bación F (est)(z): la expansión térmica del ĺıquido, la variación de la tensión
superficial a lo largo de la entrefase, y los efectos hidrodinámicos en la fuer-
za que el ĺıquido ejerce sobre la superficie libre. La expansión térmica causa
un pequeño (. 2%) incremento del volumen de ĺıquido que constituye sin

102



Formulación del problema

embargo una contribución significativa a F (est)(z). La tensión superficial
vaŕıa en la superficie libre debido a la distribución de temperaturas, lo que
cambia la respuesta local de la entrefase a la fuerza que actúa sobre ella.
En equilibrio esta fuerza es el resultado de la presión hidrostática. El flujo
termoconvectivo altera el campo de presiones e induce la aparición de es-
fuerzos viscosos cerca de la superficie libre. Ambos efectos hidrodinamicos
son relevantes cuando se determina la perturbación F (est)(z).

Como ya se ha mencionado, cuando ∆T excede un cierto valor umbral
∆Tcr, el flujo termoconvectivo estacionario axisimétrico se vuelve inestable
y aparece un flujo oscilatorio no axisimétrico. En ese caso, la forma de la
superficie libre F (θ, z; t) se puede ver como la superposición de la correspon-
diente al régimen estacionario subyacente, F0(z)+F (est)(z), y las oscilaciones
F (osc)(θ, z; t). En el caṕıtulo 5, se ha utilizado una técnica óptica para me-
dir la contribución F (osc)(θ, z; t) a la deformación total de la superficie libre
F (θ, z; t). En la mayoŕıa de los casos que se han analizado, F (osc)(θ, z; t) es
una función periódica (o cuasiperiódica) del tiempo y al menos un orden de
magnitud menor que F (est)(z). El periodo de las oscilaciones vaŕıa entre 1.5
y 2.5 s.

En el presente análisis, se utilizan de nuevo técnicas ópticas para medir
con precisión la contribución F (est)(z) a la deformación total de la entrefase,
F (θ, z; t), tanto en el régimen estacionario como en el oscilatorio. Prome-
diando los contornos de un conjunto de imágenes equiespaciadas temporal-
mente, se obtiene la deformación media 〈F 〉(z). En el régimen estacionario,
este promedio sólo tiene significado estad́ıstico ya que reduce el ruido aso-
ciado con la detección de la superficie libre en la imagen. Sin embargo, en
el régimen oscilatorio el promedio se utiliza para eliminar la influencia de la
oscilación. Es decir, debido a su pequeña magnitud y al carácter periódico
de las oscilaciones que aparecen para ∆T ≥ ∆Tcr, se puede despreciar la
contribución F (osc)(θ, z; t) a la deformación promedio 〈F 〉(z), y por lo tanto,
〈F 〉 ' F0 + F (est) tanto para ∆T < ∆Tcr como para ∆T ≥ ∆Tcr.

A partir de la deformación promedio 〈F 〉(z) de la superficie libre se
pueden obtener diferentes magnitudes. Entre ellas, la curvatura media local

C(z) =
1

〈F 〉(1 + 〈F 〉2z)1/2
− 〈F 〉zz

(1 + 〈F 〉2z)3/2
(6.1)

es probablemente la más relevante porque puede proporcionar medidas pre-
cisas y no intrusivas del salto de presiones ∆p en la entrefase (Lowry, 1996).
Para demostrar esta afirmación, consideremos la convección de Marangoni
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en un puente ĺıquido ciĺındrico. Si se desprecia la influencia de la viscosi-
dad del aire, el balance entre las componentes normales de las fuerzas que
actúan sobre la superficie libre conduce a σ/R = ∆p+2µ ∂vn/∂n, donde vn

es la componente normal de la velocidad, y σ y µ son la tensión superficial
y la viscosidad dinámica, respectivamente. vn ∼ Ma−4/7 en la capa ĺımite
cercana a la superficie libre, cuyo ancho es δ ∼ Ma−3/7 (Kuhlmann, 1999).
En este análisis, vn y δ se han adimensionalizado utilizando Vc = σT ∆T/µ
y Lc = L como velocidad y longitud caracteŕısticas, respectivamente, y
σT = dσ/dT . Además, Ma = σT ∆TρL/µ2 Pr es el número de Marangoni
evaluado a partir de los valores de σT , µ y de la densidad ρ en T = Tc.
Dado que ∂vn/∂n ∼ vn/δ Vc/Lc, se puede calcular con facilidad el orden
de magnitud de la razón ξ entre los esfuerzos viscosos y la presión capilar:
ξ = 2µ ∂vn/∂n/(σ/R) = 2Ma−1/7RσT ∆T/(σL). Si se asume que este re-
sultado puede aplicarse aproximadamente a formas no ciĺındricas, entonces,
ξ . 10−2 en nuestros experimentos y, por lo tanto, ∆p ' σC.

Las simulaciones numéricas de la convección térmica en puentes ĺıquidos
de aceite de silicona de 5-cSt han mostrado que la temperatura T y, por
consiguiente, la tensión superficial σ, toman valores prácticamente constan-
tes en la parte central 0.1 . z/L . 0.85 de la superficie libre, incluso para
valores elevados de la diferencia de temperatura ∆T (Shevtsova y Legros,
1998). Esto implica que medidas ajustadas de C se pueden transformar in-
mediatamente en valores precisos del salto de presiones ∆p en esa zona del
puente ĺıquido.

En este caṕıtulo, se obtiene la curvatura media local C(z) en la parte
central 0.1 . z/L . 0.85 del puente ĺıquido a partir de imágenes adquiri-
das en experimentos. Los resultados se comparan con los correspondientes
valores en el equilibrio para evaluar los efectos hidrodinámicos en la fuerza
ejercida por el ĺıquido sobre la superficie libre.

6.3. Método experimental

6.3.1. Montaje experimental

El montaje experimental es prácticamente el mismo que el descrito en
la sección 5.3.1. Sin embargo, para medir la deformación de la entrefase del
puente ĺıquido completo es necesario utilizar una amplificación inferior a la
utilizada en los experimentos anteriores. Por este motivo, el tubo extensor
y el objetivo microscópico se reemplazan por un objetivo que proporciona
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un campo de visión de 8.6 × 8.6 mm y permite observar el puente ĺıquido
completo. Como no es necesario el desplazamiento vertical de la cámara,
se prescinde del tornillo micrométrico vertical. El tornillo micrométrico ho-
rizontal se mantiene para mejorar la calidad del enfoque. El resto de los
dispositivos experimentales son los descritos en el caṕıtulo anterior, por lo
que los errores experimentales concernientes a la excentricidad de las barras
de la celda, a la diferencia de sus radios y a las temperaturas medidas en
los microtermopares, son los que se indican en la sección 5.4.2. En este caso,
el volumen no se obtiene de las especificaciones de la bomba de inyección,
sino a partir de las imágenes experimentales, que muestran el puente ĺıquido
completo.

6.3.2. Procedimiento experimental

El procedimiento experimental coincide fundamentalmente con el descri-
to en la sección 5.3.2. En primer lugar, se realiza la calibración del montaje
experimental y se prepara la celda para poder formar el puente. A conti-
nuación, se colocan las barras separadas una distancia L0, y se deposita
un puente ĺıquido de volumen V0 entre ellas, inyectando aceite de silicona
con la bomba de inyección. Una vez formado el puente, se aplica la diferen-
cia de temperaturas ∆T seleccionando el voltaje correspondiente. Después
de esperar un tiempo suficiente para que se desarrolle el flujo, se toman
diez imágenes del puente ĺıquido completo a intervalos iguales durante dos
segundos. Los parámetros de control del experimento son L0, V0 y ∆T . El
experimento se repitió para distintos valores de estos parámetros.

Hay que tener en cuenta que al aplicar una diferencia de temperaturas
∆T se produce un calentamiento que provoca la dilatación tanto de las
barras soporte como del ĺıquido que forma el puente. Aśı, un puente que
originalmente (con ∆T = 0) tiene una altura L0 y un volumen adimensional
V0, pasa a tener una altura L menor y un volumen adimensional V mayor
cuando se aplica una diferencia de temperaturas ∆T .

6.4. Procesado de las imágenes

En cada serie experimental se obtienen diez imágenes como la de la fi-
gura 6.1, en la que se observan el puente ĺıquido y las barras entre las que
se sostiene. El análisis de estas imágenes se ha realizado mediante un proce-
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Figura 6.1: Imagen digital adquirida en un experimento con L0 = 3.691 mm,
V0 = 0.8200, y ∆T = 15.20 K.

dimiento desarrollado por Montanero y que se describe en Montanero et al.
(enviado). Este procedimiento detecta los contornos en la imagen mediante
un método ligeramente distinto a los descritos en este trabajo. Los contor-
nos obtenidos son promediados y analizados para obtener los parámetros
geométricos L y V , y la deformación media 〈F 〉. La contribución F (est) se
calcula restando al valor 〈F 〉 la forma F0 calculada numéricamente. Para
ello se integra la ecuación de Young-Laplace utilizando los valores de L y V
obtenidos a partir de las imágenes. Por último, la deformación media 〈F 〉
también se utiliza para calcular la curvatura media local C(z).

6.5. Evaluación de las medidas experimentales

El presente análisis pretende medir los efectos de la convección térmica
en la forma F (z) de la superficie libre de un puente ĺıquido. Dado que las
diferencias con respecto a la forma de equilibrio son pequeñas, la precisión
del procedimiento experimental debe evaluarse con cuidado. Se pueden iden-
tificar dos fuentes de errores experimentales: la adquisición y el procesado de
las imágenes. Respecto a la adquisición, los errores se deben a deficiencias en
el montaje y en el procedimiento experimental. En el caso del procesado de
imágenes, los errores se deben a la incertidumbre inherente al uso de un cri-
terio para detectar la posición de la entrefase en la imagen. Una comparación
entre los resultados obtenidos a partir de imágenes reales y los esperados en
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casos simples, permite evaluar la precisión global del método experimental.
El uso de imágenes sintéticas permite, no obstante, analizar separadamente,
y de forma controlada, la precisión de la técnica de procesado de imáge-
nes. En este caso, la posición de la superficie libre en la imagen, obtenida
mediante su procesado, puede ser comparada con su valor verdadero (cono-
cido), y se pueden analizar las causas de la discrepancia. Se ha demostrado
que las imágenes sintéticas son útiles para evaluar técnicas de procesado
de imágenes (Cabezas et al., 2007) o metodoloǵıas experimentales (Ferrera
et al., 2007). En esta sección, se utilizan ambos tipos de imágenes, real y
sintética, para establecer el rango de fiabilidad de las medidas realizadas.

6.5.1. Imágenes sintéticas

Recientemente, se ha propuesto un procedimiento simple para generar
imágenes sintéticas (Cabezas et al., 2007). El procedimiento se basa en dos
supuestos: (i) el perfil continuo de intensidad de gris en un eje perpendicular
al contorno viene dado por la función sigmoidal (Boltzmann), y (ii) el valor
de la función discreta de intensidad de gris I(i, j) se puede calcular como
el promedio espacial sobre el área de un ṕıxel (i, j) de la función continua
de intensidad de gris. La validez del primer supuesto está contrastada por
muchas observaciones experimentales (Song y Springer, 1996). Por este mo-
tivo se emplea, hasta cierto punto, en las técnicas de detección de borde
que se usan frecuentemente en este contexto. El segundo supuesto es una
idealización del proceso de cuantización que ocurre en el sensor óptico. El
procedimiento presentado por Cabezas et al. (2007) se controla mediante un
conjunto de parámetros que permiten especificar los distintos aspectos de la
imagen.

Para generar una imagen sintética del puente ĺıquido tienen que especifi-
carse la posición de su superficie libre y los parámetros de control de la ima-
gen. Para simular las condiciones experimentales, se calcula la posición de la
entrefase numéricamente a partir de la ecuación de Young-Laplace teniendo
en cuenta que la tensión superficial vaŕıa debido a la distribución de tempe-
raturas. Esta distribución se obtiene a partir de simulaciones numéricas de
las ecuaciones de Navier-Stokes (Shevtsova y Legros, 1998). Los valores de
los parámetros de control se han determinado analizando imágenes experi-
mentales. De esta manera, caracteŕısticas como el contraste, la uniformidad
en la iluminación, el ruido, o el ancho de borde, son similares tanto en la
imagen real como en la sintética.
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Figura 6.2: Diferencia 〈F 〉 − F (ver) de la posición media de la superficie libre
〈F 〉 con respecto al valor verdadero F (ver) (a), y curvatura media local C(z) (b)
obtenidas a partir de imágenes sintéticas generadas para L = 3.67 mm, V = 0.843, y
∆T = 25.8 K. En la gráfica (b), la ĺınea continua es el valor verdadero mientras que
los śımbolos son los resultados obtenidos por los métodos propuestos en (Montanero
et al., enviado) (◦) y en (Lowry, 1996) (4).

La figura 6.2(a) muestra la diferencia 〈F 〉−F (ver) de la posición media de
la entrefase 〈F 〉, obtenida a partir de diez imágenes sintéticas, con respecto al
valor verdadero F (ver) . El procedimiento de detección de contornos utilizado
(con criterio de intensidad umbral global) subestima la distancia entre la
superficie libre y el eje del puente ĺıquido. La distancia promedio entre la
posición de la superficie libre detectada y su valor verdadero es de 0.83 µm, lo
que indica la precisión del criterio de umbral global aplicado a este problema.
Como la detección de contornos se realiza a nivel subṕıxel, este valor es
inferior al tamaño del ṕıxel que es 8 µm, aproximadamente. La figura 6.2(b)
muestra la distribución de la curvatura media local C(z) calculada a partir
de 〈F 〉 utilizando el algoritmo propuesto por Montanero et al. (enviado).
Existe un acuerdo muy bueno con el valor verdadero. La figura también
muestra el resultado obtenido por una regresión no paramétrica propuesta
por Lowry (1996) para el cálculo de la curvatura de gotas y puentes ĺıquidos.
Este método es más eficiente computacionalmente, aunque conduce a errores
significativos para las imágenes que aqúı se presentan.
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6.5.2. Imágenes reales

Los resultados que se muestran en la figura 6.2(a) (y otros que no se
incluyen en este documento) permiten concluir que un error de 1 µm puede
deberse al criterio utilizado para determinar la posición de la entrefase. Este
es el ĺımite inferior del error total cometido en los experimentos, que es la
suma de aquellos asociados tanto a la adquisición como al procesado de las
imágenes. Para estimar el error total, se analizan imágenes reales de puentes
ĺıquidos en equilibrio (∆T ' 0). La posición de la entrefase detectada se
compara con la correspondiente forma de equilibrio F (0)(z). Esta última se
obtiene utilizando los valores de L y V calculados a partir de las imágenes
en la integración de la ecuación de Young-Laplace. Además, se ha hecho uso
de la tensión superficial σ obtenida mediante el método TIFA-AI (Cabezas
et al., 2006).

La figura 6.3 muestra los resultados obtenidos en dos experimentos. En
ambos casos, la desviación máxima con respecto al valor esperado F (0)(z) es
aproximadamente 3 µm, mientras que su valor promedio está en torno a 0.9
µm (•) y 1.3 µm (◦). Estas discrepancias son ligeramente superiores a las
obtenidas en las imágenes sintéticas. Debe puntualizarse que la naturaleza
de las discrepancias observadas en las imágenes sintéticas es diferente de las
obtenidas en las reales. En el primer caso, se ha medido el error asociado al
procesado de las imágenes, es decir, la diferencia entre el contorno detectado
〈F 〉 y su posición verdadera F (ver). En el segundo caso, se logra una cance-
lación parcial de este error debido a que la forma de referencia F (0)(z) se
calcula con los valores de L y V que se obtienen del análisis geométrico del
perfil 〈F 〉 obtenidos de las imágenes. De hecho, la diferencia 〈F 〉 − F (0) se
debe asignar principalmente a errores en la adquisición de imágenes (impu-
rezas en la entrefase, gradiente de temperaturas residual, . . . ). Esto explica
por qué se puede observar una cierta estructura espacial en 〈F 〉 − F (0) que
no existe en 〈F 〉 − F (ver). La forma de 〈F 〉 − F (0) es diferente en los dos
experimentos que se muestran en la figura.

La curvatura media local C(z) de una entrefase axisimétrica en equilibrio
es una función lineal de la altura z, es decir, C(z) = C0 − Cz z. La tensión
superficial σ puede ser obtenida a partir de su pendiente Cz = ρg0/σ. La
figura 6.4 muestra la curvatura media local C(z) obtenida en la parte central
0.1 . z/L . 0.85 de cuatro puentes ĺıquidos en equilibrio. Como era de
esperar, se obtienen funciones cuasilineales en los cuatro casos. Los valores
de la tensión superficial calculados a partir de sus pendientes se diferencian
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Figura 6.3: Diferencia 〈F 〉 − F (0) de la posición promedio de la entrefase 〈F 〉
con respecto a la correspondiente forma de equilibrio F (0) para {L0 = 3.635 mm,
V0 = 0.8764, ∆T = 0.01 K} (•) y {L0 = 3.691 mm, V0 = 0.8200, ∆T = 1.04 K}
(◦).

de los proporcionados por TIFA-AI en menos de un 1 %, lo que constituye
una validación del procedimiento experimental completo. La figura también
muestra los resultados obtenidos para un puente ĺıquido con una diferencia
de temperaturas aplicada ∆T = 41.86 K. A pesar que ∆T toma un valor
elevado, la convección térmica no modifica sustancialmente la forma de C(z).
La pendiente (promedio) de C(z) se incrementa debido a una disminución
efectiva de la tensión superficial. Esto se discute con más detalle en la sección
siguiente.

En resumen, los resultados que se han presentado en esta sección per-
miten concluir que la deformación 〈F 〉 − F (0) de la posición media de la
entrefase 〈F 〉 con respecto a la forma de equilibrio F (0) correspondiente,
se mide en los experimentos con una incertidumbre de 2 µm aproximada-
mente. Además, se obtienen resultados precisos de la curvatura media local
mediante el algoritmo propuesto por Montanero et al. (enviado).

6.6. Resultados

Se han realizado varios experimentos sometiendo los puentes ĺıquidos
a distintas diferencias de temperatura ∆T . Para cada ∆T , se toman diez
imágenes para medir los valores medios de la longitud L, volumen V y
posición de la entrefase F del puente ĺıquido. Además, la curvatura media
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Figura 6.4: Curvatura media local C(z) de la superficie libre de cuatro puentes
ĺıquidos en equilibrio (∆T ' 0) (śımbolos), y de {L0 = 3.635 mm, V0 = 0.8764,
∆T = 41.86 K} (ĺınea continua). Los śımbolos corresponden a {L0 = 3.635 mm,
V0 = 0.8764, ∆T = 0.01 K} (◦), {L0 = 3.691 mm, V0 = 0.8200, ∆T = 1.04 K} (•),
{L0 = 3.596 mm, V0 = 0.9000, ∆T = 0.03 K} (¤), y {L0 = 3.624 mm, V0 = 0.9895,
∆T = 0.04 K} (4).

local C se calcula a partir de 〈F 〉 en la parte central del puente ĺıquido.
Los resultados que se presentan en esta sección corresponden a dos series
experimentales. Los valores iniciales L0 y V0 de la longitud y del volumen del
puente ĺıquido son {L0 = 3.691 mm, V0 = 0.8200} y {L0 = 3.635 mm, V0 =
0.8764}, mientras que los rangos de las diferencias de temperatura aplicados
son 0 < ∆T < 32 K y 0 < ∆T < 38 K para las series experimentales (I) y
(II), respectivamente. El análisis de las series de temperaturas medidas por
los cinco termopares revela que la inestabilidad oscilatoria aparece en ∆Tcr =
16.80 y 16.55 K para las series experimentales (I) y (II), respectivamente.
Para ∆T ≥ ∆Tcr, aparecen diferentes reǵımenes oscilatorios, al igual que en
los experimentos analizados en el caṕıtulo anterior (véase la sección 5.5.2).

La figura 6.5 muestra el efecto de la expansión térmica en la longitud
L y el volumen V del puente ĺıquido en dos series experimentales. La ex-
pansión térmica incrementa ligeramente la longitud de la barra superior y,
por consiguiente, reduce la distancia L. Debido a las limitaciones en la de-
tección del vértice de la barra superior, se observan amplias fluctuaciones.
Se ha verificado que no existe incremento significativo de los radios de la
barra superior en el curso de los experimentos. El efecto de la expansión
térmica en el volumen V se aprecia fácilmente en la figura 6.5(b). Los dos
experimentos muestran las mismas tendencias, aunque se obtienen pequeñas
diferencias para valores elevados de ∆T . Esto indica que la temperatura pro-
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Figura 6.5: Longitud (a) y volumen (b) del puente ĺıquido en función de ∆T para
las series experimentales (I) (◦) y (II) (•). Las barras de error son las desviaciones
t́ıpicas calculadas a partir de las diez imágenes adquiridas para cada valor de ∆T .

mediada sobre el volumen del puente ĺıquido es ligeramente diferente en los
dos experimentos para esos valores de ∆T . Hay que señalar que las series ex-
perimentales se llevaron a cabo en d́ıas distintos y, por tanto, la temperatura
ambiente y, consecuentemente, la transferencia de calor en la entrefase pudo
ser diferente. Para ∆T = 2.57 y 3.90 K se observa una disminución muy
pequeña del volumen del puente ĺıquido en uno de los experimentos, que
puede ser debida a una disminución de la temperatura de la barra inferior.

Las figuras 6.6-6.8 muestran los resultados obtenidos para las dos series
experimentales ∆T=1.04, 5.46, 11.05, 15.20, 21.76, 25.33, y 31.26 K [serie
(I)], y ∆T=0.01, 3.90, 7.46, 12.03, 18.18, 24.39, 28.39, 32.70, y 37.20 K
[serie (II)]. Para cada ∆T , se toman diez imágenes para medir el valor medio
〈F 〉(z). Recordemos que si ∆T < ∆Tcr entonces 〈F 〉(z) es la deformación de
la entrefase causada por la convección térmica estacionaria y axisimétrica.
Si ∆T ≥ ∆Tcr entonces 〈F 〉(z) es una buena aproximación de la posición
promedio de la entrefase sobre un periodo de oscilación, y se corresponde con
la deformación causada por el flujo estacionario axisimétrico que subyace esa
oscilación (ver sección 6.2).

La deformación de la superficie libre 〈F 〉(z) difiere de la obtenida en
equilibrio (∆T = 0) debido a la expansión térmica del ĺıquido, la variación de
la tensión superficial en la entrefase, y los efectos hidrodinámicos en la fuerza
ejercida sobre la superficie libre. En la figura 6.6 se dibuja la deformación
〈F 〉 − F (0), donde F (0) es la forma de equilibrio calculada a partir de la
ecuación de Young-Laplace con L y V medidos en las imágenes. De esta

112



Resultados

-30 -20 -10 0 10 20 300.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

 

 

<F>-F
���

(µm)

z/L ∆T creciendo

(a)

-30 -20 -10 0 10 20 300.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0 (b)

 

 

<F>-F
���

(µm)

z/L ∆T creciendo

Figura 6.6: Deformación 〈F 〉 − F (0) de la posición media de la entrefase 〈F 〉 con
respecto a las correspondientes formas de equilibrio F (0) para las series experimen-
tales I (a) y II (b).

manera, se puede aislar la deformación causada por la variación en la tensión
superficial y los efectos hidrodinámicos de aquélla debida a la expansión
térmica.

La deformación de la superficie libre mostrada en la figura 6.6 aumen-
ta monótonamente con ∆T en las dos series experimentales, y su forma es
prácticamente independiente de la diferencia de temperaturas aplicada ∆T .
Esto puede apreciarse mejor en la figura 6.7 donde se ha dibujado el cocien-
te (〈F 〉 − F (0))/∆T . Las deformaciones de la superficie libre se superponen
dentro de la incertidumbre de las medidas, lo que significa que tienen la mis-
ma forma y sus magnitudes son aproximadamente proporcionales a ∆T . La
magnitud de la deformación es mayor en la serie (I), para la que el volumen
inicial es menor. No se observa diferencia significativa entre los resultados
obtenidos en el flujo estacionario axisimétrico (∆T < ∆Tcr) y el régimen
oscilatorio (∆T ≥ ∆Tcr). En otras palabras, las ondas hidrotérmicas que
aparecen en el régimen oscilatorio a medida que ∆T aumenta, no modifican
el comportamiento de la deformación media. Los resultados experimenta-
les están cualitativamente de acuerdo con las simulaciones numéricas para
∆T < ∆Tcr (Shevtsova et al., en publicación), que predicen una dependencia
lineal de la deformación máxima con respecto a ∆T .

La figura 6.6 muestra la deformación de la entrefase causada tanto por
la variación de la tensión superficial a lo largo de la entrefase como por los
efectos hidrodinámicos sobre la fuerza ejercida por el ĺıquido en la citada

113



Deformación media de la entrefase para puentes ĺıquidos no isotermos
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Figura 6.7: (〈F 〉 − F (0))/∆T para las series experimentales I (a) y II (b).

superficie. Estos efectos hidrodinámicos pueden ser aislados calculando la
diferencia 〈F 〉 −F (1). En este caso, F (1) es la forma calculada a partir de la
ecuación de Young-Laplace teniendo en cuenta la dependencia σ(T ) = σ0 +
σT (T − Tc) de la tensión superficial con la temperatura. Para calcular F (1),
se obtienen L y V mediante el procesado de las imágenes. A continuación, se
mide σ0 aplicando el método TIFA-AI a las imágenes experimentales para
∆T = 0 y, por último, se estima T (z) mediante simulaciones numéricas
(Shevtsova y Legros, 1998). Si el campo de presiones fuera el de equilibrio
y los esfuerzos viscosos normales a la entrefase nulos, entonces 〈F 〉 − F (1)

se anulaŕıa. El hecho que 〈F 〉 − F (1) no se anule revela la existencia de
diferencias de la distribución de presiones en la entrefase con respecto a la
de equilibrio y/o esfuerzos normales viscosos.

La figura 6.8 muestra los resultados para las series experimentales (I)
y (II). En ambos casos, la magnitud de 〈F 〉 − F (1) es aproximadamente la
mitad de 〈F 〉 − F (0), lo que indica que los efectos hidrodinámicos tienen
una influencia en la deformación de la entrefase similar a la asociada con
la variación de la tensión superficial. La forma de 〈F 〉 − F (1) indica que la
convección térmica incrementa la fuerza ejercida en la parte inferior de la
entrefase y reduce la aplicada en la parte superior.

Los efectos hidrodinámicos en la fuerza soportada por la superficie li-
bre también se pueden observar analizando su curvatura media local C(z).
Esta magnitud se calcula en los puntos que se sitúan en la parte central
0.1 . z/L . 0.85 del contorno detectado (Montanero et al., enviado). En
todos los casos estudiados en este caṕıtulo, se ha verificado que C(z) es cua-
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Figura 6.8: Deformación 〈F 〉 − F (1) de la posición media de la entrefase 〈F 〉 con
respecto a la forma correspondiente F (1) para las series experimentales I (a) y II
(b).

silineal, C(z) = C0 − Czz (ver figura 6.4). A partir de los ajustes lineales
realizados a diez subconjuntos de 35 puntos escogidos aleatoriamente sobre
la superficie libre, se obtienen diez estimaciones {C(i)

z }(i = 1, 2, ..., 10) de la
pendiente Cz que permiten calcular la pendiente media 〈Cz〉 =

∑10
i=1 C

(i)
z y

su correspondiente desviación t́ıpica. 〈Cz〉 representa la pendiente media de
la curvatura entre 0.1 . z/L . 0.85, mientras que la desviación t́ıpica es
una medida de su linealidad.

La figura 6.9 muestra el cociente 〈Cz〉/〈Cz0〉 de la pendiente promedio
de la curvatura 〈Cz〉 con respecto a su valor 〈Cz0〉 medido en equilibrio
(∆T ' 0) para las series experimentales I y II. En ambos casos, se obtienen
dependencias lineales similares con respecto a ∆T . La pendiente 〈Cz〉 se
incrementa con ∆T debido a la disminución de la tensión superficial y a los
efectos hidrodinámicos sobre la fuerza soportada por la superficie libre. Para
apreciar estos efectos hidrodinámicos, la figura también muestra el valor C∗

z

de la pendiente de la curvatura calculada asumiendo equilibrio para T = Th,
es decir, C∗

z = ρ(Th)g0/σ(Th). La razón ρ(T )/σ(T ) aumenta con T para el
aceite de silicona de 5-cSt. Esto implica que C∗

z constituye un ĺımite superior
de 〈Cz〉 si los efectos hidrodinámicos fueran despreciables. Sin embargo, 〈Cz〉
es mayor que C∗

z en los experimentos, lo que muestra la existencia de una
contribución extra a 〈Cz〉 asociada al flujo termoconvectivo. La convección
incrementa la diferencia entre la fuerza ejercida sobre las partes inferior y
superior de la superficie libre y, por consiguiente, la parte inferior se abomba
en contra de lo que ocurre en la parte superior.
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Figura 6.9: Cociente 〈Cz〉/〈Cz0〉 de la pendiente promedio de la curvatura 〈Cz〉
con respecto a su valor correspondiente 〈Cz0〉 medido en equilibrio (∆T ' 0) para
las series experimentales I (◦) y II (•). Las barras de error son las desviaciones
t́ıpicas. La ĺınea corresponde al valor C∗z de la pendiente de la curvatura calculada
asumiendo equilibrio en T = Th, es decir, C∗z = ρ(Th)g0/σ(Th).

116



Caṕıtulo 7

CONCLUSIONES

A continuación se presenta un resumen de los principales resultados y
conclusiones obtenidos en este trabajo. Respecto al procedimiento experi-
mental propuesto:

Se ha diseñado un montaje experimental para el estudio de la dinámica
de puentes ĺıquidos. Este montaje se ha utilizado para el análisis de la
vibración lineal, tanto axial como lateral, de puentes ĺıquidos isotermos
y en el estudio de la deformación de la entrefase en puentes ĺıquidos
no isotermos.

Se ha desarrollado un procedimiento de análisis de imágenes que per-
mite medir con gran precisión (a nivel subṕıxel y con incertidumbres
del orden de µm) la evolución de la entrefase. En los estudios del puente
ĺıquido sometido a una vibración, el procedimiento propuesto permite
medir con precisión todas las cantidades involucradas en el problema
(a excepción de la viscosidad cinemática y la gravedad).

Uno de los aspectos más importantes del procedimiento experimental
es la medida, sin ningún tipo de interacción con el puente, de la tensión
superficial durante el experimento. Es muy importante conocer el valor
de la tensión superficial con precisión ya que, como se puede observar
en el caṕıtulo cuarto, una pequeña diferencia de 3 mJ/m2 produce un
incremento de un 40 % en la deformación máxima de la entrefase.

Al aplicar el procedimiento experimental propuesto al análisis de puentes
ĺıquidos sometidos a vibración forzada se obtienen las siguientes conclusio-
nes:

En el estudio de la vibración axial, los resultados experimentales coin-
ciden con las aproximaciones de Cosserat y Euler. Esto indica que,
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Conclusiones

en las condiciones experimentales consideradas, se pueden despreciar
los efectos asociados a la viscosidad y a la componente radial de la
cantidad de movimiento.

En el caso de vibración lateral, los resultados para un puente ĺıquido
no viscoso se han comparado con éxito con las predicciones teóricas
dadas por las ecuaciones de Euler. Los resultados experimentales para
puentes viscosos han permitido validar un modelo de rodajas recien-
temente propuesto (Montanero y Ferrera, 2008).

Para ambos tipos de vibración, los resultados experimentales se han
comparado con las predicciones para puentes ĺıquidos ciĺındricos. En
el caso axial, la forma de equilibrio afecta a la deformación dinámica
de la entrefase no sólo cuantitativamente sino cualitativamente. En el
caso lateral el efecto es menos apreciable a medida que aumenta la
frecuencia.

En ambos tipos de vibración, los efectos dinámicos son notables incluso
para las frecuencias más pequeñas, ya que los resultados no coinciden
con las soluciones cuasiestáticas de las ecuaciones de Euler.

Aplicando el procedimiento experimental desarrollado al estudio de puen-
tes ĺıquidos no isotermos, se han obtenido los siguientes resultados y conclu-
siones:

Se han obtenido las amplitudes y las frecuencias de oscilación de la
entrefase en el regimen oscilatorio. Las amplitudes presentan el mismo
comportamiento con respecto a ∆T y a V que las medidas a partir
de las ondas térmicas. Las frecuencias obtenidas con las dos técnicas
empleadas coinciden.

Se ha analizado la dependencia axial de la oscilación dinámica de la
entrefase. La frecuencia no depende de la altura y la amplitud presenta
un máximo cerca de la barra caliente. Estos resultados ratifican lo
predicho en trabajos teóricos previos.

Se ha obtenido la deformación media de la superficie libre tanto en el
régimen estacionario como en el oscilatorio. La precisión con la que se
ha medido la deformación con respecto a la forma de equilibrio es de
2 µm.
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Se ha estudiado la influencia de la expansión térmica, la variación de
la tensión superficial en la entrefase y los efectos hidrodinámicos so-
bre la fuerza soportada por la entrefase en la deformación media de la
misma. Si se elimina el efecto de la expansión térmica, la magnitud de
la deformación es proporcional al gradiente de temperaturas aplicado.
Por otra parte, los efectos hidrodinámicos ejercen una influencia simi-
lar que los asociados a la variación de la tensión superficial a lo largo
de la entrefase.

Se ha mostrado la existencia de los citados efectos hidrodinámicos
calculando la curvatura media local y comparándola con su valor en
el equilibrio.

Son varias las ĺıneas de trabajo que emanan del estudio presentado en
esta tesis, especialmente en lo que concierne a la adaptabilidad de la me-
todoloǵıa experimental desarrollada. El procedimiento propuesto puede ser
fácilmente aplicado al estudio de la evolución de entrefases sujetas a pertur-
baciones de pequeña magnitud. Ejemplos son las ondas superficiales de alta
frecuencia en contenedores (Henderson y Miles, 1994), la respuesta lineal
de microzonas a fuerzas, tanto axiales como laterales, cuyas magnitudes son
funciones arbitrarias del tiempo, y la medida de las tasas de amortiguamien-
to que caracterizan la posterior relajación al equilibrio.
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