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RESUMEN

El principal objetivo de esta tesis es analizar el comportamiento de varios métodos
de Optimizacion de Disenio Basada en Fiabilidad. Estas técnicas de optimizacion se
aplican a la solucion de problemas de disefio de estructuras en los que hay que
minimizar una funcién de coste, generalmente el peso o volumen de la estructura, de
forma que se cumplan unas restricciones probabilistas obtenidas a partir de los estados
limite. Las acciones, propiedades del material, variables geométricas, etc. se consideran
como variables aleatorias. Estos métodos se pueden clasificar como métodos de doble
lazo, métodos de lazo tnico y métodos desacoplados. Estos métodos estan codificados
en un programa informatico que integra procedimientos de las areas de andlisis
estructural, fiabilidad estructural, andlisis de sensibilidad de disefio, programacion
matematica y simulacion de Monte Carlo. El programa resuelve problemas analiticos y
problemas estructurales: estructuras planas y espaciales. Se estudian los aspectos de
eficiencia computacional, convergencia, exactitud, generalidad y robustez de los
diferentes métodos analizados. El programa dispone de multiples opciones
configurables por el usuario: restricciones en desplazamientos, tensiones y pandeo,
indices de fiabilidad objetivo para las restricciones, tipo de distribucion de las variables
aleatorias, dependencia entre las variables aleatorias, método de analisis de sensibilidad
de disefo. Los resultados obtenidos se verifican mediante el método de Simulacion de
Monte Carlo con muestreo por importancia centrado en el punto més probable de cada
restriccion.

Palabras clave
Optimizacion Estructural, Fiabilidad Estructural, Simulacion de Monte Carlo,

Programacion Matematica, Anélisis de Sensibilidad de Disefio, Disefio Optimo Basado
en Fiabilidad.
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ABSTRACT

The main objective of this thesis is to analyze several Reliability-Based Design
Optimization methods. These optimization techniques are applied to solving design
problems where the cost function of a structure, like the weight or the volume must be
minimized subject to probabilistic constraints written as limit state functions. Actions,
material properties and geometric variables of the structural members are considered
like random variables. These methods can be classified as double-loop methods, single
loop methods and decoupled methods. A computer toolbox has been developed
including procedures in the areas of structural analysis, structural reliability, design
sensitivity analysis, mathematical programming and Monte Carlo simulation. The
program solves both analytical problems and structural problems like plane and spatial
structures. Computational efficiency, convergence, accuracy, generality and robustness
of the methods have been discussed. Many options can be set by de user: displacement
constraints, stress constraints and buckling constraints, prescribed reliability indices,
distribution function for random variables, correlation coefficients between random
variables, design sensitivity analysis methods. Probabilistic optimum designs are
verified by Importance Sampling-based Monte Carlo Simulation.

Keywords

Structural Optimization, Structural Reliability, Monte Carlo Simulation, Mathematical
Programming, Design Sensitivity Analysis, Reliability Based Design Optimization.
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PREFACIO

El ingeniero estructural utiliza en la préctica diaria normativa y cédigos que
simplifican su trabajo. Asi, en el campo de la edificacion, en Espafia se utilizan el
Codigo Técnico de la Edificacién (CTE)' y la Instruccion de Hormigoén Estructural®.
Estos codigos, en su articulado principal, proporcionan reglas y criterios de tal forma
que las estructuras que los verifican, cumplen con los requisitos de seguridad exigidos
por el coédigo. En general, estas reglas y criterios estain formulados mediante
restricciones deterministas. Sin embargo, nadie puede poner en duda el hecho de que las
cargas que esta soportando una estructura, las propiedades del material, las dimensiones
geométricas de los elementos que componen una estructura no se pueden conocer de
forma exacta y, por tanto, deben considerarse como cantidades inciertas o variables
aleatorias.

Los codigos estructurales consideran las incertidumbres de forma simplificada:
definen los valores caracteristicos para las variables aleatorias que intervienen en el
problema (resistencia del material, cargas, etc.) como percentiles de sus distribuciones y
especifican unos coeficientes parciales de seguridad (coeficientes de mayoracién de
cargas y de minoracion de resistencias). El valor de cdlculo de una variable determinada
(resistencia, acciones) se obtienen como el producto de su valor caracteristico por un
coeficiente de seguridad. El ingeniero estructural trabaja con valores de céalculo cuando
comprueba los criterios establecidos en los cddigos. Se supone que en la elaboracion del
codigo alguien ya ha resuelto el problema de determinar los valores de los coeficientes a
utilizar para dotar a la estructura de la seguridad adecuada. Antiguamente, estos
coeficientes se determinaban a partir de la experiencia anterior y del juicio de los
expertos. En los codigos modernos se realiza un procedimiento de calibracion que
consiste en resolver un proceso de optimizacion especifico donde las variables de
control son los coeficientes parciales del codigo. Los EUROCODIGOS pertenecen a
este conjunto de codigos modernos.

Por otro lado, existe otra manera de trabajar, que consiste en considerar de forma
explicita las cantidades inciertas del modelo estructural como variables aleatorias, con el
consiguiente tratamiento estadistico del problema. Los requisitos de seguridad se
escriben ahora de la forma: “La probabilidad de superar determinado estado limite o
probabilidad de fallo tiene que ser menor que una cantidad determinada”. Esta forma de
trabajar estd logrando en los ultimos afios avances significativos. De hecho, existen
codigos completamente probabilisticos como el Coédigo Modelo elaborado por el Joint
Commitee on Structural Safety (JCSS)’. En cuanto a la normativa aplicable en Espaiia,
el Anejo C del Documento Basico SE Seguridad Estructural del CTE incluye algunas
recomendaciones para la aplicacion de métodos probabilisticos explicitos.

El ingeniero estructural, no solo tiene que disefiar estructuras que sean seguras, sino
que ademas debe considerar otros aspectos como son la optimizacion de costes, el
impacto medioambiental, el impacto social, etc. La situacién econdmica mundial,
caracterizada por un mercado cada vez mas competitivo y globalizado, ha motivado la
aplicaciéon de técnicas de optimizacidon estructural en los disefios estructurales.
Generalmente, la seguridad y la reduccion de costes son objetivos contrapuestos en
cualquier proceso de disefio. Sin embargo, es posible disefar estructuras que sean
optimas y que a la vez cumplan unos requisitos de seguridad especificados. La
Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad (RBDO) estudia los métodos que se
aplican para disefiar estructuras que sean a la vez Optimas y fiables. En estos problemas
se trata de minimizar una funcion de coste como es el peso o el volumen de la estructura
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(funcién objetivo) de forma que se verifiquen unas restricciones probabilisticas. La
solucion de los problemas de RBDO supone un alto esfuerzo de calculo ya que hay que
acoplar varios procedimientos: analisis estructural mediante un programa de elementos
finitos, analisis de sensibilidad de disefo, anélisis de fiabilidad estructural, optimizacioén
no lineal. Cada uno de estos temas constituye por si solo un area de conocimiento
bastante amplia, tanto desde el punto de vista tedrico como computacional.

Los investigadores han desarrollado métodos cada vez mas eficientes y robustos
para obtener soluciones a los problemas RBDO. En este trabajo se ha estudiado algunos
de estos métodos de RBDO que podemos clasificar como: Métodos de Doble Lazo,
Métodos de Lazo Unico y Métodos Desacoplados. Un buen método de RBDO debe
satisfacer las condiciones de eficiencia, exactitud, generalidad y robustez.

El objetivo principal de este trabajo ha sido el desarrollar un programa informatico que sea
capaz de resolver problemas RBDO de estructuras sencillas mediante diferentes métodos.
Ademas de obtener el disefio Optimo probabilista el programa proporciona informacion para
comparar la eficiencia de los métodos RBDO. Este analisis de la eficiencia es riguroso. Todos
los métodos RBDO implementados parten de una misma definicion del problema. Los
procedimientos comunes a los distintos métodos (analisis de fiabilidad, transformacion
de las variables aleatorias, analisis de sensibilidad de disefio, algoritmo de optimizacién
no lineal) se ejecutan mediante las mismas funciones.

El programa es capaz de resolver estructuras articuladas planas y espaciales, ademas
de problemas analiticos. Otra ventaja es que dispone de varias opciones configurables
por el usuario (método de andlisis de sensibilidad, indice de fiabilidad requerido,
parametros de los algoritmos, etc). Es posible considerar variables aleatorias
dependientes. Las distribuciones de las variables aleatorias se pueden seleccionar dentro
de un amplio conjunto que incluye las mas utilizadas para caracterizar acciones y
propiedades del material: distribucién normal, lognormal, Gumbel, Weibull, uniforme,
etc.

Organizacion de la tesis:

Esta tesis incluye una amplia descripcion de los conocimientos de las dreas que
intervienen en RBDO como fiabilidad estructural, simulacién, programacion
matematica y andlisis de sensibilidad de disefio. Asi, el capitulo 1 estudia los conceptos
fundamentales de fiabilidad estructural, el problema fundamental de fiabilidad
estructural o problema R-S'y el concepto de probabilidad de fallo.

El capitulo 2 estudia los métodos de valoracion de la fiabilidad estructural
clasificados seglin una jerarquia ampliamente aceptada. En este capitulo se analizan con
detalle los métodos “aproximados” FOSM, FORM y SORM, puesto que son los que
habitualmente se emplean en RBDO.

El capitulo 3 corresponde a los métodos de simulacion de Monte Carlo y a las
técnicas de muestreo usadas con el fin de reducir el alto coste computacional de estos
métodos. En la solucion de cualquier problema ingenieril es necesario realizar una
verificacion de resultados. Aqui, los métodos de simulacion de Monte Carlo se utilizan
para verificar la validez del disefio 6ptimo probabilista obtenido en RBDO.

El capitulo 4 se hace una breve introducciéon a los algoritmos de optimizacion
matematica, especialmente al SQP.

El capitulo 5 analiza los tipos de variables de disefio existentes en un modelo
estructural. Se describe la formulacion variacional del problema estructural asi como los
métodos que calculan la sensibilidad o gradiente de una prestacién cualquiera de la
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estructura respecto a las variables de disefio. Se ponen especial énfasis en los métodos
mas frecuentes: método de diferencias finitas, método de derivacion directa y método de
variable adjunta. El analisis de sensibilidad de disefio es un proceso muy importante en
RBDO puesto que se utiliza tanto en el andlisis de fiabilidad estructural como en el
proceso de optimizacion. En este capitulo se realiza el calculo de los gradientes de las
funciones de prestacion respecto a las variables aleatorias mientras que en el capitulo 6
se describe el calculo de las sensibilidades del indice de fiabilidad o de la medida de
prestacion respecto a las variables de disefio.

El capitulo 6 describe la formulacion de un problema bésico de RBDO vy
formulaciones RBDO mas complejas. Se realiza una amplia revision de los principales
métodos que se aplican en la resolucion de los problemas RBDO. Estos métodos se
clasifican en grupos: métodos de doble lazo, métodos de lazo Uinico o mono nivel y
métodos desacoplados. Se describen estos métodos desde distintos puntos de vista:
eficiencia computacional, exactitud, convergencia, robustez, generalidad, facilidad de
implementacion, etc.

El capitulo 7 incluye aplicaciones practicas de estos métodos. El capitulo comienza
con un ejemplo matematico, clasico en la literatura sobre RBDO, que también ha
servido para comprobar el buen funcionamiento del programa. A continuacion se
estudia una estructura articulada de 10 barras. Esta estructura es habitual es las
investigaciones de optimizacion estructural y puede considerarse como un ejemplo para
testear algoritmos. Finalmente, se ha considerado otro ejemplo clasico: una estructura
espacial de 25 barras con forma de torre.

Finalmente, el capitulo 8 incluye las conclusiones y lineas futuras de investigacion.
La tesis se completa con las referencias bibliogréaficas en el capitulo 9.
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Capitulo 1
FIABILIDAD ESTRUCTURAL

1.1 Introduccion

Durante muchos afos se ha considerado en el disefio de sistemas estructurales que
las cargas aplicadas y la resistencia de los materiales son deterministas. La resistencia
de un elemento se determinaba de forma tal que excediera la carga con un cierto
margen. La relacion entre la resistencia y la carga se tomaba como coeficiente de
seguridad. Esta cantidad se consideraba como una medida de la fiabilidad de la
estructura. En la normativa de aplicacion a las estructuras se establecian los valores de
las cargas, las resistencias y los coeficientes de seguridad. Estos coeficientes de
seguridad eran coeficientes de seguridad globales que se aplicaban a toda la estructura y
se determinaban tradicionalmente basdndose en la experiencia y en el criterio del
ingeniero.

Posteriormente, aparecieron cddigos semiprobabilisticos en los que se usan
coeficientes parciales de seguridad. Se especifican los valores caracteristicos de las
cargas y las resistencias inciertas y se dan los coeficientes parciales de seguridad que
son aplicados a tipos especificos de cargas (coeficientes de mayoracion) y resistencias
(coeficientes de minoracion) para asegurar que la estructura es suficientemente segura.
Los coeficientes parciales de seguridad se basan generalmente en la experiencia o se
obtienen mediante un proceso de calibracion de cddigo para lo cual se tienen en cuenta
los codigos anteriores y mediciones de fiabilidad obtenidas mediante técnicas
probabilistas. Estos cddigos semiprobabilistas son los que actualmente utilizan los
ingenieros para el disefio practico de la mayoria de las estructuras. En estos codigos la
naturaleza aleatoria de las cargas, resistencias, propiedades del material, etc. va incluida
en los valores caracteristicos de estas magnitudes.

Como ya se ha descrito, el andlisis y disefio estructural se han basado
tradicionalmente en métodos deterministas y semiprobabilistas. Sin embargo, la
existencia de incertidumbres en las cargas, en las resistencias y en el modelo del sistema
obliga a usar métodos basados en técnicas probabilistas en un buen nimero de
situaciones. Estos métodos son los que estudia la teoria de fiabilidad estructural.

Toda estructura ingenieril debe cumplir una serie de requisitos de forma que
desarrolle una prestacion satisfactoria a lo largo de su vida 1til. Estos requisitos son,
entre otros, que la estructura no colapse o llegue a ser insegura, que no se alcancen
deformaciones excesivas que puedan dar sensacion de inseguridad y que ademas
cumpla ciertos requisitos funcionales. Cada uno de estos condicionantes se denomina
estado limite, y la superacion o violacion de un determinado estado limite supone una
situacion indeseable para la estructura.
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1.2 Estados Limite

Se entiende por estado limite de una estructura la situacidon para la que, en caso de
ser superada, puede considerarse que la estructura no cumple con alguna de las
funciones para las que fue disefada.

Los estados limite o0 modos de fallo tipicos que se consideran en el analisis de la
fiabilidad de un sistema estructural son plastificacion, fluencia, estabilidad (local y
global), fatiga y deformaciones excesivas.

Los estados limite se pueden clasificar en:

» Estados limite ultimos. Los estados limites ultimos se corresponden a la
maxima carga soportada por la estructura que puede estar relacionada con, por
ejemplo, la formacion de un mecanismo en la estructura, plasticidad excesiva,
fractura debido a fatiga e inestabilidad (pandeo).

> Estados limite condicionales. Los estados limite condicionales corresponden a
la capacidad de soportar carga cuando una parte de la estructura ha fallado. Un
fallo local puede estar causado por una accidon accidental o por fuego. Los
estados limite condicionales pueden estar relacionados con la formaciéon de un
mecanismo en la estructura, exceder la resistencia del material o con
inestabilidad (pandeo).

» Estados limite de servicio. Los estados limite de servicio se relacionan con el
uso normal de la estructura, por ejemplo, deformaciones excesivas, dafio local y
vibraciones excesivas.

Generalmente los sistemas estructurales tienen unas probabilidades muy pequeias

de que no funcionen como estaba previsto. El porcentaje de estructuras que colapsan o
requieren reparaciones importantes es muy pequefio.

A continuacién se analizan las medidas que se utilizan para describir la seguridad

estructural. En los codigos deterministas o semiprobabilistas se utilizan coeficientes de

seguridad y cuando se trabaja con técnicas de fiabilidad estructural se trata de
determinar la probabilidad de fallo y el indice de seguridad de la estructura.

1.3 Medidas deterministas de seguridad estructural.

Los métodos deterministas o semiprobabilistas de disefio estructural consideran
algunas medidas para caracterizar la seguridad estructural. Las mas importantes son:

v Coeficiente se seguridad global
v’ Coeficiente de carga

v’ Coeficiente de seguridad parcial
v' Margen se seguridad

v" Periodo de retorno
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1.4 Conceptos fundamentales en Fiabilidad Estructural

La fiabilidad de los sistemas estructurales puede definirse como la probabilidad de
que la estructura bajo consideracién tenga una prestacion apropiada a lo largo de su
tiempo de vida util. Se entiende por vida util de una estructura el periodo de tiempo a
partir de su puesta en servicio, durante el que debe mantener unas condiciones de
seguridad, funcionalidad y aspecto aceptables. Durante este tiempo se requerira una
conservacion normal adecuada sin operaciones de rehabilitacion.

Los meétodos de fiabilidad se usan para estimar la probabilidad de que la estructura
bajo consideracion no cumpla los requisitos impuestos por los estados limites 0 modos
de fallo. Los analisis de fiabilidad se aplican a modelos en los que la informacion que se
dispone no es generalmente completa. Por tanto, el valor de fiabilidad que proporcionan
no es un valor absoluto sino una estimacion o medida nominal de la fiabilidad. Sin
embargo, si la fiabilidad se estima para estructuras diferentes, usando el mismo nivel de
informacion y los mismos modelos matematicos, entonces podemos realizar
comparaciones muy utiles de los niveles de fiabilidad de estas estructuras. El disefio
posterior de nuevas estructuras puede desarrollarse mediante métodos probabilisticos si
se usan modelos e informacion similares a los usados para las estructuras existentes de
las que se sabe que tienen prestaciones satisfactorias. Si los métodos probabilisticos se
usan para disefiar estructuras de las que no se conozcan estructuras existentes similares,
el disefiador debe ser muy cuidadoso y verificar, en todo lo que sea posible, los modelos
usados.

La fiabilidad estimada se puede usar como una medida de la seguridad de una
estructura en un proceso de toma de decisiones, por ejemplo, en el proceso de disefio.
Se puede introducir un determinado nivel de fiabilidad como una restriccion en un
proceso de disefio 6ptimo en el que se trate de obtener la mayor utilidad (anélisis coste —
beneficio) teniendo en cuenta todos los posibles costes y beneficios a lo largo de toda la
vida util o esperada de la estructura.

Para poder estimar la fiabilidad usando conceptos probabilisticos es necesario
introducir variables estocasticas y/o procesos estocasticos y campos aleatorios y definir
los estados limite de la estructura bajo consideracion.

En la realizacién de este capitulo se han utilizado algunas referencias escritas en
espafiol como la monografia de M* Sagrario Gémez y Enrique Alarcon (1992)* y la tesis
doctoral de Roberto Minguez (2003)’ y otros textos clasicos como Melchers (1999)°.

1.4.1 Tipos de incertidumbre

Existen varias fuentes de incertidumbre en el estudio de la seguridad estructural. La
incertidumbre estd modelada, generalmente, por variables aleatorias. Se han realizado
varias taxonomias sobre la incertidumbre en una estructura. Se pueden considerar los
siguientes tipos de incertidumbre:

Incertidumbre fisica: llamada también incertidumbre inherente, es la debida a la
aleatoriedad natural de una cantidad, por ejemplo la incertidumbre en el limite eldstico
debido a la variabilidad en la produccion.
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Incertidumbre de medicion: es la incertidumbre causada por medicion imperfecta
de, por ejemplo, una cantidad geométrica.

Incertidumbre estadistica: es la debida al tamafio limitado de las cantidades
observadas.

Incertidumbre del modelo: es la incertidumbre relativa al conocimiento imperfecto
del problema o a idealizaciones de los modelos matematicos usados. Se le llama
también incertidumbre epistémica. Incluye la incertidumbre relativa a la eleccion de los
tipos de distribucion de probabilidad para las variables estocasticas.

Ademas existe otro tipo de incertidumbre como es la causada por los errores
humanos, cuyo tratamiento es complejo.

1.4.2 Variables Basicas

Un paso importante en el analisis de la fiabilidad estructural es el decidir que
cantidades deben modelarse mediante variables aleatorias y cuales deben modelarse
mediante parametros deterministas. Las cantidades aleatorias fundamentales que
caracterizan el comportamiento de una estructura se llaman variables basicas y se
denotan como X = (X e X n) donde n es el nimero de variables estocasticas basicas.

Las wvariables aleatorias pueden modelar incertidumbres de origen fisico,
incertidumbres estadisticas e incertidumbres del modelo. Las variables aleatorias fisicas
pueden ser variables de carga (por ejemplo, carga de trafico o carga de viento), variables
de resistencia (por ejemplo, tension de limite eldstico) o variables geométricas (por
ejemplo, longitud o seccion transversal de una viga). Las variables basicas pueden ser
dependientes o independientes. Es conveniente elegir las variables bésicas de forma que
sean independientes. Sin embargo esto puede que no sea siempre posible. Asi, por
ejemplo, la resistencia del hormigén a traccion y a compresion y el modulo de
elasticidad del hormigén estdn relacionados. Hay que considerar en cada andlisis
particular la posibilidad de considerar cada una como una variable bésica. La
dependencia entre variables bdsicas generalmente afiade complejidad al andlisis de
fiabilidad. Esta dependencia se debe expresar de alguna forma. Generalmente se utiliza
la matriz de correlacion, aunque ésta da una informacién limitada.

1.4.3 Procesos Estocasticos y Campos Aleatorios

Un proceso estocastico se define como una funcion aleatoria del tiempo tal que para
cualquier instante dado en el tiempo el valor del proceso estocastico en una variable
aleatoria. Los campos aleatorios se definen en una manera similar donde el tiempo es
intercambiado por el espacio.

1.4.4 Conceptos Basicos de Teoria de Probabilidad

Dado el conjunto de variables basicas X = (X Loeees Xy ), una realizacion particular del
mismo se denota como el vector x = (xl,...,xn) y se representa como un punto en el

espacio n-dimensional.
La funcién de distribucidon conjunta Fy (xl,xz,...,x,,) para las variables aleatorias de
X se define como

FX()cl,xz,...,)cn)=P(X1 <x,X,<x,,..X, < xn) (1.1)
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La funcion de densidad conjunta para las variables aleatorias de X se denota como
S X)= fr o brrer,) (12)

Expresamos mediante f(X[)(xl.) la funcion de densidad marginal de la variable

aleatoria X, y mediante F', (xl.) = P(X ;< xl.) su funcion de distribucion marginal.

Los elementos 4, del vector de valores medios y C,de la matriz de varianzas y

covarianzas Son:

H; :E[Xi]:[:xifX, (xi)dxi . i=ln (1.3)
C; :COV[XPXJ]:.E; .[:(xi _:Ui)(xj _luj)fX,X_, (xi’xj)dxidxj (1.4)
iLj=1..,n

La desviacion estandar de X, se denotan como O,. La varianza de X, es 0, =C,.

u

El coeficiente de correlacion entre X; y X, se define por:

p,=—— , ij=l..,n (1.5)

Si las variables X, y X, son independientes entonces 0, =0. Sin embargo, el

reciproco no tiene por que ser cierto. Es facil ver que —1<p, <1.

1.5 Problema fundamental de fiabilidad estructural

Considérese que todas las variables con cierto nivel de incertidumbre se pueden
reducir a dos variables aleatorias asociadas a la resistencia R y a los esfuerzos
producidos por las cargas o efectos de las cargas S, cuyas respectivas funciones de
densidad f; (r) y fs (s) son conocidas a partir de las funciones de densidad de las

variables de proyecto. En general, las cargas que actuan en una estructura varian con el
tiempo, tienden a aumentar de forma fluctuante, y por tanto la funcion de densidad
asociada a los esfuerzos f(s) también cambiara. Lo mismo ocurre con las resistencias:

debido al deterioro, la resistencia tiende a disminuir con el tiempo, aunque de forma
regular. Esto implica que las funciones de densidad f, (r) y fs (s) se ensanchen con el

tiempo aumentando su incertidumbre y que se acerquen sus valores medios como en la
Figura 1.1.

En la mayoria de las situaciones lo que se hace es suponer que las resistencias y las
cargas son constantes en el tiempo. Cuando las cargas fluctien, interesard utilizar la
maxima sobrecarga esperada durante la vida util de la estructura (generalmente, se toma
un periodo de vida util de 50 afios). En el caso mas general en el que las cargas o las
resistencias sufran grandes variaciones en el tiempo, estas se modelaran como procesos
estocasticos y se aplicaran los métodos de fiabilidad estructural variante en el tiempo.
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1.5.1 Problema basico de fiabilidad

Considérese una idealizacion del caso anterior. Sea un miembro estructural simple
caracterizado por las variables basicas R y S, siendo R la resistencia del material para
algiin estado limite (por ejemplo: la tension de limite elastico multiplicada por el area de
la seccion) y S los esfuerzos o el efecto producido por las cargas (por ejemplo el
esfuerzo maximo). Suponiendo que son invariantes en el tiempo, se considera que se
produce fallo, es decir, se supera el estado limite, cuando la resistencia R es menor que
el esfuerzo actuante S. Entonces, la probabilidad de fallo se puede determinar de
cualquiera de las formas siguientes:

(ﬁs 1) (1.6)
S

= P(logR -log S < 0)

R,S

v
~

Figura 1.1 Problema de fiabilidad estructural dependiente del tiempo.

En el caso de que ambas variables aleatorias sean independientes la funcion de
densidad conjunta se obtiene como el producto de las funciones de densidad marginales
( Srs (r,s)= e (r) f, (s)) La ecuacion (1.6) da la probabilidad de fallo, es decir, la

probabilidad de que los valores de R y de S tomen valores de la region de fallo de la
Figura 1.2. En el caso de variables independientes, la probabilidad de fallo sera:
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P = P(R-S<0)= .[D fas(r,8)drds = Ji J:o Fo(r)fs (s)drds (1.7)

que representa el volumen encerrado por la funcién de densidad conjunta en el dominio
de fallo. La ecuacién 1.7 se puede escribir como

P =P(R-S<0)=[" ( [ 7 (r)dr)/s (s)ds (1.8)

fss)

REGION
SEGURA

R>S

REGION DE

FALLO _ .
R<S (Resistencia)

(Esfuerzo)

Figura 1.2 Representacion grafica de la funcién de densidad conjunta fxg (r, S) de las funciones

de distribucion marginales f R (r) y f S (S) y del dominio o region de fallo.

En la Figura 1.3 a) se representan las funciones de densidad marginales de R y S.
La integral en r de fx(r) en la ecuacion (1.8) es la definicion de su funcion de

distribucion particularizada para el valor » =s, por tanto se puede reescribir dicha
ecuacion de la forma:



8 Capitulo 1. FIABILIDAD ESTRUCTURAL

py = [ Fils)fs(s)ds (1.9)

De esta forma se reduce el orden de integracion en una dimension. Esta ultima ecuacion
se conoce como integral de ‘convolucion’ y su significado fisico es muy claro (véase la
figura 1.3). El término F, (s) representa la probabilidad de que la resistencia R sea

menor o igual que el esfuerzo S, mientras que f (s) representa la probabilidad de que
el esfuerzo S sea igual a s. En la Figura 1.3 (b) se representan tanto F), (s) como
fs (s), mientras que en la Figura 1.3 (c) ademdas de las funciones de densidad de la
resistencia f (r) y del efecto de las cargas f (s), se representa el producto F, (s) /. (s)

Si se representa la probabilidad de fallo en funcion de la resistencia r, la ecuacion
(1.7) queda en la forma (véase la Figura 1.3 (d)):

Py = r; [1=F ()] (r)ar (1.10)

4

(©) (d)

Figura 1.3 Representacion grafica de las funciones de densidad marginales, funciones de
distribucion y probabilidad de fallo para el problema basico (R-S) de fiabilidad estructural.

donde el término 1-F (r) es la probabilidad de que es esfuerzo S sea mayor que la

resistencia R . En la Figura 1.3 (c) se da la interpretacion grafica de la probabilidad de
fallo, en la que se representa la funcioén de densidad de fallo.
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Ejemplo: Caso especial en que R y S sean variables aleatorias con distribuciones
normales independientes.

La solucion analitica de la integral de convolucion es posible en un numero reducido
de casos. El mas notable es aquel en que las variables aleatorias R y S siguen

distribuciones normales con medias , y f, y varianzas 0; y O, respectivamente. A

la cantidad Z = R — S se la conoce como margen de seguridad. Considerando las reglas
para la sustraccién de normales, se puede representar el margen de seguridad como una

variable normal Z ~ N (,uz , Jé) en la que:

Hy = My~ Hs (1.11)
o, =0, +0; (1.12)
y la ecuacion (1.6) pasa a ser:
P, =P(R—SsO)=P(ZSO)=CD(Z)=(D[O;—/JZJ (1.13)
z

donde CD([)] es la funcion de distribucion de la variable normal estandar que
representamos como N (0,1). Usando (1.10) y (1.11) se llega a:

P = q{MJ =o(-4) (1.14)

1
(o3 +at)

donde S = Hz es el indice de fiabilidad.

VA
Si cualquiera de las desviaciones estandar: 0, o 0, 0 ambas aumentan, el término

entre corchetes se hard mas pequefio y por tanto P, aumentard, como cabria esperar.

Similarmente, si la diferencia entre la media del efecto de la carga y la media de la
resistencia se reduce, P, aumenta.

1.6 Formulacion general del problema de la fiabilidad

En muchos problemas no es posible reducir el problema de fiabilidad estructural a
una formulacién tan simple en la que solo intervengan dos variables R y S, con R y
S variables aleatorias independientes.

En general, R es una funcién de las propiedades del material y de las dimensiones
del elemento o la estructura, mientras que S es una funcidn de las cargas aplicadas Q,
densidades del material y quizds de las dimensiones de la estructura, cada una de las
cuales puede ser una variable aleatoria. Ademés, R y S puede que no sean
independientes, por ejemplo cuando la misma dimension afecta tantoa R y S. En este
caso ya no es valido el uso de la integral de convolucién. Se requiere una formulacion
mas general.
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Ademas, en la formulacion de los estados limite no intervienen soélo las variables
resistencia y esfuerzos, sino que se consideran variables R y S genéricas que pueden
ser cantidades como esfuerzos internos, desplazamientos, deformaciones, tensiones,
medidas de dafio, etc. que dependen de las variables basicas (X Xy X n). Los

términos R y S deben sustituirse por funciones generalizadas expresadas directamente
en funcion de las variables basicas 4, (xl,xz,..., xn) y hg (xl Xy X, ), respectivamente.

De esta forma la ecuacion de estado limite ya no tiene la forma simple R - S , sino
que se escribe directamente en funcion de las variables basicas:

g(xl,xz,..,x,,)ZO (1.15)

La funcién g(xl,xz,..,xn) se denomina funcion de estado limite, funcion de fallo o
funcion de prestacion. Puede expresarse simplemente como g(X) siendo
X=(X Xy X n) el vector de las variables basicas y g([)] alguna funcion que

expresa la relacion entre el estado limite y las variables bésicas. La ecuacion de estado
limite g(x) =0 divide el espacio el espacio n-dimensional en dos regiones:

Region segura: S = {(xl,xz,...,xn )}g(xl,xz,..,xn) >0

Region de fallo: F = {(xl,xz,...,xn )}g(xl,xz,..,xn)s 0

Los valores de X = (X Xy X n) que satisfacen g(x) =0 definen la superficie de

estado limite de la estructura. Recordamos aqui que x define un punto en el espacio o
una realizacion particular de las variables basicas X.
Son ejemplos de funciones de estado limite:

> g(x)=4,, —d, siel fallo ocurre cuando el desplazamiento J en un punto

dado supera el umbral O

max *

> g(x) =g,-J, (G), si el fallo ocurre cuando un punto dado plastifica (o, es

la tension limite y J, (o) es la tension equivalente de Von Misses).

Salvo para casos muy simples los valores de estas funciones se obtendran de una
manera algoritmica, por ejemplo mediante la ejecucion de un programa de elementos
finitos.

Teniendo en cuenta que la funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias
en X estd dada como en (1.2) la probabilidad de fallo esta dada por

P = o) o]=[.. [ bk (1.16)

Notar que la resistencia R y el efecto de las cargas S ya no aparecen explicitamente
en la formulacion sino que, generalmente, dependen de forma implicita de X.
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Salvo para algunos casos especiales, la integracion (1.16) sobre el dominio de fallo
g(x) < 0 no se puede desarrollar analiticamente. La integral anterior tiene, en si misma,
dos grandes dificultades:

1. La funcion de densidad conjunta fy (x) generalmente no se conoce.

2. El calculo de la integral multiple sobre el dominio de fallo no es nada facil de
realizar, salvo para casos muy simples.

Durante los ultimos 30 afios se han desarrollado métodos aproximados para calcular
esta integral. Estos métodos se pueden agrupar de la siguiente manera:

a) Métodos que usan aproximaciones numéricas, tales como simulacion, para
desarrollar la integracion multidimensional de la ecuacion (1.16). Son los llamados
métodos de Monte Carlo.

b) Métodos que tratan de evitar el proceso de integracion completamente
transformando fy (x) en (1.16) en una funcién de densidad de probabilidad multinormal
y entonces usan algunas propiedades notables de esta distribucion para determinar,
aproximadamente, la probabilidad de fallo. Estos métodos son los llamados métodos
FORM (del inglés: "First Order Reliability Method”) o Métodos de Fiabilidad de
Primer Orden y los desarrollados posteriormente.






Capitulo 2
METODOS DE FIABILIDAD ESTRUCTURAL

2.1 Introduccion

Los métodos para medir la fiabilidad de una estructura se pueden clasificar en cuatro
grupos o niveles de complejidad creciente. Algunos de estos métodos, como los
métodos de nivel I, ya se han revisado en el capitulo anterior. En este capitulo se
consideran los métodos de los niveles II y II1.

Métodos de nivel I.

Este es nivel mas bajo y mas simple. La caracteristica fundamental de los métodos
de este nivel es que los pardmetros inciertos se modelan mediante un valor
caracteristico. Pertenece a este nivel el método de los coeficientes parciales de
seguridad, que se caracteriza porque se seleccionan coeficientes de seguridad para cada
una de las variables (cargas, resistencias, etc.). Es el método mas utilizado en los
codigos y normativas actuales.

Métodos de nivel II.
Los métodos de nivel II obtienen un valor aproximado de la probabilidad de fallo
dada por la integral:

P, =PlG(X)<0] = j...g(j)sjo‘x (x)dx @.1)

Esta integral es, generalmente, dificil de calcular. Debido a ello se han de utilizar
métodos aproximados que se basan en aproximaciones de la funcion de densidad
Jx (x), de la region de fallo dada por la ecuacion de estado limite g(x) <0 o de ambas.

En estos métodos las variables aleatorias se modelan mediante sus valores medios y
desviaciones estandar y por los coeficientes de correlacion entre las variables. Se
considera implicitamente que las variables estocasticas se distribuyen segin una
distribucion normal, ya que Unicamente se utilizan los estadisticos de hasta segundo
orden: media y desviacion estandar.

Métodos de nivel III.

Tratan de obtener la mejor estimacion de la probabilidad de fallo, usando modelos
de probabilidad adecuados asi como el uso de datos de intervencion y de errores
humanos si es que estan disponibles. Esto métodos se aplican cuando se dispone de la
funcién de densidad conjunta para las variables aleatorias basicas del problema de

fiabilidad estructural. Para estos métodos se toma la probabilidad de fallo como una
medida de la fiabilidad.
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Métodos de nivel IV.

En estos métodos se tiene en cuenta las consecuencias (costes) del fallo y se usa el
riesgo (severidad de las consecuencias multiplicada por la probabilidad de fallo) como
una medida de la fiabilidad. De esta manera se pueden comparar disefios diferentes
considerando unas bases econdémicas que tengan en cuenta incertidumbre, costes y
beneficio.

En los analisis coste - beneficio o analisis de riesgos se trata de maximizar el
beneficio total o la utilidad de una estructura a lo largo de su vida 1til, es decir, se trata
de optimizar una expresion del tipo:

max W (z) = B(z) - C,(z) - Civ(2) = Crer(2) - P/ (2)Cr (2.2)

donde:
W es la utilidad de la estructura,
z representa las variables de disefio/decision,
B beneficio esperado capitalizado,
C, son los costes iniciales o costes de construccion.

C,y son los costes de inspeccion capitalizados,
Crz» son los costes de reparacion capitalizados
C - son los costes de fallo capitalizados.

Las estrategias de inspeccion de coste Optimo se basan en andlisis coste — beneficio
donde se trata de minimizar el coste total considerando los costes debido a inspeccion,
reparacion y fallo tomando como variables de decision los intervalos entre inspecciones,
los tiempos de inspeccion, etc.

En otras ocasiones se puede plantear el problema de minimizar el coste inicial de la
estructura de forma que se verifiquen unas restricciones sobre algunos parametros de
fiabilidad estructural a lo largo de su vida util. Se tiene entonces un problema de Disefio
Optimo Basado en Fiabilidad para el que se utiliza el acronimo en RBDO (del término
inglés Reliability Based Design Optimization).

Para poder usar los métodos de fiabilidad en disefio es necesario calibrarlos de forma
que se obtengan niveles de fiabilidad consistentes. Los coeficientes parciales de
seguridad que aparecen en los cddigos sobre estructuras de uso habitual en la practica
diaria se obtienen mediante un proceso de calibracion de codigo. Asi, los métodos de
nivel I se suelen calibrar utilizando métodos de nivel II, los métodos de nivel II pueden
calibrarse usando métodos de nivel III, etc. En la Tabla 2.1, extraida de Melchers
(1999)° se recoge un esquema de la clasificacion de métodos de fiabilidad estructural.

Los métodos mas usados para estimar la probabilidad de fallo son los pertenecientes
a los niveles II y I1I. Se realiza una breve descripcion de ellos:

Métodos de simulacion.

El principio comtin de estos métodos es generar muestras de las variables aleatorias
y el numero de las muestras que corresponden a fallo de la estructura se usa para estimar
la probabilidad de fallo. Existen diferentes técnicas de simulacion en funcién del modo
en que se generan las muestras. Estos métodos se analizaran en el capitulo 3.

Métodos FOSM:
FOSM es el acronimo de “First Order Second Moment” y que se puede traducir
como Métodos de Primer Orden Momento Segundo. Estos métodos se basan en
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considerar para las variables aleatorias que intervienen sus dos primeros momentos
(media y varianza) con lo cual, éstas se asimilan a variables aleatorias con distribucion
normal, aunque realmente no lo sean. Debido a ello el resultado que se obtiene no es un
valor exacto sino un valor nominal de la probabilidad de fallo. En el caso de que las
variables aleatorias estén correlacionadas, serd preciso realizar previamente una
transformacion a variables aleatorias independientes. El término “First Orden”
significa que se realiza una aproximacion lineal de la funcién de estado limite. Esta
metodologia que utiliza el momento segundo no se asent6 hasta finales de los 60 con los

trabajos de Cornell (1969) .

Distibuciones Funcion de Medida
Nivel Métodos de calculo de . Incertidumbre obtenida como
. estado limite
probabilidad resultado
(Calibracion de las
I:“Métodos reglas existentes en los Funciones . .
1 . . Coeficientes Coeficientes
de los codigos mediante No se usan lineales . .
L . . arbitrarios parciales
codigos métodos de niveles 2 o (generalmente)
3)
Se puede introducir
. . . iante 1 ili
I1:“Métodos ‘Algebra de los dos Sélo Lincal o rr?rfl(ei;zrsl fnoorflgx?tsos Pt{ol}fablhd?d (}e
de momento V8 , distribucién aproximada p S allo nomina
v primeros momentos . (asimiladas a P
segundo normal una lineal S W
distribuciones
normales)
Convertidas a .
distribuciones Lineal o Probabilidad d
N4 Transformacion aproximada a Variables aleatorias robabriidad de
I11:”Métodos normales . s fallo
v . una lineal con distribuciones
exactos equivalentes .
— — marginales Pf
Integracion numérica y . L
. - Cualesquiera | Cualquier tipo
simulacion
Coste minimo o
. Maximo
1v: M.et.o d 08 Cualquiera de los anteriores considerando los datos econdmicos beneficio
de decision RBDO

Tabla 2.1.- Jerarquia de Métodos de Fiabilidad Estructural.

Métodos FORM.
El acronimo FORM estd compuesto por las iniciales de “First Order Reliability

Methods”, es decir, “Métodos de Fiabilidad de Primer Orden”. Estos métodos se
desarrollaron como una extension de los FOSM. Usan también una aproximacion lineal
para la funcion de estado limite pero se dispone de mas informacidén sobre la
incertidumbre del problema ya que trabajan con la funciéon de densidad conjunta de las
variables aleatorias que intervienen. Surgieron en el campo de la fiabilidad estructural
con Freudenthal® en 1956 y han sido ampliados por Hasofer y Lind (1974)°, Rackwitz y
Fiessler (1978)'°, Hohenbichler y Rackwitz (1981)"", entre otros.

Métodos SORM.

El acronimo SORM estd compuesto por las iniciales de “Second Order Reliability
Methods”, es decir, “M¢étodos de Fiabilidad de Segundo Orden”. Lo que diferencia
estos métodos de los métodos FORM es que utilizan una aproximacion cuadratica de la
funcion de fallo y la probabilidad de fallo se estima para la superficie de fallo cuadratica
obtenida en la aproximacion. Para una descripcion completa de estos métodos y algunos
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ejemplos ilustrativos se pueden consultar los libros de Ditlevsen y Madsen (2005)'? y
Madsen, Krenk y Lind (1986)".

A continuacién se analizaran los métodos FOSM, FORM y SORM, dejando los
métodos de simulacion para el capitulo 3.

2.2 FOSM: Métodos basados en los Momentos de Segundo Orden.

2.2.1 Introduccion

Esta seccion aborda el desarrollo histérico del método FOSM o método basado en
los momentos hasta de segundo orden de las variables aleatorias basicas. Son métodos
aplicables cuando la informacion que se dispone es Unicamente la de los dos primeros
momentos de las variables aleatorias: media y varianza. En secciones posteriores se
considera su evolucion a los métodos FORM y SORM.

2.2.2 Analisis de Fiabilidad de Margenes de Seguridad Lineales. Indice de
Fiabilidad de Cornell.

Consideramos que se dispone de estimaciones puntuales de la media y la varianza
de las variables aleatorias béasicas X,...X, . A esta representacion se le conoce como

“representacion de segundo momento” puesto que las variables aleatorias estan
representadas por los dos primeros momentos. La forma de interpretar esta
representacion es que en ausencia de datos mas precisos se considera que las variables
aleatorias se distribuyen normalmente.

2

Sean fy My ..My Y Oy Oy ,...0y las medias y varianzas, respectivamente y
C =[C,-j] la matriz de covarianzas de X,..X,. Consideramos una funcién de estado
limite o funcién de fallo lineal en las variables basicas X,..X, para un componente
estructural:

g(x) =a,+tax *+..+ta,x, (2.3)

donde a,,a,,...,a, son constantes.

Si en la funcion de estado limite se sustituye la realizacion particular
X = (xl,xz,...,xn) por las variables aleatorias X, se obtiene el llamado margen de fallo

M:
M=g(X)=a, +a, X, +a,X, +..+a X, (2.4)

La probabilidad de fallo P, se expresa como:

P, =P(M <0)=Pg(x)<0)=] _ fi(x)ax (2.5)

El margen de seguridad M es una variable aleatoria caracterizada por su funcién de
densidad de probabilidad f, (m), sumedia f,, y su desviacion estandar o, .

Cornell (1969)" defini6 el indice de fiabilidad B, en la forma:
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p. =t
O-M
donde
Hy =aytafd, +..Yally =a, +a' [,
y

o, =+Va'Ca

siendo C la matriz de covarianzas de las variables basicas X.

Si las variables basicas X son independientes entre si, se tiene C=1 y

0, = \alol +..+alo}
y el indice de fiabilidad S, es

My G taly tota ly

Pe =

2 2 2 2
Oy \/aIUX] +..+a,0,

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

El indice de fiabilidad B representa el nimero de desviaciones tipicas g,,, que

separan al valor medio del origen; lo que proporciona una medida de la fiabilidad del
sistema, ya que cuanto mas separado esté¢ 4/, del origen (mayor () menor sera la

probabilidad de fallo del sistema ( zona sombreada de la figura 2.1).

A f M (l’l’l)
Hu
Loy
S — >
REGION REGION
DE FALLO SEGURA

Figura 2.1 Significado del indice de Fiabilidad de Cornell
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Si las variables basicas se distribuyen normalmente y el margen de seguridad o
funcion de estado limite es lineal entonces M se distribuye normalmente. Podemos
considerar la variable aleatoria normal estandar

M -
Oy

Entonces, la probabilidad de fallo es

M

P, =P(M <0)=P(u, +Uc, <0)= P(U < —/”’—Mj =o(-4,) (2.12)

donde ® es la funcion de distribucion normal estdndar y U es una variable aleatoria
con distribucién normal estandar, es decir, con media 0 y desviacion estandar
unidad (,UU =l0, = 1). En la Figura 2.2 la zona sombreada representa la probabilidad

de fallo en el espacio normal estandar.

A d”)

v

Figura 2.2 Representacion de la probabilidad de fallo en el espacio normal estandar.

Recordando el caso fundamental de fiabilidad estructural, en el que X = (R,S),
siendo R la resistencia del sistema y S el efecto que provocan las cargas, el estado

limite vendria caracterizado por:
g(x)=rR-5=0 (2.13)
El margen de seguridad es M = R —§ y el indice de fiabilidad de Cornell es:

ﬁC:/'lM - /’IR_ILIS

2.14
0, Joi+a? 249

Ejemplo: Caso Fundamental.
Suponiendo que R y § se distribuyen con medias f, =35 y WUg =2y

desviaciones estandar o, =0.25 y g, =0.3. El indice de fiabilidad es:
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3.5-2

@j:ﬁ§?§i3§?=384 (2.15)

/

Volviendo al caso fundamental X = (R,S), los coeficientes de variacion (COV) de
las variables aleatorias R y S estan dados por:

_H
nﬂ—;n_i- (2.17)

En el calculo de estructuras tradicional se emplean algunas medidas deterministas de
seguridad estructural como por ejemplo el coeficiente de seguridad central definido
en la forma C, = 4/ l4s . Podemos obtener facilmente la relacion entre C, y el indice

de fiabilidad de Cornell S, que esta dado por la siguiente expresion:

B _Hy _ HrTHs _ Hr ~ Hs
c
Oy Jop+ol Vi +viu

(2.18)

Dividiendo por //, se obtiene finalmente:

C, -1

Be = 2.19
© e+ 219)

o bien

C = 1+,8c\/VR2 +Vsz _ﬂéVRZVSZ

(2.20)
' 1= BV

La expresion anterior indica que el Coeficiente de Seguridad Central depende de las
incertidumbres asociadas a R y §'; es decir, a medida que aumentan V, y Vs, mayor es

el valor de C, que ha de considerarse para obtener la misma probabilidad de fallo. Esto

pone de manifiesto las deficiencias que pueden existir en los métodos deterministas a la
hora de establecer Margenes de Seguridad.

2.2.3 Interpretacion geométrica del indice de fiabilidad

Consideramos de nuevo el caso de dos variables aleatorias independientes X, y X,
y con distribuciones de probabilidad normales, es decir;

X, ~Npg.o.) v x,~Ny,,.0o,) 2.21)
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y una funcion de fallo lineal:
g(x) =a, tax, tayx, (2.22)

Introducimos las variables estocasticas U, e¢ U, que son normales estandar
U,,U, ~ N(0,1) mediante las transformaciones:

_ X, _IUXI

U,
Oy

i=12 (2.23)

1

Entonces, la funcion de fallo puede escribirse como:

glx)=Glu)=ay +a(px, + o)+ a;(ux, + 0x,uz)

B (2.24)
=aotaly, tarlly, T a0y u +a,0x,u,

De la misma forma, si se introduce el indice de fiabilidad [, que para simplificar
notaremos como [:

_ 4 +a1,ux, + a,Hy,

B 2.25
oy, +aia, &2
podemos escribir la funcion de fallo como
Glux)=p-aw - ayu, (2.26)
en donde
a0y .
a, = i=12 (2.27)

2 2 2 2
\/al Oy ta,0y

En la Figura 2.3 se muestra la funcion de fallo lineal en el espacio de las variables
aleatorias originales X y en el espacio de las variables aleatorias normalizadas U . Se
puede comprobar que £ es la distancia mas corta desde el origen a la superficie de fallo
en el espacio U y que los coeficientes @, y a, son elementos de un vector unitario a.,
normal a la superficie de fallo.

En general, para el caso de funciones de fallo lineales de n variables aleatorias
independientes X, con distribuciones de probabilidad N (lfx, Oy ) el valor de [ es:

_ My _aotally t...ta,ly,
,B = =
Ov  \Jaio} +..+a 0o}

(2.28)
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X, R G(u)=0
g(x)=0 REGION
REGION DE FALLO
DE FALLO o
/
g(x) <0 /
'I Xl - \ // yl
REGION /
SEGURA / REGION
(x)>0 ’
glx B / SEGURA

Figura 2.3 Funcion de estado limite lineal en el espacio X y en el espacio normalizado U .

Se demuestra que el indice de fiabilidad [, representa la distancia desde el origen
en el espacio de las variables tipificadas (variables U ), al hiperplano dado por:

g(u) =aq,+ Zn:a,- (,UX,- + JXiu,-) (2.29)

i=1

que define la funcioén de fallo en el espacio normalizado.

2.2.4 Analisis de la fiabilidad con funciones de fallo no lineales. Indice de fiabilidad
de Hasofer y Lind.

En general, la funcion de fallo es no lineal y el margen de seguridad M = g(X) no

se distribuye con distribucion normal. Ya no es posible calcular los dos primeros
momentos del margen de seguridad a partir de los dos primeros momentos de las
variables aleatorias.

Una primera aproximacion para obtener una estimacion del indice de fiabilidad es
linealizar el margen de seguridad realizando un desarrollo en serie de Taylor tomando
como punto de desarrollo el correspondiente a los valores medios de las variables
aleatorias.

M OG,(x)= G(ux)+i§7G (¥, - u, ) (2.30)

TX=py

Entonces podemos, en principio, utilizar la formula de Cornell para calcular el
indice de fiabilidad. Sin embargo, el indice de fiabilidad de Cornell tiene algunos
inconvenientes.

Hay que notar que la superficie de fallo puede describirse mediante distintas
funciones de fallo equivalentes. Asi, en el caso fundamental de las dos variables basicas
R y §, una alternativa a la funcion de estado limite G(x)=R—S seria

G(x)=R3 —S§°. Otra alternativa para expresar el fallo de un elemento en el caso
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fundamental de fiabilidad estructural es considerar la funcidn de estado limite

R . . . .
G(R,S )ZM(E) De estas funciones de estado limite equivalentes se obtienen,

mediante la linealizacion, margenes de seguridad diferentes que dan lugar a valores
diferentes del indice de fiabilidad propuesto por Cornell. Esto implica que el indice de
fiabilidad basado en el margen de seguridad linealizado depende de la formulacion
matematica de la funcion de estado limite. A este problema se le conoce como el
problema de la invarianza.

En 1974 Hasofer y Lind® propusieron una definicién de indice de fiabilidad que es
invariante con respecto a la formulacién matematica de la funcién de estado limite:

Se consideran  las variables aleatorias X, i=1,.,n independientes con
distribucion normal. En el caso de que las variables aleatorias tengan otra distribucion
siempre es posible realizar una transformacion a variables normales. El primer paso en
el calculo del indice de fiabilidad de Hasofer y Lind /3, es definir una transformacion

desde las variables normales X a las variables normales tipificadas U: U, ~ N (0,1)
mediante:

X- —_
U, S Ty S (2.31)
Oy

Mediante esta transformacion la superficie de fallo en el nuevo espacio U de
variables aleatorias normales estandar estd dada por:

g(,uX] + Oy uy,..., Uy, +0Xnu,,)=G(u)=0 (2.32)

N~ v

X,

REGION
DE FALLO g(x) =0

REGION
DE FALLO

[ g(x)=0

- X

—_

REGION REGION Glu)=
sEGURA  &(x)>0 SEGURA

Figura 2.4 Transformacion de la funcién de fallo no lineal del espacio original X al espacio de
variables normales estandarizadas U .
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El indice de fiabilidad de Hasofer y Lind f,, se define como la distancia mas
pequefia desde el origen en el espacio normal estandar U a la superficie de fallo
G(u) =0. Se obtiene resolviendo el siguiente problema de optimizacion:

— : C 2
B = gﬁl)gmfgui (2.33)

[, =min ||u||
s.a G(u) =0

o simplemente
(2.34)

Este es el indice de fiabilidad con el que se trabaja en las aplicaciones practicas de
fiabilidad estructural y le llamaremos simplemente [.

Al realizar la transformaciéon al espacio normal estandar la expresion de la
probabilidad de fallo es la siguiente integral:

Pr= [g(u)du (2.35)

G(u)<0

donde G(u)= g(x(u)) es la funcion de estado limite expresada en funcion de las
variables normales estandar y @(u) es la funcion de densidad normal multivariada
tipificada. Suponiendo que G(u) es continua y de derivada continua, se obtiene una
aproximacion de primer orden de P, mediante la linealizacion del limite de integracion,
es decir, usando

G(u) 0G, (u)=Gu")+0G" (u-u”) (2.36)

donde OG” =

{ oG 4G oG

-~ —— es el vector gradiente. La eleccion del punto de
ou, 09U, ouU,

linealizacion u” es crucial. Es deseable seleccionar u” de forma que el dominio de
integracion linealizado G (u " )+ 0G"’ (u -u D) < 0 se ajuste bien al dominio real
G(u) <0 en los puntos de densidad de probabilidad alta, es decir, en los puntos donde

el integrando @, (u) de (2.35) tenga una contribucién significativa a la probabilidad de

fallo. Debido a la simetria rotacional de la densidad de probabilidad conjunta en el
espacio normal estandar (los contornos de igual densidad de probabilidad son circulos
concéntricos centrados en el origen) y a la disminucion radial de la misma, la mejor

eleccion para u” es el punto de la superficie de estado limite G(u) =0 que estad mas
proximo al origen. En la Figura 2.5 se representan estas propiedades del espacio normal

estandar. En este sentido, u” es un punto 6ptimo para la linealizacion de la funcion de
estado limite.

En u”, G(uD) =0 y el dominio de fallo aproximado DGT(u - uD)s 0 es el
hiperplano tangente a G(u) =0 en el punto de disefio u”, que también puede escribirse

como G(u)=,8 —a’u<0, donde B=a’u” es la distancia desde el origen y



24 Capitulo 2. METODOS DE FIABILIDAD ESTRUCTURAL

o =—DG/||DG|| es el vector gradiente negativo normalizado. Estos elementos se

ilustran en la figura 2.5.

AU
? a
\ Funcion de densidad normal
en direccion tangencial
O g (no esta dibujada a escala)
U
G(u)=0
— B-a'u=0
f 4
. ) Contornos con valor de
Funcién de densidad funcién de densidad
normal en direccion ( )
radial @, \u ) constante

Figura 2.5 Propiedades de la distribucion normal estindar multivariable.

Si la funcion de fallo no es demasiado no lineal, teniendo en cuenta la propiedad de
que la funcion de densidad marginal para cualquier direccion radial también se
distribuye mediante una distribucién normal estandar se puede estimar la probabilidad
de fallo mediante una aproximacion de primer orden:

P, Up, = P(B-a"U<0)=(-p) (2.37)

donde @ es la funcion de distribucion de la distribucion normal estandar.

Se comprueba que en una aproximacion de primer orden el indice de fiabilidad es la
distancia desde el origen al punto u" mas préximo de la superficie limite en el espacio
normalizado. A este punto se le denomina en la literatura de fiabilidad estructural como
“punto de disefio” o “punto mas probable” (MPP) o “punto de maxima verosimilitud”
ya que es el punto de la region de fallo en el espacio normal estindar que tiene la mayor
densidad de probabilidad. También se le conoce como punto [.

Conclusiones
Para el caso de variables aleatorias no correlacionadas y funciéon de estado limite

g(x) lineal, se ha deducido que la funcién de estado limite en el espacio U se escribe
como:

Glu) = ﬂ—ia,-ui =0 (2.38)
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donde los a; son los cosenos directores del vector unitario normal a la superficie de

estado limite y dirigido hacia la region de fallo. Teniendo en cuenta la ecuacion (2.31)
se obtiene la expresion de la funcion de estado limite en el espacio X :

g(x)=p+> 2y, —Z;—"x,- (2.39)
i=1 Xi

i=1 JX:‘

que puede escribirse como:
g(x)=b,+> bx, (2.40)
—

El valor de [ se obtiene directamente a partir de las coordenadas del punto de
disefio u” usando S =a"u".

Cuando g(x) es lineal en el espacio X, [ también puede calcularse a partir de las
expresiones de 4, y 0, como 8=, /0, :

He =bo+ D bity, = B (2.41)

i=1

12

. 12 2
o, =(Zbﬁa§,j :[Z(ij ai,} =1 (2.42)

=l Oy,

de forma que By = ls/0s = 5. En el espacio normal estandar U , calculamos la media
y la desviacion estandar de G(u) en la ecuacion (2.38) y se tiene: U =, =By
O; =0, =1, con [, = . Por tanto, cuando la funcion de estado limite g(x) es lineal
[ no depende del espacio usado, tiene el mismo valor en el espacio original X que en
el espacio normal estandar U .

La imagen de u” en el espacio original: x" = x(u D), es el punto de fallo o punto de
maxima verosimilitud (MPP) en ese espacio si la funcion de estado limite es lineal. En

otro caso, este X" estd proximo pero no coincide con el punto de maxima densidad de
probabilidad en el espacio original.

Hay que notar que debido a la disminucién exponencial de la densidad de
probabilidad normal multivariable en las direcciones radial y tangencial a partir del u",
la vecindad de este punto es la que mas contribuye a la integral de probabilidad dada por
la ecuacion (2.35)

El indice de Hasofer y Lind definido en el espacio U es invariante respecto a las
diferentes formulaciones equivalentes de la funcién de estado limite puesto que la

definicién del indice de fiabilidad esta relacionada con la superficie de fallo y no con la
funcién de fallo.
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Si la superficie de fallo es lineal es facil comprobar que el indice de fiabilidad de
Hasofer y Lind es el mismo que el indice de fiabilidad de Cornell definido por (2.10). El
indice de fiabilidad de Hasofer y Lind puede considerarse como una generalizacion del
indice de fiabilidad de Cornell, soslayando, sin embargo, los inconvenientes de este
ultimo.

2.2.5 Funcion de Estado Limite no Lineal. Variables Aleatorias Normales
Correlacionadas.
Sea X = (X Xy X n) el vector de variables aleatorias basicas. Supongamos que

su funcion de densidad conjunta es una distribucion normal multivariable y que las

variables aleatorias estan correlacionadas. Sera preciso realizar una transformacion

adicional para convertir estas variables aleatorias al espacio normal estandar U .
Supongamos las variables aleatorias X se distribuyen normalmente con valores

medios M :{,ul,..., ,un}T, siendo Cx =DRD la matriz de varianzas y covarianzas,
donde D = diag[al.] es la matriz de las desviaciones estandar y R = [,0,-]»] es la matriz de

coeficientes de correlacion. Cuando se tengan estas variables aleatorias, ademas del
procedimiento para tipificar las variables aleatorias normales X, hay que afiadir una

transformacion que lleve las variables aleatorias correlacionadas a variables aleatorias
no correlacionadas. Esta transformacion se realiza mediante la descomposicion de
Choleski. El primer paso es determinar variables aleatorias normalizadas V;, i =1,...,n

que sean N (0,1):
V,=——"L | i=l.,n (2.43)

Es facil comprobar que el vector v tiene la misma matriz de coeficientes de
correlacion R =[,0,-j]. El siguiente paso es definir una transformacion desde v a las

variables aleatorias normalizadas no correlacionadas u. Esta transformacién se escribe
de la forma:

v=Lu (2.44)

donde L es una matriz triangular inferior. Se comprueba que la matriz de covarianza
C, para el vector de variables aleatorias u puede escribirse:

Cy = cov[V, VT] = cov[LU, UTLT] = Lcov[U, UT]LT =LL" =R (2.45)

La matriz L se determina mediante descomposicion de Choleski de la matriz de
correlacion R de forma que R =LL’. Para que esta descomposicion sea posible se
necesita que la matriz de covarianzas Cy de la que se obtiene R sea una matriz definida
positiva, lo cual es cierto puesto que las variables aleatorias X = (X Xy X n) no son
linealmente dependientes. Cuando exista dependencia lineal, esta se puede eliminar

reduciendo el nimero de variables aleatorias.
La transformacion en este caso es lineal:
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u=L'v=L"'D"(x-M) (2.46)
La transformada inversa es:
X =M+ DLu (2.47)
y el Jacobiano de la transformacion es
J.,=L'D" (2.48)

Hay que notar que al ser L triangular, su inversa se calcula con facilidad.
La ecuacion de estado limite se puede escribir de la forma:

g(x)=g(M+DLu)=G(u)=0 (2.49)

A partir de esta expresion se obtienen el indice de fiabilidad aplicando los métodos
FOSM, FORM o SORM.

2.2.6 Funcion de Estado Limite no Lineal. Solucion Numérica.

Existen varios métodos numéricos eficientes para calcular el indice de fiabilidad de
Hasofer y Lind y el punto de disefio dado por:

u” =arg min{ Jull | g(u)= 0} (2.50)

Se trata de un problema de optimizacion restringida. Que puede rescribirse de la
siguiente manera:

R 12
_ . 2 _ . T 1/2
L= mm( z-E=1 u; j = mm(u u) 2.51)

sujeto a G(u)=0

Entre los métodos de la programacion matematica que se pueden aplicar a este
problema destacan:

» Algoritmo NLPQL de Schittkowski.
» Método de los Multiplicadores de Lagrange.
» Me¢étodo del Gradiente Proyectado Modificado o Método Iterativo.

Ejemplo Matematico: Aplicacion del Método de los Multiplicadores de Lagrange:
Determinar el punto de disefio u", y el indice de fiabilidad, S suponiendo que la

funcion de fallo o funcién de estado limite de una estructura determinada en el espacio
de las variables tipificadas es:

Glu) = —%(U1 -1Y -U,+4=0 (2.52)
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De acuerdo con (2.51) la funcion que debe minimizarse es:

s=ulu=(U?+02)? (2.53)

con la condicion: G(u) =0; lo que es equivalente en Célculo Variacional a encontrar el
minimo de la funcion:

A=Z+AG(u) (2.54)

Lo que implica que ha de verificarse:

6072 =0 i=1,...,n
6/\i (2.55)
- = 0
0A
Estas condiciones se traducen en las siguientes ecuaciones:
=U\U; +U;)?-—U,-1)1=0
aUl 1( 1 2 ) 25 ( 1 )
> 1
%2 _y (v +uz)a=0 (2.56)
ouU,
oA _ —i(Ul -1y -U, +4=0
0A 25
Eliminando A entre las dos primeras ecuaciones se obtiene:
’ 8(U1 _1) .
expresion que sustituida en la tercera ecuacion permite obtener:
3 , 719
U/ -3U; ——U,+24=0 (2.58)
32
Resolviendo proporciona finalmente
U, =-2.359056 ; U, =2.1947 (2.59)

Conociendo las coordenadas del punto de disefio, obtenemos el indice de fiabilidad
de forma inmediata:

g=v?+uz)? =320 (2.60)
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2.2.7 Funcion de Estado Limite no Lineal. Método Iterativo.

Ademas de los métodos de la programaciéon matemadtica, se pueden aplicar otros
métodos numéricos. A continuacion se va a desarrollar el método propuesto por Hasofer
y Lind (1974)° , que se puede considerar, més bien, un procedimiento iterativo que una
clase de algoritmo.

Consideramos una funcion de fallo no lineal, G(u) con u ={u,,...,u,} variables

aleatorias normales estandar independientes. Se ha sefialado anteriormente que el vector

u"” que da el punto de disefio tiene la direcciéon del gradiente de la funciéon de estado
limite G(u) en dicho punto. Por tanto se verifica la siguiente relacion:

u” = A0G([u") (2.61)

donde A es un factor de proporcionalidad.
Para formular un esquema iterativo se considera conocido un punto u’ préximo a
u"”, es decir

u’=u’ +Au (2.62)

Si se aplica el desarrollo en serie de Taylor de G(uD) y se consideran solamente los
términos lineales se podra escribir:

G?)06(°)+ 06 @ -u’)= Glu*)+ 0G() Au (2.63)
Sustituyendo (2.61) se obtiene:
G?)06[)+ 06 ) @7-u’)0GM°)+ 0GR ) 0GR )-u’)  (2.64)
de la que se puede determinar A al tener en cuenta que G(u”)=0:

_ DG(uO)TuO —G(uo)
Srs oy ey

(2.65)

Esta expresion permite formular el siguiente esquema iterativo dado en la Tabla 2.2.

NN\ L s‘e&%‘&

- —
| |

Figura 2.6 Viga biapoyada con carga puntual en medio.



30 Capitulo 2. METODOS DE FIABILIDAD ESTRUCTURAL

Seleccionar un punto inicial u’.
l.- | Inicializar el contador: i = 0.

Calcular G(ui)

Calcular el gradiente DG(ui )

Calcular un valor mejorado de punto de disefio usando u’™*' = ADG(ui ) , €S
4.- A A iY i i
decir, u' = DG(u’)DG(u )ru G(u )
0G( ) oG ()
Calcular el indice de fiabilidad correspondiente:
ﬂiﬂ — (ui+l )Tqu
Cuando el valor de £ converja (por ejemplo, si ‘ LB -p ‘ <107),

6.- | entonces parar,
sino hacer i =i +1 y seguir con el paso 2.

Tabla 2.2 Esquema iterativo del método propuesto por Hasofer y Lind.

2.2.8 Ejemplo Estructural de Aplicacion del Método Iterativo.

Considerar la viga biapoyada con carga en medio representada en la Figura 2.6. El
desplazamiento maximo se produce en la secciéon media y es

_ P

"y = 2.66
e T ARE] (2.66)

donde E es el modulo de elasticidad ¢ I es el momento de inercia. P, L, E ¢ I son
variables aleatorias normales independientes cuyos valores medios y desviaciones
estandar se recogen en la Tabla 2.3.

Variable H; g,
P 2 kN 0.6 kN
L 6 m ~0m
E 2-107 kN/m? 3-10° kKN/m?
I 2:10° m* 2:10%m*

Tabla 2.3 Parametros de las variables aleatorias.

El criterio de fallo es

U max = ﬁ (267)
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La funcion de fallo puede formularse de la siguiente forma, para L= 6 m:
g(P,L,E,1)=48EI —100PL* = 48EI —3600P
Las tres variables aleatorias X, = P, X, = E'y X5 = [ se tipifican mediante:

U, P2 P=0.6U, +2
0.6
_E-210"
2703107
_1-2107
702100

- E=(03U, +2)107

~ I1=(0.2U, +2)107°

La funcion de fallo en el espacio U de las variables normales tipificadas es:
G(u) = 48(0.3U, +2)(0.2U5 +2)100 - 3600(0.6U, +2)

Las derivadas de g respecto a U,, U, y U; son:

0 =22 - 560
U,

a, = aag = 1440(0.2U, +2)

2

d
as =~ (i =960(0.3U, +2)

Aplicado el esquema iterativo, partiendo del siguiente punto u’:

se obtienen los resultados para cada iteracion mostrados en la Tabla 2.4.
El indice de fiabilidad es por tanto S=3.15 y el vector a es:

0.60

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Q2.71)

(2.72)

(2.73)
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Iteracion i 0 1 2 3 4
u 1.00 1.29 1.90 1.91 1.90
us 1.00 -1.89 -2.20 -2.23 -2.25
u; 1.00 -1.32 -1.21 -1.13 -1.12
ek 1.73 2.64 3.15 3.15 3.15
a 2160 2160 2160 2160
as 3168 2500 2532 2555
a; 2208 1376 1286 1278
i\
Z (a_/) 19.58:10° 12.81-10° 12.73-10° 12.83-10°
J
Za,»uj 3216 9328 -11230 -11267
J
G(u) 14928 1955 35 8.1
A -0.598:10° | -0.881-107 | -0.882:10° | -0.879-10°

Tabla 2.4. Aplicacion del procedimiento iterativo para una viga biapoyada.

El punto de disefio en el espacio de variables basicas es

P 3.14
x =|E" |=| 13310 (2.74)
I 1.78107°

El factor de sensibilidad por omision correspondiente a fijar la variable U; =0, es

1
¢ =———=1.07
T Coae) (2.75)

es decir, el error en [ es aproximadamente un 7% si consideramos que U; es
determinista.

2.2.9 Resumen de propiedades del método FOSM.

El método FOSM funciona bien cuando la funcion de estado limite es lineal o no se
aparta significativamente de la linealidad, al menos, en el espacio original X . Sin
embargo, cuando la funcién de estado limite es altamente no lineal o hay varias
funciones de estado limite gobernando el problema es interesante obtener las cotas
inferiores y superiores de la probabilidad de fallo para cada funcién de estado limite.

Si la funcién de estado limite G(u)=0 es lineal, siendo u un vector aleatorio
normal estandar » dimensional, se obtiene directamente la probabilidad de fallo exacta
mediante P, = CD(— ,8). Si G(u) =0 es convexa con respecto al origen (véase la Figura
2.7.(a)) la aproximacidn que se obtiene con el método FOSM es un limite superior de la
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probabilidad de fallo. Si G(u) =0 es concava como en la figura 2.7.(b) se obtiene una

cota superior.
Teniendo en cuanta que [ en el espacio normal tipificado U es la distancia del

punto sobre la superficie limite mas proximo al origen, se puede calcular una cota
superior de la probabilidad de fallo. En este caso se aproxima la region de fallo por una
hiperesfera con centro en el origen y con radio igual al indice de fiabilidad.

n
Como ZU,-Z ~ X7, se tiene:

i=1

P < P(i Ul > ﬂzJ =1-F,.(8) (2.76)

i=1

donde F', () es la funcion de distribucion de la variable chi-cuadrado con n grados de

libertad.

G(u)=0 \U, AU
\‘ G(u) =0
» 4 /
d: %:1)11(1) Region —
de fallo
(. u2)
p U, ()

/] Region de fallo real
[ 1 Region de fallo aproximada

(@ (b)

Figura 2.7 Cota superior de la probabilidad de fallo cuando la funcién de estado limite es convexa
con respecto al origen (a) y cuando es concava con respecto al origen (b).
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2.3 Métodos de Fiabilidad de Primer Orden (FORM)

En los métodos desarrollados hasta ahora se ha considerado que Unicamente se
disponia de los dos primeros momentos de las variables aleatorias. En el caso de que se
tenga mas informacién sobre la distribucion de las variables aleatorias existen otros
métodos que incorporan esta informacion al andlisis de fiabilidad.

Consideremos una funcion de fallo g(x) que dependa de variables aleatorias

{X . ¢ n}. En el caso més general, se tiene una funcién de distribucion conjunta para
{X . ¢ n} distinta de la distribucion multinormal. Entonces, se necesita realizar una

transformacion intermedia para obtener variables aleatorias normales correlacionadas
que permita, posteriormente, obtener un vector u ={u1,...,un} de variables aleatorias
normales no correlacionadas tipificadas. Esta transformacion puede que no sea Unica y
que en algunos casos solo sea una aproximacion. Ademds también se transformara la
funcion de densidad pasando de fx (x) a fy (u), y la funcion de estado limite que pasa
de g(x) a G(u).

El método que analizamos en esta seccion fue desarrollado como una ampliacion del
método FOSM vy, por tradicion, todavia se le llama FOSM ‘avanzado’ o ‘ampliado’. Es
mejor adoptar el nombre de FORM (del inglés, “First Order Reliability Method”, es
decir, Método de Fiabilidad de Primer Orden), en donde la iniciales FO se deben a que
también se linealiza la funcion de estado limite y las iniciales SM se han sustituido
puesto que la variable aleatoria ya no se aproxima solo por los dos primeros momentos.

2.3.1 Variables Aleatorias con Distribucion No Normal Independientes.
Transformacion de Cola Normal.

La transformacion de una variable aleatoria X con distribucion no normal conocida
a una variable aleatoria con distribucion normal tipificada equivalente U se expresa
matematicamente como:

P=F(x)=0d@W) o u=o"[F,(x)] (2.77)

donde P es la probabilidad acumulada asociada con X =x, y por tanto con U =u;
F X( ) es la funcion de distribucion marginal de X y CD( ) es la funcion de distribucion
para la variable normal estandar U .

Generalmente las variables aleatorias no se distribuyen segin una normal. Para
determinar una medida de la fiabilidad de un componente cuando intervienen variables
aleatorias con distribucion distinta de la normal hay que establecer una transformacion a
variables aleatorias con distribucion normal estdndar no correlacionadas. Supongamos
que las variables aleatorias X ={X Loees X n} son estadisticamente independientes de

forma que fx(x) = fx, (x1 ) fx, (xz ) fx, (xn), donde fy, (x,-) es la funcion de densidad
marginal de X,. Sea Fy, (x,)=fw fx (xi)dxi la funcién de distribucion de X,. La

transformacion necesaria en este caso es diagonal (cada variable se transforma
independientemente de las otras variables) y tiene la forma:

w, =®'[Fe ()] i=12...n (2.78)
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donde (I)[[]] denota la funcion de distribucion normal estandar y el superindice -1 indica
su inversa. La Figura 2.8 muestra una representacion grafica de esta transformacion.
Cada punto (x,,u,) sobre la curva se obtiene igualando las probabilidades acumuladas

Fy,(x;) y @®(x,). Notar que esta solucién de la transformacién buscada no es tnica. Por
ejemplo, una solucidn alternativa se obtiene si FJy, (x,-) es la ecuacion (2.78) se sustituye
por 1-F, (xi ) :

Probabilidades
U iguales

¢(u) 7o)

\ U = &7 [F(x])

Figura 2.8 Transformacion al espacio normal estindar para una unica variable aleatoria.

La inversa de la transformacion dada en (2.78) es
x, =F'[@(u,)] i=1..n (2.79)

Si x; es no normal, tanto las transformaciones (2.78) y (2.79) son no lineales y
puede que requieran un algoritmo numérico de calculo de raices para poder resolverlas.
El Jacobiano de la transformacion es una matriz diagonal J =diag[Jﬁ] cuyos

elementos son:

_ fi(xi
Ji =
d“i)

donde (a(u) = (27T)_1/ 2 exp(— u’/ 2) es la funcion de densidad normal estandar.

~—
~
1
—_—
<
[\
o
<
S

(2.80)
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La transformada inversa se obtiene por solucion numérica de las ecuaciones no
lineales (2.79) y su Jacobiano se obtiene invirtiendo J, , .

2.3.2 Variables aleatorias con distribucion no normal correlacionadas.
Transformaciones a variables aleatorias normales independientes.

En este caso se utilizan transformaciones mas generales, en funcion de la
informacion que se disponga de las variables aleatorias.

Si la funcion de densidad conjunta f, (x) esta completamente descrita, se emplea la
Transformacion de Rosenblatt, que permite obtener un conjunto de variables aleatorias
normales independientes a las que puede aplicarse el método de estimacion de fiabilidad
FOSM.

En la practica no se dispone de datos suficientes para describir completamente la
funcion de densidad conjunta. Si solo se dispone de las funciones de densidad
marginales y de los datos de correlacion se utiliza la Transformacion de Nataf. Aqui
también se obtiene un conjunto de variables aleatorias normales independientes que son
aproximadamente equivalentes a las variables originales. A este conjunto se le aplicara
el método FOSM.

2.3.3 Transformacion de Rosenblatt

La funcion de densidad de probabilidad conjunta para las variables aleatorias
{X . ¢ n}, puede escribirse de la siguiente forma considerando las funciones de
densidad de probabilidad condicionada.

Sx (X) =/ (xn Xigeees X1 )fz (x2|x1 )f(xl) (2.81)

donde f, (xl.|x1,...,xi_1) denota la funcion de densidad de probabilidad condicionada de

x; para valores dados de x,,...,x;_, .
Consideramos la transformacion de Rosenblatt (1952) '* que se define por

u, =07 [F(x,)]
u, = "[F, (., ) (2.82)

u, = ! [Fn (xn Xiseens Xy )]

donde E(xi|x1,...,xl._1) es la funcion de distribucion de x, para valores dados de

X;,.., X, , €s decir,

( ) J-le“'Xi-lX,- (xl""’xi—l’t)dt
Fix.|x,...x_)==
. 1 Fro, ()

i

(2.83)

Notar que ésta es una transformacion triangular; es decir, u; depende solo de x, a
x;. Debido a esta propiedad, la inversa de la transformacion se obtiene facilmente
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. . . . , T
trabajando desde arriba hacia abajo. Especificamente, para un u = [ul,...,u,,] dado, la
primera ecuacion se resuelve para x, en funcion de u;, la segunda ecuacion se resuelve
para x, en funcién de u, y x,, etc. Las ecuaciones para la transformacion inversa son:

X = F)gll [(I)(ul)]
Xy = F)Z\Xl [®(”2)|X1 = xl] (2.84)
X, = F);,,l\xl»--x,_l [(I)(un )Xl =X X, = xn—l]

Debido a la no linealidad de la transformacién, se debe usar un esquema iterativo de
calculo de raices para resolver cada una de estas ecuaciones.
Antes de incorporar esta transformacion en un algoritmo iterativo, es necesario

determinar la trasformacion de la ecuacion de estado limite desde g(x) =0 a G(u) =0.
También hay que transformar las funciones de densidad conjunta y pasar de fy (x) a
Jfu (u) En la aplicacion de los métodos FORM, por motivos operacionales, se necesita
obtener el jacobiano J,, cuyos elementos son J; =0u,/0x, . Estas derivadas se

pueden calcular considerando las expresiones dadas en (2.82) y se obtiene:

ou, _ 1 6F,-(x,-|x1’--axn) 2.85
axj d“z) 0x; o

J

Puesto que para i < j se verifica que OF, /ax ; =0 se tiene que J, es una matriz

X

triangular inferior. Esto permite obtener el inverso J,' =J_, por sustituciéon hacia

atras.
En la aplicacion del método iterativo se precisa calcular los componentes a; del

gradiente normalizado de G(u). Puede ocurrir que no sea sencillo obtener la expresion
explicita de G(u). Sin embargo, este gradiente se puede obtener de la siguiente forma:

ag(X) _3 aG(u)%
or, % ou ox (2.86)
de forma que:
fog(x)]  [0G(u)]
a).fl 61.,11
A PRI (2.87)
ag.(x) ad(u)
L axn i L 6u,, i

de la que se obtiene las componentes del gradiente dg/du;, invirtiendo el jacobiano:
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[0G(u)]  [og(x)]

a]:ll axl

S P N (2.88)
3G (u) 9g(x)
| Ou, | | Ox, |

Esto permite evaluar los cosenos directores @,. Sin embargo, la interpretacion de
que los a,

1

son coeficientes de sensibilidad ya no es necesariamente valida aqui. Esto se

debe a que las u; no tienen en general un significado fisico directo, salvo el caso de que
las variables basicas sean independientes.

2.3.4 Transformacion de Nataf

Cuando s6lo se disponga de las funciones de distribucion marginales
F X,( ) i =1...,n yla matriz de coeficientes de correlacion R = [,04,-], donde

5, = ColXin ¥ ] (2.89)
g .
0.0,

ya no es posible aplicar la transformacion de Rosenblatt, puesto que no se dispone de
las distribuciones condicionales. Sin embargo se puede tratar de construir una funcioén
de densidad conjunta multinormal que sea “compatible” con las funciones de densidad
marginales y con los coeficientes de correlacion dados. Este problema fue resuelto por
Der Kiureghian y Liu (1986)"°. Los autores propusieron dos modelos diferentes:

= Modelo de Morgenstern: esta limitado a coeficientes de correlacion
pequefios, con |,0,j| <0.3. El tratamiento de las expresiones para la funcion de

densidad conjunta y la funcion de distribucién se vuelve muy tedioso cuando se
trata con un gran nimero de variables aleatorias.

= Modelo de Nataf: estd definido con una formulacion que es adecuada
para cualquier nimero de variables y para casi cualquier estructura de
correlacion valida. Nataf (1962)16.

Debido a estas caracteristicas, solo se considera el modelo de Nataf es este estudio.
Un conjunto de variables aleatorias estadisticamente dependientes {X Lo X n} con

funciones de distribucion marginales dadas por F, (xi) y coeficientes de correlacion
Py, LJ =1,..,n se dice que sigue una distribucion de Nataf cuando las variables

aleatorias {Z A n} obtenidas mediante las transformaciones marginales

Z =@ [Fy(x)], i=1.2,..n (2.90)

se distribuyen segun una distribuciéon normal conjunta.
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Sean R=[,04~,-] y Ry =[,00J,-] respectivamente las matrices de coeficientes de
correlacion de las X, y las Z,. La funcion de densidad conjunta de las variables

aleatorias {Zl,...,Zn} es

fZ(Z)=%(z,Ro)E;exp(-%zT R, ﬁj 2.91)

(2r)* R,

Expresion, para la que todavia no se ha calculado la matriz de correlacion R, = [pO,ij] .

Usando la transformacion inversa de (2.90), se obtiene la funcién de densidad
conjunta del vector X:

fx(x)= @ (z, Ro JJ.x (2.92)

donde

C0(zy0nz,) S () (UL A ()
Co(xex,) dz)elz,) Mz, ) (2.93)

Para completar la definicién de la funcién de densidad fx (x), se debe elegir la

matriz de correlacion R, de forma que el coeficiente de correlacion de cualquier par
(X X j) calculado a partir de (2.92) se iguale al coeficiente de correlacion prescrito

P, - Esta ecuacion lleva a la siguiente ecuacion implicita en o, obtenida por Liu y Der
Kiureghian (1996):

XiX;) P x— e X My
05 :M = L L (" ~ ;’X J{x, 0_:’* }Q(zi,z/—, Do, )dz.dz; (2.94)

donde @(z,-,zj,po,,-j) es la funciéon de densidad normal bivariada de medias cero,
desviaciones estandar unidad , y coeficiente de correlacion p, ;.

Los términos de R, = [,00,4,-] se pueden determinar mediante esta expresion para cada

par de distribuciones marginales de tipos diferentes con coeficiente de correlacion
conocido R = [,0,-]»]. Esto se realiza siguiendo un proceso iterativo y tedioso, puesto que

la incognita (0, ;) estd contenida dentro del integrando de la integral doble, pero es

; sin embargo, la diferencia entre los dos

facilmente programable. En general ‘ pl.j‘ < ‘ Po;

coeficientes de correlacion es generalmente muy pequefia salvo para variables aleatorias
fuertemente no normales. En el articulo de Liu y Der Kiureghian (1986) se dan
expresiones aproximadas del cociente

Po,;

2.95
o 2.95)

para distintos tipos de combinaciones de distribuciones marginales.
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La transformacion al espacio normal estandar en este caso esta dada por:
u=Liz=LH{o[Fy (0 )] @ [F (1)) (2.96)

donde L, es la descomposicion triangular inferior de R,,. El correspondiente Jacobiano
es:

oyl g fX,. (xi)
Ju’x = LO dlag[m] (297)

A esta transformacion se le llama transformacion de Nataf. Es, en general, una
transformacion aproximada. Se puede considerar la transformacion de Nataf como una
sintesis de la transformacion (2.77) para variables aleatorias no normales independientes
y la transformacion (2.44) para variables aleatorias normales correlacionadas.

La idea basica es aplicar las transformaciones marginales como si las variables
aleatorias {X . ¢ n} fueran independientes y usar una matriz de coeficientes de

correlacion R, =[,00J,-] es el espacio de las Z, que se obtiene de la matriz de

coeficientes de correlacion de las X,: R = [,0,,].

2.3.5 Algoritmo iterativo FORM

El algoritmo iterativo de la seccion 2.2.7, sugerido por Hasofer y Lind en 1974 para
determinar el punto de disefio de la teoria FOSM, fue ampliado por Rackwitz y Fiessler
(1978)" para el caso de variables aleatorias no normales dependientes dando lugar al
algoritmo FORM. Por eso se le llama algoritmo FORM-HLRF y se analiza en esta
seccion.

En la aplicacion de este algoritmo (véase la Tabla 2.5) se usaré la transformacion de
Rosenblatt, aunque también se podria considerar la transformacioén de Nataf.

Este algoritmo genera una secuencia de puntos

1) = g 3 A00g®

con AV =1y q0=| 2Cu ) Lm0 |0 _ o (2.98)
6.7

donde d" y A se llaman direccion de blusqueda y tamafio de paso de busqueda
respectivamente.

En comparacion con otros métodos (métodos de simulacion), el algoritmo HLRF
tiende a requerir menos cantidad de almacenamiento y de calculo en cada etapa. Es mas,
la experiencia también muestra que para la mayoria de las situaciones este método
converge y converge rapidamente.

Sin embargo, puede que no converja en algunos casos, incluso para funciones de
estado limite muy simples. Der Kiureghian y De Stefano (1991)'” han demostrado que
ciertamente diverge cuando una curvatura principal de la superficie de estado limite en

el punto de disefio satisface la condicion | ,BKi| >1.
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Seleccionar un vector inicial de comprobacion x” = x*) donde x*) podria ser

Hy -

Usar la transformacion (2.82) para obtener u® Esta transformacion seréd de la
2.- | transformacion de cola normal (2.78) para el caso de variables aleatorias X
sean independientes.

Obtener el Jacobiano de la transformacion J,, y su inverso J , por

sustitucion hacia atras, mediante (2.85).

Calcular los cosenos directores a'i(o), el valor de G(u(o)) y la estimacion actual

de B mediante B® =a®"u® donde @ es el vector de cosenos
directores.

Obtener una nueva estimacion del punto de disefio en el espacio y mediante

5. | ln expresion ul) = 0G. (uo))DDG(; (lz(i)(r)?;)c_ ((;(1(1)()))
u (i u

Las coordenadas en el espacio X de la estimacion actual del punto de disefio
6- se obtienen mediante la transformacion inversa ( 2.84).

Repetir los pasos (2) a (6) hasta que x” (o u”)y [ se estabilicen en valor.

Tabla 2.5 Algoritmo iterativo de Hasofer — Lind —Rackwitz-Fiesler (Algoritmo HLRF).

Debido a ello, varios investigadores han desarrollado varias versiones modificadas
de este algoritmo: Abdo y Rackwitz (1990)'%, Liu y Der Kiureghian (1991)". La tltima
referencia presenta una revision comprensiva de los algoritmos de optimizacion de
proposito general, incluyendo el método de proyeccion del gradiente (GP), el método
lagrangiano aumentado (AL), el método de programacion cuadratica secuencial (SQP),
y el método HLRF modificado (mHLRF). En este estudio se realizaron comprobaciones
con varias funciones de estado limite. De los ejemplos analizados los autores dedujeron
que los métodos mas robustos y mas eficientes fueron los algoritmos SQP y mHLRF.

Aunque el HLRF modificado fue una mejora respecto al HLRF original, no se pudo
obtener ninguna demostracion de su convergencia. Por ello se han desarrollado trabajos
posteriores con el fin de obtener un algoritmo incondicionalmente estable.

2.3.6 El Algoritmo HLRF Mejorado (iHLRF)

Zhang y Der Kiureghian (1995)% , (1997)*' propusieron una versiéon mejorada del
HLRF denominada iHLRF (del inglés, “improved HLRF”) para la que se puede probar
la convergencia incondicional. La mejora introducida consiste en calcular un tamaio de
paso 6ptimo A #1 en la expresion: u™ =ut) + A)g¥)

Este algoritmo mejorado es una reordenacion del algoritmo HLRF recursivo original
dado en la seccion anterior y se presenta en la Tabla 2.6.
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Inicializar:
Establecer i =1 'y tolerancias & y &, (& =&, =107 es una buena elecciéon
para la mayoria de los problemas).

l.- . o : .
Seleccionar un punto inicial x¥) (por ejemplo el de los valores medios
xW) = R )y calcular ul) = u(x(l)).
Calcular x") = x(u(i)) (saltar este paso para i=1), J ., J ,=J. en x,
2- 1 6lu)=¢[x?) y 06,[0") =0g,x2) ...
Calcular el vector direccion
DY = i i
3.- a¥ = 06, (”) @"-6,(") 06, (") .0
() ()
Pe.?] PG, ut)
Determinar el tamafio del paso A Para ello se introduce una funcién de mérito
m(u) En cada iteracion, después de calcular d", se desarrolla una busqueda en
la linea para encontrar un AW tal que resuelva el siguiente problema:
A = argmin{m(u(i) + Ad(i))}
A0(0,1]
4.-
donde argmin f (x) define el argumento x que minimiza la funcion f (x) y
m(u) = )§||u||2 +c| g(u)| es la funcion de mérito. La constante ¢ debe
u
seleccionarse de forma que ¢ > ﬁ .
[0G. (u)
Calcular el nuevo punto de prueba u®) =u®+19a") y comprobar
convergencia, por ejemplo mediante las condiciones:
Glu!™ i+ AT (@), (i
E;(O) )Sgl y H“( ) _ g ) u()m()Hsg2
5.- 0
) ] 4
donde o) =- —5u (u(.)) y G es un valor de referencia, por ejemplo
|Pe. )

GO = G(O). Si la convergencia no se alcanza, hacer i =i +1 y volver al paso 2.

: : : 0G, u” .
Si se logra la convergencia, hacer u” = ut) , 0 =— G uD y B=a"u
s

Tabla 2.6 Algoritmo iHLRF.
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Zhang y Der Kiureghian propusieron la siguiente funciéon de mérito:
1
m(u) = E”u”2 + c|g(u)| (2.99)

Esta expresion tiene dos propiedades:

[ul

(i) Si se verifica la condicién ¢ > ” ( ) , la direccion de busqueda d¥ del
«u

punto 3 del algoritmo iHLRF es una direccion descendente de esta funcion de
mérito; es decir, d satisface: [Uu, Dm(u)T [d<0, lo que asegura la
convergencia del algoritmo. Para averiguar si se logra la convergencia a un
minimo local, se puede repetir el andlisis comenzando en un punto inicial
diferente.

(ii) Toma su valor minimo en el punto de disefio a condicion de que se cumpla la
misma condicion respecto a c.

Ambas propiedades son suficientes para asegurar que el algoritmo global definido
en la Tabla 2.6 es incondicionalmente convergente (Luenberger, 1989)%.

La minimizacion para determinar el tamafio de paso que realmente se implementa no
es exactamente la que aparece en el punto 4. El problema que aparece en el punto 4 es
un problema de optimizacion no lineal que no es facil de resolver. Por ello, se sustituye

por el problema simplificado de obtener un valor A tal que se obtenga una reduccion
suficiente de la funcion de mérito (aunque no llegue a un minimo). Por ejemplo, la

llamada regla de Armijo (Luenberger, 1989)** se puede usar para obtener A de forma
eficiente:

kKON

A0 = max{bk‘m(u(i) +bkd(i))—m(u(i))s —abk“Dm(u(i)l‘z} , a,b>0 (2.100)

Para la mayoria de los problemas, este algoritmo converge en menos de 20
iteraciones.

2.3.7 Comentarios sobre el Método FORM

El método FORM trabaja bien cuando la superficie de estado limite G(u) =0 noes

altamente no lineal, es decir, no es muy curvada. La no linealidad de esta superficie
proviene de dos fuentes:

» No linealidad de la funcion de estado limite en el espacio original g(x) .

» No linealidad en la transformacion u = u(x) al espacio normal estandar cuando
las variables son no normales.

La experiencia muestra que para la amplia mayoria de problemas de componentes
estructurales, el método FORM proporciona una exactitud adecuada. Sin embargo,
desafortunadamente, no existe una medida practica y precisa del error.
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Cuando las evaluaciones de la funciéon de estado limite g(x) y de su
gradiente [g, (x) se obtienen llamando reiteradamente a un codigo de elementos finitos

existe un coste computacional que no es despreciable. Un algoritmo de optimizacién
eficiente para determinar el punto de disefio deberia llamar el menor numero de veces al
cddigo de elementos finitos en cada evaluacion. Desde este punto de vista, el algoritmo
1IHLRF es el algoritmo mas eficiente. Para comparaciones de coste computacional mas
detalladas se puede acudir a las siguientes referencias: Liu y Der Kiureghian (1991)" y
Zhang y Der Kiureghian (1997)*'.

Puesto que el método FORM y también el FOSM se basan en una aproximacion
local de la superficie de estado limite en el entorno del punto de disefio, hay que tener
cuidado y usar estos métodos con cautela. En particular, hay que asegurarse de que la
funcion de estado limite es de derivada continua y de que no haya puntos locales de
densidad de probabilidad significativa (en el dominio de fallo) distintos a los del
entorno del punto de disefo, es decir, que no haya puntos locales de distancia minima al
origen o minimos locales. Generalmente, el conocimiento de la naturaleza fisica del
problema ayuda a determinar la forma de la superficie de fallo. Por ejemplo, hay que ser
extremadamente cauto en la resolucion de problemas de tipo bifurcacion.
Frecuentemente tales problemas se pueden resolver con exactitud mediante FORM si se
modelan como problemas de fiabilidad de sistemas serie en lugar de problemas de
componente.

Es una buena practica verificar la bondad de la aproximacion FORM para una
version simplificada del problema, comparando sus resultados con los resultados
obtenidos mediante métodos de simulacion o mas avanzados, antes de realizar un
analisis FORM amplio. Al igual que con otros métodos aproximados de analisis, por
ejemplo, el método de elementos finitos, la experiencia y la intuicion son esenciales
para el éxito de un analisis FORM.
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2.4 Métodos de Fiabilidad de Segundo Orden (SORM).

Puede ocurrir que la aproximacion que se obtiene para la probabilidad de fallo
aplicando los metodos FORM, es decir P, =P, = (- B) no sea satisfactoria si la
superficie de estado limite tiene una curvatura significativa. Incluso para funciones de
estado limite lineales en el espacio original, se puede obtener una funcion de estado
limite no lineal cuando el problema de fiabilidad se transforma al espacio normal
estandar.

Se han desarrollado Métodos de Fiabilidad de Segundo Orden, que llamaremos de
forma abreviada SORM (del inglés, “Second Order Reliability Method”), para tratar de
obtener valores mas exactos de la P,. Son, al igual que el FORM, métodos
aproximados.

La idea en que se basan los SORM es la de sustituir la superficie de estado limite
por una superficie cuadratica en el punto de disefio cuyo contenido probabilistico se
conoce analiticamente. Se usan generalmente dos tipos de aproximaciones: la primera se
llama ajuste de curvatura (Breitung (1984)* , Der Kiureghian y de Stefano (1991)") y

requiere calcular las derivadas segundas de G(u) en el punto de disefio u", mientras

que la segunda se llama ajuste de punto en la que unos semiparaboloides interpolan la
superficie de estado limite en unos puntos dados alrededor del punto de disefio (Der
Kiureghian et al., 1987)*.

2.4.1 Método SORM basado en Aproximacion por Ajuste de Curvatura.

Este método consiste en aproximar la superficie de estado limite G(u) =0 mediante

una aproximacion de segundo orden en el entorno del punto de disefio, como muestra la
Figura 2.9. Para ello, se realiza el desarrollo en serie de Taylor hasta el segundo orden

de la funcion de estado limite alrededor del punto de u", es decir:

G(u)DDGT(u—uD)+%(u—uD)TDZG(u—uD) (2.101)

donde 0°G = [0 z%u ou } es la matriz Hessiana, cuyos elementos son las derivadas de
i0u;

segundo orden de en el punto de disefio de G. A continuacidon se lleva a cabo una
transformacion ortonormal u’ =Ru tal que o = —DG/ ||DG|| es la fila n de la matriz
R . Mediante esta transformacion, el punto de disefio pasa a estar sobre el eje u, del

nuevo sistema coordenado. Usando u = R"u’, la aproximacion de la funcion de estado
limite en el espacio u' es:
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G()00G" (R"w - R7u'")+ % (R -R™w") 0°G(R"u-Ru'")

1 o (2.102)
= —||DG u, +||DG||,B+E[u1' R T T —,[J’]RDZGRT .
n-1
u, =B
donde se han usado las relaciones:
w’=Ru’=[0 - 0 B y OG'R"=[0 - 0 -|0G]] (2.103)
A
~ uz
\\
~~_::t\ " ﬁ—(lTuD:
K S FORM
G(u)=0 u"
XS o SORM
,B \\\\\
N\ S
\§ ~
\3 ~
\
\
\\ 1/[1k
\ >
\
\

Figura 2.9 Aproximaciones FORM y SORM para una superficie de estado limite.

Dividiendo la expresion anterior por ||DG|| y definiendo la matriz
n-1

A=RIO°GR’/|OG| y &' = [ w, - u',]",laaproximacion de segundo orden del

dominio de fallo es:
B-u +%[E’TKG' +2(u' - Blu'a, +(u, - B) am]s 0 (2.104)

donde A es una submatriz de A que estd formada por sus primeras n—1 filas y
columnas, a, es la columna n de A,y a, eselelemento n,n de A.Puesto que en la

vecindad del punto de disefio la coordenada desplazada (u; - ,B) es pequeiia en relacion
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a las coordenadas u; u, --- wu,_ ,podemos despreciar los dos Gltimos términos entre

corchetes respecto a los restantes términos. Esto lleva a la siguiente aproximacion del
dominio de fallo:

B-u +%ﬁ'TKﬁ'so (2.105)

Ahora consideramos una rotacion del vector u' alrededor del eje u) de acuerdo con
" =R’ tal que RAR” = diag[/(,.]. Claramente, R es la matriz de vectores propios de

A y K, son sus autovalores. Con esta rotacion, la aproximacion parabolica del dominio
de fallo puede escribirse en su forma candnica:

I 1 & n
B-u +52Kiui2 <0 (2.106)
i=1

La aproximacion SORM de la probabilidad de fallo se escribe como Py,, por ser

una aproximacion de segundo orden, y es el contenido de probabilidad del conjunto
parabolico dado por (2.106).

Breitung (1984)* obtuvo la primera solucién completa simple para el calculo de la
probabilidad P;,. Esta solucion aproximada estaba basada en la teoria de aproximacion

asintotica;

n—1 1

Py an(— IB)HW (2.107)

donde «; denota las curvaturas principales de la superficie de estado limite en el punto
de diseno. Esta formula proporciona el contenido de probabilidad exacto de la region de
fallo cuando S — o con pk; fijo. El primer término en la expresion anterior
corresponde a la aproximacion de primer orden de P, que llamamos P . La
contribucion de segundo orden, originada por las curvaturas, se representa mediante el
producto que contienen las cantidades (1 + K, ) Esta aproximacion es valida solo para

Bk, > -1 y proporciona buenos resultados para valores grandes de [3.

Esta formula simple fue mejorada por Hohenbichler y Rackwitz (1987)%
sustituyendo £ en el producto por el término ¢{3)/®(- /), obteniendo:

P = (- ﬁ)|j (1+ q)"z(f’;) K,j_; (2.108)

La formula de Breitung funciona bien con valores altos del indice de fiabilidad, 5.
Para valores moderados de B, Tvedt (1983)* introdujo una aproximacion de tres

términos en la que los ultimos dos términos pueden interpretarse como correcciones a la
féormula de Breitung:
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Py =4+ 4, + 4 (2.109)
4 =[po(- ﬁ)—m)]{ﬁ (1+ ) {n (1+ (ﬂﬂ)m)-i} (.110)

donde es importante notar que los términos segundo y tercero no siempre proporcionan
la correccion esperada para valores pequefios de .

Ambas férmulas (2.108) y (2.109) no funcionan bien en el caso de curvaturas
negativas y hay, incluso, singularidades si una de las curvaturas negativas estd proxima
a la curvatura de un circulo centrado en el origen con radio [.

Posteriormente, Tvedt (1990)*” obtuvo el contenido de probabilidad exacto del
conjunto parabolico ajustado en el punto de disefio cuyas curvaturas principales son K, ,

mediante una nueva formulacion en el dominio complejo:

Py =¢(p) Re{l\ﬁj—em{ s+ /) }ﬂ \/1—17ﬂgds} 2.111)

enlaque i= (— 1)%. Esta probabilidad se considera como una aproximacion de segundo

orden a P;.
Se han desarrollado otras formulas. En cualquier caso, para poder usar estas

formulas, se necesita el calculo de la matriz ortonormal R y de los autovalores de A ,
es decir, las curvaturas principales de la superficie de estado limite en el punto de
disefio, que denotamos como k. La matriz R puede construirse, por ejemplo, mediante

el algoritmo de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. El calculo directo de las k;

requiere el calculo de la matriz de derivadas de segundo orden (0°G, que puede ser
prohibitivo en algunas aplicaciones. Para evitar esto, existen varios métodos que

calculan los autovalores significativos de A sin calcular directamente la matriz de
derivadas segundas. (Der Liureghian y De Stefano, 1991) '’

2.4.2 Método SORM basado en Aproximacion por Ajuste de Punto.

La aproximaciéon SORM descrita anteriormente esencialmente ajusta una supeficie
parabdlica emparejando las curvaturas principales de la superficie de estado limite en el
punto de disefio. En algunas aplicaciones, sin embargo, el ajuste de las curvaturas
principales puede que no sea deseable. Por ejemplo, puede que la superficie de estado
limite contenga ruido proveniente de errores numéricos producidos por truncamiento.
Obviamente, en tales casos las curvaturas calculadas podrian ser sensibles al ruido y la
aproximacion SORM por ajuste de curvatura puede llevar a resultados erroneos.
Ademas, el ajuste de curvatura proporciona un ajuste muy preciso en la vecindad
inmediata del punto de disefio. Puesto que ya se tiene un buen ajuste en el entorno del
punto de disefio al imponer que la superficie parabdlica sea tangente en el punto de
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disefio a la superficie de estado limite, puede ser mas beneficioso ajustar a puntos que
estén lejos del punto de disefio para obtener una aproximacién mejorada sobre un
segmento mas amplio de la superficie. Un método que lleva a cabo este objetivo es el
método SORM de ajuste de punto desarrollado por Der Liureghian e al.,(1987)*.
Véase Figura 2.10.

Figura 2.10.- Definicion de puntos de ajuste en el método SORM basado en puntos de ajuste.

2.5 Métodos de Fiabilidad de alto orden.

Grandhi y Wang (1999)*® han propuesto métodos de aproximaciéon de orden mas
alto (HORM, del inglés, “High Order Reliability Method”) , donde la superficie de
estado limite se aproxima por polinomios de orden mas alto. La cantidad de célculo
necesario parece ser muy alta en comparacion con la mejora que proporciona.






Capitulo 3
METODOS DE SIMULACION

3.1 Introduccion

En el capitulo anterior se ha estudiado métodos aproximados para la determinacion
de la fiabilidad estructural, como FORM y SORM. Ademas de estos métodos existen
otros métodos que pueden dar resultados “exactos” de la probabilidad de fallo. Estos
métodos “exactos” son los métodos de simulacion o métodos de muestreo. Simular
significa representar un fendémeno mediante un modelo equivalente; las simulaciones
numéricas son representaciones mediante modelos numéricos.

El resto del capitulo se estructura de la siguiente manera. La seccioén 3.2 expone los
conceptos fundamentales del método de Simulaciéon de Monte Carlo. La seccion 3.3
considera las caracteristicas de los Métodos de Simulacion de Monte Carlo que son
especificas en fiabilidad estructural. Estos métodos se clasifican en métodos que no
usan informacidn previa (seccion 3.4) y métodos que usan informacion previa (seccion
3.5). Se pone especial énfasis en el método de muestreo por importancia.

3.2 Método de Simulacion de Monte Carlo

Se conoce como métodos de Simulacion de Monte Carlo aquellos métodos basados
en muestras aleatorias generadas a partir de generadores de niimeros aleatorios. Estas
técnicas de simulacion se han convertido en herramientas poderosas con las que los
ingenieros evaluan el riesgo o la fiabilidad de complicados sistemas de ingenieria. Estas
técnicas de simulacidon tienen su origen en los trabajos de investigacion de Von
Neumann y Ulam en 1949 durante la segunda guerra mundial en el Laboratorio
Nacional de Los Alamos en Nuevo Méjico”. La aplicacién de las técnicas de
simulacion de Monte Carlo a problemas de fiabilidad estructural es relativamente
reciente, y solo ha tenido aplicacion practica con la aparicién de potentes ordenadores.

Generalmente, los métodos de simulacion de Monte Carlo son los mas costosos
desde el punto de vista computacional; sin embargo, son los mas seguros para la
evaluacion de la fiabilidad o la probabilidad de fallo de un sistema, siempre que se
disponga de un generador de nimeros aleatorios de calidad.

Los métodos de Monte Carlo tienen la ventaja de que utilizan de forma directa
experimentos para obtener la informacion probabilista del sistema en estudio, incluso en
aquellos problemas cuyas ecuaciones no pueden resolverse facilmente. La aplicacion
principal de estos métodos es la de obtener soluciones de referencia y comprobar los
resultados obtenidos mediante otros métodos.

El método de Monte Carlo mas sencillo o método “crudo” consiste en desarrollar un
muestreo aleatorio en el espacio de variables aleatorias, que puede ser el espacio fisico o
el espacio normal estandarizado. Para cada muestra de las variables aleatorias de las
entradas del sistema se obtienen las salidas. Entonces se evaltia la funcion de estado
limite para concluir si la configuracion considerada estd en el dominio seguro o en el
dominio de fallo. Este proceso se repite un nimero adecuado de veces y el calculo de
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los fallos nos permite estimar la probabilidad de fallo. Esta probabilidad de fallo
estimada se aproxima a su valor “exacto” cuando el nimero de ciclos tiende a infinito.
Es por ello que a estos métodos se les llame “exactos”, aunque realmente lo que se
obtiene en la practica son estimaciones.

En resumen, el método basico de simulacion de Monte Carlo consta de los
siguientes pasos:

1. Definir el problema en funcién de todas las variables aleatorias.

2. Cuantificar las caracteristicas probabilisticas de todas las variables aleatorias
mediante sus funciones de distribucion y sus parametros correspondientes.

3. Generar valores de las variables aleatorias a partir de numeros aleatorios
distribuidos uniforme e independientemente, de acuerdo a su funcion de
densidad conjunta, o al menos de acuerdo a sus distribuciones marginales y sus
correlaciones.

4. Evaluar el problema de forma determinista para cada conjunto de realizaciones
de todas las variables aleatorias. Calcular el valor de la funcion de estado limite
determinando si existe fallo o no. En este trabajo se considera que existe fallo
cuando la funciéon de estado limite correspondiente a un modo de fallo de la
estructura que se esté analizando toma un valor g(x) <0.

5. Extraer la informacion probabilistica repitiendo los pasos 3 y 4 para un numero
suficiente de muestras o realizaciones de las variables aleatorias. La
probabilidad de fallo se determina como el cociente entre el nimero de casos de
fallo, N, respecto al nimero total de tests realizados, N .

6. Determinar la exactitud y eficiencia de la simulacion.

Existe una multitud de referencias sobre los métodos de simulacion de Monte Carlo. Sin
embargo, para estudiar su aplicacion en Fiabilidad Estructural se pueden consultar las
siguientes obras: ® %! ¥ 32 En esta seccion se trataran los detalles mas importantes de
los métodos de simulacion de Monte Carlo, mientras que en las secciones siguientes se
considera su aplicacion en Fiabilidad Estructural.

3.2.1 Generacion de Numeros Aleatorios.

El corazon de la simulacion de Monte Carlo es el generador de nimeros aleatorios.
En general, todos los ordenadores modernos y los programas de calculo cientifico tales
como MAPLE, MATHCAD y MATLAB tienen la capacidad de generar numeros
aleatorios distribuidos uniformemente entre 0 y 1. Hay que tener un cuidado especial
cuando se usan funciones existentes como rand() o random() para generar estos
numeros distribuidos uniformemente, puesto que son mas eficientes en unos lenguajes
que en otros.

3.2.2 Generadores de Variables Aleatorias con distribuciones no Uniformes.

Para aplicar el método de Simulacion de Monte Carlo es necesario transformar los
numeros aleatorios en variables aleatorias con las distribuciones de probabilidad
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prescritas. Después de aplicar esta transformacion se puede aplicar el test de
Kolmogorov-Smirnov a la muestra generada para comprobar si realmente sigue la
distribucion prescrita. Existen varios métodos de generacion de distribuciones aleatorias
no uniformes:

Método de transformacion inversa
El método de generacion de variables aleatorias no uniformes mas empleado es el
método de transformacion inversa. Sea F (x) la funcion de distribucion de la variable

aleatoria X . Por definicion, el valor numérico de F, (x) es un valor en el intervalo
[0,1]. Supongamos que se ha generado un numero aleatorio u;, distribuido
uniformemente (0 <u; < 1); el método de transformacion inversa iguala el valor de u;
con Fy (x,-) como sigue:

FX(xl-)=u,- 0 x,-=F);1(u,~) (3.1)

Por tanto, es suficiente dar un nimero u, y deducir el valor de la variable
correspondiente x, como x, = F' (u)

El método puede aplicase a variables para las que la funcion de distribucion
acumulada ha sido obtenida mediante observacion directa o cuando exista una expresion
analitica para la inversa de la funcion de distribucion F );1(-). El método de

transformacion inversa se resume graficamente en la Figura 3.1. El generador de
numeros aleatorios produce numeros aleatorios uniformes entre 0 y 1 basados en
semillas seleccionadas arbitrariamente. A partir del nimero aleatorio uniforme generado
se puede obtener con facilidad el valor de la funcion de distribucion uniforme y el de la
distribucion objetivo. El paso final es obtener el valor de la variable aleatoria para la
funcién de densidad objetivo usando la ecuacion (3.1).

Numeros aleatorios A ( )
distribuidos Ut Fylx
uniformemente
1.0
T T T T . \ Funcioén de distribucion
: acumulada de variable
: aleatoria
1
fu (u) 0 X1 X

Realizacion o
muestra artificial

Figura 3.1 Método de Transformacion Inversa para generacion de variables aleatorias



54 Capitulo 3. METODOS DE SIMULACION

Incluso aunque exista explicitamente la formula analitica de F' (x), el método de
transformacion inversa no siempre es el mas eficiente. El método llega a ser muy lento
cuando sea necesario invertir Fy (x) mediante un procedimiento iterativo (como por
ejemplo, en el caso de variables normales). Otros métodos de generacion de
distribuciones no uniformes son el método de composicion y el método de rechazo-
aceptacion.

Existen técnicas especificas para generar variables aleatorias que sigan
distribuciones especificas que son generalmente mas eficientes desde el punto de vista
computacional que el método de transformacion inversa. Esto es lo que ocurre con la
distribucion normal, en donde el calculo de la inversa @' debe realizarse mediante un
procedimiento iterativo. Un procedimiento alternativo es el método de Box y Muller.
Este método produce un par de variables normales estandar independientes “exactas”,
X1 y x, dadas por

X = (_ 2In [Z3] )1/2 Sen2m2
B /2 (3.2)
X, = (—2lnu1) cos 271,

donde u;, u, son realizaciones de variables aleatorias independientes distribuidas
uniformemente en el intervalo (0,1). Se puede obtener directamente de las expresiones
en (3.2) variables aleatorias v; distribuidas con distribucion lognormal. Sélo se necesita
escribir v; =e" .

Sin embargo, en algunas ocasiones, cuando las colas de la distribucién son
significativas, como ocurre en fiabilidad, podria preferirse generar muestras de una
variable aleatoria normal utilizando una aproximacién de ®™.

3.2.3 Generacion de un vector aleatorio

Distribucion normal multivariable no correlacionada.

El método de generacion de series de vectores aleatorios n-dimensionales mas
simple, y el mas usado con diferencia, consiste en tomar muestras sucesivas de tamafio
n en una sucesion de muestras ¢,,¢,,... En la practica, designando mediante t al vector

de componentes (z‘1 st ), tenemos la correspondencia:

t, =ttt
ty = (toerslorzsntan)
i (3.3)

ti = (t(i—l)n+1 ) t(i—l)n+2 seees Lin )

Tal método supone necesariamente que:
1. todas los componentes siguen la misma distribucion,
2. hay independencia entre los componentes.

Se usa esencialmente con distribuciones que son uniformes en el segmento [0,1).
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El uso de la transformacion de Box-Miiller, o de la funcion inversa @' de una
distribucion normal unidimensional, nos permite construir, a partir de estos resultados,
una muestra de la distribucion norma estandar n-dimensional.

Distribuciones no normales correlacionadas

En la practica, para generar vectores aleatorios con distribuciones no normales
correlacionadas se parte de un vector aleatorio con distribucion normal multivariable
estandar construida como se ha explicado anteriormente. Si R = [,01]] es la matriz de

correlacion y U es un vector de variables aleatorias normales independientes, el vector
de variables normales correlacionadas U estd dado por la ecuacion:

U = LU donde L verifica R =LL" (3.3)

Recordamos que la matriz L se determina mediante descomposicion de Choleski de la

matriz de correlacion R. A continuacion, a partir del vector U se utiliza una
transformacion isoprobabilista para generar el vector de variables aleatorias no normales
correlacionadas.

El tnico caso delicado ocurre cuando la inversion de la transformacion
1soprobabilista consume mucho tiempo de calculo. Este caso se da, por ejemplo, cuando
es necesario buscar sistematicamente una raiz usando un método Gaussiano. Esto,
afortunadamente, ocurre raramente y puede resolverse mediante el uso de técnicas
basadas en una implementacion incompleta de la densidad de probabilidad conjunta del
vector aleatorio (Transformacion de Nataf).

Existe también la posibilidad de wusar varios generadores arrancados
simultdneamente. El método deberia adaptarse entonces caso por caso, de acuerdo a la
distribucion de probabilidad conjunta del vector que se esté simulando.

3.3 Aplicacion de Simulacion de Monte Carlo en Fiabilidad
Estructural.

El resultado que se obtiene de la aplicacion de la Simulacion de Monte Carlo (MCS,
del inglés, “Monte Carlo Simulation’) en problemas de fiabilidad estructural es una
estimacion de la probabilidad de fallo como un cociente entre el nimero de fallos
observados y el numero total de muestras. Existen técnicas de reduccion de la varianza
que permiten realizar un muestreo que mejora la eficiencia del método.

Se ha desarrollado en los ultimos veinte afios una amplia investigacion sobre
técnicas simulacion de Monte Carlo en fiabilidad estructural, que se refleja en una
extensa produccion cientifica (monografias, articulos, etc). En esta seccion se
consideran los métodos mas ampliamente usados en aplicaciones practicas y que se
caracterizan por su exactitud, eficiencia y/o sencillez de implementacion. Ademas se
describen algunas variantes de estos métodos. Es posible clasificar estos métodos en
funcion de la informacion usada para iniciar el muestreo. Asi tenemos: métodos que no
emplean informacion previa y método que utilizan los resultados del andlisis
FORM/SORM.
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3.4 Métodos de Simulacion que no emplean informacion previa

El método de simulacion mas simple de implementar, para estados limites de forma
general, es el método de Monte Carlo “crudo”. Sin embargo, representa un coste enorme
para problemas reales: para estimar una probabilidad del orden de 10™, es necesario
desarrollar alrededor de 10" a 10" simulaciones, es decir, se necesitan muchos
calculos del modelo fisico (por ejemplo, mediante andlisis por elementos finitos), lo que
puede ser muy costoso.

3.4.1 Método de Simulacion de Monte Carlo “crudo”.

Con la expresion “Método de Monte Carlo crudo” se denomina al método de Monte
Carlo en su forma clasica o basica. Su implementacion es sencilla. Sin embargo, implica
muchos célculos, sin tener la certeza de que se llegue a alcanzar una conclusion. Puede
que sea el método mas usado, pero no es el mas eficiente, especialmente en sistemas
complejos.

Principio del método.
La aplicacion del Método de Monte Carlo “crudo” en fiabilidad estructural se
desarrolla segiin los 6 pasos expuestos al principio de este capitulo. Consideramos la

funcion de estado limite g = g(x) correspondiente a un modo de fallo concreto de la
estructura que se esté analizando. Para cada muestra X = ()21,...,)%,,) de las variables
bésicas se obtiene el valor de la funcién de estado limite g = g(x). Si se viola el estado
limite (es decir, si g(f()s 0), la estructura o elemento estructural habra fallado. El
experimento se repite muchas veces, cada vez con un vector X = ()21,...,)%n) elegido
aleatoriamente. Si N es el nimero total de ciclos de simulaciéon y N, el nimero de

ciclos de simulacion para los que g(f() < 0, una estimacion de la probabilidad de fallo
puede expresarse como:

p ==L (3.4)

Figura 3.2 Simulaciones de Monte Carlo “crudas”
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Cuando las variables aleatorias basicas que componen el vector aleatorio sean
estadisticamente dependientes o estén correlacionadas se utilizard alguna de las
transformaciones isoprobabilisticas de las estudiadas en el capitulo anterior. En este
caso, es mas practico simular vectores aleatorios U en el espacio normal estandarizado

U (Figura 3.2). Después, se transforman al espacio X , mediante X =7 (ﬁ) El vector
X obtenido sera dependiente. Entonces, se calcula g(f() y, como ya se ha senalado, se
contabilizan el nimero de ciclos de simulacion para los que g(f() <0.

La expresion analitica de la probabilidad de fallo es

P, = Plg(x)<0]= ( I) I Sfx(x)x (3.5)

que se puede escribir como

Py = [1g(x) < 0] /x (x)ax (3.6)

R"

donde I() es la funcion indicador que se define como

I, =1[g(x)<0]= {(1) :’11 jgj . 3} (3.7)

I,, es tambi¢n una variable aleatoria puesto que es funcion de g(x), pero con solo dos

valores. Su esperanza matematica es justamente la probabilidad de que ocurra el fallo.
Por tanto,

P, = Plg(x)< 0] = E(I,, )= 14 (3.8)
y su varianza es

var(l,, )= E@6, )-[E@,, )}

= £(t, Ji- £, )= p, (- ) G2

Puesto que E(Ié,):E(ID/), ya que I, =1,,.

Estimaciones estadisticas
Consideramos N muestras aleatorias del vector de variables aleatorias cuya funcion
de densidad de probabilidad conjunta es fx (x) Sea X, el vector j de este conjunto de

N muestras aleatorias, el promedio empirico de I,, es una estimacion insesgada de
Py

1 N

~ 1 X~ . .
P =Bl )= By =0 = 3065 )< 0] =31, (3.10)
J= J=

cuya varianza se obtiene mediante el siguiente calculo:
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2

~ 1 v . 1 N Oy,
Var(P, )= Var(ﬁjz:llg/j - FVar(jz:llg,/) =2 G.11)

Las variables aleatorias Ié,/ provienen de resultados independientes de las funciones de

estado limites. Por tanto:
walp)= v, ool )= Lol 20 )

donde se ha tenido en cuenta que las variables se distribuyen idénticamente.
Sin embargo, se puede comprobar que este estimador es sesgado y que el estimador
insesgado se obtiene multiplicando por 1/ (N - 1). Una aproximacién de la varianza del

estimador de la probabilidad de fallo es:

- [~ (1, (1a.. Y
Var(Pf)zﬁ szllgf - N]Z:‘;IE’ (313)

Parametros de la estimacion de la probabilidad de fallo
Teniendo en cuenta que E(ID/ )= Py E(If)/ ) = E(ID/ ) puesto que 1, =1, , la

ecuacion (3.12) se escribe como:
~ 1 1 ~ ~
Var(Pf)INPf(l—Pf)‘:-NPf(l—Pf) (3.14)

A esta expresion también se podia haber llegado de otra manera:
Consideramos un experimento numeérico consistente en muestrear la variable I, .

Llamemos p =Prob(l,, =1)=P;, g =Prob(l,, =0)=(1-P,) y K =X lp, - La

variable aleatoria K tiene distribucidon binomial:

N! _
mpkq]v ¢ (3.15)

Prob(k) =
cuyo valor medio es E (K ) = Np y cuya varianza es Var(K ) = Npq = Np(l —q). Por
tanto:

var(, )= %Var(l() = %Pf (i-7) (3.16)

que es la expresion que buscdbamos. La distribucion a asociar a la estimacion de la
probabilidad de fallo es por tanto binomial, que en el limite, cuando N — oo, pasa a ser
la distribucién normal.

El coeficiente de variacion de estimacion de la probabilidad se escribe entonces
como:
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ol

Para un valor de COV de la estimacion de la probabilidad de fallo, INDf igual 2 0.1 y

(3.17)

Pr -0

para un probabilidad de fallo P, =10™" , obtenemos que el nimero de muestras

necesario es de N =10"" como ya se habia indicado, pero a priori la P, es

desconocida.

De las expresiones anteriores se deduce que para reducir la estimacion de la varianza
a niveles aceptables, es necesario aumentar el nimero de ciclos de simulacion N. Esto,
consecuentemente, implica la necesidad de obtener un gran niimero de muestras y
resolver un gran niamero de analisis de la estructura. El nimero de ciclos de simulacion
necesario para obtener un nivel determinado de exactitud depende de la probabilidad de
fallo desconocida.

Otra expresion para determinar el valor de N necesario para llegar a obtener una
exactitud dada es la dada por Broding er al. (1964), que sugieren una primera
estimacion del numero N de simulaciones para un nivel de confianza C en la
probabilidad de fallo P, :

~In(1-C)
P

N > (3.18)

Asi, para un nivel de confianza del 95% y para una P, =107, el numero de

simulaciones necesarias es de mas de 30000.
Sin embargo, estas reglas no son de gran ayuda para el analista. Una herramienta
mas util para este propdsito es representar diagramas con los resultados progresivos de

la P, y de su varianza a medida que avanza la simulacién. En cualquier caso, el tiempo

que se precisa para calcular dicha probabilidad de fallo y el nimero de simulaciones a
realizar es prohibitivo.

Intervalo de confianza
En este apartado se obtiene un intervalo de confianza para P, considerando que se

tiene una estimacion de su valor medio con varianza desconocida. El intervalo de
confianza bilateral simétrico para un umbral a es:

131- ~le (I/)w/Var‘f?f ’ <P < ]31 + . (I/)ﬁVar‘]N?f ’ (3.19)

donde #_g (V) es una variable ¢ de Student de pardmetro V=N —1. Para un N
grande, t_q/ (V) se puede sustituir por el cuartil de la distribucion normal (la diferencia

es muy pequeia: de 0.12% para N =1000).
Para un intervalo con un 95% de confianza #,4;5 = 119975 =1.96, y se tiene:

~

~ 1-P ~ 1-P
P|1-1.96 |—=L |< P, < P,| 1+1.96 |—= (3.20)
| NP, | NP,
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que lleva a la ecuacién de Shooman si se admite que 1.96 =2

1- P,
%S =200 Nﬁ/ (3.21)
f

Este porcentaje corresponde a la probabilidad de un 95% de que el valor exacto de P,

pertenezca al intervalo INDf (1 * %S ) Este es el intervalo de confianza correspondiente a
un nivel del 95%.

Estimacion del indice de Fiabilidad
El indice de fiabilidad asociado con la estimacion de la probabilidad de fallo INDf esta
dado por la ecuacion habitual:

~

B=-0"(F) (3.22)

Este estimador del indice de fiabilidad es una variable aleatoria cuyos momentos pueden
conocerse teniendo en cuenta que P, sigue una distribucion normal: N (Pf,Var(P_/ ))
De hecho, recordando que cuando:

y=r)  — E(x)= [yl (3.23)

entonces:
A - 1 t_ﬁf t

o)~V )‘{war(ﬁf )}’ (324
y

N_l—_lt— ~\\ 1 t—INJf y

var(B)=[(-o()- £(5) War@)«{ JVar(ﬁ,.)}d (3:29)

Conclusion

Generalmente, para evaluar un probabilidad del orden de 10™ correctamente, es
necesario desarrollar entre 10”7 y 10" simulaciones. Es evidente que este método es
imposible de wusar para sistemas estructurales grandes caracterizados por una
probabilidad de fallo muy pequena y por el gran coste de célculo por cada anélisis
estructural.
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3.4.2 Técnicas de Reduccion de la Varianza

Reduccion de la varianza

Los desarrollos recientes en la investigacion sobre simulacion de Monte Carlo para
andlisis de fiabilidad estructural se dirigen a resolver el problema del elevado niimero de
ciclos de simulacion. Se han propuesto varias técnicas especializadas que
fundamentalmente tratan de mejorar las estimaciones de la probabilidad de fallo sin
recurrir a aumentar el tamafio de la muestra. A estas técnicas se las conoce como
técnicas de reduccion de la varianza. Existen varias técnicas de reduccion de varianza
con estrategias similares. En la mayoria de los casos se usa informacion adicional sobre
el problema para limitar la simulacién a regiones de “interés”.

Variables antitéticas

Existe una variante del método de Monte Carlo “crudo” que implementa una técnica
de reduccion de la varianza que no precisa informacion adicional del problema y que se
basa en el uso de variables antitéticas.

Supongamos que se han calculado dos estimadores insesgados a; y a, de un
parametro «a . Estos dos estimadores pueden promediarse para obtener otro estimador de
a.

Ao =— (o +ay) (3.26)

N | —

El nuevo estimador es un estimador insesgado y su varianza es
Var(a'av,) =4 [Var(a'l ) + Var(a’l ) + 2C0v(a'1 ,a )] (3.27)

En Simulacion de Monte Carlo los estimadores a; y a, dependen de las variables
aleatorias que los han generado. Por supuesto, estas variables aleatorias dependen de las
variables aleatorias uniformes usadas para generar estas variables. Por tanto a; y a
son funciones de las dos variables aleatorias uniformes estdndar U; y U, . Esta claro de
la ecuacion (3.27) que se puede reducir la varianza del estimador a,, cuando se puedan
generar variables aleatorias que proporcionan una alta correlacion negativa entre a; y
a, .

Se puede obtener un valor negativo de Cov(a,(U,),a,(U,)) generando distribuciones
U, y U,, que estén correlacionadas negativamente. Una forma simple de generar
variables aleatorias uniformes que estén correlacionadas negativamente y que precisa de
poco célculo es considerar U, =1-U;.

En la aplicacion en fiabilidad estructural se pueden generar dos estimaciones 15,-(1) y
]N?f(z) correlacionadas negativamente. Se propone generar una muestra u,,i =1,2,.... N

para calcular INDf(I) y después usar las variables 1—u;,i =1,2,...,N para evaluar ]N?f(z). La
eficiencia de esta técnica depende del problema a tratar.

. oo~ 1= ~ . . ,
La estimacion P, :E(Pf(l) +P/(.2)) tiene una varianza menor que la que tendria una

estimacion generada mediante dos muestras no correlacionadas.
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3.4.3 Simulacion Direccional (DS).

Varios autores han considerado la evaluacion de la integral de la probabilidad de
fallo transformando las variables aleatorias en el espacio normal estandarizado U en
coordenadas polares: Ditlevsen y Bjerager (1989)*, Bjerager (1988)*°, Kijawatworawet
et al., (1998)*. La funcion densidad de probabilidad multinormal presenta simetria
rotacional en el espacio normal estandarizado. Se puede sacar ventaja a este hecho
realizando el muestreo de manera radial. La transformacion de las variables normales
estandar en coordenadas polares es de la forma U — (R,@l,@z,...(a,,_l) = (R,@). Asi, la

integral de la probabilidad de fallo en el espacio normal estandarizado es:

Pz [plldn= [ fuolr.0Mrdd (3.28)

G(r.8)<0

Cuando se realiza la transformacion a partir de un vector U cuyas U; son normales
estaindar se puede demostrar que R es una variable aleatoria escalar y sigue una
distribucion y* de n grados de libertad, y © es un vector de n —1 variables aleatorias

que son independientes de R y se distribuyen uniformemente en una esfera unitaria de
dimension n. También se demuestra que el muestrear un vector de la funcion de
densidad conjunta fo (9) corresponde a muestrear un vector unitario de direccion
aleatoria, es decir, un vector formado por cosenos directores A en el espacio U. Una

()

muestra de A se denota como al) = (al,az,...,a,,) . La probabilidad de fallo se puede

expresar como

Pr= | fulr@=6)/o(0)drd0 =
G(r,0)<0 (3.29)
= [, P[G(R,®) < 0|® = 8]/, (0)i0

Aqui, Q es la hiperesfera de radio unidad y de dimension n. La integral anterior se
puede expresar en funcion del vector de cosenos directores A, y se reescribe como:

P, =, PlG(R,A)< 0]A =a|f, (a)ia (3.30)

El vector A se distribuye uniformemente en la hiperesfera unidad centrada en el origen.
Un vector en el espacio normal estdndar se puede escribir como ul) =02l gonde
V) esla longitud del vector y al) es el vector de cosenos directores.

La evaluacion de P, mediante el método de simulacion direccional es como sigue

(Figura 3.3):

1) Se genera primero el vector A de cosenos directores que proporciona una direccion

radial a)
expresion:

. Para ello se simula un vector normal estandar U y se utiliza la siguiente

NS (3.31)
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2) Una vez obtenida esta muestra de A, se resuelve la ecuaciéon la ecuacion
G(R, A) =0 para R. Para ello se pueden usar aproximaciones mediante polinomios
de segundo grado.

3) Si la ecuacion del paso 2) solo tiene una raiz, es decir, s6lo hay una interseccion, el

radio se escribe como pU), o sea, se tiene R=p), con G(Ra(j))=0 y la
probabilidad de fallo se escribe de la forma:

P, = [ PG(RA)< 0/A =], (a)da, THa, =

(3.32)
= IQ P fs(a)da, Ma,

donde fy (a) es la funcion de densidad de A (funcion de densidad uniforme en la
esfera unidad). Para una direccion dada A =a, el dominio de fallo se define como
R = pY). La probabilidad P, es entonces:

pY) = P[G(RA)SO‘A:?I(‘/ )] = (3.33)
= ez o] =1- (o)) |

y la estimacion de P, es por tanto:

Py =%éﬁ"‘) =%g(l-)(3((pm)2)) (3.34)

4) Si hay varias intersecciones, el radio debe dividirse en segmentos pertenecientes al
dominio de fallo.

Este método permite determinar el punto de fallo mas probable o punto de disefio
(MPP).

Direccion de

()~

muestreo 4,

Figura 3.3 Muestreo direccional sobre una esfera unidad.
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3.5 Métodos de Simulacion que usan la informacion sobre el MPP

Actualmente se dispone de varios procedimientos que realizan simulaciones de
Monte Carlo utilizando informacion adicional sobre el problema. Los métodos mas
utilizados son los que parten del conocimiento del MPP o punto de disefio obtenido
mediante métodos aproximados como FORM o SORM. Sin embargo, estos métodos no
nos permiten detectar la presencia de posibles minimos locales o, incluso, el minimo
global cuando el algoritmo de busqueda no converja al 6ptimo global y éste esta
localizado lejos del punto de inicio considerado. En este caso el empleo de estos
métodos puede ser peligroso y la estimacion no tiene significado ya que el MPP usado
para el muestreo no es el minimo global.

Entre los métodos de muestreo que se basan en el conocimiento del MPP cabe
mencionar los siguientes:

M¢étodo de Muestreo por Importancia, IS (del inglés, “Importance Sampling ™)
Muestreo Condicional, CS (del inglés, “Conditonal Sampling”)

Muestreo por Hipercubos Latinos, LHS (del inglés, “Latin Hypercube
Sampling”’)

Muestreo Adaptativo, AS (del inglés, “Adaptive Sampling”)

Me¢étodo de muestreo por importancia condicional

Método de muestreo estratificado.

VVV VYVYV

De estos métodos, el método de muestreo por importancia y sus variantes asociadas
probablemente sea el mas general en sus objetivos y mucho més usado que los otros. En
vista de ello, se realizara una amplia revision de este método.

3.5.1 Método de Muestreo por Importancia (IS)

La idea basica del muestreo por importancia es concentrar la distribucion de los
puntos de muestreo en la region de mayor importancia, es decir, en el area que
principalmente contribuye a la probabilidad de fallo, la vecindad del MPP. La integral
que hay que evaluar esta dada, en el espacio fisico original, por la férmula:

P, = Rj I, i‘—gghv (x)ax (3.35)

donde se ha introducido la funcion k (x). Esta funcion, que todavia no esta

especificada, se llama funcion de densidad de probabilidad de muestreo por importancia
y debe elegirse cuidadosamente.

Teniendo en cuenta la definicion de esperanza matematica de un vector aleatorio y
puesto que /y (x) es una funcion de densidad de probabilidad, la férmula anterior se

puede escribir como:

P = E{ID, ;: : 8} = E(%] (3.36)

donde V es cualquier vector aleatorio con funcion de densidad de probabilidad Ay (x)
Obviamente, se requiere que /y (v) exista para todos los v validos y que no se haga
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cero en la region de fallo D,, evitando asi los problemas resultantes de una posible

singularidad.
La siguiente estimacion de P, es insesgada:

~ 18 £
P =— I, =L 3.37
7 N,Zﬂ( D, hv(‘ﬂlj)] (3.37)
donde v, es el vector j de valores muestrales tomados a partir de la funcién de

densidad de muestreo por importancia hy (x) en el espacio X . Es evidente que Ay ([)]

gobierna la distribucion de las muestras. De ahi que sea muy importante la eleccion de
esta funcion de densidad.

Se puede demostrar que el estimador insesgado anterior es de minima varianza y que
ésta esta dada por:

51 [ 1<y fX(Q'f) 2_~2
Var(P,)-N_llN;(ID, hv(%)j Pf} (3.38)

Por tanto, la varianza del estimador depende de la funcion de densidad de muestreo
hy (x), todavia no especificada. Una buena eleccion para hy ([)] es aquella que minimiza

Var(lw’f). Por tanto, habra que resolver la ecuacion:

a(h?(x)) {Var(ﬁf ) + /1[[ h, (x)dx]} =0 (3.39)

donde A es un multiplicador de Lagrange. Esta ecuacion se puede resolver utilizando
calculo de variaciones. Se obtiene:

‘ID/ @(X (VX
h\vV)=——F~— 3.40
v) (1o, fx (v)av (340)
y sustituyendo en la expresion de la varianza se obtiene
I
Var(DT’fj = (1, T (V)av) - P (3.41)

Si el integrando I, Qfx(v) no cambia de signo, la integral multiple (3.41) es
I
idénticaa P, y Var(DT’f] =0. En este caso la funcion dptima para Ay (x) se obtiene

de (3.40) como:

ID, x \X
hv(x)=—| g ) (3.42)
f
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Podemos considerar, por tanto, como funcion de densidad de muestreo ideal
hy (x)=fx (x|x D{g(x)s 0}) (3.43)

De la ecuacion 3.41 se deduce que una buena eleccion de 7, (x) podria producir
varianza cero en la estimacion de P, para el caso especial de integrando no negativo.

Este resultado puede parecer un resultado sorprendente o milagroso, pero hay que
desmitificarlo. De la expresion 3.42 vemos que para la construccién de #, (X) se

necesita conocer el valor P,, que es desconocido y es precisamente lo que queremos

calcular. Sin embargo, permite progresar en el objetivo de reducir la varianza, aunque
solo se pueda estimar un valor aproximado para P,. Asi, cuanto mayor esfuerzo se

ponga en obtener una buena estimacion inicial de P, en la ecuacion 3.42, mejor

resultard la simulaciéon de Monte Carlo. Por el contrario, es importante sefalar que es
probable que la varianza se incremente usando una estimacion muy pobre de Ay (x) De
aqui que la aplicacion del muestreo por importancia se considere mas bien un arte que
debe usarse con cautela.

Si el integrando I, [Jfx (V) cambia de signo, entonces la suma de una constante

suficientemente grande puede adaptarlo a la forma anterior.

En este contexto las notas de Kahn (1956)°” dicen:

"El significado de la existencia de estimadores de varianza cero no descansa
en la posibilidad de construirlo realmente en la practica, sino en que estos
demuestran que no son leyes de ‘“conservacion de coste”. Ahora bien, si el
diseniador es listo, sabio, o afortunado puede que al elegir entre un infinito
numero de esquemas de muestreo disponibles, elija uno muy eficiente. Esta
situacion contrasta con la del andlisis numérico ordinario. Generalmente lo
cierto es que una vez que se ha elegido un método bueno y adecuado para
resolver un problema, el trabajo posterior o las transformaciones adicionales
reducen muy poco el coste, mas bien nada. Sin embargo, en los problemas de
Monte Carlo estamos seguros de que siempre hay un camino mejor hasta que
alcanzamos la perfeccion”

Se deduce claramente que un aspecto importante para implementar el muestreo por
importancia en el andlisis de fiabilidad estructural estd en elegir una funcién de
densidad de muestreo por importancia adecuada.

En la literatura se han propuesto varias opciones para la eleccion de la funcion de
densidad de muestreo. Generalmente, se trabaja con funciones de densidad de muestreo
en el espacio normal estandar U ; sin embargo, otros autores han propuesto densidades
de muestreo en el espacio de variables aleatorias original X . A las densidades de
muestreo en el espacio original las [lamamos Ay (x) y a las densidades de muestreo en el

espacio normal estdndar las llamamos H (u)

Muestreo por Importancia en el espacio normal estandar.
Generalmente, el muestreo se realiza en el espacio normal estandar o espacio U
para aprovechar sus ventajas. La probabilidad de fallo esta dada por:

P, = [, (u)%: () (u)du (3.44)

R" H(u)



Capitulo 3. METODOS DE SIMULACION 67

donde ¢, (u) es la funcion de densidad de probabilidad norma estandar n-dimensional,
I, (u) es la funcion indicadora en el espacio normal estandar y H (u) es la funcién de

densidad del muestreo. La estimacion de P, es entonces

5 _ 17 a(w))_ N,
P = N;(ID,.(u,-) H(ui)]— ~ (3.45)

La exactitud de la estimacion ﬁf obtenida por muestreo por importancia depende de

la eleccion de la funcion de densidad Ay (x) o H (u)

Funciones de densidad de muestreo en el espacio normal estandar.
Harbitz (1986)°® propuso la siguiente densidad de muestreo definida en el espacio
normal estandar:

A .
Hw)={1- (7 siu> £ (3.46)
0, si u||<,6’

donde x; () es la distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad. Solo se muestrea

fuera de la hiperesfera de radio £.

Melchers (1989) *° propuso desarrollar la simulacién alrededor del punto de disefio
usando la densidad de muestreo definida en el espacio normal estandar por

H(u)=Nu® o’1) (3.47)

es decir, con distribuciéon normal de media u” y desviacién estandar oI , donde T es
la matriz identidad, u" es el punto de disefio o MPP es el espacio normal estandar
(Figura 3.4). Este es tipo de muestreo por importancia mas usado en aplicaciones
practicas de valoracion de la fiabilidad estructural. Ademas, es el que se ha utilizado
para la verificacion de los resultados obtenidos mediante el programa informatico
desarrollado.

Funciones de densidad de muestreo en el espacio de variables aleatorias original.
Shinozuka (1983)* sugiere tomar una funcién de densidad hy (x) en el espacio
original X con distribucion uniforme sobre un dominio cuadrado/rectangular definido
multidimencionalmente cubriendo la region de alta probabilidad alrededor del punto de
disefio.
Harbitz (1983)*' propone que una vez identificado el MPP en el espacio X, es
decir, x", elegir Ay (x) como la funcion de densidad fx (x) desplazada de forma que su

media esté en x".

Schueller y Stix (1987)* empezaron considerando un tnico modo de fallo con s6lo
un punto de disefio. Basandose en la observacion de que la principal contribucion al
modo de fallo proviene de la integral sobre la vecindad de punto de disefo, estos
autores proponen que la funcién de densidad de muestreo /iy (x) tenga distribucion
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normal con V,,V5,..V, variables aleatorias independientes con la media desplazada al
punto de disefio x . Los autores notaron dificultades en la eleccion de la matriz de
covarianza de hy (x) Ademds, en el caso de problemas con k& modos de fallo, estos
autores proponen una funcién de densidad de muestreo de la forma

w(x)= 32 g )
Y o(p;)

Jj=1

(3.48)

donde B. y hy (x) son, respectivamente, el indice de fiabilidad y la correspondiente
funcion de densidad de muestreo del modo de fallo i.

Melchers (1990)*, (1999)° desarrolla una estrategia similar en el contexto de la
fiabilidad de sistemas serie y paralelo. Para el calculo de la fiabilidad de sistemas
paralelo, sugiere que se tomen los puntos de interseccion de las superficies limite como

puntos sobre los que se centra Ay (x)

G(u) =0 -

[ ul

Figura 3.4 Muestras concentradas alrededor del punto de fallo mas probable (MPP)

Conclusion

El método de muestreo por importancia y en general las técnicas de reduccion de la
varianza aumentan la eficiencia y la exactitud de la estimacion de fiabilidad usando un
numero relativamente pequefio de ciclos de simulacion. El muestreo por importancia da
resultados satisfactorios si se ha identificado correctamente el MPP y si no hay minimos
secundarios a poca distancia. Ademas hay que tener en cuenta que la aplicacion del
muestreo por importancia puede incrementar las dificultades computacionales de cada
simulacion. Este es el precio a pagar por reducir el nimero de simulaciones. La
eficiencia y exactitud depende de la densidad de muestreo seleccionada. (Figura 3.5).
Este es el método de MCS que se utiliza en la “Toolbox” de RBDO para la verificacion
del disefio 6ptimo.
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3.5.2 Muestreo condicional (CS)

El objetivo de este método es eliminar el maximo numero de muestras que no tienen
la oportunidad de pertenecer al dominio de fallo. Como el punto de disefio es el punto
mas cercano al origen perteneciente al dominio de fallo, podemos excluir el dominio
definido en el espacio normal estandar U por la hiperesfera centrada en el origen y con
un radio igual al indice de fiabilidad £ y que denotamos como S? .

Ui

Figura 3.4 Muestras fuera de la esfera de radio [3.

La probabilidad de fallo es entonces:

P = Prob[u(i)DD ;

ulils B }Prob[u(f) ns/]=rp (3.49)

La probabilidad P,, correspondiente a la probabilidad de no tener muestras dentro
de la hiperesfera de radio [, esta dada por:

P, = Problu®) 0.5%] = ProblJu] > B =1- x2(8*) (3.50)

donde y; es la distribucién x> con n grados de libertad. El primer término, B, que es
generalmente el mayor, se obtiene mediante muestreo condicional generando una
direccion aleatoria A, cuya realizacion particular denotamos como a([), distribuida
uniformemente sobre la hiperesfera en 0", y un variable aleatoria para el radio R, cuya
realizacion particular es p(i) , distribuida de acuerdo a una distribucion de Rayleigh con
R > [ (recordemos que la combinacion de una direccion uniforme y un radio de
Rayleigh da una distribucion normal estandarizada). Las variables usadas en las
simulaciones estdn dadas por ul) = p(-’)a(’). Por tanto, esta probabilidad B se estima

mediante:
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~ 1N
1=N§u@) (3.51)
Finalmente
_ 1N
P =(-x(e) 21 ) (3:52)

El interés de este procedimiento es producir simulaciones con alta probabilidad de
fallo y el barrer todo el espacio externo a la hiperesfera de radio £.

3.5.3 Muestreo por Hipercubos Latinos (LHS)

El método de Muestreo por Hipercubos latinos (LHS) fue introducida por MacKay
et al. (1979)*. Aunque LHS estd reconocido generalmente como una de las técnicas
mas eficientes de reduccion del numero de simulaciones, se ha demostrado que so6lo es
eficiente en el caso de que haya que calcular probabilidades de fallo relativamente
grandes y para calcular cantidades estadisticas como el valor medio y la desviacion
estandar. En la mayoria de los otros casos el MCS combinado con LHS es igual de
eficiente que el MCS “crudo” (Owen 1997)%.

En el contexto del muestreo estadistico, un Cuadrado Latino es una malla cuadrada
que contiene posiciones muestrales y en la que inicamente hay una muestra en cada fila
y en cada columna. No pueden existir filas o columnas con dos muestras.

Un Hipercubo Latino es la generalizacion de este concepto a un niimero arbitrario de
dimensiones, y en concordancia con ello existe solo una muestra en cada hiperplano que
la contenga.

En la aplicacion del método LHS en fiabilidad estructural, el muestreo se desarrolla
de una manera uniforme en un hipercubo cuyo centro estd en el punto de disefio, bien en
el espacio de variables fisicas X', o bien en el espacio normal estandar U . Los lados del
hipercubo son paralelos a los ejes de referencia. El rango de valores en los que se define
la distribucion de cada variable aleatoria se divide en M segmentos no solapados de
igual probabilidad de ocurrencia. Considerando que existen N variables aleatorias el
espacio paramétrico global se divide en M " celdas. A continuacion se desarrolla la
generacion de muestras aleatorias, eligiendo M celdas del espacio M"Y con respecto a
la densidad de cada intervalo, y se calcula el nimero de celda de cada muestra aleatoria.
El niimero de celda indica el nimero de segmento de cada variable aleatoria a la que
pertenece la muestra. La técnica LHS comienza con un muestreo realizado de forma
independiente, seguido del emparejamiento de las muestras aleatorias que se puede
realizar aleatoriamente o de manera restringida. Se generan todas las muestras aleatorias
necesarias y se aceptan solo aquellas para las que no existan muestras anteriores
ocupando el mismo segmento para la misma variable aleatoria.

La Figura 3.5 ilustra el método de hipercubos latinos mediante un ejemplo con
N =2 variables aleatorias y M =7 intervalos.



Capitulo 3. METODOS DE SIMULACION 71

Figura 3.5 Obtencion de muestras mediante Muestreo por Hipercubos Latinos (LHS).

Un procedimiento de simulacion utilizado habitualmente para el Muestreo por
Hipercubos Latinos estd compuesto por los siguientes pasos:

1.- Para cada variable se genera un punto en cada uno de los intervalos. Asi, #;, con
Jj=12,.M representa los M puntos para la variable i .

2.- El primer punto @', en la muestrea del Hipercubo Latino se genera seleccionando
de forma aleatoria o directamente un valor 4 para cada eje u;. El segundo

punto se genera de la misma manera, salvo que antes se quitan de la muestra los
ij; . De esta forma se generan M puntos.

3.- La probabilidad de fallo para esta muestra se estima como

B, :ﬁfl[G(ﬁf)s 0] (3.53)

=

4.- Este procedimiento se repite K veces y la estimacion de P, es

Py =ﬁ§§l[<?(ﬁ"’ <o) (3.54)

k=1j=1

donde 4" es la realizacion n° j en la muestra n® k del Hipercubo Latino.
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No hay una formula tnica para el error estandar de este método de simulacion, pero
en general, el error estandar es de una magnitud 1/KM veces el error del método MCS

“crudo”.

3.5.4 Muestreo Adaptativo (AS)

Bucher (1988)* propuso un procedimiento de muestro adaptativo que no requiere el
conocimiento de informacién previa, es decir, no se necesita realizar un anélisis FORM
antes de iniciar el muestreo. El método de muestreo adaptativo usa la informacion
adquirida durante las simulaciones previas para estimar la funciéon de muestreo a partir
de los estadisticos para los puntos obtenidos en el dominio de fallo.

El proceso comienza con la seleccion de la posicion inicial (descrita por el vector de
valores medios) y la forma (descrita por la matriz de covarianzas) de hv( ) Se obtiene
un nimero limitado de muestras. Las muestras que caigan dentro del dominio de fallo se
usan para actualizar el vector de medias px y la matriz de covarianzas Cy

condicionales, es decir, se determina:

n=E(Xg(X)<0) (3.55)

C = E(X - p)(X -p)|g(X)<0) (3.56)

Estos se usan para actualizar el vector de medias y la matriz de covarianzas originales y
se usan por tanto para reposicionar hV( ) y cambiar su forma. De esta forma se va

modificando 4y (x), dependiendo de la informacion obtenida durante el proceso.

3.5.5 Muestreo por Importancia Adaptativo (AIS)

Karamchandani et al., (1990)"" desarrollaron un esquema de muestreo por
importancia adaptativo con una funcion de densidad de muestreo multimodal. Para
poder obtener una buena funcién de densidad de muestreo por importancia es necesario
conocer la regién del dominio de fallo en el que la densidad de probabilidad es
relativamente grande. Generalmente se tiene un conocimiento muy pobre sobre esto. Sin
embargo, si los puntos muestrales estdn dispersados (es decir, no estdn agrupados
juntos), el valor de la densidad de probabilidad de los puntos variard. Una alternativa es
identificar las regiones que tengan densidades de probabilidad mas altas y modificar la
funcion de densidad de muestreo para generar puntos de muestra en estas regiones.
Estas regiones se forman alrededor de los puntos con mayor densidad de probabilidad y
el énfasis que se pone en estas regiones es proporcional a la densidad de probabilidad en
el punto. Esto nos permite enfatizar mas de un punto y estar mas proximos a la funcion

de muestreo ideal QIf | / P, )

Cuando se aplica este método en el espacio normal estindar U se sugiere utilizar
como funcidon de densidad de muestreo inicial una funcion de densidad multivariable
normal estdndar centrada en el origen como en la Figura 3.6 o con el punto de valor
medio desplazado a un punto @’ en o proximo a la region de fallo. La eleccion de @°
puede ser dificil, pero se puede basar en el conocimiento inicial que tenga el ingeniero
sobre que variables representan carga y que variables representan resistencia (por
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ejemplo se puede tomar un punto correspondiente a baja resistencia y altas cargas, asi

i’ serfa negativo para las variables de resistencia y positivo para las variables de

cargas).
Después se ejecuta una simulacion piloto y se identifica el conjunto de puntos que
pertenecen a la region de fallo. Llamamos {ﬁ(‘),ﬁ(z),...,ﬁ(k)} al conjunto de k£ puntos en

la regién de fallo que se seleccionan para construir la densidad de muestreo multimodal.
El procedimiento para seleccionar estos & puntos representativos implica los siguientes
pasos: Sea S, el conjunto de todos los puntos de la muestra previamente identificados

en la region de fallo. Estos puntos los agrupamos en k& grupos. Seleccionamos un radio
de grupo igual a d,. A continuacion se identifica el punto en S, en el que fy (u) sea

maxima. A este punto le llamamos i), A continuacion se eliminan de S. los puntos
que estén a una distancia menor o igual que d, de ﬁ(l), incluyendo i, De los puntos
restantes de S, se identifica el punto en el que fy(u) tenga el mayor valor. Lo llamamos
i® . De los puntos restantes en S, eliminamos los puntos que descansan a una distancia
menor o igual que d, desde i® . Este mismo proceso se repite hasta que no queden

puntos en S;. Los puntos {ﬁ(l),ﬁ(z),...,ﬁ(")} son los puntos representativos.
La funcion de densidad multimodal correspondiente es:

Hi (u):ilfvfféf)(u) (3.57)

donde £V )(u) es la funcion de densidad de un vector aleatorio distribuido normalmente
compuesto por variables no correlacionadas con desviacion estandar 1 y punto de valor
medio igual a i) Los pesos se determinan mediante:

(3.58)

La estimacion de P, y el coeficiente de variacion asociado a P, se calculan usando

las muestras generadas con las funciones de densidad de muestreo calculadas hasta la
muestra namero . El proceso de muestreo continua hasta que el coeficiente de
variacién cae por debajo de un umbral especificado. La implementacion de este método
precisa tomar la decision sobre la magnitud de la distancia d, y sobre la varianza de la
funcion de densidad de muestreo, que generalmente se toma como 1.

Después de N puntos muestreados, la probabilidad de fallo estimada esta dada por

-1 A .
P =% Hifu)= glw/fé-’)(u) (3.59)
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Muestra en el Dominio de Fallo

Densidad de Muestreo ), fy/ (u)

A
(proporcional a la densidad de
probabilidad original en ﬁ(j ) y centrada
Densidad de
Probabilidad Dominio de Fallo
Original
I,’:,- ~::\‘ Dominio Seguro u,

Figura 3.6 Muestreo por Importancia Adaptativo (AIS)



Capitulo 4
ALGORITMOS DE OPTIMIZACION MATEMATICA

En este capitulo se realiza un resumen de los principales conceptos de
Programacion Matematica (PM) necesarios para la comprensiéon del proceso de
optimizacion. Se describen, de forma breve, los algoritmos cldsicos de optimizacion
matematica, poniendo especial énfasis en aquellos que son aplicables en optimizacion
estructural y que se utilizaran para resolver los problemas de Optimizacion de Disefio
Basada en Fiabilidad. Una descripciéon mas detallada y rigurosa de estos algoritmos se
puede encontrar en algunos libros clasicos sobre el tema: Luenberger (1989)% ,
Fletcher (1987)*%, Haftka y Gurdal (1992)*.

Hay que notar que estos mismos algoritmos de PM también pueden utilizarse para el
andlisis de fiabilidad, puesto que un problema de determinacion de fiabilidad estructural
se formula como un problema de optimizaciéon matematica, como se indicdé en el
capitulo anterior. Sin embargo, existen otros algoritmos especificos para fiabilidad
estructural como el algoritmo iHLRF, ya estudiado.

4.1. Formulacion del Problema de Optimizacion Matematica

En un problema de optimizacion en ingenieria se trata de obtener un disefio Optimo,
maximizando o minimizando una funcion que denominamos funcion objetivo. Esto se
consigue asignando valores adecuados a los parametros que definen el sistema. Estos
parametros se llaman variables de diseio. En la mayoria de los problemas de
optimizacion encontramos restricciones que hay que imponer para que el disefio sea
admisible o factible. Estas restricciones estan determinadas por leyes fisicas de la
naturaleza, normativa, etc.

La Programacion Matematica es la disciplina que estudia la minimizacién de una
funcién objetivo en problemas con o sin restricciones. Matematicamente, estos
problemas se enuncian como:

Minimizar f(x) xR"

sujeto a g,-(X) <0 i=l.p
h(x)=0 i=l.g conp+qg=m “-1)
xi<x,<x', i=l.n

donde xes el vector de variables de disefio definido en el espacio R” sobre cuyas ejes
coordenados se imponen unos limites inferiores y superiores (restricciones laterales),
f es la funcion objetivo a minimizar, g, son las restricciones de desigualdad y h,
representan las restricciones de igualdad. Hay que notar que cada restriccion de
igualdad 74, (x) =0 se pueden convertir en dos restricciones de desigualdad, imponiendo
simultdneamente que h,.(x)SO y —h (X)SO. Se consideran que tanto la funcion

objetivo como las restricciones son funciones continuas en R”. En general, éstas son
funciones no lineales e implicitas de las variables de diseiio x que definen el problema.
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Reescribiendo las restricciones en forma vectorial, el problema (4.1) se puede poner
como:

Minimizar  {f(x)g(x)<0,h(x)=0; g:R" — R”,h:R" - R’} 4.2)

Un punto del espacio R” que satisfaga todas las restricciones se denomina punto
factible y el conjunto de todos los puntos que satisfagan todas las restricciones se
conoce como region factible o dominio factible. El dominio factible define un
subconjunto F" del espacio R":

F' ={xg(x)< 0,h(x) =0} (4.3)

Una restriccion de desigualdad define una frontera que divide a R” en una region
factible y otra no factible. Cuando un punto estd sobre la frontera, la restriccion se dice
que esté activa; cuando un punto esta en el interior de la region factible, la restriccion se
dice que esta inactiva y, cuando un punto esta fuera de la region factible, la restriccion
se dice que esta violada. Las restricciones de igualdad son siempre activas

4.2 Clases de problemas de optimizacion

Existen varias clases de problemas de optimizacioén. Atendiendo al tipo de funciones
que contiene el problema, se pueden clasificar como:

» Problemas de Programacién no lineal.
» Problemas de Programacion cuadrética.

» Problemas de Programacion lineal.

4.2.1 Problemas de Programacion no lineal

Un problema de optimizacion se llama “no lineal” si al menos una de las funciones
f, g o h; del problema (4.1) es una funcién no lineal de las variables de disefio x;.
Los problemas de Optimizacion Estructural son generalmente no lineales. Como
ejemplo, la tension en una barra de una estructura articulada, o = N/ 4, es una funcion
no lineal respecto al area A . Si, por ejemplo, se toma g como restriccion el problema
de optimizacién es no lineal con respecto a 4 aunque el céalculo estructural pueda
realizar mediante analisis elastico lineal de primer orden. Existen casos especiales de
problemas no lineales: por ejemplo, problemas con restricciones lineales que motivan el
desarrollo de algoritmos de solucidon especiales mas eficientes. El caso de funcion
objetivo lineal y restricciones no lineales no difiere mucho del caso general no lineal y,
por tanto, no existen algoritmos especiales para este caso.

4.2.2 Programacion cuadratica

Los problemas de programacion cuadratica se caracterizan por una funcion objetivo
cuadratica y restricciones lineales. Pueden escribirse como:
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Minimizar  f(x)= %XTQX +e'x xOR”

sujeto a g(x) =—Ax+b <0 (4.4)

h(x)=Cx+d<0

Los problemas de programacion cuadratica asi como los problemas de programacion
lineal pueden resolverse en un niamero finitos de iteraciones. Los problemas cuadraticos
aparecen como subproblemas en los algoritmos de solucion de problemas de
optimizacion no lineal mas generales, por ejemplo, en el algoritmo SQP (del inglés,
“Sequential Quadratic Programing”), es decir, Programacion Cuadratica Sucesiva. Los
problemas puros de programacion cuadratica casi nunca aparecen en Optimizacion
Estructural.

4.2.3 Programacion Lineal

Los problemas de programacion lineal constan de una funcion objetivo lineal y de
unas restricciones lineales en x

Minimizar ~ f(x)=e¢’x xOR"
sujeto a g(x) =Ax+b<0 4.5)
h(x)=Cx+d<0

La programacion lineal puede usarse para resolver subproblemas en un algoritmo
iterativo de programacion no lineal. Por ello, a este algoritmo se les llama SLP (del
inglés, “Sequential Linear Programming”), de forma andloga al SQP. Los problemas
originales de programacién lineal aparecen en algunas aplicaciones de disefio
estructural: el problema de disefio de porticos elasto-plasticos. Los problemas lineales
son mas importantes en investigacion operativa.

4.3 Definiciones y generalidades

4.3.1 Optimizacion restringida y optimizacion no restringida.

La formulacion basica (4.1) define un problema restringido. Los problemas sin
restricciones son muy raros en optimizacion estructural. Por ejemplo, el disefio de peso
minimo se caracteriza por elementos delgados y ligeros que son criticos en cuanto a
resistencia del material o pandeo. Los problemas de optimizacién de tamafio son, en
general, restringidos.

4.3.2 Limites laterales

Un caso especial de restricciones son las que definen los limites laterales de las
variables de disefio: x] < x, < x/'. Cada variable de disefio esta limitada por un limite
inferior y un limite superior. Los limites laterales son lineales con respecto a una tnica
variable. Debido a esto, se tratan de una manera especial.
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4.3.3 Requisitos de Continuidad

Para la demostracién de las condiciones de optimalidad local se considera que las
funciones son continuas con derivadas continuas hasta de segundo orden. Muchos
algoritmos de tipo gradiente o de tipo Newton se basan en esta consideracion. Sin
embargo, muchos problemas de ingenieria se caracterizan por funciones que presentan
discontinuidades en su derivada primera o su derivada segunda, o incluso, la propia
funcion no es continua. A pesar de ello se pueden aplicar con éxito otros algoritmos de
optimizacion a problemas con discontinuidades débiles.

4.3.4 Optimizacion discreta

En un problema de optimizacidn discreta las variables de disefio s6lo pueden tomar
valores discretos. Un ejemplo tipico en optimizacion estructural es el disefio estructural
con perfiles metalicos tomados de un conjunto discreto de perfiles, por ejemplo, el
catadlogo de un fabricante.

4.3.5 Convexidad, optimo local y optimo global

La propiedad de convexidad de la funcién objetivo y de las restricciones es
importante para saber si son posibles una o mas soluciones del problema de
optimizacion. Si la funcion objetivo y todas las restricciones relevantes (restricciones
activas) son convexas el problema tiene exactamente una solucion. Una funcidon f

definida en un conjunto convexo Q es convexa si, para todo x,,x, Q. y todo
£,0<e<1, se cumple

flex, +(1-8)x,) < g (x)+(1-€)f(x,) ;  0=<e<l (4.6)

Geométricamente, una funcion es convexa si la recta que une dos puntos de su
grafica nunca estd debajo de la misma grafica o, en el caso de una funcion
bidimensional, si su grafica tiene forma de cuenco.

Una funcion es concava si la linea que une dos puntos cualesquiera de la superficie
de la funcion esta por debajo de la funcion, y se llama no convexa si la linea cruza la
funcion. Estas definiciones se mantienen para las lineas de contorno. Si una linea de
contorno es convexa el dominio que encierra es también convexo.

Una soluciéon x™ se llama dptimo global si no se encuentra una solucion mejor en el
dominio factible total:

fxP)< f(x) OxOF 4.7)

Mientras que un Optimo local x"” es la mejor solucion dentro de un entorno
suficientemente pequefio U (XD) alrededor de x":

fxY) < r(x) ODxoOuU(x®) (4.8)

4.3.6 Funcion Lagrangiana

Consideramos el problema formulado en (4.1), se define la funcion Lagrangiana del
problema como
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L(X, A, ”) = f(x) + Z/]igi (X) + Zq:,uihi (X) (4.9)

i=1

donde A y p son los vectores de multiplicadores de Lagrange de las restricciones de
desigualdad e igualdad, respectivamente.

4.4 Condiciones de Optimalidad o Condiciones de Karush-Kunh-
Tucker (KKT)

Una solucion x“ del problema general de optimizacion restringida enunciado en
(4.1) tiene que verificar las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
enunciadas como:

oL _of &,08 -, O0h _ . _

a—%—a—%+;/]‘, ™ +;/,(j ™ =0; i=l.n

%‘&(X):O ; J=lep

a—L—hj(X)=0 ; J=lg 0
U,

A,g; = ; J=lop

A 20 ; Jj=Ll.p

Las condiciones de KKT son también conocidas como condiciones estacionarias de
primer orden, puesto que se basan en las derivadas de primer orden de la funcién
Lagrangiana L(x,k, p). Ademas, las condiciones de KKT proporcionan un criterio para
seleccionar las restricciones de desigualdad activas. Este criterio estd dado en las dos
Giltimas lineas de (4.10). Estas establecen que en el dptimo o bien las restricciones son
activas, es decir, g, =0 y A, >0, o son inactivas los que significa que g; <0 y
A, =0.

Para determinadas clases de problemas de Programacion Matematica las condiciones
de KKT no sélo son necesarias, sino que también son suficientes para determinar una
soluciéon Optima global. Esta clase de problemas es la de los problemas de
programacion convexa, tales como los de programacion lineal y cuadratica. Los
problemas de programacion convexa se caracterizan por ser la funcidén objetivo y las
restricciones funciones convexas.

4.5 Algoritmos de Optimizacion

Los problemas de optimizacion estructural tienen tres aspectos importantes que son
dificiles de resolver: son no lineales y restringidos, y las restricciones relevantes son
desconocidas de antemano. Una estrategia para resolver estos problemas es generar una
serie de soluciones intermedias que converjan al Optimo final. Naturalmente, mientras
se va de una solucion inicial a la solucién Optima, aparecen dos cuestiones importantes
en cada iteracion: ;qué direccion debe tomarse para el siguiente paso? y ;cuanto hay
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que avanzar en esta direccion? La gran variedad de algoritmos disponibles difieren en la
respuesta que dan a estas preguntas. Esta seccidon se presentan algunas notas para
entender el comportamiento de estos algoritmos y como usarlos de forma efectiva.

Estudiamos los algoritmos de programacion no lineal, puesto que la mayoria de
problemas de optimizacion estructural son no lineales. Existen algoritmos diferentes en
funcién de tipo de problema a resolver. Asi tenemos, dependiendo de la existencia o no
de restricciones:

» Optimizacion Restringida
» Optimizacion No Restringida
Otra clasificacion es en funcion de la informacién que usan:

» Me¢étodos que usan sélo los valores de las funciones y de las restricciones,
llamados Métodos de Orden Cero o Métodos de Busqueda Directa.

» Meétodos que usan ademas los gradientes de las funciones y de las restricciones,
llamados Métodos basados en Gradiente o Métodos de Primer Orden.

» Me¢étodos que usan valores de las funciones y de las derivadas hasta 2° orden,
llamados Métodos de Tipo Newton o Métodos de Segundo Orden

4.5.1 Métodos de Optimizacion No Restringida

Los algoritmos de optimizaciéon no restringida son importantes en optimizacion
estructural puesto que muchos algoritmos de resolucion de problemas restringidos
generan subproblemas no restringidos. Dentro de los algoritmos para problemas no
restringidos distinguimos entre los métodos para resolver problemas con una sola
variable, llamados métodos unidimensionales, y los métodos para el caso de varias
variables, llamados métodos n-dimensionales.

4.5.2 Métodos de Optimizacion Restringida

Estos métodos pueden subdividirse, de nuevo, dependiendo del tipo de variables que
utilicen (variables primales o variables duales). Definimos las siguientes subclases:

Métodos Primales: Trabajan directamente en el espacio n-dimensional de las
variables de disefio x. Estos métodos no utilizan los multiplicadores de Lagrange ni
las condiciones de KKT. Los algoritmos mas simples son los métodos de busqueda
directa. Las estrategias evolutivas y los algoritmos genéticos pertenecen a esta clase
de métodos. Estos métodos son muy utiles y adecuados para manejar variables
discretas. Los métodos primales mas importantes que hacen uso de la informacién
del gradiente son el Método de Direcciones Factibles y el Método del Gradiente
Reducido General.

Meétodos de Barrera y de Penalizacion: Trabajan también en el espacio n-
dimensional de las variables de optimizacion. Estos métodos transforman el
problema restringido en uno no restringido. La técnica es muy simple y bastante
robusta. Una metodologia antigua, conocida como SUMT (del inglés, “Sequential
Unconstrained Minimization Technique”), genera una serie de subproblemas no
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restringidos para, finalmente, obtener una solucién cercana al Optimo, pero no
exactamente en el optimo. Esta fue una de las causas que la hizo impopular. La idea
basica, sin embargo, ha reaparecido recientemente en el Meétodo de Puntos
Interiores.

Meétodos Duales: trabajan en primer lugar en el espacio dual m-dimensional de los
multiplicadores de Lagrange A (conjunto de los A y p). Las variables de

optimizacion primales x se determinan por sustitucion hacia atrds. Los métodos
duales dividen el problema de optimizacion original en dos problemas parciales que
tienen que resolverse secuencialmente. Uno es no restringido y se formula en
funcion de x, el otro se formula en funcion de A y esta restringido unicamente por
limites simples. En el caso de las restricciones de igualdad, este segundo problema
tampoco tiene limites.

Meétodos de Lagrange: trabajan en el espacio n+m dimensional de variables
primales y duales: x, A. Estos métodos aplican las condiciones de KKT, resolviendo
una secuencia de subproblemas linealizados. Estos subproblemas, obtenidos de
forma consistente, se caracterizan por una funcidon objetivo cuadratica y por
restricciones lineales. Esta es la razén de porqué a estos métodos se les llama
Métodos SQP o Métodos de Programacion Cuadratica Secuencial. Una variante
mas simple usa también una aproximacion lineal de la funcion objetivo y se llama
Método SLP o Método de Programacion Lineal Sucesiva. Los métodos SQP se
consideran como uno de los mads, sino el que mas, sofisticado desde el punto de vista
matematico. Estos métodos se han aplicado con éxito en muchos trabajos de
optimizacion estructural y estan disponibles en la casi todos los paquetes de
optimizacion.

Ademas de la clasificacion anterior existen muchos algoritmos especiales que
pueden asociarse a alguna de las clases anteriores.

Los Métodos de Aproximacion y los Métodos de Superficie de Respuesta (RSM) que
son muy populares en la actualidad no se ajustan a la clasificacion anterior. Estos
métodos deben entenderse como parte del procedimiento de modelado anterior al
proceso de solucion del problema.

Finalmente, hay que mencionar los Métodos basados en el Criterio de Optimalidad
(OC). Los métodos OC establecen algunos criterios que debe satisfacer la solucion para
ser considerada como 6ptima. Si estos criterios coinciden con las condiciones de KKT,
los métodos OC tienen fuertes similitudes con los métodos duales. Sin embargo,
difieren en algunos aspectos algoritmicos.

La mayoria de los algoritmos de programacion no lineal, restringida y no
restringida, son procedimientos iterativos en los que se genera una secuencia de puntos
que se espera que converjan al optimo. En esta secuencia, se genera un nuevo punto
X, a partir del punto actual x, mediante la expresion:

X, =X, tas, (4.11)

En estos algoritmos distinguimos dos etapas principales: la primera etapa es la
determinacion de la direccion de busqueda s, y la segunda es la evaluacion del
parametro escalar @, que representa el tamario de paso a dar a lo largo de la direccion
de busqueda. A partir de la expresion (4.11) se pueden construir diversos algoritmos
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utilizando técnicas diferentes para la determinacion de la direccion de busqueda y del
tamafio de paso.

4.6 Métodos de Busqueda Unidimensional

Una btisqueda unidimensional es una fase importante de casi todas las estrategias de
optimizacion multidimensional. La busqueda unidimensional se utiliza, después de
determinar la direccion de busqueda s, , para determinar o corregir el tamafo de paso en
los algoritmos de descenso.

El tamafio de paso se calcula minimizando una funcion unidimensional qo(a’):

min g{ar) = min £ (x, +as,) (4.12)

Entre los algoritmos existentes para minimizar de forma exacta la funcién da)
destacan la buisqueda de Fibonacci y los métodos de Seccion Aurea.

4.6.1 Aproximacion Cuadratica

Frecuentemente, es suficiente con asegurar que la funcion unidimensional presente
cierto nivel de disminucién y entonces lo que se hace es una busqueda aproximada. El
método de busqueda aproximada mas popular es el de interpolacion polinomica,
especialmente, el método de aproximacion cuadratica.

El método de interpolacion polinomica es el método preferido cuando se dispone de
la informacion del gradiente y se usa la busqueda unidimensional para asegurar que la
funcion disminuye suficientemente. La aproximacion cuadratica toma los datos del
valor de la funcion @ y del gradiente ¢ en @ =0 y el valor de la funcion ¢ en a =1.

Véase la Figura 4.1. La posicion @, del minimo unidimensional se aproxima mediante
el minimo de esta aproximacion:

I

-,k
i ra-g) 1)

4.6.2 Regla de Armijo

Una manera todavia mas simple que la aproximacion cuadratica es la regla o
prueba de Armijo. La idea esencial de la regla de Armijo es garantizar, primero, que el
valor de @ escogido no sea muy grande, y después, que no sea muy pequeio.

La regla de Armijo se aplica teniendo en cuenta la funcion (dO)+ b7 (0)0’ para &
fijo con 0 <& <1. Esta funcion se ilustra en la Figura 4.2. Se considera que un valor de
a no es demasiado grande si el valor de la funcion correspondiente esta por debajo de
la recta de puntos, es decir, si

da) < o) + eg(0)ar (4.14)
Para asegurar que @ no sea demasiado pequefio, se selecciona un valor 77 >1, y
entonces se considera que @ no es demasiado pequeno si

dna) > d0)+eg(0)na (4.15)
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Aproximacion
Cuadratica

Figura 4.1 Busqueda unidimensional mediante aproximacién cuadratica

Esto significa que si @ se incrementa al multiplicarlo por un factor 77, no cumpliré la
prueba (4.14). En la Figura 4.2 se muestra el intervalo aceptable de valores de &
definido por la regla de Armijo cuando 77 =2.

¢“

Intervalo aceptable de
valores de O

Figura 4.2 Regla de Armijo

La aplicacion practica de la regla de Armijo como método de busqueda
unidimensional simplificado, que no realiza ajuste de curvas, se lleva a cabo de la
siguiente manera. Se comienza con un valor de @ arbitrario, y si satisface (4.14), se
incrementard multiplicdndolo por un factor 77 (suele utilizarse 7 =2 o 7 =10 y
£ =0.2) hasta que no se cumpla (4.14), y entonces se elige el pentltimo a . Si, por otro
lado, el valor de a original no cumple (4.14), se divide repetidamente entre /7 hasta
que el valor resultante de @ cumpla (4.14). La Figura 4.3 muestra la prueba de Armijo
para a =1.
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Prueba satisfecha Prueba fallida

Figura 4.3 Aplicacion practica de la Prueba de Armijo

4.7 Métodos de Newton y Cuasi Newton para Problemas sin
Restricciones

Los métodos de Newton se aplican para resolver problemas de optimizacion no
lineal no restringidos. Estos métodos utilizan la informacién de segundo orden de la
funcion objetivo. Debido a ello, su convergencia es cuadratica. La aplicacion de este

método parte del desarrollo en serie de Taylor hasta el segundo orden de la funcién
£(x) alrededor del punto x, :

0= ) ol w )+ S n ) Pl )ox) - @ae)

Si llamamos

d:Ax:(x—xk) - x=d+x, (4.17)

g =07(x;) v H,=07(x) (4.18)

sustituyendo (4.17) y (4.18) en la expresion (4.16) se obtiene
T 1 T
fla+x)=flx)+d'g +_ d'Hd (4.19)

donde d es el incremento de x,, g, es el vector gradiente de f y H,, matriz
simétrica definida positiva, es la Hessiana de la funcion f* es el punto x,. La ecuacion
(4.19) es una ecuacion cuadratica cuya variable es d, la direccion de busqueda. Por
tanto, el algoritmo de optimizacion trata de determinar un d tal que f (xk + d) <f (xk)
en cada paso, o sea, una direccion de descenso en [, es decir, hay que resolver:
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. . 1
min fld+x,)= mdln(dTg + EdTde (4.20)

La condicion estacionaria del problema dado en (4.20) es:
O./(d+x,)=0 (4.21)

Aplicando la condicién dada en (4.21) a la ecuacion (4.19), se obtiene, en la iteracion
k:

d, =-H;'g, (4.22)

Este valor de d, es un minimo global nico para la aproximaciéon de segundo orden de
f alrededor de x,. Este método precisa el calculo de la matriz Hessiana H, y, debido
a ello, demanda un gran esfuerzo computacional, sobre todo, en problemas con gran
nimero de variables.

La ecuacion (4.22) se puede escribir de la forma:

d, =aS,g, (4.23)

La ecuacion 4.23 representa una amplia familia de algoritmos que se particularizan
eligiendo de forma especifica la matriz S, :

» Método de Newton — Rapshon: S, =-H;' = [D2f(xk)]_1 ya=1.

» Me¢étodo de maximo descenso: S, =1 y @ se calcula mediante busqueda
unidimensional

El Método de Newton clasico determina con un unico cdlculo la direccion de
busqueda y el tamafo de paso. Cuando trabaja proximo a la solucion 6ptima exhibe una
tasa de convergencia cuadratica. Se puede afiadir una busqueda unidimensional para
garantizar convergencia en situaciones extremas. La desventaja de este método es que
hay que evaluar la Hessiana en cada iteracion lo que es muy costoso en la mayoria de
los casos en optimizacién estructural.

Los Métodos Cuasi Newton surgieron para tratar de resolver el problema del gran
coste computacional que supone el calculo de la Hessiana, sin perder las propiedades de
convergencia del Método de Newton. En los Métodos Cuasi Newton se construye una
aproximacion de la Hessiana (o de su inversa) a partir de los valores que toman los
gradientes en las sucesivas iteraciones. Los Meétodos Cuasi Newton poseen
convergencia superlineal y son ampliamente utilizados en problemas de optimizacion
(Herskovits, 1995)°°. Los Métodos Cuasi Newton més populares son el Método BFGS
(que recibe este nombre por sus inventores Broyden — Fletcher — Goldfarb — Shanno) y
el Método DFP (que recibe este nombre por sus inventores Davidson, Fletcher y
Powell).
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4.8 Algoritmos para Optimizacion Restringida

4.8.1 Programacion Cuadratica (QP).

Un programa cuadratico es un problema de optimizacién con una funcioén objetivo
cuadratica y restricciones lineales:

min %erx+ng
sa. Ax-b=0 (4.24)
Cx-d<0

donde H es una matriz constante y simétrica, A y C son matrices constantes y g, b y d
son vectores constantes. La solucién de un problema de programacion cuadratica (QP)
no restringido siendo la matriz H definida positiva es tinicayes x” =-H'g.

La solucién de un problema QP con restricciones de igualdad siendo la matriz H
definida positiva se obtiene partiendo de la funcion Lagrangiana:

L I%XTHx+ng+kT(Ax—b) (4.25)

El gradiente de la Lagrangiana es:
OL=Hx+g+A"A=0 (4.26)

Esta ecuacion, junto con la restriccion de igualdad Ax—b =0 define el siguiente

conjunto de ecuaciones lineales:
HoATix)_|-e 426
A 0 |A b (4.26)

x"=-H'(g+A"2)
2°=-(AH'A")" (b + AH'g)

La solucidn es entonces,
4.27)

Si el problema QP incluye restricciones de desigualdad, existe un algoritmo tipico de
solucion que considera la estrategia de conjunto activo. En este algoritmo es preciso
resolver una secuencia de problemas con restricciones de igualdad del tipo:

min %(x +d) H(x+d)+g'(x+d) (4.28)

s.a. a,-(x+d)—b,-D:0, iaw,

donde d es una direccion de busqueda. El conjunto activo W, incluye todas las
restricciones de igualdad y las restricciones de desigualdad activas de la iteracion actual.
El conjunto activo se actualiza en cada iteracion de acuerdo a un criterio de seleccion.
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La mayoria de los paquetes de optimizacion disponen de funciones para resolver
problemas QP. En la “Optimization Toolbox” de MATLAB esta funcion es quadprog.

4.8.2 Programacion Cuadratica Secuencial (SQP)

El Método SQP es un método de segundo orden para problemas restringidos. Es,
seguramente, el algoritmo mas empleado para optimizacién no lineal restringida. La
técnica que utiliza este método consiste en linealizar las condiciones de KKT del
problema de optimizacion no lineal general. Estas condiciones de KKT se imponen de
una manera iterativa. Por simplicidad consideramos un problema de optimizacién no
lineal en el que solo hay restricciones de igualdad, que forman el vector de funciones h.

Minimizar f(x) xJR"
sujeto a h; (X) =0 i=l.g (4.29)
xi<x,<x', i=l.n

Las condiciones de KKT son:

— T —
0.L(x,2) =07 (x)+ On(x)'a = 0 (430)
D,,L(X, k) = h(x) =0
La linealizacion de estas ecuaciones en (xk,kk) proporciona:
O (xe )+ O ) 2+ 07 £ (x )(xin =%, )+
+ liDzh(Xk )(Xk+1 — Xy ) + Dh(xk )()wm - )\'k) =0 (4.31)

h(xk)+ Dh(x,{)(x,{+1 —xk) =0

Estas ecuaciones se pueden escribir en notacion matricial:

i W e

donde usamos las abreviaturas:
d, =x.-x, y L =0°f(x,)+x 0h(x,) (4.33)

El Método SQP se puede considerar como una generalizacion del Método de Newton
para optimizacién no lineal con restricciones.

Las ecuaciones (4.32) se deber resolver en cada iteracion y se obtiene el valor del
salto d, (correccion de x,) y los multiplicadores de Lagrange actualizados A,.,. La
solucion de (4.32) equivale a la solucion del subproblema de Programacion Cuadratica
siguiente:

_ 1
min 0f (x. ) d, +~di07L{x. J, (4.34)

s.a. h,-(xk)+ Dh,-(xk)Tdk =0 i=l.g
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En el caso generalizado, que incluye también restricciones de desigualdad no activas
(4.1), la solucién de la nueva direccion de busqueda de d, y de los multiplicadores de
Lagrange (kk+1,pk+l) se obtiene a partir del siguiente subproblema de Programacion
Cuadratica:

min £(x,)+ D (x.) d, + 2 i L{x, ),

sa. g (Xk)‘l' Ug; (Xk)Tdk <0 i=1l.p (4.35)
h(x,)+D0h(x,)d, =0 i=l.4
donde la funcién Lagrangiana L se define como:
L{x.3.p) = f(x) +27g(x) + nh(x) (4.36)

Generalmente, este algoritmo SQP estd implementado en los paquetes de
optimizacion considerando una estrategia de conjunto de restricciones activo y por ello
se utiliza habitualmente la formulacion (4.34). El nombre de Programacion Cuadratica
Secuencial se debe a que en cada iteracion hay que resolver un subproblema cuadratico
para obtener cada salto d, .

En lugar de usar la matriz Hessiana exacta de la funcion Lagrangiana, es decir,
DZL(xk), se usa una aproximacion cuasi Newton, H,. Generalmente se usa la
aproximacion BFGS:

H. =H. + q.q _ H,p.p.H,
k+1 — k
q:p: p:H,p,

(4.37)

donde,

Pr = X — X4

Q= OL(Xe, M) = OL(x,, ) (4.38)

Como consecuencia de usar la aproximacion BFGS, es necesario realizar una
busqueda unidimensional. Para los problemas no restringidos se usa la funcion objetivo
como funcion de descenso de la busqueda. Sin embargo, los métodos SQP tratan
problemas restringidos. Trabajan en el espacio de dimension n+m de variables
primales y duales (x, u) buscando soluciones que satisfagan las condiciones

estacionarias de la Lagrangiana. Sin embargo, la Lagrangiana no puede usarse como
funcion de descenso para la busqueda unidimensional. Recordamos que el 6ptimo es un
punto de silla de la Lagrangiana, pero no un minimo de ésta que seria necesario para un
procedimiento de busqueda unidimensional. Debido a ello se usa una funcion de
descenso auxiliar que se llama funcidon de mérito que deberia tener un minimo en el
optimo o al menos cerca de ¢él. Lo més importante es que la funcién de mérito debe ser
convexa cerca del Optimo. Se usan generalmente funciones de penalizacion de distintas
clases. Todas ellas representan un compromiso entre minimizacion de la funcion
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objetivo y evitar la violacion de restricciones. Este compromiso implica cierta
posibilidad de fallo del método SQP. Afortunadamente, eso ocurre raramente.

Recordamos la expresion general de un nuevo punto solucidon de un proceso iterativo
es

Xe =X, +ad, (4.39)

Una manera de realizar una busqueda unidimensional para elegir el valor de a es
tratar de minimizar la siguiente funcion de penalizacion (funcidon de mérito), construida
de forma que se imponga un alto coste a la violacion de las restricciones:

W)= 1(5)+ 4 Slh () + 3 max{o.e () (4.40)

donde p es un coeficiente de penalizaciéon. Este subproblema de busqueda

unidimensional ayuda a mejorar la convergencia de los algoritmos y establece un
compromiso entre dos objetivos que algunas veces estan en conflicto: reducir la funcion
objetivo y satisfacer las restricciones.

El algoritmo SQP es como sigue:

Paso 1. Dada la iteracion actual x,, y la Hessiana aproximada actual H,,
resolvemos el subproblema QP para obtener la direccion de busqueda d, . Notar que
la solucion del subproblema QP proporciona estimaciones de los multiplicadores p.

Paso 2. Dada d,, resolver el problema de busqueda unidimensional para minimizar
la funciéon de mérito ¢ (x) y entonces obtener la siguiente iteracion Xx,,, .

Paso 3. Actualizar la aproximacion de la Hessiana H,, usando la formula del
esquema BFGS.

Paso 4. Comprobar si el criterio de convergencia se satisface, sino hacer k =k +1 y
volver al Paso 1.

El método SQP esta implementado en la “Optimization Toolbox” de MATLAB. La
funcién que ejecuta este método es fimincon.






Capitulo 5
ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE DISENO

5.1 Introduccion

Se conoce como Analisis de Sensibilidad de Disefio (del inglés, “Design Sensitivity
Analysis”, DSA) el proceso de determinar los gradientes de una determinada funcion
respecto a las variables de disefio del modelo. El Andlisis de Sensibilidad de Disefio se
aplico inicialmente en procesos de optimizacion, en los que era preciso el calculo de los
gradientes o sensibilidades de la funcion objetivo y de las restricciones como parte del
proceso de obtencion del optimo. El término adecuado es el de “gradiente” en lugar de
“sensibilidad” puesto que lo que realmente hacemos es calcular la derivada de una
prestacion de interés, (por ejemplo, peso de la estructura, desplazamiento de un nodo,
etc.) respecto a las variables de disefio. Sin embargo, se ha adoptado el término
“sensibilidad” puesto que éste fue el que emplearon los investigadores de la
Corporacion Mac-Neal Schwendler (MSC) cuando afiadieron los célculos de gradientes
en la version 63 del programa NASTRAN. Este término ha llegado a ser el término mas
comun para los calculos de gradiente.

Es preciso sefalar, que en este trabajo se estudian métodos de optimizacioén
estructural basados en gradiente. Sin embargo, existen otras técnicas de optimizacién
que no precisan del calculo de gradientes como son las basadas en Estrategias
Evolutivas y Algoritmos Genéticos. Estas técnicas estan recibiendo una gran atencion
en los ultimos afios por parte de la comunidad investigadora en el area de optimizacion.
Todavia, el coste computacional de estas técnicas es elevado, pero tienen ciertas
ventajas: es posible realizar una optimizacion considerando variables de disefio discretas
y ademas, son adecuadas para optimizacion global.

El Analisis de Sensibilidad de Disefio (DSA) se puede emplear en una variedad de
aplicaciones:

» Determinacioén de indicadores de la importancia de las variables de disefio.
El analisis de sensibilidad pretende responder a la pregunta: ;Qué le sucede a
la estructura si cambia la magnitud de cierta variable? Este tipo de analisis
proporciona informaciéon de gran valor al ingeniero que le sirve de ayuda en
la toma de decisiones sobre el disefio estructural.

» Determinacién del efecto de la incertidumbre de los variables sobre la
respuesta del disefio. Se trata de determinar la incertidumbre en la respuesta
debido a la propagacion de las incertidumbres en las variables de entrada.

* Calculo de las direcciones de busqueda en problemas de optimizacion
estructural determinista basados en gradiente. El DSA forma parte del
algoritmo de optimizacion estructural.

= EI DSA se emplea en Analisis de Fiabilidad para obtener el llamado punto de
diseio o MPP de cada restriccion probabilista. Es preciso determinar el
gradiente de la funcidn de estado limite respecto a las variables aleatorias.
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= En Disefio Optimo Basado en Fiabilidad para el calculo de los gradientes de
la probabilidad de fallo o del indice de fiabilidad respecto a las variables de
disefio.

En este capitulo se incluye una descripcion detallada del tema de Analisis de
Sensibilidad de Disefio y de su aplicacién en optimizacion estructural determinista,
fiabilidad estructural y optimizacion de disefio basada en fiabilidad (RBDO). Se ha
preferido llevar a cabo un estudio exhaustivo y riguroso de los métodos existentes
puesto que la fase de DSA es un procedimiento fundamental en los procesos de RBDO,
no solo interviene en el proceso de optimizacion, sino también en los lazos internos de
analisis de fiabilidad.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente manera: En la seccidén 5.2 se
incluye una clasificacion de las de variables de disefio que pueden aparecer en un
modelo estructural. Asi, existen variables de disefio de tamafio, de propiedades del
material, de forma, de configuracion. La seccion 5.3 explica el desarrollo bésico de un
proceso de DSA considerando que la dependencia de una funcion o medida de
prestacion respecto a las variables de disefio puede ser explicita e implicita. Un caso
tipico de analisis de sensibilidad de disefio toma como punto de partida la ecuacion de
gobierno de la estructura. Esta ecuaciéon admite varias formulaciones. Las mas
habituales son la formulacion variacional y la formulacion matricial. En la seccion 5.4
se expone la formulacion variacional del problema estructural puesto que ofrece
importantes ventajas en DSA, fundamentalmente en el calculo de la sensibilidad de
forma. La formulacion matricial del problema estructural se puede deducir a partir de la
formulacion variacional. No se describe en este trabajo y se remite al lector a cualquier
libro de texto de Teoria de Estructuras. La seccidon 5.5 muestra una clasificacion de
métodos existentes en DSA, tratando las ventajas, inconvenientes y aspectos
computacionales de cada método. Se pone énfasis en el Método de Derivacion Directa
(DDM) y en el Método de Diferencias Finitas (FFD), puesto que son los métodos
implementados en la "Toolbox” de RBDO. Se obtienen las expresiones analiticas de las
sensibilidades de la respuesta estructural respecto de variables de disefio de tamafo para
estructuras articuladas y reticuladas. Estas expresiones se utilizan en el programa para el
calculo de sensibilidades mediante DDM. La seccidén 5.6 analiza la aplicacion practica
del analisis de sensibilidad en el Fiabilidad Estructural. Para completar el capitulo
dedicado a DSA, la ultima seccién recoge una breve introduccion al célculo de
sensibilidades respecto a las variables de disefio en RBDO. Este tema se analiza con
detalle en el siguiente capitulo dedicado a RBDO.

La obra mas completa sobre Analisis de Sensibilidad de Disefio es la escrita por los
profesores Kyung K.Choi y Nam H. Kim (2005)*', que se ha tomado como referencia
principal szara la redaccion de este capitulo. Otra referencia importante es X.Yu et
al.,(1997)™.

5.2 Variables de Diseno de un Modelo Estructural

En modelado estructural, el problema fisico se representa mediante expresiones
matematicas, que contienen pardmetros. Estos parametros definen el sistema y se llaman
variables de diserio. Cuando las variables de diseflo tomen unos valores determinados,
se tendra un problema estructural concreto para analizar. Obviamente, valores diferentes
de las variables de disefio proporcionan generalmente resultados diferentes. El objetivo
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del proceso de disefio estructural es encontrar los valores de las variables de disefio que
satisfagan todos los requisitos del disefio.

Las variables de disefio deben satisfacer los requisitos fisicos del problema. Un
conjunto de variables de disefio que satisface las restricciones se llama diserio factible,
mientras que un conjunto de variables de disefio que no satisface las restricciones se
llama diserio no factible. Es dificil determinar si un disefio dado es factible o no, a no
ser que realicemos el andlisis del problema estructural con esos valores para las
variables de disefio. Para problemas estructurales complicados, puede ser dificil el elegir
las restricciones de disefio adecuadas de forma que la region factible no esté vacia.

Hay dos tipos de variables de disefio: continuas y discretas. Muchos algoritmos de
optimizacion de disefio consideran que las variables de disefio son continuas. Sin
embargo, en muchos problemas reales de ingenieria aparecen variables de disefio
discretas. Por ejemplo, los componentes estructurales en muchos sistemas de ingenieria
solamente estan disponibles en tamafos y formas fijos debido a limitaciones de
fabricacion. Para estos casos, se pueden considerar las variables de disefio discretas
como variables de diseno continuas con restricciones. Debido a esto, resulta mas caro el
obtener un disefio Optimo para un problema con variables de disefio discretas. Sin
embargo, es posible resolver el problema de optimizacion considerando variables de
disefio continuas: después de obtener la solucion 6ptima para el problema de disefio, se
comprobard la factibilidad de los valores discretos mas proximos a las variables de
disefio Optimas. Si las variables de disefio discretas mas proximas no son factibles,
entonces se pueden desarrollar varias iteraciones para encontrar el disefio factible mas
proximo.

Es conveniente clasificar las variables de disefio de acuerdo a sus caracteristicas. En
el disefio de sistemas estructurales hechos de elementos de tipo barra, viga, membrana,
placa y solido elastico, hay cinco clases de variables de disefio: variables de diserio de
propiedades del material, como por ejemplo el médulo de Young; variables de diserio
de tamario, como pueden ser el espesor de una placa y el area de la seccion transversal
de una barra; variables de diseiio de forma, tales como la longitud y la forma
geométrica; variables de disefio de configuracion, tales como la orientacion y la
posicion de elementos estructurales; y variables de diseiio topologicas. En los
siguientes apartados se estudian estos tipos de variables de disefio.

5.2.1 Variables de Diseifio de Propiedades del Material.

En el modelado estructural, las propiedades del material se usan como un pardmetro
del problema estructural. El médulo de Young y el coeficiente de Poisson, por ejemplo,
se emplean en los problemas elasticos lineales. Si estas propiedades del material pueden
modificarse, se llaman variables de disefio de propiedades del material. Estas clases de
variables de disefio no aparecen en problemas de disefio habituales, ya que en la
mayoria de los casos las propiedades del material se consideran constantes. El analisis
usando una propiedad de material constante se denomina método determinista. El
método que considera que las propiedades del material no son constantes sino que estan
distribuidas dentro de ciertos rangos y caracterizadas mediante distribuciones de
probabilidad se llama método probabilistico. En algunas ocasiones estas propiedades se
pueden modelar mediante campos aleatorios.

5.2.2 Variables de Diseno de Tamaio.

Las variables de disefio de tamafio (del inglés, “sizzing design variables’) estan
relacionadas con los pardmetros geométricos tipicos de la estructura. Por ejemplo, la
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mayoria de las piezas de los automoviles y de los aviones estan hechas de elementos
placa/céscara. Es natural que un ingeniero de disefio quiera cambiar el espesor de la
placa/cascara para reducir el peso del vehiculo. En un modelo estructural de un
automovil, el espesor de la chapa se considera como un parametro, sin embargo, la
geometria global de la estructura no varia. Este espesor puede considerarse como una
variable de disefio de tamafio. Las variables de disefio de tamafio son similares a las
variables de disefio de propiedades del material en el sentido de que ambas variables son
pardmetros del problema estructural, es decir, aparecen explicitamente en Ila
formulacion matematica del problema.

Otro tipo importante de variables de disefio de tamafio son las que caracterizan la
geometria de la seccion transversal de una viga o de una barra articulada. La Figura 5.1
muestra algunos ejemplos de las formas y parametros que definen estas secciones
transversales. En el andlisis estructural de estructuras articuladas, por ejemplo, el area
de la seccidn transversal se considera como un parametro del problema. Si se utiliza una
seccion rectangular, entonces el area estaria definida como 4 =bxh. Entonces, by h
pueden considerarse variables de disefio del problema de disefio.

(a) ()

Figura 5.1 Variables de disefio de tamafio para areas de secciones transversales de barras y vigas.
(a) Seccion circula maciza, (b) Seccion rectangular, (c) Tubo circular, (d) Tubo rectangular,
(e) Seccion en doble T.

5.2.3 Variables de diseno de forma

Las variables de disefio de las propiedades de material y de tamafio estan
relacionadas con los parametros del problema estructural y aparecen de forma explicita
en la formulacion del problema estructural. Es por ello que el andlisis de sensibilidad de
disefio respecto a estas variables se conoce como analisis de sensibilidad de parametros.
En cambio, las variables de disefio de forma estds relacionadas con la geometria de la
estructura. Estas variables de disefio de forma de la estructura, generalmente, no
aparecen explicitamente como parametros en la formulacion estructural. Aunque las
variables de disefio que aparecen en la Figura 5.1 determinan la forma de la seccion
transversal, éstas no son variables de disefio de forma, sino que son pardmetros del
problema estructural. Sin embargo, la longitud de una barra o de una viga deberia
tratarse como una variable de disefio de forma. Generalmente las variables de disefio de
forma definen el dominio de integracion en el andlisis estructural. Por ello, no es posible
extraer variables de disefio de forma de un modelo estructural y usarlos como variables
de diseno de tamafio.

Considerar un bloque rectangular con un orificio, como el presentado en la Figura
5.2. La posicion y tamano del orificio estan determinado por los valores geométricos de
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C., C,, D, y r, que son las variables de disefio de forma. Valores diferentes de

variables de disefio de forma proporcionan formas estructurales diferentes. Sin embargo,
estos valores no aparecen explicitamente en el problema estructural. Si se usa el método
de elementos finitos para realizar el andlisis estructural, entonces la integracion se
desarrolla sobre el dominio estructural (el area gris), es decir, el dominio resultante
después de fijar los valores de las variables de disefio de forma. El problema de disefio
de forma es generalmente mucho mas dificil de resolver que el problema de disefio de
tamafio debido a que las variables de disefio de forma no aparecen explicitamente en el
problema estructural. Para realizar el andlisis de sensibilidad para las variables de
disefio de forma se usa el concepto de derivada material de la mecanica de los medios
continuos.

59!
~

Figura 5.2 Variables de disefio de forma.

5.2.4 Variables de disefio de configuracion

Para aquellas estructuras compuestas de componentes barra, viga, y placa, existen
otras variables de disefio ademas de las variables de disefio de forma y son las variables
de disefio de configuracién, que estan relacionadas con la orientacion de los
componentes estructurales. Estos componentes forman parte de una estructura
caracterizada por un sistema de coordenadas globales, y las variables de estado de cada
elemento (generalmente, los desplazamientos) se describen en el sistema de
coordenadas locales. Si varios componentes diferentes estdn conectados entre si en la
estructura, las variables de estado descritas en el sistema de coordenadas locales se
transforman al sistema de coordenadas globales. Si los componentes estructurales
cambian su orientacion en el espacio, la transformacion entre las coordenadas locales y
globales también cambia. Esta transformacion se puede considerar como la variable de
diseid de configuracion. Puesto que las variables de disefio de configuracion estan
definidas para estructuras, estan inherentemente ligadas a variables de disefio de forma.
Es decir, para permitir que un miembro de la estructura compuesta rote, se necesita
cambiar la forma de otro miembro. Las variables de disefio de configuracién no son
aplicables a solidos elasticos en los que todas las rotaciones pueden expresarse en
funcién de cambios de forma.

En la Figura 5.3 (a) aparece una estructura articulada de tres barras que vamos a
utilizar como ejemplo que incluye variables de disefio de propiedades del material,
tamaifo, forma, y configuracion. Para los elementos barra articulada s6lo se considera
un parametro de material, que es el modulo de Young, E. Ademads, las areas de las



96 Capitulo 5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE DISENO

secciones transversales de las barras, (bl,bz,b3) pueden elegirse para representar las

variables de diseno de tamafio. Si en la Figura 5.3 (a) la longitud / de la barra 1 cambia
a [ +d, entonces el dominio de integracion, es decir, la variable de disefio de forma,
cambiaria. Sin embargo, puesto que todos los miembros estan interconectados, la
longitud y la orientacion de la barra 3 debe modificarse para satisfacer los
requerimientos geométricos (Figura 5.3 (b)). El cambio de longitud implica un cambio
de disefio de forma y la rotacion de un elemento afecta al disefio de configuracion.

Como ya se ha indicado anteriormente, las variables de disefio y de forma estan
estrechamente acopladas en la estructura de tres barras. Las variables de disefio de
forma y configuracion son:

X = [dv,, &, , &, &y, O, O (5.1)

ax,

ZZaﬁ

(a)

Figura 5.3 Variables de disefio de configuracion y de forma en una estructura articulada

5.2.5 Variables de disefio topologicas

Si las variables de disefio de forma y configuracion representan cambios en la
geometria estructural y en la orientacion, el disefio topologico determina el lay-out de la
estructura. Por ejemplo, en la Figura 5.2, un cambio en el disefio de forma podra
modificar el tamafio y posicion del orificio dentro del bloque. Sin embargo, el disefio de
forma no puede quitar completamente el orificio del bloque, o introducir un nuevo
orificio. El disefio topoldgico determina si el orificio puede quitarse o si se necesita un
orificio adicional.

La eleccion de las variables de disefio topologico que se deben considerar en un
problema estructural es bastante compleja. (Qué pardmetro es capaz de representar la
existencia de un orificio, de dos orificios o la no existencia de ninguno en el lay-out de
un disefio estructural?
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Los desarrollos iniciales en el disefio topoldgico se centraron en las estructuras
articuladas. Para un conjunto dado de puntos en el espacio, los ingenieros de disefio
intentaron conectar estos puntos usando estructuras articuladas, para encontrar la mejor
disposicion que soportara la méxima carga.

Los desarrollos recientes en disefio topoldgico estan fuertemente relacionados con el
analisis mediante elementos finitos. El dominio de disefio candidato se modela usando
elementos finitos y entonces se controla las propiedades de material de cada elemento.
Si se necesita quitar cierta region, entonces el valor de la propiedad del material (por
ejemplo, el mdédulo de Young) tendera a cero, de forma que no habrd contribucién
estructural de la region quitada. Asi, las variables de disefio de propiedades del material
podrian utilizarse como variables de disefio topologico.

El proceso de disefio estructural sigue una serie de etapas. En muchas aplicaciones,
el disefio topoldgico se usa en la etapa de disefio conceptual para determinar la
disposicion de la estructura. Después de determinar el layout, se utilizan los disefios de
tamafo y forma para determinar la geometria detallada de la estructura.

5.3 Analisis de Sensibilidad de Disefio aplicado en Ingenieria
Estructural.

La finalidad del analisis de sensibilidad de disefio es calcular la tasa de cambio de
una medida de prestacion con respecto a los cambios de las variables de disefo. En
optimizacion estructural, tanto la funcidon objetivo como las restricciones son medidas
de prestacion. Asi, son medidas de prestacion el peso de la estructura, el desplazamiento
en un punto, la tension en cierta region, etc. Se considera que la medida de prestacion
es una funcion diferenciable del disefio, al menos en la vecindad del punto de disefo.
Para aplicaciones de ingenieria complejas, no es simple probar la diferenciabilidad de
una medida de prestacion respecto a las variables de disefio.

El tipo de dependencia de la medida de prestacion respecto a las variables de disefio
puede ser explicita o implicita. A continuacion se abordan estos conceptos y se dan
algunos ejemplos.

5.3.1 Dependencia Explicita

En general, una medida de prestacion estructural depende de las variables de disefio.
Por ejemplo, un cambio en el area de la seccion transversal de una viga afectaria al peso
de la estructura. Este tipo de dependencia es simple si la expresion del peso en funcion
de las variables de disefio es conocida. Por ejemplo, en el caso de una estructura de
barras, el peso de la estructura puede expresarse como

NE
W=> yAlL (5.2)

i=1

donde NE es el nimero de barras de la estructura, J; es el peso especifico del elemento
i, A; eseléareade la seccion transversal del elemento i y L; es la longitud del elemento
i. Si las areas A; son las variables de disefio, entonces la sensibilidad de W con
respecto a 4; seria
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a Z y.L: (5.3)

Este tipo de funcion depende explicitamente de las variables de disefio, puesto que
aparecen en la expresion analitica de la funcién. En consecuencia, solo se precisa
realizar una manipulacion algebraica y no se requiere ningin andlisis de elementos
finitos para obtener la sensibilidad de disefio de una medida de prestaciéon que depende
explicitamente de las variables de disefo.

5.3.2 Dependencia Implicita

Sin embargo, en la mayoria de los casos una medida de prestacion estructural no
depende explicitamente del disefio. Por ejemplo, cuando se considera la tensiéon en un
punto de una viga como una medida de prestacion, no hay un modo simple de expresar
explicitamente la sensibilidad de disefio de la tension en funcidon de las variables de
disefio. En el problema elastico lineal, la tension de la estructura se determina a partir de
los desplazamientos, que se obtienen mediante un analisis de elementos finitos. Asi, la

sensibilidad de la tensioén J(u) en un punto de una viga puede escribirse como

T
dx du dx

donde u es el vector de desplazamientos de la viga y x es la nica variable de disefio
del problema. Puesto que la expresion de la tension como funcion del desplazamiento es

conocida, se puede obtener facilmente do/du. La tnica dificultad esta en el célculo de
du/dx , que es la sensibilidad de la variable de estado (generalmente, el desplazamiento)

con respecto a la variable de disefio x.
Cuando se quiere calcular la sensibilidad de disefio de una medida de prestacion tal
como la tension J(u), se precisa realizar un andlisis estructural, por ejemplo, un

analisis de elementos finitos. Suponiendo que el problema estructural estd gobernado
por la siguiente ecuacion de equilibrio:

K (x)u = f(x). (5.5)

donde K es la matriz de rigidez, f es el vector de cargas y x es la variable de disefio.
Supongamos que se conocen las expresiones explicitas de K(x) y f (x) y que son
diferenciables con respecto a x. Puesto que la matriz de rigidez K(x) y el vector de
cargas f (x) dependen, ambos, de las variables de disefio x, la soluciéon u también
depende de x, es decir u = u(x). Sin embargo, hay que notar que esta dependencia es
implicita, y debido a ello necesitamos desarrollar una metodologia de analisis de
sensibilidad de disefio adecuada. Para el calculo de la sensibilidad du/dx hay que
derivar la ecuacion de gobierno (5.5) respecto a x, y se tiene:

du _df _dK
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Suponiendo que las expresiones explicitas de K(x) y f (x) son conocidas, podemos
evaluar las derivadas explicitas, dK/dx y df/dx, de forma inmediata. Entonces, si la
solucion (desplazamientos) u es conocida, du/dx se puede calcular mediante (5.6), a
continuacion, sustituyendo en (5.4), calculamos do/dx. Notar que la medida de

prestacion de tension depende implicitamente de la variable de disefio a través de la
variable de estado u, que en este caso es el vector desplazamientos.

5.3.3 Caso general con dependencia explicita e implicita

Una medida de prestacion general ¢ depende explicitamente e implicitamente de
las variables de disefio. Consideramos el vector de variables de disefio x = {xl,xz,...,x,,}.
La medida de prestaciéon (/ se considera que es una funcién de x y de la variable de
estado u(x), como

@ = w(u(x).x) (5.7)

La sensibilidad de ¢ respecto a la variable de disefio x; puede expresarse, aplicando
la regla de la cadena de derivacion, como
|T du
dx;

d(,l/(u(x), X) _ 6¢/|

dx; ox

oy
Ou

+

(5.8)

J lu=cte X=cte

El unico término desconocido en (5.8) es du/dx;. En la siguiente seccion se

presentan varios métodos de calculo aplicables para obtener du/dx;, es decir, la

derivada de la variable de estado o respuesta estructural respecto a las variables de
disefio.

5.4 Formulacion Variacional del Problema Estructural

En el Analisis de Sensibilidad de Diseno, se necesita calcular las derivadas de las
ecuaciones de gobierno de la estructura respecto a las variables de disefio para obtener
las sensibilidades de la respuesta estructural con respecto a las variables de disefio. En
esta seccion se presenta una introduccion a los problemas estructurales lineales usando
una formulacion variacional. Esta formulacion del problema estructural ofrece
importantes ventajas en DSA puesto que permite realizar el analisis de sensibilidad
respecto a tipos diferentes de variables de disefio (propiedades del material, tamafo,
forma, configuracion) mediante procedimientos similares que utilizan la misma
notacion.

Generalmente, se pueden plantear dos tipos de formulacién para un problema de
analisis estructural: formulaciéon mediante ecuacion diferencial también Ilamada
formulacion fuerte y formulacion variacional, también llamada formulacion débil. En la
formulacion mediante ecuacion diferencial se trata de resolver un problema con
condiciones de contorno. El grado de regularidad de la soluciéon de este problema con
condiciones de contorno depende del orden de la ecuacion diferencial. Por ejemplo, los
problemas de estructuras articuladas y so6lidos elasticos continuos requieren derivadas
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de la solucion hasta de segundo orden continuas, mientras que los problemas de flexion
de placas y vigas precisan derivadas de la solucion hasta de cuarto orden continuas. Por
el contrario, el método variacional reduce los requisitos de regularidad o suavidad de la
solucion. Incluso en el caso de que no se pueda obtener la soluciéon de la ecuacion
diferencial clésica, el problema variacional proporciona una solucion generalizada, que
es de hecho la solucidon natural del problema estructural. Ademds, para el DSA, una
formulacion variacional es mas natural que una ecuacion diferencial para representar la
deformacion de la estructura.

La formulacion variacional de un problema estructural se obtiene considerando el
principio de la energia potencial total minima o a partir del principio de los trabajos
virtuales. En este ultimo caso, se tiene la ventaja de que es posible considerar cualquier
relacion constitutiva del material, es decir, cualquier ecuacion de comportamiento del
material.

Existe una teoria relativamente simple que permite formular el problema estructural
usando el principio de la energia. Si el sistema estructural es conservativo, entonces
existe una funcion energia potencial. El equilibrio estructural se alcanza cuando la
energia potencial total se haga estacionaria (principio de la energia potencial total
minima). Puesto que la energia potencial de muchos problemas estructurales es una
forma cuadratica definida positiva de las variables de estado (es decir, los
desplazamientos), la condicion de que sea estacionaria da una solucién global unica.

Se considera que los principios energéticos utilizados en este desarrollo estaran
restringidos a deformaciones y desplazamientos pequefios de forma que las relaciones
deformacion-desplazamiento pueden expresarse en ecuaciones lineales. En el caso de
aplicar el principio de los trabajos virtuales, también pueden analizarse sistemas no
lineales.

El principio de trabajos virtuales expresa la condicion de equilibrio de los trabajos
realizados por las fuerzas internas y externas con pequefios desplazamientos virtuales
arbitrarios que satisfacen las restricciones cinematicas. Para un sistema conservativo, se
obtienen los mismos resultados con este principio que cuando se aplica el principio de
la energia potencial total minima.

En la formulacion variacional son fundamentales los conceptos de forma bilineal de
energia y forma lineal de carga. Aplicando estas definiciones, es posible obtener un
método unificado para distintos problemas estructurales puesto que utilizan la misma
notacion. En tanto que comparten las mismas propiedades, estos problemas serdn
tratados de la misma manera, incluso aquellos con operadores diferenciales diferentes.

5.4.1 Principio de la Energia Potencial Total Minima.

Consideramos el solido elastico lineal de la Figura 5.4, sometido a una fuerza por
unidad de superficie f*en el contorno ", y a una fuerza por unidad de volumen f’ en
el dominio Q. El contorno completo [ se descompone en ' =T"“[0I" con
M nl’=0.T" eslaporcion del contorno de la estructura en la que el movimiento de
esta determinado y se conoce como conforno esencial. Debido a la carga aplicada, la
estructura  eldstica  experimenta  una  deformacion o  desplazamiento:
u(x)=[u1, U, u3]T para x[JQ. La configuracion nominal de la estructura resiste

esta deformacion generando fuerzas internas. Se considera que estas fuerzas internas
son proporcionales a la cantidad de deformacion. Para una carga dada, si las fuerzas
internas son mas pequenas que las fuerzas aplicadas, entonces la estructura continua
deformandose hasta que estas fuerzas se equilibren. Los problemas estructurales
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frecuentemente consisten en el calculo de los desplazamientos cuando se alcancen las
condiciones de equilibrio entre las cargas aplicadas y las fuerzas internas.

Si el concepto de equilibrio estructural se lleva a la formulacidon energética, se puede
obtener una buena explicacion de su significado fisico. Tomemos los desplazamientos
como variables de estado del problema considerado. Las fuerzas internas producidas
durante la deformacion, pueden considerarse como la energia que se almacena en la
estructura. Cuando la estructura se deforma, no solo aumentan las fuerzas internas, sino
que también aumenta la energia de la estructura. Esta energia almacenada se llama
energia de deformacion de la estructura y se define como

Ulu)==[_oy(u)e;(u)iQ (5.9)

en donde i, j =1,..., N; N es la dimension del espacio (1, 2 o 3) y se ha considerado la
notacion indicial, es decir, se considera la suma para los indices i y j repetidos.

[ {5
ru

X2
X
Figura 5.4 Estructura en equilibrio
En (5.9) ¢, (u) es el tensor de deformaciones que se define como:
E; :%(S_Z’L%J:%(”u +uy,) (5.10)

g, (“) = Cyuén (“) (5.11)



102 Capitulo 5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE DISENO

son los tensores de deformacion y de tensidn, respectivamente. En (5.10), la coma en el
subindice representa la derivada con respecto a la coordenada espacial, es decir,

u;; =0u;/0u; . En (5.11) Cyy es el tensor de cuarto orden que contiene las propiedades

constitutivas del material. Para materiales isétropos, lineales la relacion tension
deformacion se puede escribir mediante:

05 = A& +2UE; (5.12)

donde A y u son las constantes de Lame del material y J; es la delta de Kronecker.

La energia de deformacion U (u) es la energia requerida para producir el campo de
desplazamientos u. Para problemas elasticos, U es Unicamente funcion de u, puesto
que U no depende del camino recorrido entre el estado inicial y final de la
deformacion.

Si se aplica una carga a la estructura y la estructura se deforma en la direccion de la
carga aplicada, entonces la carga aplicada realiza un trabajo y este se define como:

w(u)=[u'f"dQ +[ u'f'dr (5.12)

La primera integral en (5.12) representa el trabajo realizado por las fuerzas de
volumen f”, mientras que la segunda integral es el trabajo realizado por las fuerzas de
superficie f*. Las integrales se evaltian sobre el dominio total Q y sobre el contorno no
restringido M. Si se aplica una carga externa concentrada f, la expresion (5.12) debe
incluir una funcion delta de Dirac. Notar que U (u) es una funcion cuadratica en u,
mientras que W(u) es una funcion lineal en u.

La energia de deformacion U (u) es independiente del camino de deformacion y, por
ello, esta energia es energia potencial que es almacenada en la estructura.

Decimos que una carga aplicada es conservativa cuando es independiente de la
deformacion que produce, de forma que el trabajo realizado por un sistema de fuerzas
aplicadas al recorrer cualquier camino cerrado en el espacio de desplazamientos tiene
que ser cero. Cuando las cargas son conservativas, la expresion (5.12) define el valor
negativo de la energia potencial generada por las cargas aplicadas. La energia potencial
total de la estructura es la diferencia entre la energia de deformacion y el trabajo
realizado por las cargas exteriores, y se escribe como:

Nu)=U(u)-(a) =% [Loywe, (- [w'*da- [ w'rdr  (5.13)

El principio del minimo de la energia potencial total es el siguiente: para todos los
desplazamientos que satisfacen las condiciones de contorno, conocidos como
desplazamientos cinematicamente admisibles, aquellos que satisfacen las ecuaciones de
equilibrio de la elasticidad lineal

o+ £ =0x0Q
u=0,x0r" (5.14)
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si existen, hacen la energia potencial total estacionaria (es decir, alcanza su valor
minimo) en el dominio

D, ={uD[C2(Q)]3 talqueu =0enx0Ol" y oyn; = f enxDF“} (5.15)

donde C” (Q) es el conjunto de funciones con derivadas continuas hasta de orden m .

Para la definir la solucion generalizada que minimiza la energia potencial total en
(5.13), es necesario ampliar el espacio soluciéon D, de (5.15) de forma que la energia
potencial total pueda estar bien definida. Este espacio ampliado es el llamado espacio de
la energia finita o espacio de los desplazamientos cinematicamente admisibles, definido
como

Z={uD[H1(Q)]3talqueu=0enxDF“} (5.16)

donde H™ (Q) es el espacio de funciones de Sobolev de orden m . Es importante notar
que para definir el espacio de desplazamientos cinematicamente admisibles no se utiliza
la condicion de contorno sobre las fuerzas de superficie o,;n; = f;°. La condicion

u =0 se llama condicion de contorno esencial, mientras que O;n; = f;° se conoce

como condicion de contorno natural. Por tanto, es mas facil construir el espacio Z de
desplazamientos cinematicamente admisibles que D, .

El principio del minimo de la energia potencial total proporciona una solucion
generalizada a la ecuacion diferencial. Esta solucion generalizada estd definida en el
espacio Z . Ademas se puede probar la unicidad de esta solucion generalizada.

5.4.2 Formulacion Variacional del Problema Estructural

El principio de la energia potencial total minima tratado en el apartado anterior
precisa el obtener una condicidén estacionaria para la energia potencial total. Este
principio esta estrechamente relacionado con la formulacion variacional que se presenta
en esta seccion.

Sea la variable de estado ullZ, la solucion del problema estructural que minimiza
de forma unica I'I(u). El desplazamiento virtual, o la variaciéon de wu, es una
perturbacion arbitraria, pequefia, de u en Z . Sea este desplazamiento virtual q(x) y sea
T un escalar pequeiio de forma que el estado perturbado sea u+ m. Puesto que el
estado perturbado tiene que estar en Z, la perturbacion n(x) tiene que anularse en el
contorno esencial; es decir, n(x) satisface todas las condiciones de contorno esenciales

homogéneas. Consideramos un funcional [1, definido en Z . Paraun 7 suficientemente
pequefio, si existe el siguiente limite:

()= tim- [+ m) =) = N+ 5.17)

-0
r =0

se le llama variacion primera de T1 en uen la direccién de n. Si este limite existe para
todo n de Z, se dice que 1 es diferenciable en u. La variacion de un funcional es un

concepto muy importante en DSA puesto que interesa obtener la variacion primera de
las funciones de prestacion con respecto a las variables de disefo.
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Si un funcional tiene una variacion primera, entonces se puede definir un criterio
cuantitativo para su minimizacion. Ahora nos interesan las condiciones necesarias de
extremo. Supongamos que uen Z es tal que

M(u)< N(w) (5.18)

para todo wen Z. Si (5.18) se mantiene para todos los wen Z que satisfagan
||w - u|| <d,paraalgin d >0, se dice que [1 tiene un valor minimo relativo en u.

De (5.18), para cualquier n(x) de Z y para cualquier 7 suficientemente pequefio, si
1 tiene un minimo relativo en u, entonces

M(u)=minM{u+m)=N+m)_, (5.19)

Es decir, para un u y n fijos, la funcion de valor real I'I(u + m) del parametro real
I tiene un minimo en 7 =0. Si el funcional I tiene variaciéon primera, entonces
M (u + m) es una funcion diferenciable de 7, y una condicion necesaria para un minimo
de Il en ues

d'l(u;n):%l'l(uﬂn =0 (5.20)

=0

para todo n en Z. La notacion d'l(u; 1]) representa una variacion de 1 en u en la
direccion de . Asi, el principio de la energia potencial total minima es equivalente a la
condicion (5.20) para todos los n cinematicamente admisibles.

La funcion n(x) puede considerarse como una variacion del desplazamiento
u puesto que

d
= (u+ =n=u
dr(u m)LO n=u (5.21)

En lugar de utilizar la notacion du se utiliza la notacion u para denotar la variacion del
desplazamiento u.

La energia potencial total estd compuesta de la energia de deformacion y del trabajo
realizado por las cargas aplicadas. Por tanto, podemos escribir la formulacién
variacional del problema estructural usando la variacion primera de [1 (u) , COMo

I(uw; 1) = U (u;a)- W (u;u)=0 (5.22)

para todo uwen Z. La ecuacion (5.22) se llama ecuacion variacional del problema
estructural.

El primer término de (5.22) se obtiene de la definicion de U (u) y de las ecuaciones
de comportamiento del material de la siguiente forma
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aU(uw;w)= [ & (@)Ciueu(u)da (5.23)

donde a(u,ﬁ) se llama forma bilineal de la energia puesto que es bilineal con respecto
a sus dos argumentos u y u. El tensor & (ﬁ) es el mismo que &; (u) en (5.10)

sustituyendo w por u. Por tanto, la forma bilineal de la energia es simétrica con
respecto a sus argumentos. La variacion primera del trabajo realizado por la carga
aplicada puede escribirse como

o (w;w) = [u't"dQ + [u't dr

5.24
 I(a) (5.24)

donde l(ﬁ) se llama forma lineal de carga. Inicialmente, se consideran cargas
conservativas tales que l(ﬁ) es independiente del desplazamiento. Asi, la formulacion
variacional del problema estructural puede escribirse como

afwu)=I(@), OCuDbz, (5.25)

Si la forma lineal de carga del lado de la derecha es continua en el espacio Z y sila
forma bilineal de la energia en el lado izquierdo es una forma cuadratica definida
positiva en Z , entonces (5.25) tiene una solucion tnica ullZ . A esta solucion que es
una funcion del espacio Z se le llama solucion generalizada.

La ventaja de usar la notacion de (5.22) estd en que se puede utilizar esta misma
notacion simbolica para problemas estructurales diferentes siempre que los problemas
compartan las mismas propiedades. Para cada problema estructural concreto las
expresiones desarrolladas de a(u,ﬁ) y l(ﬁ) seran diferentes dependiendo del

componente estructural (tal como barras articuladas, vigas, placas, etc.).

5.4.3 Principio de los Trabajos Virtuales

La formulacion variacional dada por (5.25), obtenida a partir del principio del
minimo de la energia potencial total esta limitada a la resolucion de problemas elasticos
lineales. Sin embargo, cuando se trabaja con el principio de los trabajos virtuales, la
relacion constitutiva del material puede ser mas general, incluyendo, por ejemplo, la
elastoplasticidad. Consideramos el problema diferencial que expresa las ecuaciones de
equilibrio en el dominio y en el contorno

g, +f"=0 x0Q
u=0 xar (5.26)
o;n; = f’ xar:

y supongamos que es posible realizar la integracion por partes. Consideramos un

desplazamiento virtual u¥ que satisfaga las condiciones de contorno esenciales, es

decir, u¥ =0 en . Este desplazamiento virtual se considera como un campo continuo
arbitrario, pequeno, que satisface las restricciones cinematicas del problema, mientras
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que la carga aplicada se mantiene constante. Utilizando aqui la misma notacion para el

desplazamiento virtual que la que hemos utilizado anteriormente para la variacion de
desplazamiento, se tiene U =u” .

Puesto que la ecuacion diferencial de equilibrio o, + f;” =0 se satisface en el
dominio Q, multiplicando por el campo de desplazamientos virtuales u en ambos

lados de la ecuacion diferencial e integrando se tiene:
Jiilon+ ki@ =0 (527)

para cualquier wZ . En la ecuacién anterior, el término o, + f;” representa una

fuerza desquilibrada o descompensada, mientras que la integral representa el trabajo
virtual realizado por el sistema durante el desplazamiento virtual. Por tanto, el equilibrio
estructural equivale a que se anule el trabajo virtual. Después de integrar por partes, se
obtiene el principio de los trabajos virtuales considerando la simetria del tensor de

tensiones 0O, las condiciones de contorno (dos ultimas ecuaciones de 5.26), y las

ecuaciones de comportamiento del material o relacion constitutiva:

-[Q Ui (Jij,./ + fib )dQ =

=-| #,0,dQ+ | wfrdQ+ | wondr

=- | #,0,dQ+ [ w fdQ+ | u f;dr (528)
- |, & (@)Cueu(@)dQ + [ @ fdQ+ [ frdr
=0.

En la integracion se ha considerado que oyn; = f;° en [*. Considerando las

definiciones anteriores de la forma bilineal de la energia y la forma lineal de carga, el
principio de los trabajos virtuales se puede escribir como

afwu)=I(@), OCuDbz. (5.29)

La ecuacion (5.29) es la misma que la formulacion variacional en (5.25). En el principio
de los trabajos virtuales, el lado izquierdo de (5.29) se interpreta como el trabajo virtual
realizado por las fuerzas internas, mientras que el lado derecho se puede ver como el
trabajo virtual realizado por las fuerzas externas aplicadas. Asi, la (5.29) establece que
la estructura estd en equilibrio cuando los trabajos virtuales interno y externo son
iguales cuando se producen todos los desplazamientos virtuales.

La diferencia entre la formulacion variacional y el principio de los trabajos virtuales
puede no estar clara cuando el sistema es conservativo o cuando el problema estructural
es elastico lineal. Sin embargo, la formulacion basada en el principio de los trabajos
virtuales presenta ventajas. En el desarrollo de la formulacion variacional basada en el
principio del minimo de la energia potencial total supusimos que existia una funcion
energia potencial de la estructura y por ello, esta formulacion esta limitada a problemas
lineales. Sin embargo, para la mayoria de los problemas no lineales, no existe la energia
potencial del problema estructural. Para estos problemas, se tiene que usar el principio
de los trabajos virtuales.
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Se ha presentado la formulacion variacional de un problema estructural debido a la
gran generalidad que ofrece para el andlisis de sensibilidad de disefio. Partiendo de esta
formulacion se pueden obtener las sensibilidades de la variable de estado de la
estructura respecto a cualquier tipo de variable de disefio (propiedades del material,
tamafio, forma, configuracion). Ademads, se ha obtenido una expresidon comun para
problemas estructurales diferentes (estructuras articuladas, estructuras porticadas,
placas, solidos elasticos, etc.) y es la dada por (5.25). En la siguiente seccion se estudia
los métodos de DSA.

5.5 Métodos de DSA Estructural

En la Tabla 5.1 aparecen clasificados los métodos de analisis de sensibilidad de
disefio mas usados. Los métodos de DSA se pueden agrupar en tres métodos generales:
método de aproximacion, método discreto y método continuo. En el método de
aproximacion, la sensibilidad del disefio se obtiene o bien por el método de diferencias
finitas hacia adelante o por el método de diferencias finitas central. En el método
discreto, la sensibilidad de disefio se obtiene derivando la ecuacion de gobierno
estructural discreta respecto a las variables de disefio. En este proceso, es necesario
derivar la matriz de rigidez respecto a las variables de disefio. Si la derivada se obtiene
analiticamente usando la expresion explicita de la matriz de rigidez, a este método se le
llama método analitico, puesto que se usan las expresiones analiticas de K(x) y f (x)

Sin embargo, si la derivada de la matriz de rigidez se obtiene usando un método de
diferencias finitas, el método se llama método semianalitico. En el método continuo, se
parte de la formulacion variacional del problema estructural (el modelo continuo de la
estructura) y se realiza la derivacion de la ecuacion variacional respecto a las variables
de diseno. Si el problema estructural y las ecuaciones de sensibilidad se resuelven como
un problema continuo, sin realizar ninguna discretizacion, entonces se llama método
continuo — continuo. Sin embargo, solo algunos problemas clasicos muy simples se
pueden resolver analiticamente. Debido a ello la ecuacion de sensibilidad continua se
resuelve mediante discretizacion, de la misma manera que se resuelven los problemas
estructurales. En este ultimo caso caracterizado por realizar primero la diferenciacion en
el dominio continuo y a continuacion la discretizacion, al método se le llama método
continuo — discreto. Estos métodos seran explicados en detalle en las secciones
siguientes.



108 Capitulo 5. ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE DISENO

Método de M¢étodo de Diferencias Finitas hacia Adelante

Aproximacion Método de Diferencias Finitas Central

g
Método Semianalitico

M¢étodo Discreto .
M¢étodo Analitico

-

_
M¢étodo Continuo - Discreto

Método Continuo <
Método Continuo - Continuo

Tabla 5.1 Métodos de Analisis de Sensibilidad de Disefo

Se ha sefialado que el método continuo toma como punto de partida la ecuacion
variacional del problema y por ello también se le llama método variacional. El método
continuo es muy utilizado en problemas de DSA de forma. Sin embargo, en problemas
de optimizacién de parametros o de DSA de tamafio o propiedades del material se
emplean habitualmente el método de aproximacion y el método discreto, que parten de
las ecuaciones de elementos finitos obtenidas después de la discretizacion. En este
trabajo se han considerado variables de disefo de propiedades de material y de tamafio
principalmente y por ello se les prestara mayor atencion a estos ultimos métodos. En los
siguientes apartados se estudian estos métodos.

5.5.1 Método de Diferencias Finitas. (FDM)

La técnica mas simple para el calculo de las sensibilidades de disefio de la respuesta
estructural es el método de diferencias finitas, FDM (del inglés, “Finite Differences
Method”). Esta técnica generalmente tiene un alto coste computacional; sin embargo, es
muy facil implementar un programa de calculo de sensibilidades que aplique esta
técnica y, por ello, su uso es muy popular. El método de diferencias finitas calcula
realmente la sensibilidad de disefio de la prestacion evaluando medidas de prestacion en
etapas diferentes en el proceso de disefio. Existen distintos esquemas de diferencias
finitas:

Diferencias finitas hacia adelante
En este esquema, si consideramos una funcion de respuesta estructural o medida de

prestacion (,l/(x) de una variable de disefio x, la aproximacion de la sensibilidad con
respecto a la variable de disefio esta dada como:

dy _ ylx+0x)-y(x) (5.30)
dx Ax
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donde Ax denota una perturbacion de la variable de disefio, y el célculo de l//(x +Ax)
precisa generalmente un analisis estructural adicional.

Diferencia finita hacia atras
En este esquema se obtiene una aproximacion de la sensibilidad de la siguiente
forma:

dy _y(x-Ax)-y(x)
dx -Ax

(5.31)

Diferencia finita central
Otra aproximacion por diferencias finitas 1util es la aproximacion de diferencia
central dada como:

dy _ x +Ox) - g(x - )
dx 20x

(5.32)

Esta formula da una aproximacion mas precisa de la sensibilidad de disefio que la
ecuacion (5.30), pero requiere dos analisis estructurales adicionales por cada variable de
disefio. Por tanto, si necesitamos evaluar las derivadas de la respuesta estructural con
respecto a N, variables de disefio, la aproximacion de diferencias finitas central

precisarda de 2N, +1 analisis, mientras que en el método de diferencias finitas hacia
adelante o hacia atrds precisa de N, +1 andlisis estructurales. Para aplicaciones
practicas en problemas de ingenieria, el coste del analisis estructural es mas bien caro.
Por tanto, este método no es factible para problemas a gran escala que tengan muchas
variables de disefo.

Otra desventaja importante del método de diferencias finitas es la exactitud de sus
resultados de andlisis. En el método de diferencias finitas hacia adelante en (5.30) se
pueden esperar resultados precisos cuando Ax tienda a cero. La Figura 5.5 muestra
algunos resultados de sensibilidad usando el método de diferencias finitas. La pendiente
tangencial de la curva en x, es el valor exacto de la sensibilidad. Dependiendo del
tamafio de la perturbaciéon Ax, podemos ver que los resultados de sensibilidad son
bastante diferentes. Para una funcion de prestacion medianamente no lineal, una
perturbacion relativamente grande proporciona una estimacion razonable de los
resultados de sensibilidad. Sin embargo, para prestaciones altamente no lineales, una
perturbacion grande proporciona resultados completamente imprecisos. Asi, la
determinacion del tamafo de la perturbacion afecta de forma importante al resultado de
la sensibilidad. Ademads, aunque cuando se elige una perturbaciéon muy pequeiia, el
ruido numérico pasa a ser dominante para tamafos de perturbacion demasiado pequefios
y pueden ocurrir errores de condicion debido al redondeo, llevando a resultados poco
fiables. Todo ello conduce a una serie de ensayos de prueba y error hasta alcanzar un
valor aproximado suficientemente bueno. En definitiva, es muy dificil determinar los
tamanos de perturbacion de disefio que vayan bien con todos los problemas.

A pesar de la mala fama que tienen las técnicas de diferencias finitas debido al alto
coste computacional y la posible inexactitud de los resultados, casi todos los autores
utilizan alguna vez estas técnicas para verificar la bondad de sus célculos de
sensibilidad.
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(d(///dx)4

(d‘/’/dx)3

(dw/dx)z
(dw/dx)l

Xo X1 X, X3 Xg X

Figura 5.5 Influencia del tamafio de la perturbacion en el método de diferencias finitas hacia
adelante

5.5.2 Método discreto.

Generalmente un problema estructural se discretiza en el espacio de dimension finita
en el que estd definido y se resuelve mediante algin método numérico, por ejemplo, el
método de elementos finitos. El método discreto calcula la sensibilidad de disefio de la
prestacion del problema discretizado dado por la ecuacion de equilibrio discreta (5.5). Si
la forma explicita de la matriz de rigidez K(x) y el vector de cargas f (x) son

conocidos, y si es posible obtener la solucion ude la ecuacion matricial K(x)u =f (x),

entonces la sensibilidad de disefio del vector de desplazamiento puede también
obtenerse de:

K(x) 9 =9 _dK

—u (5.33)
dx dx dx

Esta es una de las técnicas discretas conocida como método analitico, puesto que se
emplean las expresiones explicitas de K(x) y f (x) para obtener las derivadas de disefio
de la matriz de rigidez y del vector de carga.

No es dificil calcular df/dx, ya que la fuerza aplicada es generalmente
independiente del disefio, o tiene una expresion simple. Sin embargo, el calculo de
dK/dx depende del tipo de problema. Generalmente, las implementaciones mas
potentes del método de elementos finitos usan integracion numérica para el calculo de
K . En este caso, la expresion explicita de K en funcion de x puede que no esté
disponible. Ademas, en el caso de variables de disefio de forma, el calculo de la
derivada analitica de la matriz de rigidez es bastante costoso. Debido a ello, se ha
popularizado el empleo del método semianalitico para el anélisis de sensibilidad de
disefio de forma discreto. Sin embargo, Barthelemy y Haftka (1988)°® muestran que el
método semianalitico puede tener serios problemas de exactitud para variables de
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disefio de forma en estructuras modeladas mediante elementos viga, placa, barra, portico
y solidos. Ellos encontraron que los problemas de exactitud ocurren incluso para una
viga en voladizo simple. Ademas, los errores en la etapa inicial de aproximacion se
multiplican durante la fase de solucion de la ecuacion matricial. Como remedio, Olhoff
et al., (1993)** propusieron un método de diferenciacion numérica exacto para cuando
se disponga de la forma analitica de la matriz de rigidez del elemento.

Consideramos el uso del método analitico (método discreto — analitico) para el
analisis de la sensibilidad de disefio de una ecuacion matricial discreta como (5.33). La
informacion de sensibilidad de disefio de una medida de prestacion general se puede
calcular o con el método de derivacion directa o con el método de variable adjunta. El
primero resuelve directamente la dependencia de una variable de estado
(desplazamiento) respecto a las variables de disefio, y después calcula la sensibilidad de
la prestacion usando la regla de la cadena de diferenciacion. El segundo método, sin
embargo, construye un problema adjunto que se resuelve respecto a la variable adjunta,
que contiene todos los términos de dependencia implicita.

Es preciso notar que las variables de disefio de propiedades del material se tratan, en
el método analitico como variables de disefio de tamafio, puesto que el procedimiento de
andlisis de sensibilidad es el mismo que el de las variables de disefio de tamafio. Las
variables de disefio pueden ser: area de la seccion transversal de una barra de una
estructura articulada, espesor de una placa, momento de inercia de una viga, modulo de
Young, etc. Cuando se tiene que las condiciones de admisibilidad cinematica
(condiciones de contorno y condiciones de interface) no varian con las variables de
disefio, el tipo de disefio se llama diserio de tamario. Por ejemplo: las condiciones de
desplazamientos restringidos en los extremos de una viga biapoyada no se modifican
cuando cambia la seccion transversal de la misma. Sin embargo, cuando se modifica la
longitud de la viga, varian las posiciones de los nodos en los extremos de la viga v,
entonces, las condiciones de contorno cambian. En este caso, la matriz de rigidez y el
vector de fuerzas ya no son funcion explicita de las variables de disefio. El caso en que
las condiciones de admisibilidad cinematica varien con el cambio de las variables de
disefio aparece en el disefio de forma.

5.5.3 Método de Derivacion Directa (DDM). Analisis elastico lineal.

Consideramos el método discreto de derivacion directa, también conocido como
método de derivacion implicita o simplemente como método de derivacion directa,
DDM (del inglés, “Direct Differentation Method”). Este método consiste en obtener la
ecuacion de sensibilidad del desplazamiento aplicando la regla de derivacion de la
cadena a la forma discreta de la ecuacion de equilibrio a la que conducen los elementos
finitos.

En este trabajo se aplicard el método de derivacion directa al analisis de sensibilidad
de la respuesta estatica de problemas estructurales elasticos lineales. Ademas, existen
otras ampliaciones del método: calculo del gradiente de la respuesta en estructuras con
no linealidad geométrica (Liu y Der Kiureghian, 1991)*, calculo de las sensibilidades
de la respuesta dinamica de estructuras elastoplasticas (Zhang y Der Kiureghiuan
(1993))°, calculo de las sensibilidades de la respuesta transitoria, etc.

El vector de variables de disefio lo llamamos x = (xl,xz,...,de) donde N, es el

numero de variables de disefo. Las ecuaciones de equilibrio discretas del método de
elementos finitos después de aplicar las condiciones de contorno se escriben como:

K(x)u(x) = f(x) ; u= (ul,...,u,,, )T (5.34)
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donde: u es el vector de desplazamientos nodales independientes, el sufijo m es el
numero total de grados de libertad, K(x) es la matriz de rigidez reducida de la
estructura y f(x) es el vector de fuerzas nodales equivalentes. K(x) y f(x) son, en
general, funcion de las variables de disefio. Suponemos que K(x) y f (x) son § veces
derivables con derivada continua respecto a las variables de disefio. El teorema de la
funcion implicita garantiza entonces que la solucion u(x) tiene también derivadas
continuas hasta de orden s. La mayoria de los andlisis de sensibilidad de disefio se
realizan con la premisa de que s =1, salvo para sensibilidad de disefio de segundo orden
enque s =2.

Sea l//(x,u(x)) la medida de prestacion. La derivada total de ¢/ con respecto a x se
puede calcular como

dy _oy  y du

, 5.35
dx O0x Ou dx ( )

donde 0¢/0x (vector fila 1x N, ) representa la dependencia explicita de las variables
de disefio x, y el segundo término corresponde a la dependencia implicita a través del
desplazamiento u. Para una expresion dada de ¢, sélo el término du/dx, que es una
matriz mx N,, es desconocido y se puede calcular derivando la ecuacion de estado

(5.5). Entonces, derivando la ecuacion de equilibrio respecto al vector de variables de
disefio x se tiene:

0K (x) du _ of (x)
oyl +K = o (5.36)

Reordenando los términos de esta ecuacion:

du _ 0f(x) 0K(x) (5.37)

K(X) dx 0x ox

La matriz de rigidez reducida K(x) es no singular y, por tanto, la ecuacion (5.37)
puede resolverse para du/dx :

% K" (X)[ag_g)_alz_fc)u} (5.38)

El resultado se puede sustituir en (5.35) para obtener la derivada total de l//(x,u(x))
como

dy _oy oy .\ of(x) OoK(x) }
dx  ox ¥ Ou K (X)[ ox ax (5-39)

Dado que la expresion de ¢/ en x y u es conocida a partir de su definicion, d¢//dx
y 0¢//0u se puede obtener facilmente. Ademas, suponiendo que las expresiones de
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K(x) y f(x) son conocidas, se puede calcular las derivadas parciales de la ultima parte
de (5.38). Como K(x) es una matriz definida positiva, se puede calcular su inversa. De
esta forma, operando, se llega a obtener la derivada total de ¢ con respecto al vector de
disefio x. Sin embargo, el cilculo directo de K™ (x) no es practico en aplicaciones
reales. Un proceso de célculo alternativo es resolver numéricamente la (5.37) para
du/dx y sustituir en (5.35) para obtener el resultado deseado. Para cada componente x;
de x, el lado de la derecha de (5.37) es un vector columna que representa una fuerza
ficticia f,, correspondiente a du/dy; , y se puede escribir:

(5.40)

donde du/dx,; es el vector de las sensibilidades de la respuesta estructural y f,, es el
vector de pseudocargas o cargas virtuales que esta dado por:

_[of(x) _ oK (x) }
f,, _{ ™ ™ u (5.41)

Si las cargas no dependen de la variable de disefio x; el primer término entre
corchetes en (5.41) es cero.

Este procedimiento de derivacion directa se ha usado ampliamente en optimizacion
estructural debido a su forma directa de obtener los gradientes.

5.5.4 Método de Variable Adjunta.

En esta seccion se desarrollard el método de variable adjunta, AVM (del inglés,
“Adjoint Variable Method”) con el fin de evitar el calculo de du/dx. En la ecuacion
(5.39) se pueden calcular facilmente todos los términos a partir de su definicion,
excepto el término (0¢/0u)K '(x), que es un vector fila (Ixm). Ademés,
(6¢/ / au)K - (x) no esta relacionada con la derivada respecto a las variables de disefio,
es decir, (6[// / au)K - (X) es constante y solo se necesita calcular una vez para todos los
0W/ox;,i=1,..,N,. La idea principal de este método es calcular directamente este
término definiéndolo como la variable adjunta A :

T T
A= {6—4"1(-1 (x)} =K (x)a—"” , (5.41)
Ou Ou

donde se ha usado la propiedad de que K(x) es simétrica. Esta propiedad de simetria de
la matriz K(x) es muy importante en el método de variables adjunta, asociada con el
problema de la respuesta estructural dado por (5.5). En lugar de evaluar directamente A
de (5.41), lo que implica el célculo de K™ (x), se multiplican ambos lados de (5.41) por
la matriz K(x) para obtener la siguiente ecuacion adjunta en A:
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K =24 (5.42)

Notar que la misma matriz de rigidez se usa en el problema adjunto que en el de calculo
de la respuesta estructural, debido a la propiedad de simetria de K(x). El problema
adjunto es el mismo que el problema de calculo de la respuesta estructural, con la
excepcion de que el primero tiene una dependencia explicita de ¢ respecto a u con
(6(/// Gu) como vector de carga. El lado derecho de (5.42) se llama “carga adjunta”. La

ecuacion (5.42) se puede resolver para A y el resultado se sustituye en la (5.39)
teniendo en cuenta la (5.40) y se obtiene:

d_w = a_w i — -~
T T [£(x) - K(x)i] , (5.43)

donde el simbolo ~ indica que la variable se mantiene constante durante el proceso de
derivacion parcial.

Hay que sefialar que el cédlculo de A en (5.42) es independiente de la variable
(parametros) de disefio x;. Al ser conocidos K(x) y (aw/au) , se puede resolver la
ecuacion (5.42) para A, y esta solucion se puede usar para todas las variables
(parametros) de disefio x;. Una formula mas conveniente que (5.43) para el calculo de
las derivadas es:

d_l//:a_(// iNT _ AT ~
dx  ox + Ox [)‘ f(x)-x K(x)ul, (5.44)

donde el simbolo ~ indica que la variable se mantiene constante durante el proceso de
derivacion parcial.

5.5.5 Consideraciones Computacionales

En la aplicacion practica de estos métodos el término 0K(x)/6x,- se obtiene

ensamblando las derivadas de las matrices de rigidez elementales. Esto lo podemos
expresar de la siguiente forma:

(5.45)

donde NE es el numero de elementos de la estructura y k; es la matriz de rigidez del
elemento ;.

La matriz rigidez reducida K(x) de la ecuacién de equilibrio original (5.5) es
definida positiva y, por tanto, se puede factorizar mediante la descomposicion LDL'.
Esta factorizacion se puede aprovechar en el célculo de la sensibilidad de disefio sin
necesidad de desarrollar otra vez la descomposiciéon K = LDL’ que consume mucho
tiempo. Asi, la ecuacion (5.37) para la sensibilidad del desplazamiento respecto a las
variables de disefio du/dx y la ecuacion (5.42) para la variable adjunta A se resolveran

de una manera relativamente eficiente puesto que s6lo se precisa el proceso de
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sustitucién. Después, se sustituye A’ en la (5.44) para obtener la sensibilidad de la
medida de prestacion.

Es interesante preguntarse /cual de los dos métodos tratados en las dos secciones
anteriores deberia emplearse para el analisis de sensibilidad de disefio en un problema
determinado? En la mayoria de los problemas de disefio estructural se tienen en cuenta
numerosas hipotesis de carga en el proceso de disefio. Por ejemplo, el disefio de un
puente puede que precise tener en cuenta hipotesis de carga como el peso propio del
puente, la carga distribuida debida a los vehiculos que circulan sobre el puente, y las
cargas de viento. Por tanto, en lugar de considerar una carga unica, aparecen muchos
tipos de cargas, y las denotamos como f’ ( Jj =1,..,NL), donde NLes el nimero de
cargas aplicadas. La misma matriz de rigidez es aplicable para todas las hipdtesis de
cargas, pero las ecuaciones estructurales proporcionan vectores de desplazamiento
diferentes u’ ( Jj =1,..,NL) asociados con los diferentes vectores de carga aplicados.
Ademas en los problemas de optimizacion estructural reales, hay que tener en cuenta
muchas restricciones o funciones de prestacion (restricciones de desplazamientos,
tension, pandeo, etc). Aunque puede que haya una multitud de restricciones a
considerar, el ingeniero de disefio normalmente evalua las restricciones en un disefio de
prueba y obtiene la informacion de sensibilidad de disefio sélo para aquellas
restricciones que estan activas o violadas. Con el fin de comparar los dos métodos,
designamos a las restricciones de disefio activas bajo consideracion como
Y, (i = 1,...,NC), donde NCes el nimero de restricciones de disefio activas. Ademas,
las hipotesis de carga que no tengan influencia sobre ninguna de las restricciones activas
pueden eliminarse en el andlisis de sensibilidad de disefio. Se va a determinar que
calculos son necesarios en el analisis de sensibilidad de disefio para ambos métodos: el
meétodo de derivacion directa y el método de variable adjunta.

Coste Computacional del Método de Derivacion Directa
Para calcular la derivada total de cada restriccion {; usando el método de derivacion

directa hay que resolver la ecuacién (5.37) para cada hipotesis de carga, proporcionando
el siguiente conjunto de ecuaciones:

du’ _ of’(x) _ 6[K(x)ﬁj]
dx ox ox

K(x) , j=lL.,NL (5.46)

Puestoque cada una de las ecuaciones vectoriales en (5.46) representa N,
ecuaciones para du’ /dx,- (i=1,...,Nd), hay N, x NL ecuaciones a resolver. Estas
ecuaciones se pueden resolver eficientemente puesto que, como ya se ha comentado, la
matriz de rigidez K ya ha sido factorizada en el proceso estructural. Con todas las
du’ [dx, de (5.46), ya se puede calcular la sensibilidad respecto a las variables de
disefio mediante (5.35).

Coste Computacional del Método de Variables Adjunta
Consideramos el método de variable adjunta en la que se debe resolver (5.42) para
cada restriccion, es decir, las ecuaciones
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T
K(x)A' N o (5.47)
ou’

donde se supone que cada restriccion {; (ui) contiene sdlo el desplazamiento u'’
correspondiente a la hipdtesis de carga i -ésima. Asi, hay exactamente NC ecuaciones a
resolver para los vectores Li(i =1,...,NC). Una vez que se haya completado este
calculo, las sensibilidades de disefio de cada restriccion se calculan directamente
mediante (5.44), necesitando una cantidad moderada de calculo. Recordar que la matriz
de coeficientes en (5.47) es la matriz de rigidez reducida K y ya fue factorizada en el
analisis estructural. Por tanto, el esfuerzo de calculo necesario para resolver (5.47) es
también moderado.

Comparacion de los Métodos de Derivacion Directa y de Variable Adjunta.

Para determinar qué método habra que emplear, s6lo se necesita comparar el nimero
de ecuaciones a resolver y el nimero de vectores a almacenar durante el andlisis de
sensibilidad de disefio. Si N, X NL < NC, entonces el método de derivacion directa es
preferible. Por otro lado, si N, x NL > NC, entonces es preferible usar el método de
variable adjunta. En optimizacioén estructural, puesto que el niimero de restricciones
activas NC no tiene que ser mayor que el nimero de variables de disefio N, , el método
de variable adjunta es el método mas eficiente, incluso, para una tunica hipotesis de
carga. Con multiples hipdtesis de carga, NC es generalmente mucho més pequeio que
N, xNL; por tanto, en la mayoria de las aplicaciones estructurales el método de
variable adjunta es més eficiente. Sin embargo, puede haber aplicaciones en una etapa
de diseno preliminar en las que el ingeniero de disefio considere un nimero pequeio de
variables de disefio con un nimero grande de restricciones. En tal caso, el método de
derivacion directa es preferible.

El método discreto — analitico es muy recomendable para el calculo de la
sensibilidades, bien sea aplicando el método de derivacion directa o el método de
variables adjunta. Se necesitard modificar el codigo del programa de elementos finitos
para implementar este método, pero esto solo hay que realizarlo una vez. Este método
proporciona unos valores de los gradientes precisos con un gran ahorro de tiempo de
calculo. Por tanto, el incorporar en un programa de elementos finitos el calculo del
gradiente proporciona un ahorro muy grande en los costes de disefio. Sin embargo, en
otros casos, no es posible o es muy dificil aplicar el método analitico de forma
completa. En estos casos se usa el método semianalitico.

5.5.6 Método Semianalitico

El método semianalitico de DSA se ha utilizado, sobre todo, en procesos de disefio
optimo de forma basados en elementos finitos. En este método se utiliza el método de
diferencias finitas para aproximar las derivadas de la matriz de rigidez y del vector de
fuerzas nodales elementales equivalentes, realizdndose el resto de los calculos de
sensibilidad de forma completamente analitica. El método semianalitico es mas
eficiente que el método de diferencias finitas global, sin embargo, en este método
también puede ocurrir errores de condicion.

El método semianalitico se origina a partir de una derivaciéon analitica de las
ecuaciones de elementos finitos. Consideramos la ecuacion de equilibrio para andlisis
estatico de elementos finitos para un sistema elastico general:
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K(x)u(x) = f(x) (5.48)

Al igual que en el método discreto de derivacion directa se obtiene la siguiente
ecuacion para la derivada de los desplazamientos nodales u respecto a las variables de
disefio. Generalmente, este método se aplica para calcular la sensibilidad respecto a
variables de disefio de forma.

an_[or(x)_ox(x)
K(x)dXi -{ % ox u} (5.49)

La derivacion algebraica de los coeficientes de la matriz de rigidez del sistema de
los elementos del vector de fuerzas se realiza mediante el método de diferencias finitas.
En su forma mas simple se aplica una estrategia de diferencias finitas hacia delante:

oK (x) _ K(x+Ax,)-K(x)
ox. = Ax, (5.50)

of(x) _ f(x+Ax,)-f(x)
P At (5.51)

donde x es el vector de variables de disefo, y Ax; denota una pequefia perturbacion en
una de ellas.

El vector de cargas nodales f permanecera sin cambios en muchos problemas de
optimizacion, ya que la parte de la estructura que soporta cargas tiene una geometria
bien definida y constante. Cuando ¢éste sea el caso el primer término del vector
pseudocarga en (5.49) sera cero.

Las tensiones en la estructura discretizada se incluyen frecuentemente en las
variables del problema de optimizacion de forma. La expresion del vector de las
tensiones locales del elemento es de la forma

6° = CB(x)u* (5.52)
donde C es la matriz del material, que relaciona las tensiones y deformaciones y B es
el operador matricial que describe la relacion deformacion — desplazamiento. Al derivar
respecto a las variables de disefio, se obtiene

05" _J[CB)] o , [c(x) O (5.53)

ox; 0x; ox;

La aproximacion semianalitica de las derivadas de disefio de las tensiones se
determina aplicando una técnica de diferencias finitas para el calculo de la derivada de

la matriz [CB(X)] en la ecuacion (5.53). La aproximacion de diferencia finita es
simplemente:

olcB(x)] _ [CB(x +Ax )] - [CB(x)

o, Ar. (5.54)
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Para muchas aplicaciones el método de diferencias finitas hacia delante proporciona
exactitud suficiente como aproximacion de la derivada de disefio, considerando un valor
adecuado para la perturbacion. Se pueden aplicar otros métodos, tales como el método
de diferencias centrales, polinomios de interpolacion, extrapolacion de Richardson, etc.,
como técnicas alternativas cuando el método de diferencias finitas hacia delante falla
debido a errores de condicion grandes. Sin embargo, estos métodos alternativos
conllevan la desventaja de que precisan calcular varias veces las matrices del sistema,
dependiendo del grado de exactitud deseado.

5.5.7 Método Continuo

En el método continuo, se trata de obtener la sensibilidad de la medida de prestacion
realizando la diferenciacion de la ecuacion variacional (el modelo continuo de la
estructura) antes de la discretizacion. Puesto que la diferenciacion se toma antes de que
cualquier discretizacion tenga lugar, este método proporciona resultados mas exactos
que el método discreto. Se puede demostrar matematicamente la existencia y unicidad
de la sensibilidad de disefio obtenida mediante este método.

El método continuo de DSA se ha desarrollado especialmente para analisis de
sensibilidad de forma utilizando el concepto de derivada material. La informacion de
sensibilidad puede evaluarse usando o el método de integracion de contorno o el método
de integracion de dominio. El método de integracion de contorno requiere las respuestas
solo en el contorno de disefio para obtener la informacion de sensibilidad de disefio. El
método de integracion de dominio requiere conocer la solucion en el dominio completo
para calcular la informacion de sensibilidad.

En este trabajo no se han considerado variables de disefio de forma, por lo que no se
ha empleado este método. En los ejemplos de aplicacion se han empleado el método de
diferencias finitas hacia adelante y el método de derivacion directa. En la siguiente
seccion se describe la aplicacion practica del método discreto en el analisis de
sensibilidad de tamafio en estructuras de barras.

5.5.8 Analisis de Sensibilidad de Tamaiio en Estructuras de Barras Articuladas

En esta seccion se obtiene algunos resultados sobre el analisis de sensibilidad de
disefio para estructuras de barras articuladas. Se utiliza el método discreto — continuo de
DSA, concretamente, el método de derivacion directa.

Consideremos un elemento barra biarticulada como el representado en la Figura 5.6.
Las componentes de desplazamiento u# y v en el sistema de coordenadas globales
(x, y) de cada nodo son tratadas como valores nodales desconocidos. La matriz de

rigidez en coordenadas globales de un elemento i estd dada por
k= [IIr] 559

donde [k;] y []j] denotan la matriz de rigidez del elemento en coordenadas locales

(x', y') y la matriz de transformacion del sistema de coordenadas globales a locales,
respectivamente. Si el modulo de Young, el area de la seccion transversal y la longitud
del elemento se escriben como E,, A y L, respectivamente, la matriz de rigidez del

elemento [k;-] se escribe como
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1 0 -1 0
4 EA|O0 0 0 0
[]= 2 (5.56)
L [-10 1 0
0 0 0 0

Por otro lado, la matriz de transformacion esta dada como:

cos@, —seng; 0 0
sen®, cosg; 0 0
1] = ? 4 (5.57)
0 0 cos®;, —seng;
0 0 —-sen¢;, cos@;

En el caso de una estructura de barras articuladas, la matriz de rigidez del elemento
es el producto del area de la seccion transversal 4; por una matriz constante.
Considerando A4; como la variable de disefio x;. Se tiene:

o, x (3-58)

El esfuerzo numérico de generar OK/dx; es despreciable puesto que se obtiene
ensamblando las derivadas de las matrices de rigidez elementales.

Figura 5.6 Elemento barra biarticulada de estructura plana.

Ejemplo: Sensibilidad de una restriccion de tension en una barra articulada.
En el analisis estructural usando el método de elementos finitos, el vector tension
para un elemento se calcula como:

¢ =CBu‘ (5.59)
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donde C es la matriz de comportamiento del material y B es operador matricial que
describe la relacion deformacion-desplazamiento:

€ =Bu (5.60)
que es una funcion de la geometria estructural.

Consideramos un elemento barra articulada con longitud L, area de seccion
transversal 4 y modulo de elasticidad £ como el de la Figura 5.7.

ERCEC

1

Figura 5.7 Elemento barra biarticualada.

La tension normal de la barra se puede escribir como:

U, —u
o=FEe=E—*"

:%h ~1Ju = CBu (5.61)

con C=E yB=E/L[l 1].
Si consideramos la restriccion en tension siguiente:
g=0~-0upu =0 (5.62)

y la sensibilidad de la restriccion respecto a la variable de tamafio 4 se obtiene:

dA OudA )
donde

og E

2 =—|-1 1 5.64

o= ] (5.64)

La matriz de rigidez del elemento es

h:é%l _q (5.65)
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Por tanto,

ok =£F _1} (5.66)

La sensibilidad de la respuesta estructural se obtiene mediante

du 4laPr E| 1 -1
K12
da (dA L{—l 1}“] 67

Suponiendo que la carga externa P no depende del area A. Y sustituyendo en la
expresion (5.64) y (5.66) en (5.63) se obtiene la sensibilidad de la funcion de prestacion:

ag _ _[1 1]{“1} (5.68)

dA LA U,

5.5.9 Analisis de Sensibilidad de Tamaiio en Estructuras Reticuladas

En este apartado se analiza la sensibilidad de disefio respecto a pardmetros
estructurales (variables de disefio de tamafio o variables de disefio de propiedades del
material) para estructuras planas de nudos rigidos.

Cuando consideramos un elemento viga 2D como el mostrado en la Figura 5.8.,
tratamos los valores de las componentes de desplazamiento # y v y la rotacion 8 de
cada nodo en el sistema de referencia global (x, y,z) como valores desconocidos. La

matriz de rigidez de un elemento i estd dada como:
k= [l 569

donde [k;] y [Z] denotan, respectivamente, la matriz de rigidez del elemento en

coordenadas locales (x', ¥y, z') y la matriz de transformacion del sistema de coordenadas
globales a locales, respectivamente. Si el modulo de Young, el area de la seccion
transversal, la longitud del elemento y el momento de inercia se escriben como E,, 4.,

L, e I,, respectivamente, la matriz de rigidez del elemento [k;] se escribe como:

412 0 0 -4 0 0
0 121,  6LI, 0 -121, 6LI,
0 6L, 41 0 -6L,1, 2I1,
k! ] == ) i (5.70)
- A,‘Ll‘ 0 0 AiLi 0 0
0 _1211 _6Li]i 0 1211 _6Li1i
| 0 6Ll 2L 0 —6LI ALl |

Por otro lado, la matriz de transformacion o de cambio de sistema de coordenadas
esta dada como:
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[cosg; —seng; 0 0 0 0
seng, cos¢, O 0 0 0
[Ti ] _ 0 0 1 0 0 0 (5.71)
0 0 0 cos¢; -—seng;, O
0 0 0 seng; cos¢;, O
L0 0O 0 0 0 1]

Figura 5.8 Elemento viga de pértico plano.

La matriz de rigidez global K se construye por ensamblaje de las matrices de rigidez
elementales. Para este tipo de elementos las propiedades de la seccion transversal A4, e
I, del elemento i se toman generalmente como variables de disefio x. Si llamamos x;

a una de estas variables de la seccion transversal, entonces la derivada de la matriz de
rigidez respecto a x; se obtiene como:

ok; o|k;

gy (5.72)
ox; 0x;

puesto que la matriz de transformacion es independiente de las variables de disefo. La

forma concreta de las derivadas O[kﬁ-]/ Ox; se tiene derivando la ecuacion (5.70) con
respecto al é4rea de la seccion transversal 4, y el momento de inercia I/,

1

respectivamente, y se obtiene las siguientes expresiones:

2 00 - 00

0 00 0 00
k] _E| 0 00 0 00
= ) : (5.73)
04 L|-1} 0 0 I} 0 0

0 00 0 00

0 00 0 0 0]
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0o 0 0 0 0 0
0 12 6L 0 =12 6L

o] _E/|0 6L 4L 0 -6L 2L

oL L0 0 0 0 0 0 ©.74)
0 -12 -6L 0 12 -6l
0 6L 2L 0 -6L 4L |

En algunos casos tipicos, el momento de inercia se puede relacionar con el area de la
seccion transversal mediante la expresion [, = a4, en la que a es una constante dada en
funcion de la forma de seccion transversal. Otras veces se considera que los valores de
los 4 e I, son funcién de las variables de disefio reales como: altura, anchura,

1

espesores del ala y del alma, etc.

5.5.10 Analisis de Sensibilidad de Forma en Estructuras: Analisis de sensibilidad
respecto a coordenadas nodales.

Cuando se toma como variable de disefio la longitud de la barra, se produciran
también cambios en las posiciones de los nudos, excepto para las estructuras simples. Es
mejor, en tales casos, tomar las posiciones de los nudos como variables de disefio
(variables de diserio geométricas o variables de diseio de forma) en lugar de la
longitud de los elementos. La derivada de la matriz de rigidez global con respecto a la

posicion de un nudo x; es mas compleja que la derivada respecto a las variables de

disefio de tamafio, puesto que tanto la longitud, como los dngulos de orientacion de los
elementos que estan unidos al nudo j son funcién de las coordenadas nodales del nudo.

No solo habra que derivar las matrices de rigidez elementales [k;], sino también las
matrices de transformacion de los sistemas de coordenadas [Z] .
La derivada de la matriz de rigidez global respecto a la coordenada nodal x; puede

ensamblarse a partir de las derivadas de las matrices de rigidez de los elementos que
tengan uno de sus extremos conectados en el nudo ;. Estas derivadas estdn dadas

como:

dlk;] _ o[k;] oL,

o, oL o, (5.75)
donde, para el elemento viga 2D trabajando a flexion se tiene que
4L 0 0 AL 0 0 |
0 =361, -—12L.1; 0 361; -12L.1;
o] _E| 0 -12L1, -4L}, 0 12L.1, =2I21, (5.76)
oL, Li| AL 0 0 ~- AL 0 0 '
0 36Il 12Llll 0 _3611 12Llll
0 -12L,1, -2L}I, 0 —12L,1, -4LI, |
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Ejemplo: Analisis de sensibilidad de disefio de respecto a las coordenadas nodales
en una barra articulada 3D.

Consideramos, de nuevo, el elemento barra articulada con longitud L, area de
seccion transversal 4 y médulo de elasticidad £ como el de la Figura 5.7.

La tension normal de la barra se puede escribir como:

c=Ee=p "ML —ﬂu:Cth} (5.77)
L U,
donde
L=l -xf +(n-n) +(z-2) (5.78)

es una funcion de la geometria, dada en términos de las coordenadas nodales.
Consideramos la restriccion en tension:

g=0~=0upu =0 (5.79)

Suponiendo que las propiedades del material son constantes, la derivada de la tension
O con respecto a las coordenadas nodales x puede escribirse como

49 _ 4B e
dx ax 55 dx (5.80)
do Ou

ox

En el caso de un elemento barra articulada:

—=—-——1-1 5.81
dx [} dx ( )
y el término dL/dx es
dL 1 Nx
= 2x, —x N-1) ==
dx, 2L(2 = L
Al Ax (5.82)

Y por tanto, se puede escribir
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A —Ax
O Ax
B__1 by by (5.83)
dx L -4A Ny
N -Az
L _AZ AZ .

En el caso general de varias componentes de tension ordenadas en el vector de tensiones
6, dB/dx serd una matriz con tres indices:

g, = C,-J»Bjkuk
: B.
do; = C,,Muk +CyBy duy (5.84)
dx, dx, © T dx,
—

3indices

lo cual genera problemas de visualizacion.

5.6 Analisis de Sensibilidad de Disefo en Fiabilidad Estructural

Los métodos de DSA se emplean tanto en el analisis de Fiabilidad Estructural como
en el proceso de Optimizacion de Disefio Basado en Fiabilidad (RBDO) puesto que en
ambos se precisa el calculo de gradientes. Asi, en el andlisis de Fiabilidad Estructural se
precisan los gradientes de las funciones de estado limite respecto a las variables
aleatorias; mientras que en Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad se precisa los
gradientes de los indices de fiabilidad o de las probabilidades de fallo de las
restricciones respecto a las variables de disefio. Por tanto, serd preciso integrar los
métodos de DSA con los métodos de Fiabilidad Estructural y con los de Optimizacion.
En esta seccion se analizan la aplicacion de los métodos de DSA en el andlisis de
Fiabilidad Estructural.

Recordamos aqui, la formulacion de un problema tipico de Fiabilidad Estructural.
Consideramos determinados parametros estructurales como variables aleatorias:
propiedades del material, geometria de la seccion transversal, coordenadas nodales,
cargas aplicadas, etc. Estas variables aleatorias se agrupan en un vector

X = (X 15 Xy X, )T, con una funciéon de densidad conjunta fx (X) Ademas existiran

otros parametros que seran deterministas y que los agrupamos en un vector d. Un modo
de fallo se describe mediante una funcion de fallo o funcion de estado limite g, (d,X),

donde g; (d, X) < 0 corresponde al estado de falloy g; (d, X) >( corresponde al estado

seguro. La probabilidad de fallo describe la probabilidad de que se alcance un estado
limite, es decir que se tenga g; (d, X) <0 y estd dada por

Py = [ e S (0 (5.85)

La evaluacion de las Py, se realiza frecuentemente mediante métodos aproximados,
como FORM y SORM, descritos en el capitulo 2. La aplicacion de estos métodos
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requiere la transformacion del vector de variables aleatorias original al espacio de
variables aleatorias normales estandar, obteniéndose el vector u = (ul,..,un). Para ello
se aplica alguna de las transformaciones estudiadas en el capitulo 2. La funcién de
estado limite original g, (d, X) =0 pasaaser G; (u) =0 en el espacio normal estandar.
El método FORM, consiste en calcular el punto situado sobre la superficie de estado
limite, G, (u) =0 que estd a distancia minima del origen del sistema de coordenadas y

esta distancia es el indice de fiabilidad [,

. = min|ju
A = min|ul (5.56)

sa. G; (u) =0
y la probabilidad de fallo correspondiente a cada modo de fallo se puede aproximar
como

P, =o(-3) (5.87)

Para resolver el problema de optimizacion no lineal restringida dado por (5.86) y
obtener el punto de disefio (MPP) se utilizan algoritmos iterativos (iHLRF, SQP, SLP,
etc) que necesitan calcular varias veces el gradiente de las funciones de estado limite
G, (u) respecto a las variables aleatorias normales estandarizadas u. Se necesitaran por
tanto aplicar métodos de DSA eficientes, puesto que el algoritmo empleado para
resolver el problema dado en (5.86) precisa realiza numerosas evaluaciones mediante el
método de elementos finitos. Ademas, estos métodos tienen que ser exactos, puesto que
el valor del gradiente que proporcionan entra en un procedimiento de convergencia
iterativo que esta guiado mediante comprobacion de tolerancia.

Los métodos de DSA maés utilizados en el célculo de gradientes en el analisis de
fiabilidad estructural son los siguientes:

v Método de Diferencias Finitas
v' Método Discreto Analitico
v' Método Discreto Semianalitico

v' Método Continuo Discreto

El Método de Diferencias Finitas global, tan ampliamente utilizado en DSA de
respuesta estructural, también se ha aplicado en andlisis de fiabilidad. La aplicacion de
este método de DSA en Fiabilidad Estructural presenta los inconvenientes ya
mencionados. Este método supone un alto coste computacional puesto que hay que
analizar la estructura original y la perturbada para calcular la diferencia de la funcion de
estado limite para cada variable aleatoria. Es decir, cuando el tamafio del vector de
variables aleatorias basicas x es n, el cédlculo de gradiente por diferencias finitas
necesita n+1 andlisis de elementos finitos completos. La exactitud obtenida en el
calculo del gradiente depende del tamafio de la perturbacion de los parametros y esto es
algo dificil de fijar de antemano por lo que habra que elegirlo cuidadosamente.

Los métodos discretos, tanto analiticos como semianaliticos, también se emplean en
el analisis de fiabilidad estructural a nivel de componente y a nivel de sistema. La
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integracion del método discreto en el andlisis de fiabilidad estructural ha dado lugar al
llamado Método de Elementos Finitos Estocasticos (SFEM). Enevoldsen et al., (1991)°’
usaron el método semianalitico para optimizacion de disefio de forma basado en
fiabilidad. Estos autores utilizaron el método de diferencias finitas para aproximar las
derivadas de la matriz de rigidez y del vector de cargas. Aparentemente, el método
semianalitico es mas eficiente que el método de diferencias finitas global, sin embargo,
también existen los errores de condicidn en este método (Haftka y Barthelemy, 1991)°%.
El método discreto analitico fue usado para analisis de fiabilidad de estructuras con no
linealidad geométrica por Liu y Der Kiureghian®. Este método es eficiente y preciso,
pero las derivadas de las matrices de rigidez y de los vectores de carga con respecto a
las variables aleatorias son dificiles de obtener usando los codigos de elementos finitos
comerciales clasicos. Riha er al.,(1986)°° integraron las capacidades de DSA de un
programa de elementos finitos comercial como MSC/NASTRAN con las técnicas de
fiabilidad estructural, desarrollando un software de analisis de fiabilidad estructural
llamado NESSUS/NASTRAN. NESSUS ha evolucionado y han aparecido nuevas
versiones con mas funcionalidades. En la actualidad, NESSUS puede conectarse con los
paquetes de elementos finitos comerciales mas conocidos (NASTRAN, ABAQUS,
ANSYS). Sin embargo, los coédigos de andlisis de elementos finitos no estdn equipados
con capacidades DSA a gran escala. Por ejemplo, MSC/NASTRAN no dispone de la
capacidad de realizar el DSA de las respuestas estructurales con respecto a la carga y las
condiciones de contorno.

J.L.T. Santos et al., (1995)* han propuesto la integracion de la evaluacion de la
fiabilidad estructural con el método continuo de DSA. La implementacion del método
continuo de DSA no precisa la modificacion del codigo fuente del software de
elementos finitos (FEM), sino que unicamente necesita los datos de salida del programa
FEM. Debido a ello, se puede desarrollar facilmente un codigo que implemente el
método continuo de DSA vy varias interfaces para comunicarse con los programas FEM
comerciales existentes.

En Fiabilidad Estructural estamos interesados en el calculo del gradiente de las
funciones de estado limite respecto a las variables aleatorias. Las funciones de estado
limite incluyen habitualmente alguna medida de prestacion de interés, llamada ¢,

como, por ejemplo, tensioén en un punto, desplazamiento de un nodo, frecuencia natural,
esfuerzos internos (momento flector, esfuerzo cortante, esfuerzo normal), o, también,
cantidades representadas mediante una integral tales como energia disipada, tension
promedio, dafio acumulado. Es preciso notar que una magnitud fisica puntual, como
puede ser el desplazamiento en un punto, también se puede representar como una
integral en el dominio estructural Q utilizando la funcion delta de Dirac. Por tanto, ¢
se define, de forma general, como la integral de cierta funcion 4 sobre el dominio
estructural Q. La funcidn de estado limite g; se puede escribir como:

g =g /(y.x(u).d)=G(u) (5.88)
y la medida de prestacion ¢ se puede escribir como
¢ = [ hlz(x(u).d), Oz(x(u).d). x(u) d]a0 (5.89)

donde, z es el vector de desplazamientos; [Uz es el gradiente de desplazamiento;
x representa las realizaciones de las variables aleatorias en el espacio original; y des el
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vector de variables de disefio deterministas. Es preciso realizar una aclaracion respecto a
la notacidon empleada: los desplazamientos se han representado mediante z, en lugar de
la notacion habitual u, que se reserva para el vector de las variables aleatorias normales
estandarizadas en los problemas de fiabilidad estructural.

La medida de prestacion en la ecuacion (5.89) contiene las derivadas hasta de primer
orden de los desplazamientos y por eso corresponde a elementos barra articulada y
membrana. Cuando se consideran elementos viga o cascara, ademas apareceran en el
integrando las derivadas segundas de los desplazamientos. La formula anterior
representa una amplia variedad de mediadas de prestacion estructurales. Por ejemplo, el
volumen, peso o coste se puede escribir con ~ dependiendo sélo de x; la tension en un
punto puede escribirse con /# dependiendo sélo de x y del gradiente de z multiplicado
por la funcion delta de Dirac en el integrando; y el desplazamiento en un punto puede
escribirse como la funcion delta de Dirac por el desplazamiento z en el integrando.

La variacion primera de la funcion de estado limite G con respecto a las variables
normales estdndar u puede escribirse como

520G 5 = 8W.X)oy o 0sW.x)ox o

Ou oY Ou 0x Ou (5.90)
Z—ag((//, i)d_(//% 2+ _ag(‘ﬁ’ X)ﬁ X
oY 0x Ou 0x Ou

donde (7) significa que la cantidad se mantiene constante en la diferenciacion.

Las derivadas dg(@,X)/0w y 0g(@.x)/0x se calculan facilmente puesto que
corresponden a la dependencia explicita de g respecto a la medida de prestacion ¢ y a
las variables aleatorias del espacio original x. El célculo de las derivadas dx/du se
realiza teniendo en cuenta la transformacion x =T (u) Las derivadas 0x/Ou también se
representan mediante el jacobiano J,, y entonces la (5.90) se puede escribir como:

_slp.x)oy 5 0e@x); o

oYy ox ox (591

De esta forma se calcula la variacion primera de G a partir de los gradientes de g en el
espacio original X . Queda por calcular d¢//0dx . El calculo de este gradiente se realiza

de distinta manera en funcion del método de DSA que se emplee. Consideramos aqui el
meétodo discreto y el método continuo de DSA.

5.6.1 Método discreto de DSA.

El punto de partida del método discreto es la ecuacion de equilibrio de la estructura
discretizada:

[K(x,d)]z(x) = £(x) (5.92)

Si consideramos que la funcion de estado limite es una funcion explicita de la medida
de prestacion ¢/, pero no depende explicitamente de x, aplicando la regla de la cadena

de derivacion se puede escribir:
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0g al/lJ

0.G(u) = Oug(@(x(u)) = O, gly) My(x) D, = oy ox

(5.93)

El calculo de 0¢/0x sera sencillo en los casos en que (¢ sea el valor del

desplazamiento z; o la tension en un punto O; y el proceso es andlogo al caso
determinista, ya desarrollado, tomando las derivadas en ambos miembros de la ecuacion
de equilibrio (5.92). Sin embargo, en fiabilidad estructural, el vector de cargas depende
frecuentemente del vector de variables aleatorias x

5.6.2 Método continuo de DSA.

El método continuo parte de la formulacion variacional de las ecuaciones de
equilibrio de la elasticidad para representar el modelo estructural y de la expresion de
los funcionales de medida de prestacion en forma integral como en la ecuacion (5.89).
El método prosigue tomando las variaciones de las ecuaciones de equilibrio en forma
variacional y de los funcionales correspondientes a las medidas de prestacion. Usando
z para denominar al vector desplazamientos y u para el vector de variables aleatorias
normales estandarizadas, la ecuacion de estado variacional se puede escribir como

a(2.7)= [ 0,(z)e;(2)aQ = [Z'1°dQ + [z'0°dr =1(z) 202 (5.94)

donde Z es un desplazamiento virtual, Z es el espacio de desplazamientos
cinematicamente admisibles, y a(z,i) y [ (i) son la forma bilineal de la energia y la
forma lineal de carga, respectivamente.

La medida de prestacion ¢ se representa en forma integral como en la (5.89) y la

variacion primera de ¢ respecto a x , que denominamos {J; esta expresada mediante
_‘ﬂ
=Y. =" x= j [h,2, + he, (Oz), + heX]dQ (5.95)

donde

~

. = 0hlz,02.%) p 2 OnE02%) , _ onlz, Oz

‘ 0z 00z h 0x

/ gz& (0z), = GDZ&

Se necesita obtener una expresion explicita de (5 en func1on de Jx. Para ello, hay

que reescribir los dos primeros términos bajo la integral de la derecha de la ecuacion
(5.95) en funcion de Ox. Esto se puede conseguir con las siguientes versiones del
método: el método continuo de derivacion directa y el método continuo de variable
adjunta. La exactitud de la informacion de sensibilidad que se obtiene usando los dos
métodos es similar.

Tomando la variacidon primera en ambos miembros de (5.95) se tiene

(5.96)

a(z,z)=1'(z)-a'(2,Z) ; E0Z (5.97)
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Suponiendo que la solucidon conocida de (5.95) es el vector de desplazamientos z, la
ecuacion (5.97) es una ecuacion variacional con el mismo término de la izquierda
(forma bilineal de la energia) cuya solucion es z'. Mediante el método continuo de
derivacion directa se obtiene esta z' y después se sustituye en (5.95).

En el método continuo de variable adjunta, el gradiente de la medida de prestacion
Y, se escribe como

Y. = jQ hxdQ +1'(1) - a'(z,1) (5.98)
donde A es la solucion de la ecuacion adjunta
a0 %)= [ [z +ho,(Cz)Ja@ ROz (5.99)

El célculo numérico de la ecuacién (5.98) requiere solo el conocimiento de la
respuesta estructural original z y de la respuesta estructural adjunta A . Suponiendo que
se ha obtenido una solucién z de la ecuacion (5.94) mediante el método de elementos
finitos, la solucion A de la ecuacidon adjunta (5.99) puede obtenerse ejecutando el
mismo codigo de andlisis de elementos finitos utilizando ahora como vector de carga el
definido por el término de la derecha de la ecuaciéon (5.99). Este método es eficiente,
puesto que las matrices de rigidez estructural original y adjunta son la misma.

5.7 Analisis de Sensibilidad de Diseiio en RBDO

En un problema de Optimizacion de Disefio Basado en Fiabilidad (RBDO) se
precisa, como en cualquier problema de optimizacién, obtener los gradientes de la
funcion objetivo y de las restricciones respecto a las variables de disefio. Generalmente,
las restricciones se establecen en términos de probabilidad de fallo o del indice de
fiabilidad, correspondientes a cada componente, o al sistema estructural. Por tanto,
ademas de calcular el gradiente de la funcion objetivo, habra que calcular los gradientes
de la probabilidad de fallo o del indice de fiabilidad con respecto a las variables de
disefio del problema. En el siguiente capitulo se analizaran los elementos que componen
el problema basico de RBDO, los métodos de RBDO que tratan de resolver este tipo de
problemas y como se realiza el Analisis de Sensibilidad de Disefio en estos métodos.



Capitulo 6

OPTIMIZACION DE DISENO BASADA EN FIABILIDAD:
FORMULACIONES Y METODOS.

6.1 Introduccion

Se conoce como Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad, que abreviaremos
como RBDO (del inglés, “Reliability-Based Design Optimization”) el proceso de
disefio mediante el que se trata de alcanzar el mejor compromiso posible entre la
minimizacion del coste del sistema o estructura en estudio y el aseguramiento de la
fiabilidad del sistema, mediante unas restricciones probabilistas o fiabilistas. Una
restriccion se llama restriccion probabilista o fiabilista cuando tiene en cuenta las
incertidumbres del sistema y, por tanto, depende de variables aleatorias. Aunque las
ideas fundamentales de RBDO se establecieron hace mas de 30 afios, la solucidon de este
tipo de problemas no es todavia facil, incluso para las estructuras mas simples. La
dificultad descansa, fundamentalmente, en la consideracion de las restricciones
probabilistas y en la evaluacion de los costes de fallo, lo que requiere un gran esfuerzo
computacional. En este proceso de célculo hay que considerar algunos aspectos tipicos
de la resolucion de problemas mediante métodos numéricos, tales como convergencia,
exactitud y estabilidad. La situacion empeora cuando se incluyen modelos de elementos
finitos, especialmente cuando se consideran no linealidades geométricas y de material,
en el analisis estructural.

En un proceso RBDO, la optimizacién de disefio se desarrolla en el espacio de
variables de disefio y el andlisis de fiabilidad se desarrolla en el espacio de variables
aleatorias, en donde hay que realizar una gran cantidad de célculos numéricos para
evaluar la probabilidad de fallo. Consecuentemente, para encontrar la configuracion
estructural 6ptima que tenga en cuenta las restricciones probabilistas es preciso cambiar
repetidamente las variables de disefio en el proceso de optimizacién. Ademas, a cada
conjunto de variables de disefio le corresponde un nuevo espacio de variables aleatorias,
que después hay que manipular para evaluar la fiabilidad estructural en ese punto de
disefio (Murotsu ez al., 1994)°'. Debido al gran numero de busquedas necesarias en los
dos espacios anteriores, el tiempo de calculo del proceso se convierte en el problema
principal.

La Figura 6.1 muestra los principales modelos que contiene un proceso RBDO
aplicado a estructuras reales de ingenieria. Estos modelos son las herramientas a
emplear en la solucion del problema: optimizacion en el espacio de las variables de
disefio, modelo de fiabilidad, modelo geométrico o modelo CAD de la estructura y
modelo de elementos finitos. Los modelos de optimizacién y andlisis de fiabilidad
estructural tienen que estar integrados con métodos de Analisis de Sensibilidad de
Disefio (DSA). Estos modelos conllevan procedimientos numéricos iterativos no
lineales, donde se dan, casi de forma omnipresente, problemas de convergencia,
exactitud de la solucion y tiempo de célculo. En un disefio 6ptimo probabilista practico,
el coste computacional de un andlisis estructural simple por elementos finitos (que por
si mismo es un procedimiento gran consumidor de tiempo) se multiplica por un factor
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entre diez y varios miles. Por tanto, el esquema de calculo en un proceso RBDO es un
problema de gran magnitud, que ha recibido y recibe los esfuerzos de la comunidad
investigadora con el fin de mejorarlo para poder aplicarlo a problemas reales.

Problema de Optimizacion
(espacio de diseiio)
Problema de Fiabilidad
(espacio de variables aleatorias)

/ Modelo CAD

(variables geométricas)

/ Modelo de Elementos Finitos

(variables nodales)

No linealidades y

comportamiento transitorio
(variables mecdnicas)

\ Sy

N

Figura 6.1 Esquema de calculo de un problema RBDO realista.

El topico de Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad comprende un amplio
conjunto de problemas de optimizacion sujeto a restricciones probabilisticas que se
pueden inscribir en un area de investigacion mas amplia llamada Optimizacion bajo
Incertidumbre y que comprende, entre otros, los siguientes topicos:

1. Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad (RBDO)

2. Disefio Optimo Robusto (RDO).

3. Optimizacion de Disefio Robusto Basada en Fiabilidad (RBRDO, del inglés,
“Reliability-Based  Robust Design Optimization”). Integracion en
Optimizacion de Disefio de Robustez y Fiabilidad.

4. Optimizacion de Disefio Basada en Posibilidad (PBDO, del inglés,
“Posibility-Based Design Optimization”). Estudia la Optimizacion de Disefio
cuando las incertidumbres no son aleatorias y no se pueden tratar mediante
métodos probabilisticos. Este tipo de incertidumbres se trata mediante la
Teoria de la Posibilidad o se modelan mediante conjuntos borrosos.

En este trabajo se ha considerado el primero de estos topicos, analizando los métodos de
solucion de este tipo de problemas. Los demas topicos, aunque son de gran interés en
optimizacion estructural, estan fuera del alcance de este trabajo.
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En la ultima década, se han desarrollado muchos métodos y técnicas avanzadas en
los campos de optimizacion estructural y andlisis de fiabilidad. Estos métodos
avanzados se han integrado para dar nuevos métodos capaces de resolver los problemas
RBDO de manera mas eficiente. En este capitulo se analizan estos métodos,
especialmente aquellos aplicables a estructuras y se estudiardn sus caracteristicas y
propiedades. Entre estas propiedades que debe reunir un buen método de RBDO
destacamos las siguientes:

» Eficiencia: el método de calculo debe requerir menos tiempo de calculo
que otros métodos, es decir, menos evaluaciones de funciones que otros
métodos.

» Precision: exactitud en la obtencion del 6ptimo

» Generalidad: capacidad de resolver diferentes clases de problemas con
un numero elevado de variables. El método de célculo elegido debe ser
capaz de tratar variables aleatorias que sigan distribuciones cualesquiera
y que puedan ser dependientes.

> Robustez: estabilidad de la convergencia para cualquier punto inicial
admisible, capacidad de obtener el 6ptimo local y global, etc.

> Facilidad de uso.

La organizacién de este capitulo es la siguiente: en la seccion 6.2 se recuerda la
formulacion del problema basico de RBDO, describiendo cada una de las partes que los
componen. La seccion 6.3 trata sobre otros problemas RBDO mas complejos que el
problema basico: problemas que consideran los costes de fallo, problemas
multiobjetivo, problemas con fiabilidad variable en el tiempo, etc. La seccion 6.4
introduce una clasificaciéon de los principales métodos existentes para resolver el
problema RBDO dado por la formulaciéon bésica. Esta clasificacion es ya clasica en la
literatura sobre RBDO: métodos de dos niveles, métodos mono nivel o de lazo Unico y
los métodos desacoplados. La seccion 6.5 presenta el método tradicional de doble lazo y
otros métodos de doble lazo avanzados que se derivan del método tradicional. La
seccion 6.6 hace un amplio estudio del analisis de sensibilidad respecto a las variables
de disefio en los métodos de doble lazo. En la seccion 6.7 se resumen y comparan las
caracteristicas de las formulaciones de doble lazo basadas en indice de fiabilidad y en
medida de prestacion. Una de las principales desventajas de los métodos de doble lazo
es el alto coste computacional que presentan como se explica en la seccidon 6.8. Los
métodos de lazo Unico se analizan en la seccion 6.9, mientras que los métodos
desacoplados se tratan en la secciéon 6.10. Se ha realizado una seleccion de métodos
RBDO vy se han programado formando una “7Toolbox” de MATLAB.
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6.2 Formulacion de un Problema Basico de RBDO

Existen varias formulaciones de los problemas RBDO, dependiendo de la
complejidad del problema analizado. Consideramos inicialmente la formulacion basica,
mas habitual en RBDO:

g}gyf(d,ux,up)
sa P, =Plg(d,X,P)<0]< P, i=1l..,n (6.1)

d"<d<d”, px < px < px
donde

f ([)] es la funcion objetivo;

d O R es el vector de variables de diseiio deterministas:

X OR™ es el vector de variables de diserio aleatorias;

P U RY es el vector de parametros aleatorios;

px UR™ es el vector de valores medios de las variables de diserio aleatorias;

pp LR es el vector de valores medios de los parametros aleatorios;

n es el namero de restricciones probabilisticas a nivel de componente;
k es el nimero de variables de disefio deterministas;

m es el nimero de variables de disefio aleatorias;

g es el nimero de parametros aleatorios;

P, esla probabilidad de fallo correspondiente a la restriccion probabilistica i;
P; es la probabilidad de fallo admisible para la restriccion probabilistica i;

d“,d” OR" son los limites laterales para el vector de variables de disefio

deterministas;

ny, px O R” son los limites laterales para el vector de valores medios de las

variables de diseno aleatorias;

Esta formulacion basica de RBDO esta compuesta por una tnica funcidén objetivo que
se trata de optimizar sujeta a varias restricciones probabilistas. Se considera que la
funcion objetivo tiene en cuenta, exclusivamente, el coste inicial de la estructura. Las
restricciones probabilistas son restricciones a nivel de componente y se refieren a la
probabilidad de fallo correspondiente a cada modo de fallo o funcidn de estado limite.

6.2.1 Variables Aleatorias y Variables de Disefio

En esta formulacion basica de RBDO las variables de disefio pueden ser o bien
pardmetros de las distribuciones probabilisticas de las variables aleatorias de disefio, o
bien, variables de disefio deterministas, descritas mediante el vector d. Los primeros se
conocen como variables de diserio distribucionales y, entre otras, pueden ser: media,
desviacion estandar, varianza, momentos de orden superior, etc. de las variables
aleatorias X. Al vector de variables de diseiio distribucionales le llamamos 0.
Habitualmente, como en la formulacion basica estudiada aqui, se utilizan los valores
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medios de las variables de disefio aleatorias px, como variable de disefio
distribucionales. En un caso mas general, llamamos n = {d, 0} al vector de variables de
disefio que incluye ambos tipos de variables (variables de diseiio deterministas y
variables de diseno distribucionales).

El vector P, representa los parametros aleatorios, es decir, variables aleatorias cuyos
parametros distribucionales no son variables de disefio y, por tanto, no son controlables
por el disefiador.

Teniendo en cuenta esta anotacion, se tiene una formulacion RBDO maés general, de
la forma

min /(d,0,0,)

sa. P,=Plg.(d,X,P)<0|<P!, i=1,.n (6.2)
d"<d<d’, 0'<0<¢0’

donde 0;, es el vector de parametros distribucionales del vector P.

Algunas de las distribuciones usadas habitualmente para modelar las variables
aleatorias son: normal, lognormal, exponencial, uniforme, Weibull y distribuciones de
valores extremos. En un problema RBDO es deseable mantener el nimero de variables
aleatorias en el menor valor posible desde el punto de vista de la eficiencia
computacional. Asi, en problemas practicos también es necesario realizar un cribado o
“screening” de variables aleatorias. Esta seleccion puede hacerse usando la intuicion del
ingeniero o mediante un analisis de sensibilidad post-optimo de los resultados obtenidos
de las busquedas del MPP.

6.2.2 Funcion Objetivo.

La funcién objetivo f* en la formulacion basica de RBDO es el coste inicial o coste

de construccion de la estructura que notamos como C;. En otras formulaciones que se
expondran posteriormente, la funcién objetivo puede sea mas compleja, puesto que
puede incluir los costes debidos a los fallos de la estructura, costes de mantenimiento,
etc. El coste inicial generalmente es alto para estructuras con baja posibilidad de fallo o
bajo riesgo; y viceversa, el coste inicial es bajo para estructuras con alta posibilidad de
fallo. En ocasiones el problema RBDO se formula como un problema de optimizacion
multiobjetivo.

6.2.3 Funciones de Restriccion Probabilistas

Las funciones de restriccion probabilistas se refieren a la probabilidad de fallo de
alguna funcion de estado limite que describe determinado modo de fallo de la
estructura. Las funciones de estado limite g; (d,X,P) dependen de las variables que
intervienen en el problema.

También podemos escribir las funciones de estado limite de la forma g; (l//,d, X,P),
donde ¢ es alguna medida de prestacion general, por ejemplo, el desplazamiento o la

tension en un punto, frecuencia natural, o alguna cantidad expresada como la integral de
cierta funcion / sobre el dominio estructural Q, de la forma:

o = | Hz(a,X,P),0z(d, X,P).d, X, PJdQ (6.3)
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donde, z es el desplazamiento y [z es el gradiente del desplazamiento.
Cuando se utiliza el Método de Fiabilidad de Primer Orden (FORM), la probabilidad
de fallo P, para una funcion de prestacion se puede aproximar mediante el indice de

fiabilidad £ obtenido en el proceso iterativo del FORM, y se tiene:
P =P(g(d X,P)<0)=®(-5) o f=-0'(R) (64)

Entonces las restricciones probabilisticas dadas por P(g,.(d, X,P)S O)S P, para

i=1,..,n se pueden escribir como [ =/ con i=l,.,n. Por tanto, el problema
basico de RBDO dos formulaciones equivalentes:

min £ (d, px, e )
Ll x

sa B=zpB, i=1l..,n (6.5)
d'<d<d", px < px < px

donde P, = P(g,- (d, X,P)S 0) y [, son, respectivamente, la probabilidad de fallo y el
indice de fiabilidad para la funcion de prestacion o modo de fallo i para el disefio dado
y P; y [ son la probabilidad de fallo admisible u objetivo (en la bibliografia se utiliza

el subindice ¢ de “target”) y el indice de fiabilidad requerido u objetivo para esta
funcion de prestacion o modo de fallo. En algunos problemas las probabilidades de fallo
admisibles o los indices de fiabilidad objetivos estan ya determinados a priori por la
normativa o los codigos de disefio.

Una formulacion mas general de un problema RBDO tiene dos tipos de
restricciones: restricciones probabilistas y restricciones deterministas.

6.2.4 Formulacion Invariante en el Tiempo

Otra caracteristica de la formulacion basica de RBDO dada por el problema de
optimizacion probabilista (6.1) es la de ser invariante en el tiempo. En las aplicaciones
précticas, las fiabilidades dependen del tiempo. Las fiabilidades decaen tipicamente con
el tiempo. Cuando se plantea una formulacion RBDO general variante en el tiempo,
habra que considerar también el problema de la planificacion 6ptima de las inspecciones
y del mantenimiento con el fin de minimizar el coste total formado por la suma de los
costes iniciales, los costes de las inspecciones, los costes del mantenimiento y los costes
de fallo. Asi, se planificara la realizacion de una inspeccidon cuando se prevea que la
fiabilidad global de la estructura haya disminuido por debajo de cierto nivel umbral.
Generalmente, es deseable el reducir el niumero de inspecciones y de tareas de
mantenimiento, debido al alto coste que representa la mano de obra. En este trabajo no
se han considerado problemas de fiabilidad variable en el tiempo. Un ejemplo de este
tipo de problemas es el disefio de estructuras offshore (plataformas petroliferas). Estas
estructuras se caracterizan por un periodo de vida util grande y es necesario determinar
los planes de inspeccion y mantenimiento teniendo en cuenta la dependencia de la
fiabilidad con el tiempo.
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6.2.5 RBDO a nivel de Componente y RBDO a nivel del Sistema.

En la formulacion (6.1) se han considerado restricciones probabilistas sobre la

probabilidad de fallo (o, de forma equivalente, sobre el indice de fiabilidad) de cada
funcion de estado limite o modo de fallo de cada componente. Esta es la formulacion
con la que habitualmente se trabaja en aplicaciones practicas.
En otros casos, en vez de considerar restricciones referidas a cada componente, se
considera una unica restricciéon sobre la probabilidad de fallo del sistema completo.
Entonces se tiene una formulacion RBDO con una restriccion a nivel de sistema.
También existen formulaciones RBDO mas complejas con restricciones probabilisticas
tanto para componentes como para sistema.

Es mas habitual la formulacion con restricciones que afectan a las probabilidades de
fallo de componentes que la formulacion con una restriccion a nivel de sistema. Esto se
debe a que el primer caso suele ser mas sencillo de implementar. El modo de fallo del
sistema es una combinacion de todos los modos de fallo de componente, y asi se tiene
sistemas serie, sistemas paralelo, sistemas serie — paralelo, etc. El calculo de la P, del

sistema es bastante complejo y en la mayoria de los casos sélo se llega a obtener unos
limites de la misma.

Enevoldsen y Sorensen (1993)* desarrollaron una formulacion de RBDO basada en
FORM para problemas con una restricciéon a nivel de sistema. Definieron el sistema
como un sistema serie de sistemas paralelo de modos de fallo de componente. En
problemas tales como estructuras redundantes o hiperestaticas, puede ser muy complejo
determinar los modos de fallo puesto que pueden estar determinados por el orden de
fallo de los elementos estructurales. Ademas, es posible tener restricciones de fiabilidad
redundantes aplicables en estructuras estaticamente indeterminadas o hiperestaticas
después de que ciertos elementos estructurales hayan fallado.

6.3 Otras Formulaciones RBDO

6.3.1 Optimizacion de Diseiio Basada en Fiabilidad Multiobjetivo

La optimizaciéon multiobjetivo aparece de forma natural en el disefio estructural
debido a la naturaleza multicriterio de los problemas de disefio estructural. Puesto que
los criterios que se aplican en un disefo estructural son generalmente de naturaleza
contradictoria, no existe una regla de optimalidad universal. En un sistema estructural
eficiente deberian equilibrase de manera Optima objetivos contrapuestos tales como
coste y fiabilidad. Es por ello que un problema RBDO multiobjetivo puede formularse
como:

min C, (d,8), min P,(d,0) (6.6)

donde C; (d,ﬂ) es el coste inicial de la estructura y Py (d,ﬂ) es la probabilidad de fallo
del sistema estructural.

La solucion (dD,GD) de la ecuacion (6.6) se define como una solucion no inferior, es
decir, es una solucion tal que hace que ninguno de los objetivos puede reducirse mas sin
incrementar los otros. El método presentado no proporciona una solucion Optima, sino
un conjunto continuo de puntos llamado conjunto 6ptimo de Pareto, como se ve en la
Figura 6.1. Cada uno de estos puntos 0ptimos de Pareto puede ser un disefio 6ptimo real
cuando no se consideren elementos técnicos ni econdomicos.
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Las soluciones de Pareto de la ecuacion (6.6) pueden obtenerse mediante el método
de la restriccién & (Osyczka, 1984)%. Este método convierte el problema multiobjetivo
en una serie de problemas de un solo objetivo manteniendo uno de los objetivos y
transformando los otros en restricciones. Resolviendo estos problemas de un solo
objetivo para distintos valores de las restricciones se llega a un conjunto de soluciones
optimas de Pareto. De este modo, un problema de optimizacion multiobjetivo puede
considerarse como una serie de problemas de objetivo Unico.

La ventaja de la optimizacion multiobjetivo es que permite una eleccidon entre
soluciones aceptables diferentes para encontrar el mejor compromiso posible que tenga
en cuenta simultaneamente todas las funciones objetivo. Para realizar la eleccion del
disefio final entre las soluciones de Pareto se precisa definir preferencias. Un método
para definir preferencias es usar la siguiente funcién de utilidad lineal U . Véase: S.
Mau y R.G. Sexsmith (1972) ® y F. Casciati y L. Faravelli (1985)".

U(a,0)=—(c,(a,0)+ap;(d,0)) (6.7)

donde @ es un coeficiente de compromiso entre C; y P,. Maximizando la funcion de

utilidad U se obtiene la solucion preferente A elegida del conjunto 6ptimo de Pareto,
como se ve en la Figura 6.1.

Cii
N
\
N . L L.
C,D 4N Conjunto éptimo
\ de Pareto
NN
NN\
Funcion de \
Utilidad Creciente
\ \\ \\
A T\ NN -
Py By

Figura 6.1 Solucién preferente del conjunto 6ptimo de Pareto.

6.3.2 Optimizacion de Diseiio no Restringida Basada en fiabilidad

Considerando el coste del fallo de la estructura como Cj, el coste inicial de la
estructura como C;, el coste total de la estructura es Cr (d,ﬂ) =C; (d,9)+ CrP, (d,B). El

problema de optimizacion basada en fiabilidad no restringido consiste en minimizar este
coste total:

min C;(d,0) = C,(d,0)+ C P, (d,0) (6.8)
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donde el coste de fallo Cr deberia reflejar no sélo los aspectos materiales, sino
también, todos los aspectos sociales y éticos asociados al fallo estructural.

6.3.3 Optimizacion de Disefio Restringida Basada en Fiabilidad

Los problemas de optimizacion de un unico objetivo también pueden obtenerse a
partir del problema multiobjetivo (6.6) restringiendo una de las funciones objetivos. Si
la funcidn probabilidad de fallo se convierte en una restriccion, se obtiene el siguiente
problema de optimizacion basada en fiabilidad restringida de objetivo tnico:

min C, (x),

sa. P(x)< P (6.9)

donde C; es el coste inicial de construccion de la estructura a minimizar y P; es la
probabilidad de fallo admisible del sistema. Esta formulacion es la habitual en RBDO
con restriccion a nivel de sistema. La formulacion (6.9) parece ser mas apropiada desde
un punto de vista técnico, puesto que todos los aspectos no técnicos pueden tenerse en
cuenta en la seleccion de la probabilidad de fallo admisible P;. En cambio, la

formulacion dada por la ecuacion (6.8) requiere la valoracion del coste monetario de
Cr, que incluye los costes asociados con aspectos “intangibles” como la pérdida de
vidas humanas.

En analogia a como se llegd a establecer la ecuacion (6.9), también se puede
reformular el problema de optimizacion multiobjetivo basada en fiabilidad de la
ecuacion (6.6) restringiendo la funcion del coste inicial, es decir, de la forma:

min P (x)

(6.10)
sa. C,(x)<C;

donde C; es el coste inicial admisible.
En los problemas de optimizacion formulados arriba, con la excepcion de (14), el
coste inicial C; se expresa frecuentemente en funcion del volumen o peso estructural

total. En las siguientes referencias se puede encontrar un excelente recopilacion de las
formulaciones RBDO: P.Thoft-Christensen and J.D. Sorensen (1987)°® y P.Thoft-
Christensen (1990)°’ y A. Chateauneuf and Y. Aoues (2008)%,

6.3.4 Formulaciones Alternativas para RBDO de Sistemas

Las formulaciones de optimizacion basadas en fiabilidad tratadas anteriormente se
definieron considerando una restriccion sobre la probabilidad de fallo del sistema. Estas
mismas formulaciones pueden escribirse en una forma alternativa, pero no es
completamente equivalente, considerando probabilidades de fallo de componente. Asi,
por ejemplo, la formulacion (6.9) pasa a ser

min C, (d, ),

sa. P,(d,0)< P i=1..n (6.11)
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donde P, es la probabilidad de fallo asociada al modo de fallo i, P; es la probabilidad

de fallo admisible del modo de fallo i, y n es nimero de modos de fallo o de funciones
de estado limite. Esta es la formulacion mas frecuente de los problemas practicos de
RBDO vy coincide con la ya explicada. Y es, por tanto, la que se empleara en este
trabajo.

Las formulaciones anteriores, dadas por las ecuaciones (6.6) a (6.11), se pueden
modificar sustituyendo las restricciones escritas en funcion de la probabilidad de fallo,
en otras equivalentes, en funcion del indice de fiabilidad de componente o de sistema.

6.4 Métodos de Solucion RBDO

En los ultimos 25 afios se ha desarrollado una extensa investigacion en el desarrollo
de métodos y algoritmos para la solucion de estas formulaciones de RBDO. Aunque nos
centramos en los métodos para la solucion de la formulacion del problema bésico de
RBDO dado por la ecuacion (6.1), también se exponen algunos métodos para resolver
problemas RBDO con restriccion a nivel de sistema. Se revisardn estos métodos
considerando aspectos como convergencia, exactitud de la solucion, sencillez de
implementacion, etc.

6.4.1 Método Tradicional de RBDO

El método tradicional de solucion del problema basico de RBDO parte de la
formulacion dada por la ecuacion (6.1). Esta formulacion consiste en un problema de
optimizacion anidado o de doble lazo. El primer método que se aplicod en su resolucion
consistia en un procedimiento iterativo de doble lazo cuyo esquema se representa en la
Figura 6.2. En el lazo interno, para cada conjunto de variables de disefio, se desarrolla el
andlisis de fiabilidad para evaluar las restricciones probabilisticas. En el lazo externo se
lleva a cabo la optimizacion sobre las variables de disefio.

Este método de solucion es, por naturaleza, computacionalmente intensivo,
requiriendo numerosas evaluaciones de la funcion objetivo y de las restricciones
probabilisticas. Este era el unico procedimiento de solucion del problema RBDO que
existia antes de 1990.

Como ya se ha especificado anteriormente, las restricciones de fiabilidad también se
pueden especificar en términos de indice de fiabilidad. En la evaluacién de las mismas
se utiliza, fundamentalmente, el método FORM. Es necesario, por tanto, obtener el
indice de fiabilidad £ de cada restriccion probabilistica, es decir, el indice de fiabilidad
de Hasofer y Lind definido en 1974. Véase Hasofer and Lind (1974)°. Posteriormente,
este indice fue modificado por Rackwitz — Fiesler para aplicarlo al caso de
distribuciones no normales, dando lugar al indice de Hasofer-Lind-Rackwitz-Fiesler.

El célculo del indice de fiabilidad de una restriccion precisa de la solucion del
problema de optimizacion restringida

£ = min ||u|| 6.12)
sujeto a G(u,n) =0 '

donde ||u|| es la distancia entre el origen y la funcion de prestacion en el espacio

normalizado U, n es el vector de variables de disefio: = {d, 9}. La solucion de (6.12)
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mediante el método FORM precisa de la transformacion del espacio de variables
aleatorias original X al espacio de variables aleatorias normales estandar U , mediante
una transformacion probabilistica apropiada del tipo U =T (X) . Véase el capitulo 2.

La solucion de este problema es un punto que se representa como u" y se llama el
Punto de Fallo Més Probable o MPP (del inglés, “Most Probable Point”), Punto de
Disefio o Punto [, puesto que [ = HuDH. Se denota como x"” o u”, dependiendo de si se

considera el MPP en el espacio fisico original o en el espacio normalizado,
respectivamente.

A 4

Lazo de
Lazo de iy e
Obptimizacién < »| Analisis de
p Fiabilidad

Figura 6.2 Esquema del método iterativo de doble lazo.

6.4.2 Condiciones de Optimalidad de KTT del Problema de Fiabilidad Estrucural

Para el problema de optimizacion descrito por la ecuacion (6.12), las condiciones de
optimalidad de KKT se escriben

0, u|| + ADUG(uD, n) =0
Glu®m)=0

(6.13)

donde [, es el operador gradiente en el espacio normalizado y A es el multiplicador de
u| y DUG(uD, n) estan

DHG(uD,nl‘. Por tanto el problema de fiabilidad debe

Lagrange. De la primera ecuacion se deduce que los vectores [,

alineados y se tiene que A= 1/ ‘

satisfacer las condiciones:

Glu"m)=0

DHG(uD,l])ﬂlD+‘ (6.14)

0.G(u”,n)| ghu] = 0

El proceso de optimizacion se desarrolla en el espacio de las variables de disefio
(d,B). En paralelo, la solucion del problema de fiabilidad se desarrolla en el espacio de
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las variables aleatorias resolviendo el problema de optimizaciéon dado en (6.12). El
tiempo de calculo que lleva este procedimiento es extremadamente alto debido al gran
numero de evaluaciones de funciones de estado limite que hay que realizar. En
aplicaciones practicas, cada una de estas evaluaciones suele precisar la evaluacion de la
respuesta estructural o de alguna medida de prestacion mediante algin método
numérico, por ejemplo, mediante un cddigo de elementos finitos. En tal caso el proceso
puede ser muy costoso.

6.4.3 Clasificacion de los Métodos de RBDO

En los tltimos 10 afios han aparecido en la literatura sobre optimizacién estructural
varios métodos alternativas al método tradicional de RBDO tratando de soslayar su alto
coste computacional. Estos métodos se pueden clasificar en tres grandes grupos:

1.- Métodos de dos niveles (double loop methods)
Este grupo recoge los métodos que incluyen mejoras del método de doble
lazo tradicional. Estas mejoras afectan, fundamentalmente, a la fase de
analisis de fiabilidad.

2.- Métodos mono-nivel. (single loop approaches)
Este grupo recoge los métodos que tratan de resolver simultdneamente
los problemas de optimizacion y de andlisis de fiabilidad dentro de un
unico lazo que trabaja tanto con variables de disefio como con variables
aleatorias.

3.- Métodos desacoplados (decoupling approaches)
En los métodos de este grupo, las restricciones de fiabilidad se sustituyen
con restricciones deterministas (o pseudo-deterministas) equivalentes
introduciendo algunas simplificaciones adicionales.

En las siguientes secciones se describen estos métodos.

6.5 Métodos de dos Niveles o de Doble Lazo en RBDO

Una manera directa de resolver los problemas RBDO es el método de dos niveles o
de doble lazo, donde el lazo externo trata de resolver el problema de optimizacion
mejorando las variables de disefio (d,ﬁ) y el lazo interno trata de resolver el problema
de fiabilidad tratando con las variables aleatorias (X,P). Los métodos RBDO de doble
lazo se clasifican en funcion del tipo de restricciones probabilistas que manejan:

> Meétodos Basados en el indice de Fiabilidad. RIA (del inglés, “Reliability
Index Approach™).

» Métodos Basados en Medida de Prestacion. PMA (del inglés, “Performance
Measure Approach ™).
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La Figura 6.3 es una representacion del diagrama de flujo de los métodos de doble
lazo, comun a ambos conjuntos de métodos. En las siguientes secciones se desarrollan
ambas formulaciones del método de doble lazo.

6.5.1 Métodos RBDO Basados en el indice de Fiabilidad (RIA)

La formulacion RBDO basada en indice de fiabilidad es aquella en la que las
restricciones probabilisticas se formulan en términos de indice de fiabilidad, es decir,
son de la forma £ = ' con i=1,..,n,donde B y [ son, respectivamente, el indice
de fiabilidad real y el indice de fiabilidad objetivo para la restriccion i-ésima. Este
método basado en indice de fiabilidad coincide exactamente con el método tradicional
de RBDO presentado en la seccion anterior.

El problema RBDO se resuelve en dos espacios: el espacio de las variables de
disefio, correspondiente al espacio fisico determinista y el espacio de variables
aleatorias normales estdndar, obtenido mediante la transformacién probabilistica del
espacio de variables aleatorias fisicas. La formulacion RBDO basada en RIA consiste
en resolver los dos siguientes problemas:

1.- Problema de optimizacion bajo restricciones de fiabilidad en términos de indice
de fiabilidad, en el lazo externo:

rﬂl,ien : f (d, 9)

sujetoa B =26 i=1..n
d" <d<d’

0% <05 <0%

(6.15)

Se trata de un problema de optimizacidon no lineal restringido, que se puede resolver
aplicando alguno de los métodos estandar existentes en programacion no lineal: Método
de Direcciones Admisibles, Método del Gradiente Conjugado, Programacion
Cuadratica Secuencial, abreviada como SQP (del inglés, “Sequetial Quadratic
Programming”), etc.

2.- Problema de andlisis de fiabilidad en el lazo interno, que consiste en el calculo
de indices de fiabilidad £, :

B, = min ||u|| 6.16)
sujeto a G, (u,n) =0 '

donde ||u|| es la distancia entre el origen y el punto considerado en el espacio aleatorio

normalizado, G; (u, 1]) es la funcion de estado limite i-ésima. Como se puede apreciar
de la ecuacion (6.16), este problema es también un problema de optimizacién
restringida, cuya solucion es el MPP de la restriccion probabilista. Para resolver el lazo
de andlisis de fiabilidad se puede aplicar cualquiera de los métodos del capitulo 2, sin
embargo, se utiliza fundamentalmente (en el 90% de los casos) el método FORM. Por
ejemplo, el algoritmo HL-RF es habitual en RBDO basado en RIA. Los [ obtenidos

con el FORM son los indices de fiabilidad de primer orden.
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La solucién del problema RBDO con la formulacion tradicional equivale a resolver
los dos problemas de optimizacion anidados. Este método tiene un alto coste
computacional para problemas que precisan de herramientas de analisis complejas y con
un gran numero de variables aleatorias y de disefio, debido a los altos costes
computacionales asociados con el andlisis de fiabilidad. Estos costes tan elevados
aparecen en el analisis de fiabilidad debido a las siguientes razones:

1.- Dado un conjunto de variables de disefio, para cada restriccion hay que
desarrollar un andlisis de fiabilidad para obtener el MPP correspondiente.
Ademas, en cada iteracion del andlisis de fiabilidad se precisa realizar un
analisis completo del problema incluyendo el analisis de sensibilidad. El
coste computacional aumenta con el niimero de restricciones y con el
numero de variables aleatorias del problema.

2.- La busqueda del MPP es, frecuentemente, muy costosa cuando las
restricciones son extremadamente no lineales en el espacio U . Los costes
computacionales también aumentan para restricciones no lineales si el MPP
esta alejado o, en otras palabras, la probabilidad de fallo para estas funciones
de estado limite es muy baja o el indice de fiabilidad es muy alto.

3.- Es necesario realizar el andlisis de fiabilidad de todas las restricciones para
cada conjunto de variables de disefio resultante en cada iteracion del lazo
externo de optimizacion. Como se ilustra en la Figura 6.4.(a), este
procedimiento lleva a un esquema de convergencia lenta y zigzageante
causado por los cambios secuenciales del punto 6ptimo y del MPP

Se ha demostrado que RIA converge lentamente o, incluso, no converge para un
buen numero de problemas. Véase Choi y Youn (2002)%. Esto ocurre especialmente
cuando la superficie limite estd muy alejada del origen en el espacio normal estandar o
cuando se da el caso especial de que no exista la superficie limite G; (u,n) =0 (Gano,
2005) ™

6.5.2 Métodos RBDO Basados en Medida de Prestacion (PMA)

Como ya se ha mencionado, se han desarrollado métodos que tratan de mejorar el
lazo interno de andlisis de fiabilidad de la formulacion de doble lazo tradicional puesto
que es el que conlleva el mayor coste computacional en RBDO. Este coste puede llegar
a ser prohibitivamente alto en aplicaciones practicas de ingenieria.

Lee y Kwak (1988)"! propusieron un algoritmo de busqueda del MPP basado en el
Método Avanzado de Primer Orden Momento Segundo, AFOSM (del inglés,
“Advanced First Order Second Moment”) como una alternativa a RIA. Este método fue
re-desarrollado separadamente en 1999 por Tu ez al.”*, y llamado Método de Medida de
Prestacion (PMA). Ademas, estos autores demostraron que PMA era mas eficiente que
el RIA para restricciones inactivas, y que tenia una mayor tasa de convergencia.

El método PMA se basa en un analisis de fiabilidad inverso, donde cada restriccion
probabilista se describe en términos del valor de una funcién de prestacion, en lugar del
valor de su indice de fiabilidad (Tu ez al., 1999)".

Cada funciéon de prestacion gi(d,X,P) estd caracterizada por su funcion de
distribucion de probabilidad F, ([)] de forma que:
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F, (0)= P(g,(d,X,P)<0) (6.17)
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Figura 6.3 Diagrama de flujo del proceso RBDO de doble lazo
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La restriccion probabilista para la funcion de prestacion i -ésima es:
F, (0)=P(g,(d,X,P)<0)< &(- 5) (6.18)

Si llamamos Fgfl a la inversa de la funcion de distribucion, la ecuacion anterior se

puede escribir como
g, ([@X,P)=F;'(o(-8))<0 (6.19)

donde g, es la medida de prestacion probabilistica para la restriccion probabilistica

i ésima g; (d, X, P) y [ es el indice de fiabilidad minimo requerido para la estructura.
El problema RBDO se formula entonces como el siguiente problema de

optimizacion restringida
min : f(d,G,GP)
sujeto a g, (d,X,P)=0  i=1-n
d"<ds<d’

05 <0, <0%

(6.20)

Los valores de la medida de prestacion probabilistas g, se obtienen resolviendo un
problema de fiabilidad inversa formulado como el problema de optimizacion no lineal:

min G; (u, n)
u (6.21)
sujetoa u| = B’

donde el vector de variables estandarizadas u, se considera el vector de variables de
disefio. En el 6ptimo u%z 5 » e obtiene el indice de fiabilidad prescrito 5 = ”“2: ﬁ,-‘”' A
este punto se le conoce como el MPP de fiabilidad inversa (MPPIR), pero no tiene por
que ser el mismo que el MPP obtenido en RIA. El valor de la funcién de prestacion en

el MPPIR es G, y es el valor mas pequefio de G que es tangente a la superficie de
fiabilidad objetivo, representada por la hiperesfera "uD" = . Los puntos optimos de

PMA y de RIA seran iguales cuando el indice de fiabilidad objetivo 8’ que se usa en
PMA sea exactamente el mismo que el indice de fiabilidad obtenido en RIA. Cuando
esto ocurra el valor de la medida de prestacion en el MPPIR, GE, , tomara el valor cero.
Los algoritmos de solucion de PMA son maés sencillos que los de RIA, puesto que
solo se necesita calcular el vector direccion unitaria u[D;: 5/ Hugz 5 H y explorar la esfera o

hiperesfera ||u|| = B, (véase Figura 6.4.(b)).

Para la resolucion del problema de optimizacion (6.21) también se pueden emplear
algoritmos de optimizacion general (Liu and Der Kiureghian, 1991); sin embargo los
métodos de valor medio (MV) como el Método de Valor Medio Avanzado (AMV) son
mas habituales en PMA debido a su simplicidad y eficiencia (Wu ez al., 1990)" .
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Figura 6.4 Esquemas de las bisquedas de los puntos de disefio en las formulaciones RIA y PMA.

Youn et al., (2003)™ propusieron un método de solucion para RBDO que utiliza el
método PMA en el andlisis de incertidumbre en el lazo interno de RBDO. Este método
incorpora un algoritmo de busqueda del MPP eficiente que combina los algoritmos de
Valor Medio Avanzado (AMYV, del inglés, “Advanced Mean Value”) y Valor Medio
Conjugado (CMYV, del inglés, “Conjugate Mean Value) en un método llamado método
de Valor Medio Hibrido (HMV, del inglés, “Hybrid Mean Value”). El uso del método
HMYV se ha demostrado que es valido y muy adecuado para PMA debido a su robustez
y eficiencia. El RBDO con HMV para el lazo interno fue aplicado al problema de
resistencia al impacto de vehiculos y se obtuvieron buenos resultados para el problema
de satisfacer la fiabilidad objetivo mientras ademas se minimizaba el peso del vehiculo.

A continuacion se desarrollan estos algoritmos que a diferencia de los algoritmos
empleados en la formulacion RIA no llegan a calcular la probabilidad de fallo de la
restriccion. Unicamente, se necesita determinar que g, 20. Por el contrario, los

algoritmos FORM, SORM vy otros, usados en la formulacion RIA, si que calcula la
probabilidad de fallo y ya se expusieron en el capitulo 2.

6.5.3 Método de Valor Medio Avanzado (AMY)

El método de Valor Medio Avanzado (AMV) (véase (Wu ef al., 1990)" y (Wu,
1994)7), comienza con el Método de Valor Medio (MV), definido como:

. Uglmx Oy
u,, = ,B,n(O) donde n(()) = _|D igﬁxg” = _|D gg%” (6.22)

Hay que sefialar que se ha simplificado la notaciéon y por ello no se representa el
vector de variables de disefio . El método trata de minimizar la funcion de prestacion

G(u), es decir, la funcion de coste en (6.21). Para ello calcula la direccion de maximo
descenso normalizada n(()) en el valor medio. EIl AMV actualiza de forma iterativa el
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vector de la direccion de méaximo descenso en el punto probable u(Af‘A)W, obtenido
inicialmente usando el método MV. Asi, el método AMV se puede formular como

u®, =ul,, u%=gn@’),)conk=1 (6.23)
donde
®)
(k) \— _ OuG ey
n{uy, )= 6.24
b=l 0

Este método trabaja bien en el caso de funciones de prestacion convexas, pero
adolece de inestabilidad e ineficiencia en el caso de una funcion de prestacion concava
(Choi y Youn, 2001)"°. Esto se debe a que actualiza la direcciéon considerando
unicamente un punto: el MPP actual.

6.5.4 Método de Valor Medio Conjugado (CMYV)

El método AMYV suele presentar problemas de convergencia lenta y/o divergencia
cuando se aplica a funciones de prestacion concavas. Estos problemas se deben a la falta
de informaciéon actualizada durante el analisis iterativo de fiabilidad. Este tipo de
dificultades se pueden resolver usando, ademés de la informacion sobre el MPP actual,
la informacion de los MPP anteriores. Esto es lo que hace el método de Valor Medio
Conjugado. En el CMV la nueva direccion de busqueda se obtiene combinando

n(u(CkA;,z,)), n(u(ckﬁ?,,)) y n(u(ckj\)l,,) con la misma ponderacion, de forma que se dirija segun la
diagonal de las tres direcciones consecutivas de maximo descenso. Es decir,

() (1 ) —,0

0 — — 50
Uy =0, ugy, =ul,,, uly, =ujg,,

) (6.25)

(¥) (k-1)
. nl\u +niu
u(cleV) =8 ( CMV) ( MV

donde

(k)
n(ul), )= —E%}Lﬁ (6.26)

Consecuentemente, la direccibon de maximo descenso conjugada mejora
significativamente la tasa de convergencia y la estabilidad para una funcion de
prestacion concava, en comparacion con el método AMV. Sin embargo, el método
CMV propuesto es ineficiente para funciones de prestacion convexas. Por tanto, es
necesario implementar un método que sea eficiente para cualquier tipo de funcion de
prestacion, sea concava o convexa. Una posible solucion es seleccionar adaptativamente
los métodos AMV o CMV una vez que se haya determinado el tipo de la funcion de
prestacion para obtener la evaluacion mas robusta y eficiente de las restricciones
probabilisticas. En la siguiente seccion se discute el método que se basa en esta idea.
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6.5.5 Método de valor medio hibrido (HMYV)

Para poder seleccionar el método de busqueda del MPP apropiado hay que
identificar primero el tipo de funcion de prestacion, es decir, si es concava o convexa. El
criterio que se aplica para conocer si la funcién de prestacion es concava o convexa
requiere el calculo de las direcciones de maximo descenso en tres iteraciones
consecutivas. Este criterio es de la siguiente manera:

) = (n(kﬂ) —n("))[ﬁn(k) _n(k—l)) (6.27)

Si sign(g(k”)) >0: Tipo convexoen ug}}l; con respecto al disefio n

6.28
Si sign(g(k”)) <0: Tipo concavoen u$5;3 con respecto al disefio n (6.28)

(k+1)

donde ¢ es el criterio de convexidad/ concavidad para la funcion de prestacion en la

iteracion k+1 y n®) es la direccion de maximo descenso para la funcién de prestacion
en el MPP, u(HkLV, de la iteracion k-ésima. Una vez que se ha definido el tipo de

funcion de prestacion, se selecciona adaptativamente uno de los dos algoritmos
numéricos para la busqueda del MPP. A este procedimiento numérico se le llama
método de Valor Medio Hibrido (HMV) y puede manejar funciones de prestacion que
sean concavas o convexas. (Youn et al., 2003)74.

6.5.6 Método de Valor Medio Hibrido Ampliado (HMV+)

Se ha demostrado que los métodos de andlisis de fiabilidad inversa (PMA) como el
HMYV son estables, mientras que los métodos de analisis de fiabilidad basado en indice
de fiabilidad (RIA) son inestables. Sin embargo, el método HMV podria divergir para
funciones de prestacion altamente no lineales, puesto que es un método basado en la
direccion gradiente. Para mejorar la estabilidad numérica y la eficiencia, se describe en
esta seccion el método HMV ampliado o mejorado y que denotamos como HMV+
(Youn et al., 2005)"". El método HMV+ mejora la estabilidad numérica y la eficiencia
cuando las funciones de prestacion son altamente no lineales proporcionando
comportamiento convergente estacionario en la busqueda del MPP.

El algoritmo HMV+ se basa en el algoritmo HMYV y trata de resolver el problema de
optimizacion (6.21) afiadiendo al algoritmo HMV el siguiente paso: Si el valor de la
funcion de prestacion G(u) aumenta en el siguiente punto de busqueda, la funcion de
prestacion se aproxima mediante un arco entre el punto actual y el punto de busqueda
siguiente con el fin de encontrar un nuevo punto de busqueda donde la funcion de
prestacion aproximada tenga el valor minimo.

Paso 1. Poner el contador de iteracion k& =0 y establecer el indice de fiabilidad
objetivo fB'. Considerar una tolerancia de convergencia determinada,
generalmente £ =10™. Hacer u%),, =0 para k =0

Paso 2. Calcular la funcion de prestacion y su sensibilidad: G(u(H"LH) y

0G(u%),.).

Paso 3. Comprobar la condicion de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):
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(k)
ug{f;f‘“ m% . —1l<e para k=2 (6.29)

HuHMV+

donde n es la direccidon de maximo descenso normalizada de G(u). Si se
satisface la condicion de KKT parar.

Paso 4. Si k=22 y [G(u(H"A)W) G(uHMV+) >0, el valor de la funcién de
prestacion G(u) aumenta en el siguiente punto de busqueda. Es necesario
interpolar o aproximar la funcion de prestacion entre estos dos puntos de
busqueda mediante un arco y obtener un nuevo punto de busqueda ulf),, que
minimice la funcion de prestacion aproximada. (

En otro caso, es decir, cuando £ <2 o [G(u(H"A)W) G(u HMV+)]< 0, entonces usar

el método HMV para obtener el nuevo punto de busqueda ulsD . Hacer

k=k+1 eiral paso 2.

En el método HMV+, el método de interpolacioén de arco se emplea cuando el valor
de la funcion de prestacion aumenta en el siguiente punto de busqueda para S >0. Se
precisa calcular los valores de la funcion de prestacion y de su gradiente en dos puntos

de busqueda consecutivos u%‘}m y u! HM,,+ para interpolar la funcion de prestacion a lo

largo del arco entre estos dos puntos de busqueda. Llamaremos G ala aproximacion de
G . Para la interpolacion, se introduce una coordenada paramétrica ¢ como:

U=s()@m*) +:@m® vy =8 st=0

BN T RS (R 630
ﬂtz

()= ~ ) @ —( :) mWY +(1-2)s
B

Se puede comprobar que s+(0) =1 yque s+(1) 0 por lo que U(O) =)y U(l) ®
La sensibilidad de la funcion de prestacion con respecto a la coordenada paramétrica
¢t se obtiene aplicado la regla de la cadena como

dG _ 3G 0U, _ 3G (ds ) +u(k)j (631)

dt  oU, ot U, \dt

En (6.31) las sensibilidades de la funcion de prestacion se evaluan en los dos puntos
de busqueda u*™ y u", es decirpara 1 =0 y 1 =1.



Capitulo 6. RBDO: FORMULACIONES Y METODOS 151

En =0, G(0)=G(U(0)) = G(u*")

dé| - dG(U)| - dG(u("_l)) . G(u(k_l)) dS(l) u(k_l) + u(k) —

| dr |, dt ’ dt |

e g (6.32)
DUG(u(k—l)) uTu(k—l) +u(k)J

dG| _dG(u) _ dGC(Z“(k)) - DUG(u("))EEdS—(t)

u +u(")] =
t=1

dt|  dr | ¢ dt
= (6.33)
0,G®) =Byt 4y
v u ) m®
Después, los valores (N}(O), (N}(l), 62—(5 y C;—C; se usan para determinar el polinomio
t=0 =1

cubico que interpola la funcion de prestacion:

G(t)=a, + ait + a,t* + a,t’ (6.34)

) es aquel que corresponde al valor ¢~ que minimiza

El siguiente punto de blsqueda ul
G(t). Este valor ¢, minimo relativo de la ecuacién cubica dada por G(), se deduce a

partir de las expresiones dada por Luenberger(1989)** para el ajuste cibico de una
funcion. En el siguiente apartado se transcriben estas ecuaciones.

Ajuste cabico

Sea f (x) una funcion que se desea aproximar. Dados los puntos x,., y x, junto con
los valores de la funcion y su gradiente en estos puntos: [ (xk_l), f '(xk_l), f (xk)
yf' (xk), se puede ajustar una ecuacion cubica que en dichos puntos tome los valores

correspondientes. Entonces puede determinarse el siguiente punto x,., como el punto
minimo relativo de esta ecuacion cubica. Esto da como resultado:

—- _ f’(xk)+u2_ul
Xpsl = X ()Ck Xk_1)|:f’(xk)_f,(xk—1)+2”2:| (6.35)

donde

fvm) = £ ()
X1 = X (6.36)

1/2

u = f’(xk—l)+f'(xk)_3
Uy = [ul2 = [ (et )£ (e )]

k+1)

El nuevo punto de busqueda del método HMV+, u esta dado por:
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u = s( W + Y en 1= (6.37)
donde

5(t) es minimo, para f, >0 638)
5(t) es maximo, para 5, >0 '

Es necesario notar que el valor de s(t) puede no ser Unico para un valor de ¢, si ¢ >1

(S (>0 s.t< B ]como se puede ver a partir de (6.30). Esto podria ser cierto
o g _(u(k—l) Eh(k))z

cuando el angulo que forman los tres puntos u*™, u® y u es mayor que 90° lo que
puede expresarse matematicamente como u“m"% <0. Cuando ocurra esto, se
seleccionara uno de los valores de s(t), el que proporcione un valor de funcion de
prestacion mas pequefio.

Variante del algoritmo HMV+ desarrollada por Liu Du

La formulacion de interpolacion en Youn et al., (2005)"" considera un dominio de
interpolacion mayor que [0,1], por lo que el punto de salida correspondiente al
parametro no es unico. Liu Du (2006)’® propone una variante del algoritmo HMV+ que
incluye una nueva interpolacion basada en angulo, tal que la interpolacion se realice en
el intervalo paramétrico [0,1], y el punto de salida sea tnico.

Puesto que el objetivo es encontrar el punto minimo de la funcidon de restriccion, es
deseable que el valor de la funcién de restriccion sea monotonamente decreciente
durante la iteracion de optimizacion. Si la funcion de restriccion aumenta en el nuevo
punto, debe existir un punto con un valor de la funcidon de restriccion minimo entre
estos dos puntos. Para determinar este punto, la interpolacion se aplica a lo largo de una
superficie hiperesférica. Esta idea es muy similar a la busqueda unidireccional que se
usa en el algoritmo de optimizacion no lineal no restringida convencional. Sin embargo,
para ahorrar tiempo de calculo, se utiliza interpolacion para encontrar el siguiente punto
de iteracion.

Si G(u H"A}1V+)< G(uHMV+) donde u%?). se obtiene usando el método HMV, entonces

se hace £k =k +1 y se vuelve a aplicar el método HMV para obtener el siguiente punto

de iteracion. Por otro lado, si G(uH"A}1V+)>G(uHMV+) se utiliza la interpolacién para

identificar un punto u(HMV)+ entre uﬂﬂ)m y u! HMV+ tal que G(u H"A}ZH) < G(u HMV+)

Puesto que el dominio de busqueda estd sobre una superficie hiperesférica, la

interpolacion no puede desarrollarse sobre una linea recta. Sin embargo, es conveniente
interpolar sobre el plano bidimensional en el que descansan el origen, u(ﬁ,&w y u H";L.
La interseccion de este plano con la superficie hiperesférica es un circulo sobre el plano

en el que se encuentran u(H"A)ﬂ,+ y uﬁ[jw. Por tanto, la interpolacién puede invocarse

sobre el camino circular entre uS,}m y u%{;,)w La expresion paramétrica de la

interpolacion es entonces:

) e ch ) Y i I (639)

sen@ send
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donde
uli),, i,

k+1
|:I:'llHMV+

@ = arccos ‘ (6.40)

‘u HMV +

es el angulo entre los vectores ull),, yu ). Hay que notar en primer lugar que U( )

esta sobre el plano ya que es una combinacion lineal de ull),, yu ). Segundo, puesto
que HHHMV+ =[uiih| = 8.
U(0)=uffly. y U(1) =l

La funcién de restriccion deberia tener un punto minimo a lo largo de la curva U(t)

|U( )|| = [, entonces U() estd sobre el arco circular, y

con 0<t¢<1. Para obtener este punto minimo local, se implementa una interpolacion
cubica 5(t) basada en el parametro ¢:

Gt)=a+bt+cr* +di*, 0<t<1 (6.41)

Se utilizan 4 valores para ajustar el polinomio cﬁbico que aproxime la funciéon de
prestacion G(U(t)) los valores de G en los puntos u*) y u*", es decir, para 1 =0 y

t =1 y el gradiente de Grespecto a t para t=0 y =1 (se ha quitado el subindice
HMV+ por simplificar la notacion):

En =0, G(0)=6(u(0))=c[u¥)

dG| _dG(u) = 0,6(®) du)

o)

de| — dt |, dt
= (6.42)
PR RN
send send
Ent=1, G(1)=6(U(1)=cu"*")
dé| — dG(U)| —_ D G (k+1) dU (k+1))[€dU(l)j
dt| dt | dt
(6.43)

send senH

=DUG(u(“”)[€— ul 4 geosf (k+1)j

El siguiente punto de iteracion es U(t*) donde ¢ es el punto donde el polinomio de

tercer grado es minimo.

La convergencia de la version del método HVM+ propuesta por Liu al punto
minimo del problema de optimizaciéon para la formulacion PMA (6.21) se alcanza
cuando el gradiente de la funcidon de restriccion tiene la misma direccion que el del
vector que va desde el origen al punto minimo, es decir, el producto escalar de la
sensibilidad de la funcion de restriccion normalizada y el vector unitario desde el origen
al punto minimo es uno.

Basado en la discusion anterior, el algoritmo de aplicacion del método HMV+ se
formula como sigue:
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Paso 1. Establecer la tolerancia de convergencia £ =10".

Hacer u” =0.

Calcular G(u®) y 0,G(u®).
o~ 0uG") 0 = _p s _
Hacer n HDUG o LMYy k=0.
(k+1) (k) by = DuGlu™)
Paso 2. Evaluar G(u )y DUG(u ), y hacer n HDUG ) ‘

Paso 3.Si k 21y Gu*?)> G

Paso 4. Hacer k£ =k +1. Comprobar la convergencia: si

), ir al paso 6. Si no, ir al paso 4.

(k)
n® -
B

t

< ¢ . Parar.

Paso 5. Si k£ 23 y la funcién de restriccion es concava, es decir

(¢ = (0 -0 —nt) < 0),

calcular u*" =-4 ﬁ‘n

en otro caso hacer ll

() 4 D 4 -

+nk1)+nk2H

=-B " . Ir al paso 3.

Paso 6. Desarrollar la 1nterp01a<:10n usando los valores de la funcion de

restriccion y las sensibilidades en u"
u", ir al paso 2.

Hacer u*") =

'y u*" para obtener el nuevo punto u".

Esta es la version del método HMV+ que se ha programado en el “Toolbox” de
RBDO desarrollado en este trabajo y cuyo diagrama de flujo se representa en la Figura
6.5. Hay que destacar que la comprobacion de convergencia impuesta en este algoritmo,
escrita en el paso 4 anterior, es menos estricta que la realiza en el algoritmo HMV, dada
por la ecuacion (6.44), que también tiene en cuenta la diferencia absoluta y la diferencia
relativa entre valores consecutivos de la funcion de prestacion. Para el algoritmo HMV+
se ha tomado como condicion de convergencia: Difv(l1) < ¢ .

k

(k)
Difr(1) =n® EP’B——I

] G () -G (k-1)
leV(2):| (u G)(u(k)()u )I (6.44)

Dif(3) =|G(u®) - G{u)
max Difv(i) < ¢
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6.5.7 Método de Doble Lazo basado en Medida de Prestacion Ampliado (PMA+)

El Método de Medida de Prestacion Ampliado (PMA+) recoge las ventajas del
método HMV+ tratando de mejorar la eficiencia numérica mientras se mantiene la
estabilidad en el proceso RBDO (Youn et al., 2005)”°. PMA+ es un método RBDO
basado en medida de prestacion que integra las tres ideas claves siguientes: arrancar el
proceso RBDO tomando como punto de inicio el disefio Optimo determinista,
comprobar la factibilidad de las restricciones probabilistas y realizar un analisis de
fiabilidad rapido o acelerado cuando se cumpla la condicién de proximidad del disefo.

Determinar
u® =0, G(u(o)), DG(u(O)), n(O)’ ul =B m©

Calcular G(u(k”)) y DG(u(k”))

A

Calcular n%*

Obtener

u(k+1)

Por HMV +

Interpolar y

Obtener
k+1)

u'

4

y

k=k+1

NO

A

Figura 6.5 Diagrama de flujo del algoritmo para el método HMV+.
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El procedimiento de disefio global en el método PMA+ de RBDO comienza con la
determinacion de forma eficiente del disefio Optimo determinista; y después prosigue
con la optimizacién de diseio basada en fiabilidad. La comprobacion de la factibilidad
de las restricciones probabilisticas en RBDO puede realizarse usando el método de
primer orden de valor medio (MV) que proporciona un grado admisible de exactitud en
la identificacion de las restricciones violadas o proximas a activarse, que llamamos
& —activas . Una vez que se ha identificado el estatus de factibilidad de las restricciones
probabilistas mediante el método MV, se realizara el analisis de fiabilidad inversa solo
para las restricciones & —activas y violadas mediante el Método de Valor Medio
Hibrido Ampliado (HMV+). La comprobacion de factibilidad de las restricciones
probabilistas mediante el método MV mejora sustancialmente la eficiencia numérica del
proceso RBDO.

Durante las iteraciones de optimizacion de RBDO, se genera gran cantidad de
informacion sobre las variables de disefio, los MPPIRs (MPPs de fiabilidad inversa), los
valores de las restricciones probabilistas, la funcién objetivo, etc. Parte de esta
informacion podria reutilizarse para evaluar las restricciones probabilistas
eficientemente en la siguiente iteracion de disefio cuando se verifique una condicion de
proximidad del diseno. En otras palabras: cuando se cumple la condicion de que dos
iteraciones de RBDO consecutivas estan suficientemente proximas, es mas eficiente
iniciar el analisis de fiabilidad inverso desde el MPPIR obtenido en la iteracion anterior,
en lugar de tomar como punto de inicio el punto de valor medio de la iteracion de
disefio actual. A esta técnica se le llama método de andlisis de fiabilidad répido y se
integra con el método HMV+ para evaluar eficientemente las restricciones probabilistas.

En los siguientes apartados se explican, de forma detallada, estas tres ideas clave que
son la base del método PMA+:

A. Arrancar RBDO en un Diseiio Optimo Determinista

Incluso aunque la optimizacion de disefio determinista conduzca a un disefio no
fiable, este disefio resultante puede estar mas proximo al disefio Optimo basado en
fiabilidad que un disefio inicial cualquiera, como se ve en la Figura 6.6. Por tanto, el
arrancar desde el disefio 0ptimo determinista en el proceso RBDO mejora la eficiencia
numérica reduciendo el nimero de iteraciones de RBDO. El procedimiento de disefio
global de PMA+ en RBDO lleva el disefio de forma eficiente a un disefio 6ptimo
determinista y, después, hace que el punto de disefio regrese a la region factible para
obtener un disefo 6ptimo basado en fiabilidad.

Hay que notar que el disefio Optimo determinista de la Figura 6.6 corresponde con
una fiabilidad del 50% y no es aplicable como un disefio 0ptimo real. Aqui sélo se ha
utilizado como punto de partida del proceso iterativo RBDO. En la aplicacion préctica
de los métodos de optimizacion estructural, un disefio 0ptimo determinista realista se
calcula considerando coeficientes de seguridad y por tanto, su fiabilidad es mucho
mayor que el 50%.
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Regién No Factible g (X) <0 Disefio Optimo Determinista

) P Fiabilidad = 50%
/A' g

Disefio Optimo RBDO

Superficie de Fallo con la Fiabilidad Deseada
& (X) =0
k; Superficie de Fallo
/ &2 (X) =0

® Contorno de la PD
Conjunta fy (X)

Region Factible, g,(X)= 0
Disefio Inicial egion Factible, g,(X)

Figura 6.6 Procedimiento completo de PMA+ en RBDO.

B. Comprobacion de Factibilidad de las Restriccion Probabilisticas

Al contrario que en la optimizacion de disefio determinista, la comprobacion de la
factibilidad de las restricciones probabilistas en un punto de disefio debe realizarse
mediante un andlisis de fiabilidad que tenga en cuenta las incertidumbres del sistema.
Youn et al., (2005)”° propusieron una identificacién eficiente de la factibilidad de las
restricciones probabilistas sin implicar un analisis de fiabilidad completo, pero
manteniendo la exactitud numérica. En esta seccion se estudia este esquema de
comprobacion de factibilidad de las restricciones probabilistas y la obtencion de un
conjunto de restricciones probabilistas potenciales.

1.- Comprobacion de Factibilidad Eficiente de las Restricciones Probabilistas.

La comprobacion de la factibilidad de las restricciones probabilistas requiere un
esfuerzo computacional significativamente alto puesto que se precisa un gran
nimero de andlisis de fiabilidad. Por ello, es necesario desarrollar una comprobacion
de factibilidad eficiente para las restricciones probabilisticas en RBDO. Esta
comprobacion se puede desarrollar eficientemente empleando el método de primer
orden MV, lo que proporciona un grado admisible de exactitud para el fin de
identificacion de factibilidad. Una vez que se haya identificado la factibilidad de la
restriccion probabilista usando el método de primer orden MV, el método HMV+ se
usa para un andlisis de fiabilidad refinado de las restricciones probabilisticas
& —activas y violadas. Por tanto, la eficiencia numérica en el proceso RBDO puede
mejorarse sustancialmente. El estatus de factibilidad de las restricciones
probabilisticas se ilustra en la Figura 6.7 y se define como sigue:
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C.

a) Restriccion probabilista factible. Una restriccion probabilista g, (9) se
dice que es factible en el punto de disefio 8% si g, (9(")) > ¢g,, donde &,
€s un numero pequefio positivo.

b) Restriccion probabilista & — activa. Cualquier restriccion probabilista
g, (9) se considera &-activa en el punto de diseio 0% i

£ 2g,0%)=0.
c) Restriccion probabilista violada. Una restriccion probabilista g, (6) se

dice que est4 violada en el punto de disefio 8% si tiene valor negativo, es
decir, si g, (9(’“)) <0.

2.- Conjunto de Restricciones probabilistas potenciales

Una estrategia de restricciones probabilistas potenciales juega un papel
importante en la bisqueda de una direccion de disefio mediante el analisis de las
restricciones probabilistas potenciales y sus sensibilidades. Los algoritmos
numéricos que solo usan gradientes de un subconjunto de las restricciones
probabilistas se dice que son una estrategia de restricciones probabilistas
potenciales. Un conjunto de restricciones probabilistas potenciales conteniendo las
restricciones probabilistas £ -activas y violadas en la iteracion de disefio & se define
como:

1 ={lc,(0")-¢ <0, i=1.mf (6.45)

Este conjunto puede identificarse eficientemente mediante el método MV y después
se utiliza el método HMV+ para evaluar las restricciones de este conjunto con
precision.

Analisis Rapido de Fiabilidad Usando la Condicion de Proximidad del Disefio.
En esta seccion, se consideran modificaciones adicionales con el fin de reducir el

esfuerzo computacional que se precisa en el proceso RBDO para evaluar las
restricciones probabilisticas. El objetivo es desarrollar un andlisis de fiabilidad mas
eficiente utilizando la informacién obtenida en la iteracion de disefio previa bajo la
suposicion de proximidad de disefio. Se anticipa que el andlisis de fiabilidad rapido
ahorrara tiempo de calculo en las ultimas iteraciones de disefio cuando los puntos de
disefio consecutivos tienden a estar cercanos. En todos los demas aspectos el analisis de
fiabilidad inversa en el método PMA+ se realiza del mismo modo que en el método
HMV+,

1.- Condicion de Cercania del Disefio para Analisis Rapido de la Fiabilidad.

Se considera que se toma como vector de variables de diseno el vector de valores
medios de las variables aleatorias de disefio. Cuando se satisface la proximidad en el
disefio, se desarrolla un andlisis de fiabilidad rapido, por tanto evaluando las
restricciones probabilisticas mas eficientemente. Youn et al. (2005)”  definen el
siguiente criterio de proximidad en el disefo:

AO® = HJZ(X)'I (6® - 9(“))(

<ég, (6.46)

Ly
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A = H m (XD(H) _ Xu(k—2)1

donde ||[[|]L2 eslanorma L,; 8% y 0¥ son las variables de disefio en las iteraciones
) )

<¢, (6.47)

L

k y k—1 (valores medios de las variables aleatorias de disefio); x on
los MPPIRs en las iteraciones k —1 y k —2, respectivamente; £, es una constante
para el criterio de proximidad de disefio; y Z(X) es la matriz de covarianza para el
vector aleatorio X correspondiente al vector de disefio 0y definida como

> =

7

(X,- —H )(X/ ~H, )foX/ (x,- > X )dx,.dxj (6.48)

g3
33

8

Realmente es de interés la componente diagonal de la matriz de covarianza, por lo
que se tiene una matriz diagonal cuyos elementos son:

L, =03 = [ [(x = u) fole)dx, (6.49)

Este criterio de proximidad de disefio solo es aplicable cuando todas las variables de
disefio provengan de variables aleatorias de disefio y no existan variables de disefio
deterministas. Ademads, no tiene en cuenta la posible existencia de pardmetros
aleatorios que no sean variables de disefio (vector P). En la implementacion de este
método en la “Toolbox” de RBDO desarrollada se ha considerado un criterio de
proximidad de disefio menos riguroso que afecta al vector de variables de disefio
(variables de diseno distribucionales y variables de disefio deterministas):

An®) =g g

<e, (6.50)

15

2.- El Analisis Rapido de Fiabilidad en RBDO.

Una vez que se haya verificado el criterio de proximidad del disefio anterior, se
puede conseguir un analisis rapido de fiabilidad inicializando el analisis de
fiabilidad para el nuevo disefio en el MPPIR obtenido en el disefio anterior, en vez
de en el punto de valor medio. Como se ve en la Figura 6.8, el andlisis rapido de
fiabilidad se desarrolla bajo la suposicion de proximidad de disefio. El método de
analisis de fiabilidad propuesto se integra con el método HMV+ de medida de
prestacion para obtener un analisis de fiabilidad exacto y eficiente en RBDO.
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< Vector de medias de \ 0 : Factible
variables de disefio M\ A
@® MPPIR S

Figura 6.7 Factibilidad de las Restricciones Probabilisticas en RBDO.
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Figura 6.8 Analisis de Fiabilidad Rapido en RBDO

D. Procedimiento Numérico de PMA+ en RBDO.

La Figura 6.9 ilustra un diagrama de flujo que contiene los procedimientos
numéricos propuestos en el método PMA+. En el lado de la izquierda esta el lazo de
suboptimizacion para el andlisis de fiabilidad que evaltia un conjunto potencial de
restricciones probabilistas asi como su sensibilidad. El lazo en la parte de la derecha es
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el lazo de optimizacion principal de RBDO que desarrolla la optimizacion de disefio. En
el lazo de optimizacion principal se identifica un conjunto potencial de restricciones
probabilistas usando la comprobacién de factibilidad propuesta antes del lazo de
suboptimizacion, de forma que se pueda reducir el coste computacional del proceso
RBDO completo. En el lazo de suboptimizacion, se examina el criterio de proximidad
de disefo para determinar si se deberia usar o no un andlisis rapido de fiabilidad. En la
implementacién practica del método se ha utiliza el método de programacion
matematica no lineal SQP para la optimizacion principal de diseno y HMV+ para el
analisis de fiabilidad.

Actualizar
Modelo

A 4
)
»
>

NO

Método
HMV+

(Converge?

MPPIR, g,

Optimizacion de
Diseno
Determinista

\ 4

SI Identificacion de

Factibilidad de
Restricciones

A

Probabilisticas:
Método MV

.Diseiio
Proximo?

Es restriccion
Potencial?

Optimizacion
de Diseno

(Converge? NO

Actualizar
Disefio

Figura 6.9 Diagrama de Flujo del método PM A+ para RBDO.
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6.6 Analisis de Sensibilidad en los Métodos RBDO de Doble Lazo.

El analisis de sensibilidad de disefio de la funcion objetivo f (d, Rx, l)) respecto a

las variables de disefio se puede realizar de forma sencilla analiticamente o
numéricamente. Este célculo de sensibilidad tiene rasgos diferenciadores dependiendo
del tipo de variables de disefno que se considere: variables de diserio distribucionales o
variables de diserio deterministas. Asi, es mas complejo el andlisis de sensibilidad de la
probabilidad de fallo con respecto a las variables de disefio deterministas que con
respecto a las variables de diserio distribucionales. El primero precisa disponer de la
sensibilidad de la respuesta estructural respecto a las variables de disenio
distribucionales y a las variables de diserio deterministas.

Se ha realizado una amplia actividad investigacion en este area, destacando los
trabajos de Madsen et al., (1986)"; Bjerager y Krenk (1989)*; Karamchandani y
Cornell (1994)*' (1992)%; Hohenbichler y Rackwitz (1986)* , y Wu (1993)"°.

Los coeficientes de sensibilidad ademas de emplearse para obtener un disefio Optimo
fiable aplicando algin algoritmo de optimizacion al problema dado por (6.2) o (6.5)
también proporcionan informaciéon muy valiosa al ingeniero sobre como mejorar el
sistema estructural cambiando las variables de disefo.

En este trabajo, se ha considerado un proceso RBDO con restricciones
probabilisticas a nivel de componente. En el caso de restricciones a nivel de sistema, el
calculo es mas complejo debido al excesivo esfuerzo computacional necesario para
evaluar la fiabilidad del sistema estructural.

En cuanto a los tipos de variables de disefio que pueden aparecer en un proceso de
RBDO, la mayoria de los investigadores consideran variables de disefio de tamafio (4rea
de la seccion transversal de los miembros de la estructura). Existen menos articulos que
consideren variables de disefio que definan la geometria estructural, es decir, variables
de disefio de forma y variables de disefio de configuracion. Sin embargo, la experiencia
en el area de la optimizacion estructural determinista sugiere que el cambio en las
variables de disefio de configuracion y de forma puede ser més efectivo para aumentar
la fiabilidad estructural. En este trabajo se han considerado fundamentalmente variables
de disefio de tamano. Se puede ampliar para incluir variables de disefio de forma
realizando pequenas modificaciones en el software desarrollado.

El método de diferencias finitas global es ampliamente utilizado para DSA de la
probabilidad de fallo o el indice de fiabilidad respecto a las variables de disefio
deterministas y distribucionales. Sin embargo, para aplicaciones industriales reales en
las que se realice el andlisis estructural mediante un programa de elementos finitos, este
método resulta poco practico. Se obtiene un andlisis de sensibilidad mas eficiente
utilizando los métodos discreto y continuo de DSA.

6.6.1 Sensibilidad de 1a Probabilidad de Fallo Estimada respecto a las Variables de
Diseiio

La derivada de la probabilidad de fallo estimada P, para una funcion de prestacion
con respecto a la variable de disefio /7 puede obtenerse como:

0P, _00(-pB) _ 0%(-B)op
on on o  on

(6.51)
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donde 77 es un elemento del vector m ={d,px}, es decir, es una variable de disefio

distribucional o una variable de diserio determinista.
Teniendo en cuenta la formula de la funcion de distribuciéon normal estandar @, se
puede escribir:

1 F
ol —— 2
90(- ) _ (m[oe duJ__ 1 —‘f__¢(_/3) (6.52)
0B 0B T

donde ¢ es la funcidon de densidad de probabilidad de la distribucion normal estandar.
Después de sustituir el resultado de la ecuacion (6.52) en la ecuacion (6.51), se
comprueba que para determinar la sensibilidad de la probabilidad de fallo P, con

respecto a una variable de disefio 77, es preciso determinar primero 083/07, la
sensibilidad del indice de fiabilidad respecto a la variable de disefo.

Teniendo en cuenta que [ = (uDTuDy, siendo u” el MPP en el espacio normal
estandarizado, la sensibilidad del indice de fiabilidad respecto a 77 es

/2
98 _ " B o)1, ow” (6.53)
2

1
=—u
on an on B an

Se tiene entonces que la sensibilidad de la probabilidad de fallo es:

oF _ 00(- ) _ -¢(- ﬂ)luDT ou” (6.54)

on  on g an

En la seccion 6.6.2 se estudiara la sensibilidad del indice de fiabilidad con respecto a las
variables de disernio distribucionales y en la seccion 6.6.3, la sensibilidad del indice de
fiabilidad con respecto a las variables de diserio deterministas.

6.6.2 Sensibilidad del indice de Fiabilidad con respecto a Variables de Disefio
Distribucionales.

Como ya se ha indicado en el capitulo 2, el analisis de fiabilidad de una restriccion
probabilista realizado mediante FORM o SORM precisa de una transformacion
isoprobabilistica, T, entre el espacio de variables aleatorias original X y el espacio de
variables aleatorias normales estiandar no correlacionadas U . Obviamente, esta
transformacion es una funcidon de los pardmetros de la distribucion del vector aleatorio

original x, y se tiene u:T(x,B) donde 9:[91,92,...,9m]Testé formado por los
parametros de distribucion del vector aleatorio x.

Entonces, el MPP u" en el espacio U puede obtenerse del MPP x" en el espacio
original X, usando uD=T(xD,B). En esta seccion, los parametros distribucionales
B=[6{,62,...,67m]T se eligen como variables de disefio. Sustituyendo 7=6 'y

u’= T(XD,G) en la ecuacion (6.53) se obtiene
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98 _ 1 [ or(x"0)  Tx"6)ox"
36 B | a6 ax’ 24

(6.55)
O O O
:luur GT!X ,9!+luur Tix,0)0x"
B a4, B ox" 06

Notar que el tltimo término del miembro de la derecha de la ecuacion anterior es cero,
lo que se prueba en el anexo A de este capitulo. Por tanto, la ecuacion (6.55) se reduce a

0
9 _ 101l o) (6.56)

06 pB 06

Para variables aleatorias independientes distribuidas normalmente, T puede
escribirse explicitamente como una funcion de 0, entonces, la ecuacion (6.56) puede
calcularse analiticamente. En el caso mas general de variables aleatorias no normales
correlacionadas habra que considerar la Transformacion de Nataf estudiada en el

capitulo 2 y obtener el jacobiano J, , .

6.6.3 Sensibilidad del indice de Fiabilidad con respecto a Variables de Disefio
Deterministas

Como ya se ha sefalado, el indice de fiabilidad S es la distancia desde el origen al

MPP en el espacio normal estandarizado U . El vector del MPP u" sobre la superficie

de fallo puede escribirse como
0__ ,0Gl"d
u = 'B‘DG Og (6.57)

donde d = [dl,dz,...,dm]T es el vector de variables de disefio deterministas y DG(uD, d)
es el gradiente de la funcion de fallo en el MPP, es decir

DG(uD,d)=ﬂuD—’d) (6.58)

Ju

De la ecuacion (6.57) se tiene que el vector u” es también una funcién de d ya que la
funcion de fallo g depende también de d. Sustituyendo la ecuacion (6.57) en la (6.53)
se escribe ésta como

98 _ 1 _,07G(u"d)|ou”
od

B "[oGl’.a) ) od
__ 1 9'G[u"d)ou”
OG(u".d] ou od

(6.59)

Puesto que G(uD, d) =0, tomando su derivada con respecto a d, tenemos
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0'G(u".d)du” _ 9"Glu".d)

=0 (6.60)
Ou od od
Sustituyendo la ecuacion (6.60) en la (6.59), se obtiene
d 1 0'Glu",d
e ( ) (6.61)

od  [0Gl“a) od

Esta es la expresion que se utiliza para calcular la sensibilidad del indice de fiabilidad
respecto a las variables de disefio. Notar que la evaluacion de la ecuacion (6.61) necesita
solo las derivadas de primer orden de la funcion de estado limite respecto a las variables
aleatorias estandarizadas u y a las variables de disefio deterministasd .

Se puede usa el método continuo y el método discreto de DSA para evaluar la
sensibilidad del indice de fiabilidad respecto a las variables de disefio deterministas
mediante la ecuacion (6.61). El método continuo de DSA se podré aplicar cuando la
funcion de fallo sea funcion de alguna medida de prestacion o respuesta estructural

que esté formulada en forma integral.

6.6.4 Analisis de Sensibilidad de Diseno en la formulacion RBDO-PMA

Cuando se utiliza una formulacion RBDO basada en medida de prestacion, el
problema de optimizacion que hay que resolver estd dado por (6.20). Ahora, las
sensibilidades de las restricciones probabilisticas respecto a las variables de disefio n

estan dadas por la siguiente formula:

dg, (d,X,P) _ dG,(u’,d)
dan dn

(6.62)

donde u; es el MPPIR situado sobre la hiperesfera de radio S =f'. El vector de
variables de disefio n puede contener variables de diserio deterministas d o variables

de diserio distribucionales 0 (media, varianza, moda, etc.). Es preciso distinguir en la
evaluacion de la sensibilidad si ésta se realiza respecto a una variable de disernio
determinista o respecto a una variable distribucional. Asi, la sensibilidad respecto a las
variables de disefio deterministas d se tiene:

dg, (d,X.P) _ G, (u;,d)
ad ad

(6.63)

Las sensibilidades de g, respecto a los parametros de las distribuciones de las

variables aleatorias de disefio O se pueden obtener a través de la regla de la cadena, es
decir:
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dg, (d,X,P) _ dG,(u,d) _ G, (u].d)du;
d8 d8 du 00

_ Dqu( ,-D,d) GT(X?,G)
00

(6.64)

donde U,G, (u,.D,d), que se precisa en esta etapa, ya es conocido puesto que se ha
calculado en el algoritmo de bisqueda del MPPIR, y la segunda parte, OT(X,-D,B)/ 00, se
determina de acuerdo con lo expresado en la seccion 6.6.2, mediante el jacobiano J .

6.7 Estudio comparativo de las formulaciones de doble lazo:
RBDO-RIA y RBDO-PMA

El resolver un problema RBDO mediante el método de doble lazo basado en la
formulacion PMA se ha demostrado que es més eficiente y robusto, que hacerlo con un
método de doble lazo basado en la formulacion RIA. Una explicacion sencilla es la
siguiente: es mas facil minimizar una funcidén objetivo complicada sujeta a una
restriccion simple que minimizar una funcidon objetivo simple con una restriccion
complicada.

En la Tabla 6.1 se resumen las formulaciones RBDO de doble lazo basadas en RIA
y en PMA.

Formulacion Problema de Optimizaciéon Analisis de Fiabilidad
minimizar f (d,ﬂ)
RIA sujetoa B, — P, (d,X,P)=0
0 B(x,d)- 8,20
minimizar £/(d,0) minimizar G, (u,d)

sujeto a g/ (x,d)=0 sujetoa  ul = B,

minimizar ||u||

sujeto a G,-(u,d) =0

PMA

Tabla 6.1 Resumen de las formulaciones RBDO basadas en RIA y PMA.

Como se ha descrito anteriormente, el proceso RBDO se realiza en dos espacios
aleatorios diferentes: el espacio de variables aleatorias original o espacio fisico X y el
espacio de variables aleatorias normales estandar no correlacionadas U . En el proceso
RBDO, se necesita realizar una transformaciéon T entre estos espacios X y U, para
realizar la evaluacion de las restricciones probabilisticas. Estas transformaciones
introducen generalmente no linealidades importantes con la excepcion del caso de que
las variables aleatorias originales se distribuyen con distribucion normal (Youn y Choi,
2004)*. La Tabla 6.2 presenta las no linealidades que podemos encontrar en las
restricciones probabilisticas para ambas formulaciones.

Puesto que un problema RBDO de doble lazo se resuelve como dos problemas de
optimizacion anidados, la eficiencia de los métodos de optimizacion depende
significativamente de las restricciones que contengan estos problemas. En problemas
con la formulacion RBDO basada en RIA, las restricciones de los dos problemas de
optimizacion se pueden volver bastante no lineales en funcion de las transformaciones
entre los espacios X y U'.
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F g Problema de Optimizacién Analisis de Fiabilidad
ormulacion s e, s
Optimizacion -1 Optimizacion - 2
RIA ,B(d,X,P) =7 (,[)’(u,d)): Transfor-  G(u,d)=G(7(X,P),d) Transfor -
macioén no lineal inversa de ,[)’(u,d) macion no lineal de g(d, X, P)

PMA g(d, X,P) : Funcion de fallo original ||u|| Funcion cuadratica explicita

deu

Tabla 6.2 No linealidades de las restricciones probabilisticas (Youn y Choi, 2004)*.

En cambio, en PMA, las restricciones de los dos problemas de optimizacién no
implican transformaciones no lineales; sin embargo, la funcion objetivo del problema de
analisis de fiabilidad si conlleva una transformacion no lineal entre dichos espacios.

En resumen, se espera que un método RBDO basado en RIA aplicado a un problema
que contenga variables aleatorias con distribuciones no normales, sea ineficiente e
inestable en funcidén de las no linealidades existentes. Por otro lado, PMA es mas
eficiente que RIA para problemas simples con distribuciones normales. Ademas, PMA
converge para determinadas distribuciones no normales para las que RIA no converge.

Existen muchas mas aplicaciones de la formulacion RBDO basada en RIA, puesto
que es mas antigua que la basada en PMA, tales como Nikolaidis y Burdisso (1988).
Los algoritmos PMA tienen un uso creciente para problemas grandes. Lee et al,
(2002)86 desarrollaron un estudio comparativo entre las formulaciones basadas en RIA y
PMA, donde se demostré que RIA es ineficiente para niveles de fiabilidad altos. Estos
autores analizaron, varios ejemplos y concluyeron que RIA no es computacionalmente
atractivo, comparado con los métodos basados en medida de prestacion. Posteriormente,
(Youn y Choi, 2004)*” aportaron varios ejemplos numéricos en los que el método
RBDO basado en PMA mostraba ineficiencia e inestabilidad en la valoracion de las
restricciones probabilistas durante el proceso RBDO. Incluso los métodos AMV o
HMV suponian un alto coste computacional. Youn y Choi (2004)*® propusieron para
estos casos, como es el de la aplicacion al problema de resistencia a la colision de
vehiculos, un acoplamiento del método HMV con el Método de Superficie de Respuesta
(RSM), especificamente desarrollado para anélisis de fiabilidad y optimizacion. Aunque
los métodos RSM son utiles en mejorar la eficiencia computacional, pueden dar lugar,
frecuentemente, a soluciones imprecisas. Los métodos mas recientes de analisis de
fiabilidad inversa HVM+ y PMA+ son mas eficientes en casos de funciones de
prestacion altamente no lineales. En el capitulo 7 dedicado a las aplicaciones practicas
se mostrara el comportamiento de estos algoritmos tanto con ejemplos analiticos como
con ejemplos estructurales.

6.7.1 Punto de inicio de los algoritmos de busqueda del MPP.

Los algoritmos analizados en este trabajo para la de busqueda del MPP en RIA y del
MPPIR en PMA son algoritmos iterativos que precisan de un valor inicial. La eficiencia
de estos algoritmos estd directamente relacionada con este valor. Es decir, cuanto mas
proximo esté el punto de inicio a la solucion, el algoritmo convergera mas rapidamente
a la misma. Tradicionalmente, se ha tomado como valor inicial para las variables
aleatorias su valor medio. Con el fin de mejorar la eficiencia de la formulacion de doble
lazo se puede utilizar como punto de partida el MPP en RIA o el MPPIR en PMA,
calculado en la iteracion anterior del lazo externo de optimizacion. Como ya se ha
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estudiado, esta estrategia es la que sigue el método PMA+ cuando se verifica una
condicion de proximidad de disefio. Se puede comprobar que con esta mejora se reduce
el nimero de evaluaciones de las funciones de prestacion y de sus gradientes.

6.8 Desventajas de los Métodos RBDO de Doble Lazo

Aunque las mejoras hachas en métodos de analisis de fiabilidad han aumentado la
eficiencia de los métodos RBDO de doble lazo, la propia naturaleza de la formulacion
de doble lazo es un factor limitador. En los ultimos diez afios, las investigaciones se han
centrado en introducir modificaciones en la formulacién del problema RBDO. Fruto de
estos estudios son los métodos de lazo unico y los métodos desacoplados. Los métodos
de lazo unico pueden combinarse con los métodos avanzados de analisis de fiabilidad
para lograr ventajas significativas en cuanto a eficiencia computacional. De esta
manera, se consigue aplicar los métodos RBDO a problemas de ingenieria realistas mas
complejos. En las siguientes secciones se presenta una revision de estos métodos
RBDO, que incluyen nuevas técnicas de analisis de incertidumbre y nuevas
formulaciones del problema RBDO.

6.9 Métodos de Lazo Unico

Los métodos de lazo unico o de un solo nivel tratan de mejorar la eficiencia de los
procedimientos RBDO, incluyendo el andlisis de fiabilidad y la optimizacién en un
mismo y unico lazo, sin anidar los dos problemas, trabajando conjuntamente con las
variables de disefio y con las variables aleatorias. De este modo, se puede alcanzar la
convergencia en ambos espacios (el de las variables aleatorias y el de las variables de
disefio), con un menor coste computacional. Se han desarrollado métodos de lazo unico
basados en RIA y basados en PMA explotando las condiciones de Karush Kuhn Tucker
(KKT) en el optimo: Chen et al., (1997)*; Kuschel y Rackwitz, (2000)°°; Liang et al.,
(2004)°'. Estos métodos adoptan una estrategia bien conocida para conseguir una
optimizacion bajo incertidumbre efectiva: satisfacer las restricciones solo en el optimo y
permitir que la solucion sea no factible antes de la convergencia. Mediante varios
ejemplos matematicos se ha demostrado que esta estrategia es computacionalmente mas
eficiente que los métodos desacoplados (Liang et al., 2004)°".

6.9.1 Método de Lazo Unico Vector Doble (SLDV)

Los primeros métodos de lazo unico consideraban dos grupos de variables de
disefio: los valores medios de las variables aleatorias, y los valores de las variables
aleatorias en los MPP. Asi, en un problema con » variables de disefio y m restricciones,
el nimero de variables aleatorias de disefio separadas es de n(l + m) A este método se

le conoce como SLDV (del inglés, “Single-Loop Double-Vector”). Su formulacion es
de la forma:

min : f ()
sa: Plg,(X)<0)sP, j=l.m (6.65)
yi Uy Sy Sy i=l.n
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Thanedar y Kodiyalam (1992)° comprobaron que para problemas de disefio simple
que contengan 4 o 5 restricciones probabilisticas, el esfuerzo computacional que lleva
resolver el problema de optimizacion probabilistica era 5 o 10 veces superior al
invertido en obtener la solucidon del problema determinista. Estos autores concluyen que
el método no es practico para aplicaciones reales de ingenieria. Ademas el método de
Thanedar y Kodiyalam es impreciso e inestable puesto que utiliza el método MVFOSM
para la evaluacion de las restricciones probabilistas.

6.9.2 Método de Lazo Unico Vector Unico (SLSV)

Chen et al., (1997)* propusieron un nuevo método de lazo unico llamado método de
lazo tinico vector Uinico, conocido por la abreviatura SLSV (del inglés, “Single-Loop
Single-Vector™). Este es el primer intento de un verdadero método de lazo unico. Este
método no incrementa el nimero de variables de disefio. La relacién entre el coste
computacional de este método respecto del coste computacional de la optimizacion
determinista es un factor menor de 2. Por tanto, es mas eficiente que el método SLDV.

El método SLSV se aplica a problemas formulados del siguiente modo:

min : f(py)
S.a: P(gj(X)SO)SPf/ Jj=L.m
6.66
o B (X) 2 3 (660

donde las variables aleatorias X, se consideran que se distribuyen con distribucion
normal y son independientes, sus valores medios L/, son las variables de disefo y sus
desviaciones estandar son Oy, . No se consideran variables de disefio deterministas. Se

define un espacio de parametros aleatorios reducidos y no correlacionados que se denota
por Z, donde

z; ==L (6.67)

El valor medio de z;se denota como /i, y los vectores cuyas componentes son z;, y L.,
se denotan por z y p,, respectivamente. Las superficies limites se representan como:

g,(X)=g,lox" @)=0 j=1.m (6.68)

Estas ecuaciones de estados limites se diferencian de las definidas en el espacio de
parametros estandarizados o espacio U dadas por

g(X)=g,/(px+olm)=0 j=1.m (6.69)

en que no son funcién de py, siempre que 6y sea constante, y por tanto son fijas en el
espacio Z durante la busqueda del 6ptimo de p, . Por conveniencia de notacion, la
funcién de estado limite que aparece en (6.68) se escribira en el espacio Z como
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glo 2)=6,0) (6.70)
y la correspondiente superficie limite como,
G,(z)=0 (6.71)
La distancia entre un punto z y p, se expresa como,
D=lz-n) @-n)* (6.72)

El punto sobre la superficie limite G, (z) =0 para el que se tiene la distancia minima
entre z y p, se denota como z, y se determina minimizando la distancia D. Asi, se
llega al siguiente problema de optimizacion:

min D(z)
‘ (6.73)
s.a: G, (z) =0
La solucion de este problema, z verifica la siguiente ecuacion:
z, -n, =*fa; (6.74)

Si multiplicamos ambos términos por 6y se obtiene la expresion en el espacio original:
O — T O
X; —nx =tox Bia, (6.75)

donde @] es el vector de cosenos directores:
0 O
9G, o 9g;
a° = 0z, _ X,
0G,\" NETR
oy,
=5 2]

El vector @ también es el vector unitario normal a la superficie limite G, (z) =0,enel
MPP z_. Es decir,

(6.76)

N =
] —

. 0.G,; (Z)LD. ¢’ Mg, (X)|XD.
o; = T = - .
0G o’ Mg, (X)L(/D. (6.77)

La ecuacion (6.74) implica que el vector (z? - p,,), es paralelo al vector a;, y su
modulo es igual a la distancia entre G, (z) =0 y p,, en la direcciéon normal a G, (z) =0,

en z =z, . Esta distancia es igual a [ y es no negativa. Por tanto, si @’ y (z? - p,,) son
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vectores que tienen la misma direccion y sentido, el signo en la ecuacién es positivo. En
el caso de que tengan misma direccion pero sentidos contrarios, el signo es negativo. En

el espacio X, la relacion entre el MPP X de la restriccion j y el vector de variables

de disefio py esta dada por la ecuacion (6.75) y se representa en la Figura 6.10.

Region Segura

\\\ g (X) >0

Region de Fallo
by (X) <0

Figura 6.10 Variables de disefio y MPP en el espacio X .

Si el lado seguro de G(z) es el positivo, es decir, la restriccion es G, (Z)Z 0y
(z?—p,,) serd negativo, mejor dicho, la ecuacion (6.74) ird con signo negativo.
Inversamente, si el lado seguro de G, (z) es negativo, la restriccion es G, (Z)SO y
(z? —p,,) serd positivo, mejor dicho, la ecuacién (6.74) ird con signo positivo. Sin
pérdida de generalidad, elegimos la forma de (6.74) correspondiente a la restriccion
G(z) >0, que se puede escribir

2 =p, - B (6.78)
y en el espacio X :
X) =py —¢" B (6.79)

La clave en este método es tener en cuenta que z, y p, estan relacionados por S,

que es conocido puesto que es un valor especificado y es el indice de fiabilidad objetivo
B; para dicha restriccion. A la superficie de estado limite G, (z) =0 le acompaia la

superficie definida por el lugar de puntos
n, =2+ B (6.80)

Por tanto, no se necesita un segundo lazo de optimizacion (lazo interno) para determinar
B, puesto que [, estd especificada. Y no hay necesidad de doblar el nimero de
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variables de disefio, puesto que la ecuacion (6.80) determina la relacion entre ellas, es
decir, entre p, y z". Con esto en mente, el problema de optimizacion formulado en
(6.66) puede reformularse como sigue:

min: £ (ny)
s.a: Gj(z)ZO; j=l.m
yioopx Spy S py
donde: z,=p, -,

(6.81)

Al ser o funcion de z,, el problema de optimizacion (6.81) debe resolverse de forma
iterativa, es decir, el @ de la iteracion anterior se usa para evaluar z; en la iteracion
actual. Este procedimiento puede resumirse como sigue:

min : f(ugﬁ))
s.a: G,(z(k) >0, j=l.m
o pt<pl<py
4 "j(‘k) ""k) i “ (6.82)
donde: 2z =p¥ - gal
O G-(z(k'l))
donde : ) e
Yy J HDsz ) ‘

El método SLSV es eficiente puesto que no hay necesidad de calcular el indice de
seguridad [, para cada restriccion. Esto elimina totalmente el lazo interno del método
de doble lazo, eliminando gran cantidad de célculos. Debido a ello, la optimizacion de
disefio basada en fiabilidad deberia converger, aproximadamente, con la misma rapidez
que la optimizacién de disefio determinista. Sin embargo, este método tiene algunos
inconvenientes. Hay un aspecto que es necesario implementar en el algoritmo de
soluciéon y que puede incrementar el esfuerzo computacional. Es necesario identificar
las restricciones potencialmente activas, es decir, el conjunto de restricciones
probabilisticas potenciales. Ademas hay que obtener un valor inicial de py para
comenzar las iteraciones. Debido a esto, puede ser necesario retener un nimero elevado
de restricciones potencialmente activas, lo cual puede suponer un mayor coste
computacional.

En cuanto al valor inicial uﬁ?), de py, se sugiere el siguiente procedimiento. En
primer lugar, se selecciona un punto de inicio X en espacio de disefio y un valor
promedio de los indices de fiabilidad S, . El punto X se usa para evaluar todos los

gradientes (sensibilidades) de las restricciones. Estos gradientes se usan primero para
identificar las restricciones activas y, después, para determinar el vector unitario inicial
al, y un conjunto inicial de variables de disefo (“valores medios™) uﬁ?), para

comenzar la optimizacién. El punto de disefio inicial, p,gf) se determina mediante:

ug?) = Gf( |——lll£0) = Gg( [QZ(O) + ﬁou(O)) = X(O) + ﬂocg( B’«(O) (683)
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donde oy, en este caso, es una matriz diagonal cuyos elementos son las desviaciones

estandar de las X,. El vector a' se determina, primero, evaluando el aﬁ” de cada
(0)

restricciéon activa en el punto X y a continuacion, se suman los vectores a i

correspondientes a las restricciones activas para obtener el vector resultante y después
se normaliza este vector resultante para que tenga longitud unidad. Esta operacion
puede escribirse:

Sa
(0) — __J
o= (6.84)

(0)
2%

En la Figura (6.11) se muestra un diagrama de flujo del método SLSV. El algoritmo
comienza con la entrada de un punto arbitrario X del espacio original X . Se
calculan los valores que toman las m' restricciones en este punto con el fin de
seleccionar un subconjunto de m restricciones ‘“potencialmente activas®. A
continuacion se realiza la evaluacion inicial de los vectores gradientes normalizados,
a§.°) para las m restricciones “potencialmente activas”. Se calcula con la ecuacion

(6.84) el vector unitario resultante ol y se calcula uﬁ?) mediante la (6.83). Este vector

uﬁ?) es un vector de entrada al optimizador para obtener un nuevo vector, ug), que a

continuacion se usa para actualizar los vectores X,, dando los vectores X(,l). Los
(0)

valores calculados anteriormente para a;’ se usan en este calculo. Después de obtener

los X(,l), se vuelven a obtener los vectores gradientes de las restricciones en estos XSI)
para formar la entrada al siguiente ciclo de optimizacién. Mientras tanto, se actualiza o,

a partir de los nuevos gradientes de las restricciones, para el siguiente calculo de los
X . Los vectores py y X, se van actualizando alternativamente hasta que los calculos

convergen al disefio probabilistico final py y a un conjunto de vectores MPP finales
X para las restricciones activas.

El método RBDO-SLSV, como su nombre indica, inicamente necesita un Unico
lazo de optimizacion, y en esencia tiene solo un Unico vector de variables de disefio py .

Wang y Kodiyalam (2002)” generalizaron la metodologia SLSV para variables
aleatorias no normales, apreciando importantes ahorros de tiempo de célculo respecto a
la formulacion RBDO de doble lazo. Hay que notar que este método no emplea ningin
algoritmo de busqueda de los MPP de las restricciones. Se obtienen MPP estimados.
Wang y Kodiyalam (2002)”* usan los cosenos directores de la restriccion probabilistica
en los valores medios de las variables aleatorias en el espacio normal estdndar U

0G,

J

TG, (6.85)

J

Ju

u=0

junto con los indices de fiabilidad especificados [; para hacer la siguiente estimacion

del MPP de fallo ﬁ;: s =~Ba;. Los MPPs estimados descansan sobre la hiperesfera
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de radio igual al indice de fiabilidad objetivo [;. Durante la optimizacion se obtienen

los MPP estimados en el espacio X , correspondientes a los MPP estimados ﬁi,_ 5 » CON
JTF

el fin de evaluar las funciones de prestacion probabilistas. Para ello se transforma el

Inicio

v
I . I
Evaluar las m Seleccionar m < m
restricciones P restricciones potencialmente
activas

Calcular

a:j=1.m

A

y a®

\ 4
Calcular

W9 =X+ Bl @

A 4

Llamar al optimizador par

A 4

actualizar [y

(Converge?

Calcular
A
j=l.m

A\ 4
Evaluar las m

restricciones

A\ 4
Calcular

o™ j=1.m

Figura 6.11 Diagrama de Flujo del Método SLSV.
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vector U, al espacio original. Si las variables aleatorias en el espacio X son

£i=p;
variables aleatorias normales e independientes, entonces el MPP en el espacio original
viene dado por X" =py —6x [, _, . En el caso de que las variables aleatorias no se
JTF

distribuyan normalmente, se utilizan distribuciones normales equivalentes: hay que
calcular los vectores de valores medios py y desviaciones estindar oy de las
distribuciones normales equivalentes y estos valores se emplean en la expresion anterior
en lugar de py y oy , respectivamente, para estimar el MPP en el espacio X .

Al igual que ocurre con el método SLSV original, este método trabajard bien cuando
la funcién de prestacion en el espacio U, G(u), no sea extremadamente no lineal.
Desafortunadamente esto dependerd del tipo de distribucion usada para las variables
aleatorias originales, X, y por tanto, la convergencia con este método para funciones
de prestacion G(u) no lineales puede ser pobre.

La ventaja de esta metodologia de lazo unico es que elimina completamente la
optimizacion del nivel interno para evaluar las restricciones de fiabilidad. EI MPP de
cada restriccion se estima y es un valor aproximado. Si la funcion de estado limite es
cercana a ser lineal en el espacio estandar, entonces la estimacion del MPP en el espacio
U sera suficientemente precisa y la solucion final puede estar proxima a la solucion
real. Sin embargo, si la funcion de estado limite en el espacio estandar es
suficientemente no lineal, lo que ocurre frecuentemente en los problemas reales,
entonces el MPP estimado podria ser extremadamente impreciso, lo que podria resultar
en un disefo que no es verdaderamente optimo. A este Optimo se le llama diserio optimo
espurio.

En resumen, el método SLSV mejora la eficiencia computacional del RBDO
tradicional eliminando los lazos de fiabilidad internos. Sin embargo, precisa de una
estrategia de conjunto activo probabilista para identificar las restricciones
potencialmente activas, lo que puede hacer que pierda su practicidad.

6.9.3 Métodos de Lazo Unico basados en las Condiciones de KKT del Lazo Interno

Ademas de los métodos SLDV y SLSV, entre los primeros métodos de lazo unico o
mono nivel destacan los que se basan en la reformulacion del problema RBDO
considerando las condiciones de KKT de la optimizacién correspondiente al lazo
interno. Dentro de este grupo los trabajos mas conocidos son los de Madsen y Friis
Hansen (1992)” y Kuschel y Rackwitz (1997)%.

Formulacion de coste total de Madsen y Friis Hansen.

Madsen y Friis Hansen (1992)** propusieron un método RBDO integrando el coste
de fallo esperado en la funcion objetivo. La formulacién mono nivel o de lazo tnico se
escribe como:

mdin :Cr(d)=¢(d)+C, ED(_ ”“”)
s.a: Gu(u,d) =0

oo U o OuGlud)
jol 5.6 (u,a)]

(6.86)
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La ultima condicién también se puede escribir:
0,G(u,d) G +|0.G(u, )] tul = 0 (6.87)

Esta formulacion tiene la ventaja de que puede resolverse mediante algoritmos de
optimizacion estandar, pero requiere la implementacion explicita de la transformacion
probabilistica, asi como el calculo de las derivadas de segundo orden de las
restricciones. Este método solo considera variables de diserio deterministas. Los autores
aplicaron este método a varios ejemplos numéricos y se necesitaron un gran nimero de
llamadas al software de anélisis mecanico, en comparacion con los modelos RBDO de
doble lazo. A pesar del alto coste computacional, las mejoras que se obtuvieron con este
método combinado lo hacian una alternativa atractiva al RBDO anidado clasico.

Formulacion con condiciones de optimalidad de Kuschel y Rackwitz.
Kuschel y Rackwitz (1997)°° desarrollaron dos formulaciones para RBDO:

A. Minimizar el coste esperado total bajo restricciones de fiabilidad
B. Maximizar la fiabilidad estructural para un coste dado.

En este método mono nivel, las restricciones de fiabilidad se sustituyen por las
condiciones de KKT del problema de analisis de fiabilidad directa mediante FORM.
Estas condiciones de optimalidad se introducen como nuevas restricciones en el
problema de optimizacién mono nivel. Hay que notar que estos autores no consideran
variables de disefio aleatorias. Unicamente consideran variables de disefio deterministas
representadas por el vector d.

A. Optimizacion del Coste Esperado con Restricciones de Fiabilidad
La formulacion que minimiza el coste total esperado sujeto a una fiabilidad minima
dada y otros requisitos estructurales se escribe como:

min (0.0) = Cy d.0)= €, 4) C, (-]
sujeto a :G(u,d) =0
u” (0,G(u,d)+ Ju 0. G (u.d)| = 0
h(d)=0, i=1..m
h(d)<0,  j=m' +1..,m)
- ul)< Py
‘u= T(x,d)
:d"<d<d”

(6.88)

En este problema la funcion objetivo, es decir, el coste, incluye el coste inicial de disefio
o coste de construccion y el coste esperado de fallo. Por tanto, la probabilidad de fallo

forma parte de la funcion objetivo. Las A son m' restricciones de igualdad
deterministas y las /; denotan m —m' restricciones de desigualdad deterministas.
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B. Optimizacion de Fiabilidad con Restricciones de Coste

El problema de optimizacion inverso al anterior es un problema donde se maximiza
la fiabilidad, es decir, se minimiza la probabilidad de fallo, sujeta a restricciones sobre
la prestacion estructural y las variables de disefio. El coste total, incluyendo coste de
disefio y coste de fallo esperado, esta acotado por el coste total maximo.
En cada solucion del problema se tiene que verificar la condicion necesaria de
optimalidad del problema de determinacion del indice de fiabilidad, es decir, del
FORM. La formulacion del problema de optimizacion de la fiabilidad con restricciones
de coste es de la forma:

max [ul

sujeto a :G(u,d)=0
ru” 0,G(u,d) + u] 00,G(u,d)| = 0
., (a)+ ¢, (@) (- ) < ™
h(d)=0, i=1..m
hi(d)<0,  j=m'+1,...,m)
u= T(x,d)

y df<d<d”

(6.89)

Los autores también aportan las expresiones para realizar el andlisis de sensibilidad
de estos problemas. Asi, las sensibilidades del indice de fiabilidad respecto a las
variables de disefo deterministas estan dadas por:

0 _ 1 3G[ua)
od, [0.Glu"a)  od,

(6.90)

y las sensibilidades del coste total esperado respecto a las variables de disefio
deterministas d; se calculan como sigue:

9C; (u,d) _9C,(d) , of- ”u”)ac,- (a)

od, od, od, 6:91)
y a los componentes u; del vector u:
0C; (u,d) o Ui
u, =-C; (d)dhl”)”u” (6.92)

Las ventajas de estas formulaciones de Kuschel y Rackwitz son las siguientes:

» Se puede aplicar un algoritmo estandar de optimizacion no lineal como, por
ejemplo, SQP.

» Los problemas de escalado de problemas complicados se manejan mediante
rutinas de optimizacion estandar.
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» Los métodos parecen ser localmente estables y robustos.
Las desventajas de estas formulaciones son:

» Generalmente es necesario realizar el calculo numérico de derivadas de
segundo orden de las funciones de estado limite.

» Hay que incluir explicitamente la transformacion desde el espacio normal
estandar U al espacio de variables aleatorias fisicas X y viceversa. Dichas
transformaciones isoprobabilistas pueden requerir algo de esfuerzo numérico
adicional y pueden producir problemas numéricos en casos extremos
(inversidon numérica de las funciones de distribucion).

» Para ambos problemas se requieren generalmente buenos valores de inicio.

» Puede que sea necesario realizar una transformacién monotonica tanto de la
funcién objetivo como de las restricciones para obtener convergencia.

6.9.4 Método de Lazo Unico de Liang et al.

Liang et al., (2004)°' (2008)*® propusieron un método RBDO de lazo unico. Este
método colapsa los lazos de fiabilidad internos en un proceso de optimizacioén de lazo
unico equivalente. Este método se basa en imponer las condiciones de optimalidad de
Karush—-Kuhn-Tucker (KKT) de los lazos de fiabilidad internos en el lazo de
optimizacion de disefio externo, convirtiendo por tanto el problema de optimizacion
probabilistica en un problema de optimizacion determinista equivalente. Tras la
aplicacion a varios problemas se encontrd que la exactitud del método de lazo unico
propuesto es comparable a la del método de doble lazo tradicional y su eficiencia casi
equivalente a la optimizacion determinista.

Liang et al., (2008)’° amplian el método SLSV proporcionando un algoritmo RBDO
de lazo tnico con elevada precision, computacionalmente estable y eficiente. No
aumenta el numero de variables de disefio. Otras ventajas de este método son que no
afiade, explicitamente, restricciones de igualdad, al contrario que en Agarwal et al.
(2006)”7, Kuschel y Rackwitz (1997)”° y Streicher y Rackwitz (2002)”® y que no
requiere derivadas de segundo orden. Se usan explicitamente las condiciones de
optimalidad de KKT de los lazos de fiabilidad internos para pasar del espacio normal
estandar U al espacio original X , donde se evaltan las restricciones de desigualdad del
lazo externo de optimizacion de disefio. Ello convierte la formulacion de optimizacién
probabilista en una formulacion de optimizacion determinista. EI método propuesto
estima el MPP de cada restriccion probabilistica activa usando la informacion de
gradiente de las iteraciones anteriores. Por tanto, este método elimina el lazo de
optimizacion de fiabilidad del método RBDO de doble lazo tradicional. En caso de que
sea necesario, se pueden calcular los MPPs con mayor precision después de la
terminacion con éxito del proceso de lazo unico. En general, el método RBDO de lazo
unico propuesto es comparable en eficiencia con la optimizacion determinista y es
comparable en exactitud con el método RBDO de doble lazo tradicional.

Consideramos la formulacion del problema basico de RBDO presentada al inicio de
este capitulo:
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g}glf(d,ux,up)
st. P, =Plg(d,X,P)<0]< P, i=1..,n (6.93)

d:<d<dv, pﬁSpXSp[{

que se puede escribir también, considerando los valores de fiabilidad objetivo R/ en
lugar de los de probabilidad de fallo admisible como:

min /(d, px, e )
st. P,=Plg(d,X,P)20]=2R', i=1..,n (6.94)
d"<d<d’, Iy < py < px

La probabilidad de satisfaccion de la restriccion tiene que ser mayor que la fiabilidad
requerida (o percentil) R/, i =1..n.

Usando una formulacién de percentil R , el problema RBDO anterior puede
expresarse como

min /(d, px. ur)
st g (d,X,P) >0, i=1,..,n (6.95)
d"<d<d’, Py < Py < py

Se define el término g como la prestacion percentil de la funcion g, y es el valor tal
que hace Plg,. (d, X,P)Z g,-R] =R/ =1-P;/. En la Figura 6.12 si el area sombreada es
igual a la fiabilidad deseada R, entonces la prestacion percentil de la funcién de
prestacion es el punto final de la izquierda g® sobre el eje g. Sig”es mayor o igual
que cero, la fiabilidad del estado limite no es menor que la fiabilidad deseada y, por
tanto, la restriccion es factible. En consecuencia, la restriccion probabilista original que
aparece en la ecuacion (6.94) se puede escribir como g/ = 0. Se tiene entonces, que
g 20 es una expresion determinista equivalente a la restriccion probabilista de la
ecuacion (6.94). En este método hay que minimizar una funcion objetivo sujeta a
restricciones que se evaluan en el espacio original X . Por ello, es necesario tener una
relacién consistente entre los vectores d,py,pn, y los vectores d,X,P. El problema
dado por (6.95) ya se ha resuelto en secciones anteriores mediante métodos RBDO de
doble lazo basados en medida de prestacion (PMA). En estos métodos se calculaban los
MPPIRs de las restricciones probabilisticas en el espacio U vy, posteriormente, se
transformaban al espacio X . El método de lazo inico propuesto usa las condiciones de
optimalidad de KKT de los lazos de fiabilidad en el lazo de optimizacion de disefio para
relacionar los vectores d,py,pp y d, X, P.

En los métodos RBDO-PMA, un lazo de fiabilidad interno resuelve el siguiente
problema de optimizacion en el espacio normal estandar U :

G" =min G(u)

6.96
ot [u|= 4 (690
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FDP de g 4 Afea:P[g(daX,P)ZgR]=R

>
g

Figura 6.12 Prestacion de percentil R de la funcion de restriccion g

Una vez que se obtiene el MPPIR (MPP de Fiabilidad Inversa), el percentil g* esta
dado por:

g" =gld,x",p") (6.97)

donde los vectores X", P” se obtienen transformando el MPPIR u" al espacio original.
En el punto 6ptimo u"”, se satisfacen las siguientes condiciones de optimalidad:

0,G(u)+AM,H(u)=0 (6.98)

donde H (u):||u||—,[>’t es una restriccion de igualdad y A es el multiplicador de

Lagrange. La ecuacidon (6.98) establece que los gradientes DUG(u) y U.H (u) son
colineales en el optimo. El multiplicador de Lagrange A debe ser no negativo (es decir,
A =0), indicando que los gradientes de G(u) y H (u) tienen la misma direccion, pero
sentido opuesto.

Teniendo en cuenta que [, H (u) = 2u, la ecuacion (6.98) proporciona:

0,6
24|

i
Q

u=- (6.99)

Sabemos que la longitud del vector u es igual al radio de la hiperesfera S y

DUG/|DUG| es un vector unitario. Entonces la cantidad positiva |DUG|/2)I en la
ecuacion (6.99) debe ser igual a £, . Por tanto, la ecuacion (6.99) pasa a ser:
u=-4o (6.100)

donde
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_ 0.G

o —m (6.101)

es el gradiente normalizado de la restriccion en el espacio U .
En el caso de variables aleatorias normales no correlacionadas, las variables del
espacio X y del espacio U estan relacionadas mediante:

X=px+oll, P=p,+ocln (6.102)

donde 6 es un matriz cuya diagonal contiene las desviaciones estandar de las variables
aleatorias que correspondan. Teniendo en cuenta la regla de la cadena de derivacion:

0.G(d,u) = 6 My, 2(d X.P) (6.103)

Usando las ecuaciones (6.100) a (6.103) se obtiene la siguiente relacion entre los X, P y
los py, pp, para cada restriccion:

X=py-olBa ; P=p,-clBa (6.104)
donde o = ¢ X,Pg(d,X,P)/Hcs [I]]X,Pg(d,X,P)” .

Usando las ecuaciones en (6.104), el problema RBDO de doble lazo (6.95) se
transforma en el siguiente problema de optimizacion deterministas de lazo tnico:

min £(d, px. )

s.t. g,-R(d,X,-,P,-)ZO, i=1,...,n

donde
X, =px-o6Ba, P=p,-clBo, (6.105)

@, =6 My,g(dX,P)/|o Mg (d X, P)
d"'<d<d’, iy < py < py

donde [’ es el indice de fiabilidad objetivo para la restriccion i-ésima, @, es el

gradiente normalizado de la restriccion i-ésima y ¢ es la matriz cuyos elementos de la
diagonal son las desviaciones estandar de las variables aleatorias X y de los pardmetros
aleatorios P.

En el problema de lazo simple (6.105), la funcion objetivo se evalua en el punto
medio d,py,p, y las restricciones se calculan en el punto d,X,P. Se usan las

relaciones dadas por las ecuaciones en (6.102) para evaluar las restricciones
probabilistas de forma consistente con los valores de las variables de disefio. El método
de lazo simple no busca el MPP de cada restriccion en cada iteracion. En lugar de ello,
los MPPs de las restricciones activas se obtendran de forma exacta en el optimo. Esta
estrategia aumenta dramaticamente la eficiencia del método de lazo simple propuesto
sin comprometer la precision.
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[ Inicializar d°,py,pp,B,6,d",d", px,pnk, ]
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Figura 6.13 Diagrama de flujo de del Método RBDO de lazo uinico de Liang ef al.,

La Figura 6.13 muestra el diagrama de flujo del método de lazo unico propuesto.
Primero se especifica el punto inicial d°,px,p, y se asigna el vector de indices de
fiabilidad objetivo B’ a las restricciones. Notar que el vector de desviaciones estandar
o de las variables y pardmetros aleatorios debe ser conocido y sus componentes se
mantienen constantes a lo largo del proceso. También son conocidos los limites laterales
de las variables de disefio distribucionales y deterministas. El punto inicial d°,X",P°
necesario para evaluar las restricciones se toma igual a d°,pux, p,; es decir, X° =pyx y
P’ =p,. Con esto, se calcula el vector gradiente normalizado inicial a para la
restriccion i -€ésima:
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0! =6 Mg (@, X, P°)/Jo Meeg (@, X, P)] (6.106)

En el paso de iteracion £ del lazo de optimizacion, la funcion objetivo se calcula en
el punto d*, p%, p,. Para la evaluacion de las restricciones, el algoritmo comprueba si el
optimizador ha cambiado el vector de disefio, px, comparandolo con el de la iteracion
anterior, py . Si no ha cambiado, se utiliza el vector gradiente actual a; para calcular
X! y P! usando las expresiones X! =py-c[Ba y P'=p,-clBa,
respectivamente. A continuacion se evalua la restriccion g,. Si pyx ha cambiado
respecto a la iteracion anterior, se actualiza el vector gradiente normalizado @, antes de
usarlo para calcular X; y P/ que son necesarios para la evaluacion de la restriccion.
Este es un paso esencial para mantener el vector de variables de disefio py y los
vectores X y P consistentes, teniendo por tanto un algoritmo robusto y estable.
Ademas, ello mejora grandemente la eficiencia puesto que el algoritmo evita
evaluaciones de gradientes innecesarias.

Cuando se utilizan variables aleatorias no normales, se calculan las medias py y

desviaciones estandar 6y de las distribuciones normales equivalentes cada vez que el
optimizador actualiza los valores medios durante el proceso de optimizacion.

Ventajas del método de lazo unico de Liang ef al.

La principal ventaja del método de lazo tnico es la eliminacion de los lazos de
fiabilidad internos sin incrementar el numero de variables de disefio o afadir
restricciones de igualdad. En lugar de desarrollar lazos de optimizacion y de fiabilidad
anidados, se resuelve un problema de optimizacion deterministas de lazo tinico.

El algoritmo RBDO de lazo tinico propuesto tiene una eficiencia excelente puesto
que el problema se reduce a una optimizacidon determinista. La consistencia entre el
vector de variables de disefio d,py,p, y el vector d,X,P necesario para evaluar las

restricciones hace que el algoritmo de lazo Unico sea robusto. Sin embargo, esto no
ocurria en los primeros intentos que se hicieron con el fin de obtener un algoritmo
RBDO robusto de lazo Gnico: Chen et al.,(1997)¥, Gu y Yang (2003)"’; Wang y
Kodiyalam (2002)”, Yang y Gu, 2003)'”, debido a la inconsistencia de los vectores
iy y Xiniciales.

Finalmente, el algoritmo RBDO de lazo tnico propuesto no precisa de un conjunto
de restricciones activas como en el caso del algoritmo SLSV. El conjunto de
restricciones activas es identificado por el algoritmo cuando alcanza el punto optimo.
Estas son las mayores ventajas que simplifican la implementacion del método de lazo
unico y realzan su robustez y eficiencia. Ademas, el método de lazo inico no actualiza
los gradientes de las restricciones innecesariamente. Los gradientes se actualizan sélo
cuando los valores de las variables de disefio distribucionales hayan cambiado.

Desventajas del método de lazo inico de Liang et al.

Este método considera que las variables aleatorias se distribuyen segun una
distribucion normal. Cuando éste no sea el caso, sera preciso considerar distribuciones
normales equivalentes con parametros distribucionales equivalentes p, y o,. Sin
embargo, el célculo de estos pardmetros es posible s6lo en un nimero limitado de casos.

Esta formulacion de lazo tnico tampoco es adecuada para el tratamiento de variables
correlacionadas.
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Al igual que el método SLSV, aqui también se estiman los MPP de cada restriccion.
Debido a esto, si la funcion de estado limite es altamente no lineal, puede ocurrir que el
MPP estimado sea extremadamente impreciso, dando como resultado 6ptimos espurios.

A pesar de las limitaciones de este método de lazo unico, se ha incluido en la
“Toolbox” de RBDO implementada. En el siguiente capitulo se incluyen ejemplos de
aplicacion de este método.

En resumen, podemos concluir que los métodos de lazo inico parecen ser atractivos
ya que reducen el coste computacional de los métodos de doble lazo. Sin embargo, sélo
son aplicables a casos sencillos en los que las variables aleatorias se distribuyen segun
distribuciones normales o distribuciones lognormales. No son adecuados en el caso de
variables aleatorias no normales y/o correlacionadas.

6.10 Métodos RBDO Desacoplados

6.10.1 Optimizacion Secuencial y Valoracion de Fiabilidad (SORA)

El método de Optimizacion Secuencial y Valoracion de Fiabilidad (del inglés,
“Sequential Optimization and Reliability Assesment” SORA) fue propuesto por Du y
Chen (2004)'"'. Este método se basa en una estrategia de “lazos unicos en serie”
compuesta por una secuencia de ciclos compuestos cada uno de ellos de una fase de
optimizacion determinista y de una fase de andlisis de fiabilidad. Sin embargo, el
método SORA se diferencia de los métodos RBDO de lazo Unico existentes en el modo
en que se establecen las restricciones deterministas equivalentes a las restricciones
probabilistas. Cada ciclo comienza con una optimizacion determinista y a continuacion
se realiza el andlisis de fiabilidad basado en medida de prestacion (PMA). Este analisis
de fiabilidad inversa es una caracteristica integral del método junto con el uso de un
algoritmo eficiente de busqueda del MPP de fiabilidad inversa (MPPIR). Después se
comprueban las restricciones probabilisticas y se actualizan para el siguiente ciclo. El
algoritmo termina cuando los ciclos sucesivos convergen a valores consistentes de las
variables de disefio, es decir, valores Optimos para los que las restricciones
probabilisticas son factibles.

El método SORA puede incluir en su formulacion variables de disefio deterministas
d, variables de disefio distribucionales correspondientes a las variables aleatorias X y
parametros aleatorios P. El modelo de disefio probabilista que trata de resolver el
método SORA esta definido como:

min /(d, px. )

st. P=Plg,(d,X,P)20]=R, i=1,.n (6.107)
d"<d<d’, Py < Py < py

donde R/ es la fiabilidad requerida, es decir, 1-P;. Por ello, este problema es el
mismo que el que venimos tratando:

min f(dpx.pe)
st. P=Pg,(d,X,P)<0]<P, i=1..,n (6.108)

a2

d"<d<d", X < px < px
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Principales ideas incorporadas en el método SORA:
Las tres ideas mas importantes que se introducen en el desarrollo del SORA son las
siguientes:

1.- Evaluar la fiabilidad solo hasta el nivel deseado.

Recordamos aqui las ventajas que tiene la formulacion del problema de optimizacion
probabilista basada en percentil respecto a la basada en la probabilidad de fallo o en
indice de fiabilidad. Es preciso observar que cuanto mas proximo a uno sea la fiabilidad
de una restriccion mayor esfuerzo computacional se necesita para calcular la
probabilidad de fallo. Para una restriccion probabilista, no nos interesa calcular la
fiabilidad real de una funcién de estado limite, sino determinar si es probabilisticamente
factible. En problemas de optimizacidén probabilista con multiples restricciones, algunas
restricciones puede que nunca se activen y que tengan fiabilidades muy proximas a 1.
Aunque estas restricciones son la menos criticas, las evaluaciones de estas fiabilidades,
desafortunadamente, se llevaran la mayor porcion del tiempo de calculo del proceso de
disefio probabilistico cuando se utilice una estrategia de doble lazo basada en
probabilidad de fallo o indice de fiabilidad (formulacion RIA). Con la formulacion
percentil (PMA), la valoracion de la fiabilidad se realiza solo hasta el nivel necesario
R! . Esto mejora la eficiencia del método. Por tanto, empleamos la formulacion percentil
para las restricciones probabilistas en el método SORA. La ecuacion (6.108) se
reescribe de la forma:

min f(d, . e )

S.a. gin =& (da XMPPIRUPMPPIRI') 2 Oa i = 19"'5n (6109)
d"<d=<d’, Py < Py < py

Se obtiene entonces un modelo de optimizacion determinista equivalente al
problema de optimizacion probabilista dado en (6.108) puesto que se usan las funciones
de restriccion originales para evaluar la factibilidad del disefio. Para ello, se determina
el valor de las funciones de prestacion g, (d,X,P) en el MPPIR correspondiente a la
fiabilidad deseada R, es decir, se calcula g; (d, Xyeeiris PMPP,Ri).

En la Figura 6.14 se explica con un ejemplo sencillo como una restriccion
probabilistica se convierte en una restriccion determinista equivalente. En este ejemplo
solo estan implicadas dos variables de disefio aleatorias X, y X,. No existen variables
de disefio deterministas, ni parametros aleatorios. En la figura se representan dos
sistemas de coordenadas: Un sistema es el espacio compuesto por las variables de
disefio ( Uy, ¥ Uy, ) Yy el otro es el espacio aleatorio (X Ly X 2). Si consideramos que no
existe ninguna incertidumbre, la curva g(,qu , My, ) =0 es la funciéon de estado limite en
el disefio determinista. Sin embargo, en un problema real sabemos que existen
incertidumbres y las restricciones son, por tanto, probabilistas. En el caso de la figura se
considera una Unica restriccibn probabilista cuyo contorno es la curva
P[g(X X 2) > O] = R. La restriccion del disenio probabilista es mucho maés estricta que
la del disefio determinista puesto que en el disefio probabilista se requiere una fiabilidad
determinada R mucho mayor que la obtenida en el disefio determinista.
Geométricamente, la curva correspondiente al contorno P[g(X LX,)2 0] = R debe estar
situada en el interior de la region factible correspondiente a la restriccion determinista,
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es decir, a la derecha de la curva g(,qu,,uXZ)ZOen la figura. Al ser la restriccion
probabilista P[g (X LX 2) > O] =R equivalente a g(X pems X E,PP,RZ) =0 donde
(X peimts X ,SPP,RZ) es el MPPIR, el determinar si un disefio (,qu, ,UXZ) verifica o no la
restriccion probabilista es equivalente a evaluar la restriccion determinista en el MPPIR
correspondiente a ese disefo, es decir, equivale a evaluar g(X et X ,E,PP,RZ).

Como se ve en la Figura 6.14, para que se tenga que g(X o> X ,SPP,RZ) =0, se tiene
que verificar que para un diseno (,UXI, ,UXZ) situado sobre el contorno de la restriccion
probabilista su correspondiente MPPIR debe estar sobre el contorno de la restriccion
determinista g(,uXl , My, ) =0.

Por tanto, en el caso general, dado un disefo (d,p,x), para que éste sea factible, el

MPPIR de cada restricciéon probabilista deberia estar dentro de la region factible
determinista correspondiente.

Restriccion Probabilista
*  Restriccion Plg(x,,x.)=0]=R

o o —
0g (X wppirt s X sppir2 ) =0

Hx, X, Determinista
g(ﬂxlsﬂ/\’z): 0

Region
Segura

/JXlﬂXl

Figura 6.14 Restriccion determinista y restriccion probabilista.

2.- Usar un algoritmo de busqueda del MPPIR robusto y eficiente.

Du y Chen utilizan en los ciclos de analisis de fiabilidad del método SORA un
algoritmo de busqueda del MPPIR robusto y eficiente. A este algoritmo los autores le
llaman método de Valor Medio Modificado Avanzado (MAMV) (Du et al., 2004)'%.
Este nuevo algoritmo combina varias técnicas, tales como usar la direccion de maximo
descenso como direccion de busqueda, desarrollar una blisqueda de arco si no se hace
progreso a lo largo de la direccion de maximo descenso, y adoptar un tamano de paso
adaptativo. Ademas, este algoritmo se considera robusto puesto que es adecuado para
cualesquier tipo de funciones de restriccion continuas (incluyendo funciones no
concavas y no convexas) y con cualquier tipo de distribuciones continuas para las
variables aleatorias.
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También es posible utilizar otros algoritmos avanzados de busqueda del MPP de
fiabilidad inversa como, por ejemplo, HMV y HMV+, ya analizados en secciones
anteriores. Esta es la solucion que se ha adoptado en la implementacion realizada del
método SORA en la “Toolbox” de RBDO.

3.- Emplear ciclos secuenciales de optimizacion y valoracion de la fiabilidad.

En disefio 6ptimo basado en fiabilidad la mayor parte del tiempo de calculo se
invierte en el analisis de fiabilidad. Por tanto, para mejorar la eficiencia de la
optimizacion probabilista debemos reducir el numero de valoraciones de fiabilidad tanto
como sea posible. La idea a desarrollar es mover la solucioén de disefio tan rapidamente
como sea posible hacia el 6ptimo para que asi se reduzca la necesidad de localizar los
MPPIRs. Para lograr esto, el método SORA emplea una serie de ciclos de optimizacion
y valoracion de fiabilidad. Cada ciclo incluye dos fases, la primera fase consiste en la
optimizacion determinista, a la que llamaremos SO, y la otra fase corresponde a la
valoracion de fiabilidad, que se denomina fase RA. Como ya se ha indicado, esta
valoracion de fiabilidad se realiza hasta un nivel de fiabilidad dado. En cada ciclo, en
primer lugar resolvemos un problema de optimizacion determinista equivalente, que se
formula mediante la informacion de los MPPIRs obtenidos en el ciclo anterior. Una vez
que se ha obtenido la solucion de disefio actualizada, desarrollamos la valoracion de
fiabilidad para identificar los nuevos MPPIRs y comprobar si se satisfacen todos los
requisitos de fiabilidad. Si no ocurre esto, usamos estos nuevos MPPIRs para formular
la restriccion para la optimizacion determinista del ciclo siguiente. El contorno de esta
restriccion se desplazaré a la region factible lo que hard que cambien las posiciones de
las variables de disefio. Mediante esta estrategia se puede llegar a obtener la soluciéon de
un problema RBDO en unos pocos ciclos con lo que se reduce significativamente la
cantidad de busquedas de los MPPIRs.

Diagrama de flujo y procedimiento del método SORA.

El diagrama de flujo del método SORA se representa en la Figura 6.15. En cada
ciclo, primero se realiza la optimizacion determinista y a continuacion la valoracion de
fiabilidad de las restricciones, es decir, el calculo del MPPIR de cada restriccion. El
algoritmo converge a una solucidon 6ptima cuando la funcidon objetivo converge y las
restricciones son factibles, es decir, verifican que g; (d("),Xﬁ’;,),P,R,.,PA(fP)P,R,.)Z 0 para
i=1l.n.

El procedimiento de calculo comienza de la siguiente forma: En la fase de
optimizacion determinista del primer ciclo, puesto que no hay informaciéon sobre los
MPPIRs, los valores de XS\%P,R[ y P}f}mi toman los valores medios de las variables de

disefio aleatorias y de los parametros aleatorios, respectivamente. Asi, el modelo de
optimizacion determinista del primer ciclo del SORA es el siguiente:

r‘}'lin f(d,IlXallP)
" (6.110)
s.a. g,.(d,ux,up)z 0, i=1l..n

Para mostrar la estrategia de este método consideremos un ejemplo sencillo en el
que se tienen dos variables de disefio aleatorias X, y X, (consideramos que no existen
variables de disefio deterministas d ni parametros aleatorios P). Consideremos
inicialmente el primer ciclo y después extendamos el mismo principio al ciclo k. En el
primer ciclo, después de resolver el modelo de optimizaciéon determinista (6.110),
algunas de las restricciones pueden llegar a activarse. Para las restricciones activas de
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este modelo se tendra que el punto 6ptimo pY = (,uﬁ(ll), yﬁﬁj) esta sobre el contorno de la
funcion de restriccion determinista g(d,px,p,,)zo. Si a continuacién tenemos en
cuenta la aleatoriedad del vector X como se ve en la Figura 6.16, la fiabilidad real
(probabilidad de que la restriccion sea factible) tiene un valor muy pequefio, alrededor
de 0.5. Después de la optimizacion determinista se lleva a cabo la segunda fase del
primer ciclo, la valoracion de la fiabilidad para la solucion Optima obtenida
u(,? = (yﬁﬁ), /Jﬁ}z) ) En esta fase obtenemos el MPPIR correspondiente al nivel de

fiabilidad deseado R. Como era de esperar, el MPPIR X%,PIR de la restriccion
g(y§;3 , uﬁ}ﬁ ) =0 caera fuera de la region factible determinista (a la izquierda). Sabemos

que para asegurar la factibilidad de una restriccion probabilistica, el MPPIR
correspondiente al percentil R deberia caer dentro de la region factible determinista,
que incluye el propio contorno de dicha restriccion. Por tanto, cuando se establezca el
modelo de optimizacion determinista equivalente del ciclo 2, habra que modificar la
restriccion para desplazar el MPPIR al menos hasta que quede sobre el contorno de la
restriccion determinista para ayudar a asegurar la factibilidad de la restriccion
probabilista. Si llamamos s al vector de desplazamiento, la nueva restriccion en la
optimizacion determinista del siguiente ciclo se formula como

glpg —s)=0 6.111)

En la Figura 6.16, para asegurar que el MPPIR esté sobre el contorno determinista,
obtenemos el vector desplazamiento como

s = (51,52) = Hg) - XS\?PPIR = (/Jg,) - Xl(/l\/)IPPIRa /ng - XZ(IA)/IPPIR) (6.112)

La ecuacion (6.112) indica que es necesario mover la posicion de las variables de disefio
( X) en el modelo de optimizacion determinista hacia el contorno de la restriccion
probabilista para asegurar la factibilidad bajo incertidumbre. En la figura aparece
representado el contorno de esta restriccion determinista desplazada mediante una curva
de puntos.

En el caso de que haya mas de una restricciéon probabilista, se desplazaran lo
contornos de restriccion hacia la region factible correspondiente en una distancia igual a
la existente ente el punto optimo p) = (,uﬁ(l]), 7% ) y el MPPIR correspondiente a cada
restriccion. En el segundo ciclo de optimizacion probabilistica, las nuevas restricciones
forman una region factible mas pequefia en comparacion con la del primer ciclo como
se ve en el siguiente modelo de optimizacion:

: (1)
nin /) (6.113)

s.a. g,-(ug)—sfz))z 0, i=l.n

donde

s¥ =pl =X (6.114)
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Figura 6.15 Diagrama de flujo del método SORA.
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Restriccion Probabilista
R Plg(x,, Xx,)=0]=R
Hx, X, ReStI‘iC(.:i(').n 0g (X wreirs X EIPP[RZ) =0
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g(luxuﬂ)(z)z 0
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/JXlﬂXl

Figura 6.16 Contorno de restriccion desplazada.

Después de la optimizacion determinista del ciclo 2, se realiza la valoracion de
fiabilidad para encontrar los MPPIRs actualizados y comprobar la factibilidad del
disefio. Al seguir esta estrategia de desplazamiento de los MPPIRs deberian mejorar las
fiabilidades de aquellas restricciones violadas en el Ciclo 1. Si ocurre que todavia no se
verifican algunas restricciones probabilisticas, se repite el procedimiento ciclo a ciclo
hasta que la funcidon objetivo converja y se verifiquen todas las restricciones
probabilistas, hecho que ocurrird cuando todas las distancias de desplazamiento lleguen
a valer cero.

En el caso mas general, en el que existen variables de disefio deterministas d,
variables de disefio aleatorias X asi como los parametros aleatorios P, las variables de
disefio deterministas d pueden considerarse como variables aleatorias especiales con
varianza cero y la distancia de desplazamiento correspondiente a d es cero. Aunque en
el proceso de disefio no tenemos ningiin medio de controlar los pardmetros aleatorios

P, si que podemos determinar el MPPIR P, en la fase de analisis de fiabilidad con
el fin de comprobar si se satisface o no la restriccion deterministas
g (d, X ppiri s PMPP,R,.)z 0. En la optimizacién determinista del siguiente ciclo utilizamos
el P, obtenido en el ciclo anterior. Entonces, las restricciones del modelo de
optimizacion determinista son de la forma:

g(dpy =5, P )20, i=1.m (6.115)

Basado en la misma estrategia, obtenemos el modelo de optimizacion determinista
general del ciclo £ como

0
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min fld e pe)

(6.116)
sa. g, (d,uX -s¥) Pﬁ(fp',i,)m) >0, i=1l.n

donde
st = pl) - x (6.117)

Hay que notar que cada restriccion probabilistica tiene su propio MPPIR
(XMPP,.,PMPP,.) y, por tanto, cada restriccion probabilistica tiene su propio vector de

desplazamiento s, .
Para obtener una mayor eficiencia, también se toman las siguientes medidas:

1) El punto de inicio para la busqueda del MPPIR en la valoracion de fiabilidad del
ciclo actual se toma como el MPPIR obtenido en el ultimo ciclo. Generalmente,
los MPPIRs de las restricciones probabilistas en dos ciclos consecutivos estan
muy proximos y, por ello, el MPPIR del ultimo ciclo es una buena eleccion de
valor de inicio para la busqueda del MPPIR del siguiente ciclo. Esta estrategia
reduce el esfuerzo computacional de la blisqueda del MPP. Una estrategia
parecida es la que implementa el algoritmo PMA+, aunque en este algoritmo
esta estrategia se activa cuando se verifica un criterio de proximidad de disefio.

2) De la misma forma que con el MPPIR, se tom6 como punto de inicio de la
optimizacion determinista de un ciclo el punto 6ptimo del anterior ciclo.

3) Después de un ciclo de optimizacion, si las variables de disefio incluidas en una
restriccion probabilistica no cambian o tienen cambios muy pequeios
comparados con los del ultimo ciclo, el MPPIR del ciclo actual sera el mismo o
muy proximo al del ultimo ciclo. Por tanto, no es necesario buscar el MPPIR
otra vez para esta restriccion probabilistica en la fase de valoracion de fiabilidad.

El criterio de parada que se ha implementado en el método SORA consta de dos
condiciones:

1.- La funcién objetivo se estabiliza: la diferencia entre los valores de la funcion
objetivo entre dos ciclos consecutivos es suficientemente pequeia.

2.- Se satisfacen todos los requisitos de fiabilidad.

Del procedimiento del método SORA vemos que el lazo de analisis de fiabilidad
(localizacion de los MPPIR) esta completamente desacoplado del lazo de optimizacion
y que en la parte de optimizacion, las formulas deterministas equivalentes de las
restricciones tienen la misma forma que las funciones de restriccion originales. Resulta,
por tanto, facil codificar e integrar en este método el analisis de fiabilidad con cualquier
software de optimizacion. Se comprueba también que el disefio mejora progresivamente
(la fiabilidad deseada se alcanza progresivamente) en el proceso RBDO propuesto. La
eficiencia global del método SORA es muy alta puesto que requiere muchas menos
iteraciones de optimizacion y valoraciones de fiabilidad que en otros métodos.
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Ventajas del método SORA

El método SORA incluye el uso de la formulacion percentil para la valoracion de las
restricciones en lugar de la formulacion dada por el indice de fiabilidad evitando el
calculo de las fiabilidades reales. La combinacion de los ciclos de optimizacién
secuencial y valoracion de fiabilidad y el uso de un método eficiente y robusto de
busqueda de los MPPIR, como HMV o HMV+ hace que este método sea muy eficiente.

El método SORA es también aplicable cuando la funcion objetivo se formula de
forma probabilista, como ocurre, por ejemplo, en disefio Optimo fiable y robusto
integrado (RBRDO, del inglés, “Reliability-Based Robust Design Optimization”), en el
que la funcion objetivo esta relacionada tanto con la media como con la desviacion
estandar de una medida de prestacion. En el disefio fiable y robusto integrado se trata de
minimizar la prestacion media y minimizar las desviaciones de la prestacion.

El método SORA es un método extremadamente eficiente. Esto esta demostrado por
varias aplicaciones practicas a gran escala. Se ha aplicado al disenio RBDO de
resistencia al impacto lateral en vehiculos, y al disefio integrado basado en fiabilidad y
robustez del reductor de velocidad de un motor de avion (Chen y Wu, 2002)'%.
También se ha aplicado a problemas de disefio estructural, especialmente a estructuras
de nudos articulados (Liu ef al., 2003)'.

Una posible mejora de la eficiencia del método SORA es la siguiente: Algunas de
las restricciones probabilisticas no se activan durante todo el proceso y sus fiabilidades
estan siempre por encima de los niveles deseados. Por tanto, no es necesario evaluar los
percentiles de estas restricciones inactivas en la fase de andlisis de fiabilidad de cada
ciclo. Si se evitan estas evaluaciones de fiabilidad la eficiencia del método puede
mejorar considerablemente.

Desventajas del método SORA

El método SORA puede necesitar un numero elevado de ciclos secuenciales de
optimizacion y determinacion de la fiabilidad para problemas complejos. Esto puede
hacer que sea un método muy caro desde el punto de vista computacional cuando se
precise realizar llamadas a un programa de analisis de elementos finitos.

Cuando la funcion objetivo o las restricciones sean altamente no lineales o
irregulares (por ejemplo, discontinuas), el comportamiento de las restricciones
deterministas puede cambiar drasticamente de un ciclo a otro, y la estrategia de
desplazar el contorno de las restricciones deterministas activas puede que no funcione.

En la “Toolbox” de RBDO realizada se ha implementado el método SORA
utilizando para la determinacién de los MPPIRs los algoritmos HMV y HMV+. Estas
variantes del método se aplican tanto a problemas analisticos como a problemas
estructurales de RBDO.

6.10.2 Otros Métodos Desacoplados

El método SORA se basa en analisis de fiabilidad inversa de primer orden
(estrategia PMA). Es bien conocido que en andlisis de fiabilidad inversa no hay un
modo de sencillo de integrar aproximaciones de segundo orden, al contrario que ocurre
en los métodos RBDO basados en fiabilidad directa donde es posible integrar de manera
sencilla aproximaciones de fiabilidad de orden mayor tales como SORM, o métodos
mas robustos tales como Simulacion de Monte Carlo. Ademas, el método SORA
presenta dificultades al tratar con restricciones respecto a la fiabilidad del sistema. Zou
(2004)' ha desarrollado una estrategia de desacoplamiento que hace uso de la
formulacion de analisis de fiabilidad directa lo que permite incluir diferentes métodos
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de analisis de fiabilidad y requisitos en cuanto a la fiabilidad de sistema. Esta estrategia
se basa en reescribir las restricciones de fiabilidad usando aproximaciones en serie de
Taylor de primer orden.

Apéndice A: Demostracion de la Sensibilidad respecto a las Variables
de Disefio Distribucionales

El proposito de este apéndice es probar que el segundo término del miembro de la
derecha de la ecuacion (6.55) es cero, es decir,

nd T(XDse)a_XD_
ox" 08

0 (A.1)

Recordando la definicion de indice de fiabilidad en el espacio de variables aleatorias
originales X es

B= mxin”T(x, 9)"

A2
s.a. g(X) =0 -
que es equivalente a
B= mxin%TT (X, G)T(Xae)‘ (A.3)
s.a. g(X) =0

Notar que para el problema de minimizacion en la formula anterior, el vector x es el
vector de variables de diseno. Teniendo en cuenta la condicion necesaria de Karush-
Kuhn-Tucker, la solucion de la ecuacion (A.3), es decir, el MPP en el espacio X, debe
satisfacer

T (x° B\OT(XD’B)M oglx’) 0
S ox (A.4)

s.a. g(xD) =0

donde A es el multiplicador de Lagrange. De la ecuacion (A.4), se puede ver que x"
depende de las variables de diseno distribucionales 0 = [01,92,...,0m]T, es decir

x"”=x"(0). Derivando en g(xD(ﬂ)) =0 con respecto a 0

ag(xD) ox"
ox 00

=0 (A.5)

O
Si ahora multiplicamos ambos lados de la ecuacion (A.4) por % , S¢ obtiene
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T(XD,H) 0x"” ‘2 ag(XD) 0x"” _

d
TT D,ﬂ\
(x"0) ax’ 90 ox 00

0 (A.6)

Sustituyendo la ecuacion (A.5) en la (A.6) y usando u" = T(XD, 9), se llega a

or aT(XD,B) ox"” _
u ——1 =
ox"’ 00

0 (A7)

como queriamos demostrar.



Capitulo 7
EJEMPLOS Y APLICACIONES

7.1 Introduccion

En este capitulo se realiza una breve descripcion del programa informatico
desarrollado y se presentan varios ejemplos de problemas RBDO y las soluciones
obtenidas mediante el uso de dicho programa. Los ejemplos consisten en un ejemplo
matematico y dos ejemplos estructurales: una estructura articulada plana de 10 barras y
una estructura articulada espacial de 25 barras. Mediante estos ejemplos se demostrara
las posibilidades que ofrece el programa desarrollado.

7.2 “Toolbox” de RBDO

Se han desarrollado un conjunto de funciones en MATLAB capaces de resolver
problemas RBDO mediante los diferentes métodos explicados en el capitulo 6. Este
conjunto de funciones forman una “7oolbox” de RBDO. Es preciso sefalar que todo el
codigo estd desarrollado integramente en MATLAB, version 7.6. Se ha elegido este
lenguaje por su gran divulgacion en el mundo académico y por la posibilidad de utilizar
la extensa biblioteca de funciones que incluye. En la aplicacion se emplean los paquetes
“Statistics Toolbox” 'y “Optimization Toolbox”. Por ejemplo, en los casos en los que es
necesario utilizar un algoritmo de programaciéon no lineal se usard el algoritmo SQP
implementado en la funcion fmincon de MATLAB.

El “Toolbox” de RBDO desarrollado est4 inspirado en el programa FERUM'’, de
forma que se ha tratado de mantener la compatibilidad con las funciones de este
programa. El programa FERUM (“Finite Element Reliability Using MATLAB”) es un
conjunto de funciones de MATLAB para realizar calculos de fiabilidad estructural. Sin
embargo, no dispone de funciones para realizar RBDO. Este software comenzd a
desarrollarse en 1999 bajo la direccion del Profesor Armen Der Kiureghian en el
Departamento de Ingenieria Civil y Medioambiental de la Universidad de California en
Berkeley. La version 3 de FERUM aparecio en 2001. El Profesor J.-M. Bourinet del
Laboratoire de Mécanique et Ingénieries (LaMI) de la Universidad Blaise Pascal en
Clermont Ferrand (Francia) ha presentado en 2009 la version 4 de FERUM'” que
introduce nuevas funcionalidades.

Las funciones desarrolladas para esta tesis pueden resolver una amplia variedad de
problemas RBDO. Asi, pueden resolver problemas analiticos y estructurales, con
variables de disefio distribucionales y/o variables de disefio deterministas. En el caso de
variables de disefio distribucionales se considera el valor medio como la variable de
disefio. Ademas de variables de disefio aleatorias también es posible trabajar con otras
variables aleatorias que no son variables de disefio y que llamamos parametros
aleatorios, por ejemplo, para definir cargas.

En cuanto al Andlisis de Sensibilidad de Disefo, el usuario puede seleccionar entre
el Método de Diferencias Finitas (FFD) o el Método de Derivacion Directa (DDM).
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Una vez que se realiza la seccidn, este método se empleard para todas las funciones de
prestacion.

El programa permite considerar variables aleatorias independientes y dependientes.
La informacién de las variables aleatorias de entrada que hay que proporcionar esta
formada por las distribuciones marginales, indicando los valores medios y desviaciones
estandar. En el caso de pardmetros aleatorios es posible introducir otros parametros
caracteristicos de la distribucion y el programa determina la media y la varianza a partir
de estos. Existe un amplio conjunto de distribuciones estadisticas donde elegir. El tipo
de distribucion marginal de cada variable aleatoria estd definido por un codigo definido
en la Tabla 7.1.

Cédigo Tipo de Distribucion

1 Distribucion Normal

2 Distribucién Lognormal

3 Distribucion Gamma

4 Distribucién Exponencial Desplazada

5 Distribucidon de Rayleigh Desplazada

6 Distribucion Uniforme

7 Distribucion Beta

8 Distribucion Chi-Cuadrado

9 No implementado

10 No implementado

11 Distribucion de Valor Extremo de Tipo I (Valor mayor)
12 Distribucién de Valor Extremo de Tipo I (Valor menor)
13 Distribucién de Valor Extremo de Tipo II (Valor mayor)
14 Distribucion de Valor Extremo de Tipo III (Valor menor)
15 Distribucién Gumbel (es la misma que la 11)

16  Distribucion Weibull (es la misma que la 14 con epsilon = 0).

Tabla 7.1 Distribuciones marginales para la “Toolbox” de RBDO.

Ademas de los pardmetros configurables de los algoritmos utilizados (tolerancias de
convergencia, maximo numero de iteraciones de los lazos de analisis de fiabilidad,
pardmetros de la simulacion de Monte Carlo, etc) también existen varias opciones para
la estructura (tipo de seccion transversal de las barras, clasificacion en grupos de las
barras).

En este capitulo se estudia el comportamiento de los métodos RBDO implementados
mediante ejemplos y se analizan aspectos fundamentales como convergencia, exactitud,
eficiencia, facilidad de implementacion, generalidad, etc. La eficiencia de los métodos
empleados se compara teniendo en cuenta el nimero de Evaluaciones de Funciones de
Estado Limite (LSFE, del inglés, “Limit State Function Evaluations”) y el nimero de
iteraciones de optimizacion.

Aunque el objetivo principal de este trabajo es la aplicacion de los métodos RBDO
en estructuras, también el programa puede tratar problemas analiticos. Este es un
aspecto fundamental puesto que sirve para comprobar el buen funcionamiento de los
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algoritmos y para la solucion de problemas estructurales sencillos que se pueden
plantear de forma analitica.

La incorporacién en el programa de la capacidad de resolver problemas RBDO
formulados de forma analitica estd completamente justificada. La solucion de un
problema RBDO con una gran cantidad de variables aleatorias, variables de disefio y
restricciones precisa de la realizacion de un niimero elevadisimo de evaluaciones de
funciones de prestacion. Si cada una de estas evaluaciones implica la llamada a un
programa de andlisis de elementos finitos el coste computacional es prohibitivo. En
estos casos se puede emplear técnicas como el Método de Superficie de Respuesta
(RSM, del inglés “Response Surface Method”) que aproxima las funciones de estado
limite mediante funciones de tipo polindmico que pueden tratarse de forma analitica.

7.2.1 Métodos RBDO implementados.
Métodos de doble lazo:

RBDO — RIA: Se trata del método de doble lazo tradicional. En el lazo interno se
lleva a cabo el analisis de fiabilidad directo, basado en indice de fiabilidad.

RBDO — HMV: En este caso, en el lazo interno, se realiza un analisis de fiabilidad
inverso mediante el método de Valor Medio Hibrido (HMV).

RBDO - HMV+: La caracteristica de este método es que se realiza un analisis de
fiabilidad basado en medida de prestacion (PMA) mediante el método de Valor
Medio Hibrido Avanzado (HMV+), que se caracteriza por la utilizacion de un ajuste
cibico de la funcion de prestacion. Hay que tener en cuenta, como ya se ha
explicado en el capitulo anterior, el algoritmo HMV+ considera una condicién de
convergencia mas sencilla.

RBDO - PMA+ (HMV+): En este método se implementan tres ideas basicas:
comenzar el proceso RBDO en el disefio optimo determinista, seleccion de un
conjunto de restricciones probabilistas potenciales y la utilizacion de analisis rapido
de fiabilidad usando la condicion de proximidad de disefo. Se han desarrollado dos
versiones: en la primera se utiliza el método HMV+ para el analisis de fiabilidad
inversa. La segunda es el RBDO — PMA+(HMYV).

RBDO - PMA+ (HMYV): Este método es similar al anterior con la diferencia de que
se usa HMV para realizar el andlisis de fiabilidad inversa.

Método de Lazo Unico

RBDO - LAZO UNICO: Se ha implementado el método de lazo tnico desarrollado
por Liang et al., (2008).

Métodos Desacoplados

RBDO - SORA (HMYV): Es la implementacién del método SORA de Du y Chen
(2004) empleando el método HMV para la realizacion del andlisis de fiabilidad
inversa.
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RBDO — SORA (HMV+): Es una variante del método SORA original en el que se
ha utilizado el método HMV+ para el analisis de fiabilidad PMA.

7.2.2 Funcionamiento del programa.

Todos los datos de entrada del problema se introducen mediante un fichero de
comandos. Este fichero incluye, entre otros, datos sobre: variables aleatorias, modelo
estructural, cargas, asignacion de las variables aleatorias a parametros del sistema
estructural, funciones de restriccion, variables de disefio, pardmetros para los algoritmos
de analisis de fiabilidad y de optimizacion. Todos los métodos RBDO parten de una
misma definicion del problema y realizan llamadas a las mismas funciones para llevar a
cabo los procedimientos que sean comunes como, por ejemplo, la evaluacion de
funciones de estado limite. Esto hace posible que el andlisis de eficiencia sea riguroso.

Se han implementado los siguientes ejemplos: En la seccion 7.2 Ejemplo
matematico. En la seccion 7.3 se aborda el problema de una estructura articulada plana
de 10 barras. En la seccion 7.4 se analiza una estructura articulada espacial de 25 barras.

7.2 Ejemplo Matematico

El siguiente ejemplo matematico ha sido ampliamente utilizado en la bibliografia
sobre RBDO para verificar los distintos algoritmos propuestos (véase Yang y Gu
(2004)'%°, Liang et al., (2004)°! y Shan y Wang (2008)'"). Consideramos el siguiente
modelo matematico de RBDO, cuyas variables de disefio son las medias de las

variables aleatorias X, y X,, es decir py = [,uX] , My, ]T. El problema de optimizacion se
define como:

minimizar Coste(ux) = Ux, + Ux,
sujetoa  P(g:(X)<0)< cb(— /3;) i=13 (7.1)
0< py, <10 ; 0< g, <10

donde las funciones de prestacion son:

g(X)=x2x,/20 -1
2 (X)=(x, +x, -5 /30 +(x, - x, -12) /120 -1 (7.2)
g,(X)=80/(x? +8x, +5)-1

y B/ =2.0, i=12. Las variables aleatorias son independientes y se distribuyen segiin
distribuciones normales X; ~ N (,qu ,0.6) y Xo~N (,qu ,0.6). El disefio inicial

tomado es uX(O) = [S.O,S.O]T. A lo largo del proceso de optimizacioén probabilista se

considera que las variables aleatorias de disefio tienen desviacion estandar constante.
Otra posibilidad es considerar coeficientes de variacion para estas variables. Esta opcion
todavia no se ha implementado en el programa, dejandose para proximas versiones.

La Figura 7.1 representa las ecuaciones de estado limite en el plano X; y X,, asi como
el desarrollo del proceso RBDO para los métodos de doble lazo RIA y HMV.
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A continuacion se presentan los resultados obtenidos al resolver este ejemplo
matematico con los diferentes métodos de RBDO. Con el fin de comparar la eficiencia
de los métodos, se considera en todos ellos el mismo valor de tolerancia de
convergencia de los algoritmos iterativos. Este valor es 1-10™. Para el calculo de las
derivadas se han utilizado en todos los casos el método de derivacion directa.

X2 =d2

Figura 7.1 Representacion de las funciones de prestacién y evolucion del disefio hasta el 6ptimo en
RBDO-RIA y RBDO-HMYV.

RBDO-RIA

En primer lugar se ha aplicado el método RBDO tradicional de doble lazo con
andlisis de fiabilidad basado en RIA. La busqueda del MPP se realiza mediante el
algoritmo HL-RF mejorado, explicado en el capitulo 2. Los resultados que proporciona
este método se recogen en la Tabla 7.2. La primera columna de la tabla contiene el n°
de la iteracion de optimizacion de disefio o de ciclo del lazo externo, la segunda
columna corresponde al valor que va tomando la funcién de coste en el proceso, las
columnas 3 y 4 corresponden a los valores de las variables de disefio (,uX] , ,qu). Las
columnas 5,6 y 7 contienen los valores de los indices de fiabilidad de las restricciones
probabilistas.
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Variables de disefio Valores de Indices de Fiabilidad
N° Iteracion Coste

Hx, Hx, B 5. B,
1 10.0000 5.0000 5.0000 4.8803 3.9644 1.2545
2 8.0000 4.0000 4.0000 2.8076 2.4079 3.5766
3 7.2800 3.5978 3.6822 1.9963 2.0418 4.4292
4 7.2682 3.6089 3.6593 1.9999 2.0000 4.4357
5 7.2683 3.6089 3.6593 2.0000 2.0000 4.4356

Tabla 7.2 Resultados del método RBDO-RIA.

El valor de la funcion objetivo en el optimo probabilista es de 7.2683 mientras que

las variables de disefio toman los valores p%’’ = [3.6089, 3.6593]T. De los resultados de

la tabla se deduce que en el optimo las dos primeras restricciones probabilistas estan
activas, mientras que la ultima restriccion estd inactiva.

La eficiencia del método estd determinada por el niimero de iteraciones de
optimizacion o iteraciones del lazo externo y por el nimero de evaluaciones de las
funciones de prestacion o funciones de estado limite que es preciso realizar en los ciclos
de andlisis de fiabilidad en el lazo interno. Esta cantidad se representa mediante las
siglas LSFE y es el principal indicador de la eficiencia de los distintos métodos. Un
método RBDO sera mas eficiente cuando sea capaz de llegar al disefio 6ptimo con el
menor LSFE. Este parametro depende fundamentalmente de la exactitud que se precise
para el resultado que estd determinada por las tolerancias de convergencia que se
establezcan en los algoritmos iterativos.

La Tabla 7.3 contiene en la primera columna el nimero de iteraciones de
optimizacion necesarias para determinar el Optimo probabilista; en la segunda columna,
el nimero de veces que el programa evalta las funciones de prestacion para cada ciclo
del lazo externo. Las tres columnas siguientes recogen para cada funcidon de prestacion
el nimero de evaluaciones necesarias para cada ciclo del lazo externo.

LSFE para cada
N° Tteracion LSFE Funcion de Prestacion

& 5§ g

1 32 10 17 5

2 29 8 14 7

3 28 7 13 8

4 28 7 13 8

5 28 7 13 8
TOTAL 145 39 70 36

Tabla 7.3 Analisis de eficiencia del método RBDO-RIA.

El nimero total de evaluaciones de funciones de prestacion necesario para obtener el
disefio Optimo probabilista es de 145.
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RBDO - HMYV.

La aplicacion del método RBDO —HMV al ejemplo matematico da lugar a los
resultados de la Tabla 7.4. Las ultimas tres columnas contienen el valor que toma la
funcion de prestacion en el MPP de fiabilidad inversa para cada iteracion del lazo
externo.

. Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste
Hx, Hx, & &> &3

1 10.0000 5.0000 5.0000 2.4378 0.4472 -0.0731
2 8.1017 4.0126 4.0891 0.5304 0.1021 0.1729
3 7.3778 3.6568 3.7210 0.0586 0.0133 0.2928
4 7.2704 3.6098 3.6606 0.0011 0.0003 0.3121
5 7.2683 3.6089 3.6593 0.0000 0.0000 0.3124
6 7.2683 3.6089 3.6593 -0.0000 -0.0000 0.3124

Tabla 7.4 Resultados del método RBDO-HMV.

Mediante el método RBDO-HMYV se obtiene el mismo resultado que en RBDO-
RIA, es decir, la funcion objetivo o funcidn de coste y las variables de disefio alcanzan
los mismos valores en el 6ptimo. Las dos primeras restricciones basadas en funcion de
prestacion estan activas en el 6ptimo, en cambio, la tercera restriccion esté inactiva.

El método RBDO-HMYV precisé de 159 evaluaciones de estado limite para alcanzar
la solucién optima (Véase Tabla 7.5).

LSFE para cada

N° Tteracion LSFE Funcion de Prestacion
& 8> g

1 17 5 7 5

2 19 6 8 5

3 21 6 10 5

4 24 7 12 5

5 33 10 18 5

6 45 13 27 5
TOTAL 159 47 82 30

Tabla 7.5 Analisis de eficiencia del método RBDO-HMV.

RBDO - HMV+.

La Tabla 7.6 contiene los resultados obtenidos al aplicar el método RBDO que
realiza el andlisis de fiabilidad inversa mediante el algoritmo HMV+, es decir, con
interpolacion.

Se precisaron 23 iteraciones de optimizacion y un el numero total de LSFE es
276(71/136/69), es decir, 71 evaluaciones de g,, 136 evaluaciones de g, y 69
evaluaciones de g,. El LSFE incluye las evaluaciones necesarias para realizar las
interpolaciones. La Tabla 7.6 permite comprobar que las restricciones g, y g, estan
activas en el Optimo probabilista.
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. Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste
Hx, Hx, & &> &s

1 10.0000 5.0000 5.0000 2.4378 0.4472 -0.0731
2 8.0000 4.0000 4.0000 0.4801 0.0748 0.1874
3 6.9290 34178 3.5112 -0.1868 -0.0226 0.3773
4 7.5399 3.7558 3.7842 0.1649 0.0242 0.2638
5 7.1094 3.5218 3.5877 -0.0895 -0.0120 0.3422
6 7.3837 3.6709 3.7128 0.0679 0.0100 0.2915
7 7.1950 3.5695 3.6255 -0.0414 -0.0060 0.3260
8 7.3189 3.6358 3.6831 0.0293 0.0044 0.3032
9 7.2349 3.5913 3.6436 -0.0188 -0.0029 0.3186
10 7.2907 3.6206 3.6700 0.0129 0.0020 0.3084
11 7.2531 3.6011 3.6520 -0.0085 -0.0013 0.3153
12 7.2782 3.6140 3.6641 0.0057 0.0009 0.3106
13 7.2613 3.6054 3.6559 -0.0038 -0.0006 0.3137
14 7.2726 3.6111 3.6615 0.0025 0.0004 0.3117
15 7.2650 3.6073 3.6577 -0.0017 -0.0003 0.3131
16 7.2701 3.6098 3.6602 0.0011 0.0002 0.3121
17 7.2667 3.6082 3.6585 -0.0008 -0.0001 0.3127
18 7.2690 3.6093 3.6597 0.0005 0.0001 0.3123
19 7.2674 3.6085 3.6589 -0.0003 -0.0001 0.3126
20 7.2685 3.6090 3.6594 0.0002 0.0000 0.3124
21 7.2678 3.6087 3.6591 -0.0001 -0.0000 0.3125
22 7.2682 3.6089 3.6593 0.0001 0.0000 0.3125
23 7.2679 3.6088 3.6592 -0.0001 -0.0000 0.3125

Tabla 7.6 Resultados del método RBDO-HMV+

Hay que notar que el método HMV+ est4 especialmente indicado para resolver
problemas de convergencia hacia el MPP de fiabilidad inversa con funciones de estado
limite extremadamente no lineales para las que los otros métodos basado en medida de
prestacion no convergen.

RBDO - PMA+ (HMV+)

Este método RBDO integra 3 ideas basicas: comenzar el proceso de optimizacion
probabilista partiendo del 6ptimo determinista, realizar la busqueda del punto de disefio
de las restricciones ¢ - activas y utilizar un método rapido de andlisis de fiabilidad,
también llamado estrategia de “warm-up” o arranque en caliente, cuando dos disefios
consecutivos estén proximos.

La primera fase de este método consiste en obtener el disefio Optimo determinista y

tomarlo como disefio inicial: ux(o) :[3.1139, 2.0626]T. Las otras dos ideas bésicas se
han implementado introduciendo dos parametros o tolerancias:

e_active
Cuando el valor de la restriccion supera el valor de este parametro la restriccion
se considera &- activa, es decir, violada, activa o proxima a activarse. Este
pardmetro debe tomar un valor positivo. Se obtienen buenos resultados con
valores entre 1.0 y 3.0. Es preciso recordar que se ha considerado como region
de fallo la correspondiente a g(X)SO. Para el ejemplo en estudio se han
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realizado varias ejecuciones con diferentes valores de este parametro y se ha
obtenido que un valor de 1.5 es adecuado para este parametro.
e _closeness

Este parametro es la tolerancia que sirve para activar la condicion de proximidad
de los puntos de disefio y de los MPPIRs vy, por tanto, aplicar el analisis rapido
de fiabilidad o estrategia de “warm-up”. Para este pardmetro hay que tomar un
valor mayor que el de la tolerancia de convergencia del algoritmo de
optimizacion y del algoritmo de biisqueda del MPP de fiabilidad inversa. En este
ejemplo, puesto que se ha tomado un valor de 1:10* para la tolerancia de
convg:rgencia del proceso de optimizacion, se toma para e_closeness el valor de
1-10™.

La Tabla 7.7 muestra la evolucion del proceso de optimizacion hasta la
convergencia. Se obtienen los mismos resultados que con los otros métodos. La
eficiencia del método se mide en funcion del LSFE. Se necesitaron 21 evaluaciones en
la primera iteracion (iteracion 0) para obtener el optimo determinista y 143 (40/66/37)
en el resto del proceso. Se precisaron un total de 164 LSFE para el proceso completo
(Tabla 7.8).

RBDO - PMA+ (HMYV)

Como una variante del método anterior, consideramos el caso de la optimizacién
RBDO de doble lazo basada en PMA en la que el analisis de fiabilidad inversa se realiza
mediante el método HMV y que incorpora las tres ideas en las que se basa el método
PMA-+. El tnico cambio de este método respecto al anterior es que ahora el andlisis de
fiabilidad inversa se realiza con el algoritmo HMV en lugar de con el HMV+. Los
resultados obtenidos en el proceso RBDO se representan en la Tabla 7.9.

. Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste
Hx, Hx, & &> &s

1 10.0000 5.0000 5.0000 Optimizacion Determinista
2 5.1765 3.1139 2.0626 -0.6890 -0.2861 1.5643
3 8.6696 3.9191 4.7505 2.6483 0.3296 0.1022
4 6.3309 3.1400 3.1908 -0.4370 -0.0706 0.5031
5 7.5003 3.5296 3.9707 0.0268 0.0940 0.2752
6 7.1109 3.6476 3.4632 -0.0317 -0.0554 0.3392
7 7.3056 3.5886 3.7170 0.0014 0.0174 0.3065
8 7.2430 3.6219 3.6211 -0.0014 -0.0114 0.3165
9 7.2743 3.6053 3.6690 0.0002 0.0030 0.3115
10 7.2639 3.6112 3.6527 -0.0001 -0.0020 0.3131
11 7.2691 3.6083 3.6609 -0.0001 0.0005 0.3123
12 7.2677 3.6094 3.6583 0.0000 -0.0003 0.3125
13 7.2686 3.6086 3.6600 -0.0000 0.0002 0.3124
14 7.2680 3.6092 3.6588 0.0000 -0.0001 0.3125
15 7.2684 3.6088 3.6596 -0.0000 0.0001 0.3124
16 7.2681 3.6090 3.6591 0.0000 -0.0001 0.3125
17 7.2683 3.6089 3.6595 -0.0000 0.0000 0.3124

Tabla 7.7 Resultados del método RBDO — PMA+ (HMV+) con e_active =1.5y e_closeness = 1-10°7.,
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LSFE para cada
N° Tteracion LSFE Funcién de Prestacion
& 8> g
1 21 7 7 7
2 9 4 5 0
3 8 0 5 3
4 13 4 6 3
5 12 3 6 3
6 12 3 6 3
7 12 3 6 3
8 12 3 6 3
9 12 3 6 3
10 11 3 6 2
11 6 2 2 2
12 6 2 2 2
13 6 2 2 2
14 6 2 2 2
15 6 2 2 2
16 6 2 2 2
17 6 2 2 2
TOTAL 164 47 73 44

Tabla 7.8 LSFE para el método RBDO - PMA+ (HMV+).

. Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste
Hx, Hx, &1 b2 &s

1 10.0000 5.0000 5.0000 Optimizacion Determinista
2 5.1765 3.1139 2.0626 -0.6890 -0.2861 1.5643
3 7.7919 3.6232 4.1688 1.7363 0.1471 0.2278
4 6.2755 2.7557 3.5198 -0.5911 0.0546 0.5107
5 7.0337 3.1894 3.8443 -0.2718 0.0876 0.3594
6 7.4128 3.4063 4.0065 -0.0675 0.1140 0.2913
7 7.2595 3.5934 3.6660 -0.0104 0.0031 0.3143
8 7.2683 3.6089 3.6593 0.0000 0.0000 0.3124
9 7.2683 3.6089 3.6593 0.0000 -0.0000 0.3124

Tabla 7.9 Resultados del método RBDO - PMA+ (HMV) con e_active=1.5y e_closeness =1-107.

El niimero de evaluaciones de funciones de prestacion (LSFE) se muestran en la
Tabla 7.10. ElI nimero de Evaluaciones de funciones de prestacion es superior que en
RBDO - PMA+ (HMV+).
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LSFE para cada

N° Tteracion LSFE Funcion de Prestacion
& 8> g

1 21 7 7 7

2 12 6 6 0

3 13 0 8 5

4 20 6 9 5

5 20 6 9 5

6 19 6 8 5

7 23 7 11 5

8 29 9 15 5

9 18 6 9 3
TOTAL 175 53 82 40

Tabla 7.10 LSFE para el método RBDO - PMA+ (HMYV)

RBDO - LAZO UNICO

Consideramos en esta seccion la aplicacion del método RBDO de lazo unico
propuesto por Liang et al.,(2008). Los resultados obtenidos se representan en la Tabla

7.11.
Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste

Hx, Hx, & 2> s
1 10.0000 5.0000 5.0000 2.4410 0.4506 -0.0724
2 8.0747 4.0255 4.0492 0.5276 0.1048 0.1771
3 7.3187 3.6944 3.6243 0.0581 -0.0156 0.3021
4 7.2670 3.6102 3.6569 0.0004 -0.0008 0.3127
5 7.2680 3.6088 3.6592 -0.0001 0.0000 0.3125
6 7.2682 3.6089 3.6593 0.0000 0.0000 0.3124

Tabla 7.11 Resultados del método RBDO —LAZO UNICO.

LSFE para cada

N° Tteracion LSFE Funcion de Prestacion
& 8> g

1 3 1 1 1

2 3 1 1 1

3 3 1 1 1

4 3 1 1 1

5 3 1 1 1

6 3 1 1 1
TOTAL 18 6 6 6

Tabla 7.12 LSFE para el método RBDO-LAZO UNICO.

En este método se obtiene el mismo 6ptimo probabilista que en los casos anteriores.
Se puede apreciar que se necesitaron un nimero de evaluaciones de prestacion muy
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reducido (18, véase Tabla 7.12). Este método funcion6 muy bien debido a que las
restricciones no son extremadamente no lineales.

RBDO-SORA (HMV+)

En esta seccion se consideran los resultados mediante el método SORA en el que la
fase de valoracion de fiabilidad se lleva a cabo mediante el algoritmo HMV+. Los
resultados obtenidos mediante este método se recogen en la Tabla 7.13 y son
practicamente iguales a los obtenidos con los demas métodos.

. Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iteracion Coste
Hx, Hx, & &> &s

1 5.1765 3.1139 2.0626 -0.6890 -0.2861 0.8186
2 7.1211 3.6348 3.4862 -0.0340 -0.0483 0.3377
3 7.2669 3.6080 3.6588 -0.0008 0.0000 0.3127
4 7.2681 3.6088 3.6592 0.0000 0.0000 0.3125
5 7.2681 3.6088 3.6592 0.0000 0.0000 0.3125

Tabla 7.13 Resultados del método RBDO — SORA (HMV+).

El ntimero de iteraciones de ciclos secuenciales de optimizacion y andlisis de
fiabilidad es de 5, siendo el numero total de LSFE de 126 (66 para la fase de
optimizacion determinista y 60 en la fase de valoracion de fiabilidad).

LSFE LSFE LSFE Fase RA
N° Iters
SO +RA Fase SO g g, g;
1 33 21 4 5 3
2 30 18 3 6 3
3 24 12 3 6 3
4 21 9 3 6 3
5 18 6 3 6 3
TOTAL 126 66 60

Tabla 7.14 LSFE para el método RBDO — SORA (HMV+)

RBDO-SORA-HMV

Los resultados correspondientes a la aplicacion del método desacoplado SORA en el
que la fase de valoracion de fiabilidad inversa se realiza mediante el algoritmo HMV
aparecen en la Tabla 7.15.

Variables de disefio Valores de Funciones de Prestacion
N° Iters Coste

Hx, Hx, & &> &;
1 5.1765 3.1139 2.0626 -0.6890 -0.2861 0.8186
2 7.1188 3.6319 3.4869 -0.0362 -0.0480 0.3382
3 7.2675 3.6087 3.6588 -0.0003 -0.0001 0.3126
4 7.2683 3.6089 3.6593 -0.0000 -0.0000 0.3124
5 7.2683 3.6089 3.6593 -0.0000 -0.0000 0.3124

Tabla 7.15 Resultados del método RBDO- SORA-HMYV.
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LSFE LSFE LSFE Fase RA
N° Iters
SO +RA Fase SO g g g
1 38 21 6 6 5
2 39 18 7 9 5
3 39 12 8 14 5
4 46 9 11 21 5
5 67 30 11 21 5
TOTAL 229 90 139

Tabla 7.16 LSFE para el método RBDO — SORA (HMY).

Las evaluaciones de funciones de estado limite son 229 y es la suma del nimero de
LSFE de las fases de optimizacion secuencial (SO), 90, y del nimero de LSFE en las
fases de andlisis de fiabilidad inversa (RA), 139 (43/71/25). Es preciso senalar que en el
primer ciclo de optimizacion secuencial se alcanza el disefio Optimo determinista,
(,ul(l), qu(l)) = (3.1 139, 2.0626) después de realizar 21 evaluaciones de funciones de
prestacion.

El método RBDO — SORA(HMV+) se mostrd algo més eficiente que el método
RBDO — SORA(HMYV), debido a que el criterio de convergencia utilizado en HMV+ es
mas simple que el considerado en HMV.

Resumen de Resultados
En la Tabla 7.17 se recogen los datos mas significativos obtenidos de la resolucion
del problema mediante los diferentes métodos RBDO.

Variables de disefo

Método RBDO Coste Iters LSFE
Hx, Hx,
RBDO - RIA 72683  3.6089  3.6593 5 145
RBDO — HMV 72683  3.6089  3.6593 6 159
RBDO - HMV+ 72679 3.6088  3.6592 23 276
RBDO — PMA+ (HMV+) 7.2683  3.6089  3.6595 17 164
RBDO — PMA+ (HMV)  7.2683  3.6089  3.6593 9 175
RBDO -LAZO UNICO  7.2682 3.6089  3.6593 6 18
RBDO - SORA (HMV+)  7.2683  3.6089  3.6593 5 126
RBDO - SORA (HMV)  7.2683 3.6089  3.6593 5 229

Tabla 7.17 Resumen de resultados para el ejemplo matematico

Se puede comprobar como todos los métodos convergen al mismo disefio dptimo
probabilista. El método mas eficiente es el método RBDO — LAZO UNICO, puesto que
solo necesita 18 LSFE. Este buen resultado del método de lazo tnico se debe a que las
funciones de prestacion no presentan no linealidades graves, como se aprecia en la
Figura 7.1. El resto de métodos se comporta de forma similar, salvo los método RBDO-
HMV+ y RBDO-SORA (HMV) que precisaron mas LSFE que el resto.

Los métodos basados en PMA+ proporcionan buenos resultados con una seleccion
adecuada de los parametros e _active y e _closeness. Se realizaron varias pruebas y se
comprobé que los valores e_active = 1.5 y e_closeness = 110 proporcionaban buenos
resultados. En este problema las funciones de prestacion son suaves, sélo hay dos
variables aleatorias y se distribuyen normalmente. Con estas condiciones el método
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RBDO-RIA se comporta de manera estable y converge al 6ptimo como se aprecia en la
Figura 7.1.

Los resultados obtenidos se verificaron mediante Simulacion de Monte Carlo. Para
ello se realizo la valoracion del indice de fiabilidad para las restricciones activas g; y

2> . El resultado obtenido para el indice de fiabilidad de las mismas coincide con el

valor objetivo: B’ =2.
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7.3 Estructura Articulada de 10 barras

Este ejemplo consiste en el disefio 6ptimo basado en fiabilidad de la estructura de
nudos articulados de 10 barras, mostrada en la Figura 7.2 y sometida a restricciones de
desplazamientos y de tensiones. Esta estructura aparece en numerosas publicaciones del
area de optimizacion estructural y se ha convertido en un ejemplo clasico para probar
algoritmos.

Este ejemplo sirve para analizar el comportamiento de métodos RBDO con un
problema estructural en el que las funciones de prestacion dependen de forma implicita
respecto a las variables de disefio. Este estudio se realiza considerando dos métodos de
analisis de sensibilidad de disefio: el Método de Derivacion Directa (DDM) y el Método
de Diferencias Finitas (FFD). Otra caracteristica de la Toolbox que se pone aqui en
practica es la capacidad de tratar variables aleatorias con distribuciones no normales y
correlacionadas. Esta capacidad se ha implementado en todos los métodos RBDO salvo
en el método de lazo tnico, ya que no es eficiente para variables aleatorias no normales.
Para comprobar esta funcionalidad se estudia el caso de que la estructura esté
soportando cargas aleatorias dependientes.

El problema RBDO para la estructura articulada de acero de 10 barras consiste en
minimizar el peso o volumen de la estructura sujeto a restricciones de fiabilidad sobre
tensiones, desplazamientos y pandeo. La estructura esta soportando las siguientes cargas
aleatorias: el valor medio de la primera es P, =100kN y estd aplicada en el nodo 1 y el

valor medio de la segunda es P, = 50kN vy estd aplicada en los nodos 2 y 4. Las barras
son de acero, con seccion circular maciza. Se considera que las barras de la estructura
estan agrupadas por motivos de fabricacion en 3 grupos que corresponden a las barras
horizontales, verticales y diagonales. En el problema de disefio estructural probabilista
se consideran 3 variables de disefio de tamafio que son los valores medios de las areas
de las secciones transversales de las barras de cada grupo: 4;, 4, y A;. Ademas el
modulo de elasticidad E y la tension admisible del acero g son parametros aleatorios.
Las variables de disefio estan restringidas por limites laterales (inferior y superior).

El calculo de la respuesta estructural se realiza mediante analisis elastico lineal.

y
} 360cm 360cm £ =100kN

O

360cm

Figura 7.2 Estructura articulada de 10 barras.
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La formulacién RBDO es de la forma:

Min V(d,py,pe)
st.  Pg(a,X,P)<0)< P, =o(-3)
con B =37 i=1..,1.

5cm’ <y, <75cm’ i=123.

(7.3)

donde las 11 restricciones son:

Restriccion de desplazamiento: El desplazamiento vertical del nudo 2 (qﬁ) esta
limitado:

J(d, X, P
2(d, X, P)=1 —M (7.4)
q
donde el desplazamiento maximo admisible es ¢“ =3.5¢cm .
Restricciones de tensiones: La tension maxima de cada elemento esta limitada:
g,d,X,P
gi(d,X,P)ZI—M i=2,.11 (7.5)
o, (d, X, P)

donde O es la tension admisible que puede soportar el elemento ;. Cuando la barra

trabaja a traccion el valor de g es igual al limite elastico del material, que aqui se ha
considerado como un parametro aleatorio.

En el caso de barras en compresion, es necesario considerar el fenomeno de pandeo
del elemento y, por tanto, g; toma el valor de la tension critica de Euler, que se escribe
de la forma:

o = 7T Elmin 1123114 min (7.6)

donde E es el modulo de elasticidad, /., es el momento de inercia minimo de la
seccion transversal, / es la longitud de la barray A4 es el area de la seccion. Se fijo un
mismo valor del indice de fiabilidad objetivo para todas las restricciones [, =3.7. Este
valor de indice de fiabilidad corresponde a una probabilidad de fallo de 1.078000 7.
Se consideran secciones para las que se tiene una expresion sencilla que relacione el
1., conelarea A4:

I = h(A) (7.7)
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En este ejemplo se considera que las secciones transversales de las barras son
cuadradas, por lo que 1, = 4°/12.
Las variables de disefio son:

My, : Valor medio de 4, area de la seccion transversal de las barras horizontales.
My, : Valor medio de 4,, area de la seccion transversal de las barras verticales.
MUy, : Valor medio de 4;, area de la seccion transversal de las barras diagonales.

Se toma como pardmetro de tolerancia para los distintos algoritmos iterativos el
valor de 1-107. Este valor se toma tanto para los algoritmos de optimizacién del lazo
externo como para los algoritmos de andlisis de fiabilidad del lazo interno. Todos los
procesos RBDO se ejecutan bajo las mismas condiciones con el fin de comparar los
resultados y valorar la eficiencia computacional de los distintos métodos en funcion del
nimero de LSFE.

Inicialmente se considera el caso de carga con: A ~ LN (100,20) y P, ~LN (50,2.5)

donde LN significa distribucion lognormal. Las variables aleatorias del problema se
definen en la Tabla 7.18. Todas las variables aleatorias son independientes.

Variablle Descripcion .Tipo d?, Vglqr medio DeV’iaci()n Vari.able de
Aleatoria distribucion (inicial) estandar disefio

X, A, LN 20.0 cm® 1.0 cm? Uy,

X, 4, LN 20.0 cm’ 1.0 cm’ Uy,

X, A, LN 20.0 cm® 1.0 cm’ Uy,

X, E LN 21000.0 kN/cm’ 1050 kN/cm’ -

X, o LN 21.0 kN/cm® 1 kN/cm® -

X, P LN 100.0 kN 20 kN -

X, P, LN 50.0 kN 2.5kN -

Tabla 7.18 Variables aleatorias de la estructura articulada de 10 barras.

Aplicacion de los Métodos RBDO con distintos métodos de Analisis de
Sensibilidad.

Estudiamos la solucion del problema planteado mediante diferentes métodos de
RBDO. Para el calculo de los gradientes se ha empleando tanto el método de derivacion
directa (DDM) como el método de diferencias finitas (FFD).

La Tabla 7.19 contiene los resultados del volumen y de las variables de disefio en el
optimo y la Tabla 7.20 contiene informacién sobre la eficiencia del método: nimero de
iteraciones de optimizacion y nimero de evaluaciones de funciones de prestacion
necesarias para obtener la solucion. Estos resultados se han obtenido aplicando DDM.
Las tablas 7.21 y 7.22 contienen los resultados cuando se utiliza el método de
diferencias finitas (FFD) para el andlisis de sensibilidad de disefio. En la Figura 7.3 se
presenta la evolucion que toman los valores de las funciones de prestacion en sus
respetivos MPPs de fiabilidad inversa a lo largo del proceso RBDO-HMV+ utilizando
FFD.



212 Capitulo 7. EJEMPLOS Y APLICACIONES

Variables de Diseiio

o 2
Metz)]()i](:))ll\(/[];DO ON‘;tiifu/as Volumen (cm®) (cm’)

P A As As
RBDO - RIA 218918.689 55789  22.695  60.026
RBDO - HMV 218924.335 55791  22.695  60.028
RBDO - HMV+ No converge - - - ---
PMA+ (HMV+) No converge -—- - - -
PMA+ (HMV) e_active=1.5; 218925.809 55791  22.694  60.029

e _closeness = 0.1
e _active=0.7;

PMA+ (HMV) - 218925.809 55.791 22.694  60.029
e _closeness = 0.1

SORA (HMV+) No converge - - - -

SORA (HMV) 218926.873 55.791 22.695  60.029

Tabla 7.19 Resultados para la estructura de 10 barras. Analisis de sensibilidad mediante DDM.

Método RBDO Notas / Iters LSFE LSFE LSFEs
(DDM) Opciones OPT (TOTAL) (SO) (RA)
RBDO - RIA 10 673
RBDO - HMV 15 913
RBDO - HMV+ No converge -—- -—-
PMA+ (HMV+) No converge - -

e_active =1.5;

PMA+ (HMV) e _closeness = 0.1 13 681
e _active=0.7;
PMA+ (HMV) e _closeness = 0.1 13 384
SORA (HMV) 10 1377 704 673
SORA (HMV+) No converge — .

Tabla 7.20 LSFE para la estructura de 10 barras. Analisis de Sensibilidad mediante DDM.

Método RBDO Notas / 3 Variables de Disefio (cm?)
. Volumen (cm’)

(FFD) Opciones A, A, A,
RBDO - RIA 219326.189 55.886 22.810 60.118
RBDO-HMV 219330.278 55.886 22.810 60.120
RBDO-HMV+ 219327.918 55.885 22.810 60.119

e _active=1.5;

PMA+ (HMV+) o 219330.281 55.886  22.810 60.120
e_closeness = 0.1

PMA+ (HMV+) e_active =07, 219330281 55886 22810  60.120
e_closeness = 0.1

PMA+ (HMV) e_active=1.5; 219330.277 55.886  22.810 60.120
e_closeness = 0.1

PMA+ (HMV) e_active =0.7; 219330.276 55886  22.810 60.120
e _closeness = 0.1

SORA (HMV) 219330.278 55.886  22.810 60.120

SORA (HMV+) 219327.938 55.885  22.810 60.119

Tabla 7.21 Resultados para la estructura de 10 barras. Analisis de sensibilidad mediante FFD.
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. Notas / Iters LSFE LSFE LSFE
Método RBDO Opciones OPT (TOTAL) (SO) (RA)
RBDO-RIA 5 230
RBDO-HMV 8 452
RBDO-HMV+ 8 260
PMA+ (HMV+) e active=1.5; e_closeness = 0.1 8 260
PMA+ (HMV+) e _active=0.7; e_closeness = 0.1 8 154
PMA+ (HMV) e_active = 1.5; e_closeness = 0.1 8 393
PMA+ (HMV) e_active =0.7; e_closeness = 0.1 8 222
SORA-HMV 5 675 374 301
SORA-HMV+ 5 522 363 159

Tabla 7.22 LSFE para la estructura de 10 barras. Analisis de Sensibilidad mediante FFD.
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Iteracion de Optimizacion
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Figura 7.3 Evolucion de los valores de las funciones de prestacion en el proceso RBDO-HMV+, con

FFD.
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La Tabla 7.23 compara el numero de evaluaciones de funciones de estado limite
(LSFE) que se precisaron mediante ambos métodos de DSA.

LSFE LSFE
Método RBDO ONot.as / Derivacién Diferencias
pciones . . .

Directa Finitas
RBDO-RIA 673 230
RBDO-HMV 913 452
RBDO-HMV+ No converge 260
PMA+ (HMV+) e active =1.5; e _closeness =0.1  No converge 260
PMA+ (HMV+) e _active=0.7; e_closeness =0.1  No converge 154
PMA+ (HMV) e active =1.5; e _closeness =0.1 681 393
PMA+ (HMV) e active =0.7; e_closeness =0.1 384 222
SORA-HMV 1377 675
SORA-HMV+ No converge 522

Tabla 7.23 Comparacion de LSFE en funcion del método de analisis de sensibilidad.

A partir de los resultados obtenidos se pueden obtener las siguientes conclusiones:

v" Cuando se aplica el método de derivacion directa, los métodos que emplean el

algoritmo HMV+ no convergen. Sin embargo, con diferencias finitas todos los
métodos RBDO analizados convergen. La falta de convergencia en los métodos
que usan HMV+ y DDM puede estar causada por errores numéricos
introducidos por el ajuste cubico.

Con cualquiera de los métodos de RBDO, cuando se emplea DDM para
determinar los gradientes se alcanza el mismo punto 6ptimo. Lo mismo ocurre
cuando se utiliza FFD: todos los métodos proporcionan la misma soluciéon. La
diferencia entre los dos conjuntos de variables de disefio es minima. La
diferencia en el coste optimo obtenido mediante DDM y FFD apenas es de un
0.2%.

En cuanto al estudio de la eficiencia computacional, se puede comprobar que se
obtienen menos LSFE cuando se evaltan los gradientes mediante FFD. Asi, un
buen ajuste de los parametros e-active y e-closeness del método PMA+ con
analisis de fiabilidad inversa mediante HMV+ precis6 154 LSFE. Le siguen el
método PMA+ con HMV para el anélisis de fiabilidad inversa con 222 LSFE y
el método RBDO-RIA con 230 LSFE. El método SORA es el menos eficiente.

Verificacion de Resultados mediante Simulacion de Monte Carlo

Se verificardn unicamente las restricciones activas en el disefio optimo, es decir,
aquellas para las que se tiene un indice de fiabilidad igual al indice de fiabilidad
objetivo ( B,=3.7) en el método basado en RIA o en las que el valor de la funcion de
prestacion es 0 en los métodos basados en PMA. Para ello, se utiliza el método de
simulacién de Monte Carlo (MCS) con muestreo por importancia centrado en el MPP
de fiabilidad directa obtenido mediante el método FORM.

En el optimo las restricciones g,, g, y gs estan activas tal y como se puede
comprobar en la Figura 7.3. En la Tabla 7.24 se recoge el resultado de esta verificacion
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para los disefios optimos obtenidos mediante RBDO-PMA+ (HVM), tanto con DDM
como con FFD.

., Diseiio 6ptimo probabilista obtenido Diseiio 6ptimo probabilista obtenido
F};‘;g::::iglf mediante DDM mediante FFD
S real p objetivo  Error en % p real p objetivo Error en %
2, 3.6761 3.700 0.645 3.6886 3.700 0.308
g5 3.6614 3.700 1.043 3.7035 3.700 0.094
fogt 3.6653 3.700 0.937 3.6868 3.700 0.356

Tabla 7.24 Verificacion mediante MCS de los resultados obtenidos.

A partir de los resultados obtenidos de la simulacion se puede concluir que los
resultados obtenidos en los procesos RBDO para la estructura de 10 barras son validos,
puesto que los indices de fiabilidad reales o “exactos” obtenidos mediante MCS estan
muy proximos al valor objetivo.

Aplicacion de RBDO con cargas correlacionadas

Consideramos en esta seccion la aplicacion de los métodos RBDO implementados
cuando las cargas que estdn actuando sobre la estructura de 10 barras son variables
aleatorias no normales correlacionadas. Las desviaciones estandar se consideran
constantes a lo largo del proceso RBDO. Se utilizara la Transformacion de Nataf para
obtener una estructura de dependencia para estas variables.

Tomamos como valor de la tolerancia para la convergencia de los algoritmos
iterativos, tanto de analisis de fiabilidad como de optimizacion, el valor de 1~10'2,
puesto que proporciona una exactitud suficiente. Los célculos de sensibilidad se realizan
mediante FFD, puesto que se ha comprobado que es mas eficiente que DDM. El resto
de parametros permanecen sin cambios.

Consideramos dos casos:

> Caso a) A ~LN(100,20) y P, ~LN(50,2.5), es decir, las cargas siguen
distribuciones lognormales. Consideramos la resolucion del problema RBDO
para diferentes valores del coeficiente de correlacion 0.

» Casob) A ~ G(100,20) y P, ~LN (50,2.5) en donde G significa distribucion de
Gumbel o distribucion de valor extremo de tipo I. Consideramos la resolucion
del problema RBDO para diferentes valores del coeficiente de correlacion p.

El coeficiente de correlacion lineal p entre las cargas no puede tomar valores en
todo el rango [-1,1], puesto que si pestd proximo a 1 o -1, la matriz de correlacion
lineal no es definida positiva y, por tanto, la transformacion de Nataf no puede
aplicarse. Por esta razon se consideran valores de o en el intervalo [-0.95, 0.95].

Se aplican tres métodos RBDO para resolver ambos casos: Método de doble lazo
basado en RIA (RBDO-RIA), Método RBDO — PMA+ (HMV+) y SORA-HMV+. Esta
seleccion de métodos se basa en los resultados obtenidos en el caso no correlacionado.
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El método de lazo tnico no es adecuado para trabajar con variables aleatorias
correlacionadas.

Resultados para el Caso a)

Analizamos el caso de cargas distribuidas con distribucion lognormal
correlacionadas. La Tabla 7.25 contiene los resultados obtenidos mediante RBDO-RIA.
La Tabla 7.26 contiene los resultados obtenidos mediante RBDO — PMA+ (HMV+)
utilizando los siguientes pardmetros: e-active = 0.7 y e-closeness = 0.1. Y la Tabla 7.27
proporcionan los resultados obtenidos mediante SORA-HMV+. Los resultados se han
verificado aplicando MCS con muestreo por importancia a las restricciones activas
(g2,g7y gs). El error en términos de indice de fiabilidad esta por debajo del 0.5%.

p Volumen, cm’ Ay, cm’ A,, cm’ Aj, cm’  Iters. OPT  LSFE

-0.95 214547.14 54.80 23.30 58.36 5 260
-0.80 215292.47 54.97 23.23 58.64 5 268
-0.60 216291.75 55.19 23.13 59.01 5 271
-0.40 217296.57 55.42 23.02 59.38 5 277
-0.20 218307.29 55.65 22.92 59.75 5 280
0.00 219321.57 55.88 22.81 60.12 5 279
0.20 220337.19 56.12 22.69 60.49 5 279
0.40 221352.18 56.36 22.57 60.86 5 280
0.60 222364.73 56.60 22.45 61.23 5 276
0.80 22336291 56.84 22.32 61.60 5 271
0.95 224115.57 57.02 22.21 61.88 5 271

Tabla 7.25 Caso a). Resultados para RBDO-RIA.

p Volumen, cm® A;,, cm’> A,cm*>  Aj; cm®  Iters. OPT  LSFE

-0.95 214563.87 54.81 23.30 58.37 7 132
-0.80 215304.19 54.97 23.23 58.64 7 131
-0.60 216300.62 55.19 23.13 59.01 7 131
-0.40 217305.37 5542 23.03 59.38 7 131
-0.20 218316.01 55.65 22.92 59.75 7 130
0.00 219330.20 55.89 22.81 60.12 7 127
0.20 220345.81 56.12 22.69 60.49 7 127
0.40 221360.84 56.36 22.57 60.86 7 127
0.60 222373.52 56.60 22.45 61.24 7 127
0.80 223382.21 56.84 22.32 61.61 7 127
0.95 224135.87 57.02 22.22 61.88 6 119

Tabla 7.26 Caso a). Resultados para RBDO-PMA+(HMV+) con e-active = 0.7 y e-closeness = 0.1.
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p Volumen, cm’ Ay, cm’ A,, cm’ Aj, cm’  Iters. OPT  LSFE

-0.95 214301.28 54.65 23.24 58.37 4 465
-0.80 215052.80 54.83 23.17 58.64 5 514
-0.60 216071.05 55.06 23.07 59.01 5 509
-0.40 217101.47 55.31 22.97 59.38 5 509
-0.20 218139.53 55.55 22.87 59.75 5 497
0.00 218891.25 55.81 22.76 59.98 5 488
0.20 219995.51 56.06 22.65 60.38 5 484
0.40 221091.57 56.31 22.54 60.78 5 484
0.60 222177.65 56.56 22.42 61.18 4 286
0.80 223252.39 56.82 22.30 61.57 5 484
0.95 224050.35 57.01 22.20 61.86 5 484

Tabla 7.27 Caso a). Resultados para RBDO-SORA(HMV+).

Resultados para el Caso b)

Para este caso P, sigue una distribucion Gumbel y P, sigue una distribucioén
Lognormal. El método RBDO — RIA no converge. Esta falta de convergencia se debe a
la no normalidad causada por la transformacion de las variables aleatorias desde el
espacio original X al espacio normal estdndar U , especialmente con la distribucion de
Gumbel. Sin embargo, los otros métodos si convergen.

La Tabla 7.28 contiene los resultados obtenidos mediante RBDO — PMA+ (HMV+),
con valores para los parametros e — active = 1.5 y e - closeness = 0.1. Con el valor de
e —active = 0.7 el proceso de optimizacion probabilista converge, pero es ineficiente. La
Tabla 7.29 proporcionan los resultados obtenidos mediante SORA-HMV+. Los
resultados se han verificado aplicando MCS con muestreo por importancia para las
restricciones activas ( g,, g7y gs). El error en términos de indice de fiabilidad esta por

debajo del 0.5%.

p Volumen, cm’ Ay, cm’ A,, cm’ Aj, cm’  Iters. OPT  LSFE

-0.95 224308.53 57.43 25.07 60.67 7 227
-0.80 225028.38 57.59 25.00 60.94 7 227
-0.60 226001.11 57.81 24.90 61.30 7 227
-0.40 226987.63 58.03 24.80 61.66 7 227
-0.20 227986.85 58.26 24.70 62.03 7 226
0.00 228997.72 58.49 24.59 62.40 7 225
0.20 230019.22 58.72 24.47 62.77 7 225
0.40 231050.39 58.96 24.36 63.15 7 225
0.60 232090.34 59.21 24.23 63.53 7 225
0.80 233138.26 59.45 24.11 63.92 7 223
0.95 233930.43 59.64 24.01 64.21 8 240

Tabla 7.28 Caso b). Resultados para RBDO-PMA+(HMV+) con e — active = 1.5y e -closeness = 0.1
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p Volumen, cm’ Ay, cm’ A,, cm’ Aj, cm’  Iters. OPT  LSFE

-0.95 224287.90 57.43 25.07 60.66 4 476
-0.80 225002.08 57.59 24.99 60.93 4 476
-0.60 225970.10 57.81 24.88 61.29 4 476
-0.40 226954.58 58.03 24.77 61.65 4 476
-0.20 227953.83 58.26 24.66 62.02 4 473
0.00 228966.32 58.49 24.55 62.40 5 469
0.20 229990.79 58.72 24.44 62.77 5 513
0.40 231025.95 58.96 24.32 63.15 5 524
0.60 232070.81 59.20 24.20 63.54 5 524
0.80 233124.50 59.45 24.08 63.92 5 519
0.95 233589.59 59.41 23.99 64.21 5 347

Tabla 7.29 Caso b). Resultados para RBDO-SORA(HMV+).

De los resultados anteriores podemos obtener algunas conclusiones:

» Las tablas muestran como varian las variables de disefo para la solucion optima
en funcion del coeficiente de correlacion que caracteriza la dependencia entre las
cargas. Se comprueba que el valor de o influye de forma fundamental en la
solucion Optima. La no consideracion de la existencia de correlacion entre las
variables aleatorias puede llevar a resultados erréneos.

» Las tablas también proporcionan informacion sobre la eficiencia de los métodos
RBDO. Asi, el método RBDO-PMA+ (HMV+) necesitd un menor numero de
LSFE.

» El método RBDO — RIA es bastante inestable. En el segundo caso, no converge
debido a la alta no linealidad causada por la distribucion Gumbel. Esta falta de
convergencia de RBDO — RIA también ocurre con otras distribuciones como,
por ejemplo, la distribucion uniforme.
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7.4 Estructura Espacial de 25 barras

En esta seccion se considera el problema RBDO de la estructural espacial mostrada
en la Figura 7.4. Esta estructura de 25 barras es un problema clésico en el area de
optimizacion estructural y también puede considerarse como un ejemplo de test para
evaluar algoritmos. Su forma es similar a la de las torres que se emplean para soportar
cables de comunicacion. El problema consiste en minimizar el volumen (peso) de la
estructura sujeto a 29 restricciones de fiabilidad y se formula de la siguiente manera:

Min V(d,px,pp)

st.  Plg:(d,X,P)<0)< P, = q:(— ,8,-’)
7.8
con B =3.0 i=1,...,29. (7.8)

2cem’ < Hx, <20 cm’ j=L...8

Los parametros del material son deterministas:
Modulo de Elasticidad: E =20700 kN/cm®
Tension Admisible: o’ =27.5kN/cm’

Los elementos barra estan agrupadas por razones constructivas y de fabricacion en 8
grupos. Los elementos de cada grupo son iguales.Las variables aleatorias del problema
son las areas de las secciones transversales de las barras y las cargas aplicadas. Estas
variables aleatorias son independientes. Los valores medios de las areas de cada grupo
son las variables de disefio del problema. Los datos sobre estas variables se incluyen en
la Tabla 7.30.

Variable Descripcién Tipo de Valor medio Desviacién Variable
Aleatoria P distribucion (inicial) estandar de disefio
X, A N 10.0 cm® 1.0 cm® y7
X, A, N 10.0 cm® 1.0 cm® y7s
X, A, N 10.0 cm® 1.0 cm’ Uy,
X, A, N 20.0 cm’ 1.0 cm’ Uy,
X, As N 20.0 cm’ 1.0 cm® Uy,
X A, N 25.0 cm’ 1.0 cm® Uy,
X, 4, N 25.0 cm’ 1.0 cm® Uy
X Ay N 25.0 cm’ 1.0 cm® Uy,
X, P, N 30 kN 3kN -
X P, N 50 kN 5kN -
X P, N 100 kN 10 kN -
X, P, N 30 kN 5kN -

Tabla 7.30 Variables aleatorias para la estructura de 25 barras
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Las funciones de prestacion corresponden a:
Restricciones de desplazamientos: Son las restricciones g, a g,. Los desplazamientos
restringidos son:

g desplazamiento segiin el eje x maximo admisible del nudo 1

d, X, P)

1
g (d, X,P) =1- q"( p donde g¢“ =0.3cm (7.9)

- q; desplazamiento segun el eje y maximo admisible del nudo 1

_gy(d.X,P)
T

gz(d,X,P) =1 donde ¢“ =0.3cm (7.10)

- g? desplazamiento segin el eje x maximo admisible del nudo 2

d,X,P)

2
g (d,Xx,P)=1- . : donde ¢* =0.3cm (7.11)
q

- qﬁ desplazamiento segun el eje y maximo admisible del nudo 2

_0)(d.X.P)

g4(d, X,P)=1 -
q

donde ¢“ =0.3cm (7.12)

Restricciones de tension admisible/pandeo: Son las restricciones gs a gy, y Se
expresan de la siguiente forma:

I |0.(d, X, P)

\dLX,P)= =5,..,2 _
g.(d,X,P) oaxp) 5,...,29 (7.13)

donde o es la tension admisible que puede soportar el elemento ;. De la misma forma

que en el ejemplo de la estructura plana de 10 barras, se considera el fenomeno de
pandeo a nivel de elemento. Se considera que la seccion transversal de las barras es
tubular. La relacidon entre el momento de inercia minimo de la seccion (] mm) y el area de

la seccion transversal 4 se obtiene manteniendo fija la relacion entre el diametro
externo y el diametro interno de los perfiles:

di A2

d.

(2]
ofi-(2]]

[ min

(7.14)
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donde d; y d. son respectivamente los didmetros externo e interno del perfil tubular.

En este ejemplo se ha tomado d,/d, =0.8

254cm

254cm

Figura 7.4 Estructura espacial de 25 barras

Se considera la resolucion de este problema RBDO por los métodos analizados en el
capitulo anterior. La tolerancia de convergencia de los algoritmos de andlisis de
fiabilidad y de los algoritmos de optimizacién se ha ajustado a 10, La Figura 7.5
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representa los valores de las variables de disefio a lo largo del proceso RBDO-HMV+.
La Tablas 7.31 y 7.32 contienen los resultados obtenidos mediante los diferentes
métodos RBDO. En las Tablas se han resaltado dos grupos de filas de resultados con
valores coincidentes. La diferencia en los valores de las variables de disefio y del
volumen en el optimo es pequeiia, sin embargo se observa diferencia en el listado de
restricciones activas.

Método RBDO e_act e-closs Voluranen A12 A22 A32 A42 A52 A62 A72 1482
(m) (cm”) (cm”) (cm”) (cm”) (cm”) (cm”) (cm”) (cm’)

RIA No Converge

PMA+ HMV+ 1.5 1 No Converge

LAZO UNICO 111484.72  6.00 8.70 17.00 11.00 11.00 13.50 13.50 16.44

SORA (HMV+) No Converge

Tabla 7.31 Resultados del problema RBDO para la estructura de 25 barras.

ITERS Restricciones activas
Método RBDO e_act e-closs OPT LSFE en el 6ptimo
RIA No converge

PMA+ HMV+ 1.5 1 No converge

LAZO UNICO No converge

SORA (HMV+) No converge

Tabla 7.32 Analisis de eficiencia de los métodos RBDO para la estructura de 25 barras.
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Area de las Secciones (cm2)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37
Iteracion de Optimizacion

—& Al A2 A3 —*—A4 —8—A5 —— A6 ——A7 —o—A8

Figura 7.5 Variacién de las variables de disefio en el proceso RBDO-HMV+ para la estructura de
25 barras.

La verificacion de la solucion se realiza mediante Simulaciéon de Monte Carlo con
muestreo por importancia centrado en el MPP de fiabilidad directa. El criterio de parada
de la simulacion es el llegar a un coeficiente de variacion (COV) de la probabilidad de
fallo menor que 0.025. Se verifican unicamente las restricciones activas en la solucion
optima. Se toma como resultado el proporcionado por el método RBDO - HMV+. La
figura 7.6 muestra la evolucion del COV de la Py, para la restriccion 24, considerando
la solucién dada por el método RBDO —HMV+. Los resultados de la verificacion se
muestran en la Tabla 7.33. Los valores de los indices de fiabilidad estdn muy proximos
al valor objetivo: f,=3.0. Las restricciones 17 y 24, que corresponden con las

restricciones de tension admisible de las barras 13 (entre los nudos 5 y 6) y 20 (entre los
nudos 5 y 10), son més criticas que el resto.

Restriccion Py COV de Py [ real Simulaciones
2 1.5117E-03 2.4993E-02 2.9654 5279
4 1.4667E-03 2.4991E-02 2.9746 5530
5 1.2675E-03 2.4993E-02 3.0191 5905
9 1.1825E-03 2.4993E-02 3.0401 5886
17 1.7072E-03 2.4997E-02 2.9277 7078
19 1.3490E-03 2.4992E-02 3.0002 5650
24 1.7146E-03 2.4999E-02 2.9264 8750

Tabla 7.33 Verificacion del disefio 6ptimo de RBDO - HMV+ para las restricciones criticas.
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Figura 7.6 Analisis de Fiabilidad mediante MCS para la restriccion 24. COV de la Pf vs. Nlimero

de simulaciones

También se ha verificado la solucion dada por el método RBDO - PMA+ (HMV+)
proporcionando los resultados de la Tabla 7.34. En la Tabla se puede comprobar como
los indices de fiabilidad de las restricciones 5 y 17 estan muy lejos del valor de indice
de fiabilidad objetivo que es 3. La simulaciéon de Monte Carlo para las restricciones 17
y 24 finaliza cuando se alcanza el nimero méximo de simulaciones, que se ha
establecido en 10000, puesto que no llega a verificarse la condicion de que el COV de la
Py sea menor que 0.025.

Restriccion Py COV de Py [ real Simulaciones
2 1.46E-03 2.50E-02 2.9763 5311
4 1.47E-03 2.50E-02 2.9741 5436
5 9.21E-03 2.50E-02 2.3572 4740
9 1.16E-03 2.50E-02 3.0459 5901
17 7.31E-03 5.45E-02 2.4417 10000
19 1.27E-03 2.50E-02 3.0175 5621
24 2.39E-03 1.00E-01 2.821 10000

Tabla 7.34 Verificacion del disefio 6ptimo de RBDO — PMA+ (HMV+) para las restricciones
criticas.
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7.5 Conclusiones

Aunque del estudio de varios ejemplos no se pueden deducir afirmaciones

categoricas, se pueden deducir algunas conclusiones generales sobre los métodos
analizados:

v

El método de doble lazo basado en indice de fiabilidad (RBDO-RIA) se muestra
inestable y no converge en el caso de funciones de estado limite altamente no
lineales. Esta falta de convergencia ocurre cuando se utilizan variables aleatorias
con determinadas distribuciones no normales o cuando existe un gran nimero de
variables aleatorias y restricciones.

El método de doble lazo basado en medida de prestacion RBDO-HMV presenta en
general buen comportamiento, proporcionando uno soluciones muy precisas en los
casos analizados.

El método RBDO-HMV+ es, en general, mas eficiente que otros métodos de doble
lazo, aunque también hay que tener en cuenta que el criterio de convergencia es
menos estricto. En ocasiones el proceso de interpolacion supone un mayor coste
computacional sin producir una mejora apreciable pues las funciones de estado
limite tienen un comportamiento suave.

En un problema de optimizacion so6lo unas pocas restricciones dominan el disefo,
mientras que las restricciones inactivas no contribuyen a la solucion optima. El
método RBDO-PMA+ (HMV+) puede llegar a ser muy eficiente con una eleccion
adecuada de los pardmetros e _active y e closeness que se usan, respectivamente,
para seleccionar las restricciones violadas, activas o proximas a activarse y como
criterio de proximidad de disefio. Sin embargo, el considerar como punto de inicio
del proceso RBDO el disefio 6ptimo determinista (sin considerar coeficientes de
seguridad) puede no ser conveniente puesto que dicho punto puede estar muy lejos
del disefio Optimo probabilista.

El método RBDO-PMA+ (HMV) se comporta de forma similar al anterior. La tinica
modificacién es que no realiza interpolacion en el lazo de andlisis de fiabilidad
inversa.

El método de LAZO UNICO analizado tiene un campo de aplicacion pequefio:
problemas con variables aleatorias normales independientes y funciones de
prestacion suaves. Otra desventaja es que los MPP no se calculan realmente, sino
que son estimados y pueden dar lugar a soluciones erroneas.

Los métodos RBDO SORA tienen, en general, un buen comportamiento desde el
punto de vista de la convergencia, pero se mostraron menos eficientes que los
métodos de doble lazo RBDO HMV y HMV+ en los ejemplos estudiados.
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CONCLUSIONES y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION.

8.1 Conclusiones y Aportaciones

En esta seccion se expone un resumen con las conclusiones y aportaciones mas

importantes de esta tesis:

v

La introduccion de las incertidumbres que caracterizan las acciones, propiedades de
los materiales, dimensiones geométricas, etc. en los procesos de optimizacion
estructural con el fin de garantizar, de forma racional, los requisitos de seguridad, ha
dado lugar a una nueva manera de trabajar en ingenieria estructural que rompe con
los esquemas tradicionales.

La consideracion de restricciones probabilistas en los problemas de optimizacion
estructural da lugar a la Optimizacion de Disefio Basada en Fiabilidad (RBDO). El
tratamiento de los problemas de RBDO precisa de la integracion de procedimientos
de varias areas de investigacion: analisis de fiabilidad estructural, simulacion,
optimizacion matematica, cédlculo de sensibilidades y andlisis estructural, siendo
cada uno de estos procedimientos, en si mismo, suficientemente complejo. Esto
hace que los métodos de solucion de problemas RBDO impliquen un alto coste
computacional.

La principal aportacion de esta tesis ha sido la realizacion de un programa
informatico que puede considerarse como una “7oolbox” compuesta por funciones
que implementan los diferentes métodos RBDO estudiados. En este programa se
han integrado procedimientos de andlisis estructural, analisis de fiabilidad
estructural, andlisis de sensibilidad de disefo, algoritmos de programacion
matematica y herramientas de simulacion de Monte Carlo.

Se han analizado los principales métodos de andlisis de fiabilidad. Se ha
considerado los métodos “aproximados” como FOSM, FORM y SORM, y métodos
“exactos” como los métodos de Simulacion de Monte Carlo. En los métodos RBDO
implementados en la “Toolbox” el andlisis de fiabilidad se realiza mediante
métodos de primer orden (FORM) puesto que proporciona la exactitud suficiente.
Ademas estos métodos tienen un amplio rango de aplicacion puesto que admiten
funciones de estado limite no lineales con parametros deterministas y variables
aleatorias no normales correlacionadas.

En cuanto a los métodos de Simulacion de Monte Carlo, se han analizado diferentes
técnicas de reduccion de la varianza con el fin de obtener un tamano de muestra
aceptable y se ha seleccionada la de muestreo por importancia.
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v

En RBDO, como en otras técnicas de optimizacion estructural es necesario utilizar
un algoritmo de programacion no lineal. La “Toolbox” de RBDO emplea el método
de Programacién Cuadratica Secuencial (SQP).

El analisis de sensibilidad de disefio es un componente muy importante en RBDO,
puesto que interviene tanto en el andlisis de fiabilidad, como en la fase de
optimizacion. Es preciso calcular las sensibilidades respecto a las variables
aleatorias en el andlisis de fiabilidad y las sensibilidades respecto a las variables de
disefio en la fase de optimizacion. Se han estudiados los métodos de andlisis de
sensibilidad de disefio en estructuras, poniendo especial énfasis en el método
discreto — analitico o, simplemente, Método de Derivacién Directa aplicado a
estructuras de barras. Se ha considerado también el popular Método de Diferencias
Finitas. En los ejemplos planteados, el Método de Diferencias Finitas tuvo mejor
comportamiento que el de Derivacion Directa, que dio lugar a errores de tipo
numérico.

Se han seleccionado métodos avanzados de RBDO: métodos de doble lazo, métodos
de lazo tUnico y métodos desacoplados. Se han estudiando sus ventajas e
inconvenientes, considerando aspectos como eficiencia computacional, robustez,
exactitud, generalidad y facilidad de implementacion.

La “Toolbox” desarrollada permite resolver problemas analiticos y estructurales.
Asi, resuelve estructuras articuladas planas y espaciales. En los problemas
estructurales planteados se trata de obtener un disefio de peso o volumen minimo
que verifique unas restricciones probabilisticas, que consideran los desplazamientos
en los nodos, tensiones en las barras y el pandeo a nivel de barra.

La “Toolbox” permite al usuario configurar multitud de opciones en la resolucion
del problema de optimizacion: método RBDO a emplear, método de andlisis de
sensibilidad, tolerancia de convergencia, indice de fiabilidad objetivo, etc.

Se han planteado varios ejemplos de problemas RBDO y se han resuelto usando la
“Toolbox”. El programa proporciona, ademas del disefio Optimo probabilista,
informacion sobre la eficiencia del método mediante el numero de evaluaciones de
funciones de estado limite y el nimero de iteraciones de optimizacion.

Entre las aportaciones originales de esta tesis es preciso destacar las siguientes:

v

Se han presentado de forma conjunta los métodos més potentes de RBDO,
desarrollando una herramienta de ordenador capaz de resolver un mismo problema,
definido de manera tnica, con estos métodos.

La “Toolbox” desarrollada es capaz de resolver problema RBDO cuyas variables de
entrada sean variables aleatorias dependientes no normales. El tratamiento de estas
variables aleatorias se realiza mediante la transformacion de Nataf.

Es posible emplear un amplio catalogo de distribuciones estadisticas para las
variables aleatorias.
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v La “Toolbox” puede utilizarse para realizar multitud de estudios paramétricos
(cambio del disefio 6ptimo con el indice de fiabilidad objetivo, con la desviacion
estandar de las variables aleatorias, estudios de sensibilidad, influencia de cambios
de forma de la estructura, etc). Por ejemplo, se ha realizado un estudio paramétrico,
obteniendo los disefios 6ptimos correspondientes a valores diferentes del coeficiente
de correlacion entre las variables aleatorias correspondientes a las cargas que esta
soportando una estructura. Ademads, también permite realizar estudios no
paramétricos. Asi, es posible obtener el disefio O0ptimo para distintas distribuciones
estadisticas de las variables aleatorias de entrada.

En cuanto a los métodos RBDO estudiados, se puede concluir que no existe un
método determinado que se comporte, de forma diferenciada, mejor que los otros en
todos los casos. A partir de los resultados obtenidos para los ejemplos analizados se
pueden establecer algunas recomendaciones:

v El método RBDO — RIA no es adecuado en problemas con funciones de prestacion
altamente no lineales o variables aleatorias con distribuciones muy diferentes de la
normal (Gumbel, Uniforme, etc)

v' El método de LAZO UNICO tiene un campo de aplicacién limitado ya que s6lo se
puede usar en problemas sencillos con funciones de estado limite suaves y variables
aleatorias con distribuciones normales.

v Los métodos de doble lazo basados en medida de prestacion (RBDO — HMV,
RBDO — HMV+ y RBDO — PMA+) se comportaron de manera satisfactoria en
todas las situaciones planteadas. Ademas, la eficiencia de estos métodos aumenta
cuando se utilizan informaciones obtenidas en las iteraciones anteriores,
principalmente cuando las variables de disefio sufren pequefias variaciones de una
iteracion a otra.

v Los métodos RBDO — SORA son una alternativa a los métodos de doble lazo. Sin
embargo se mostraron menos eficientes que estos.

En resumen, el ingeniero estructural dispone de una “Toolbox”” de RBDO con la que
puede obtener, de forma automadtica, un disefio Optimo y fiable, con un coste
computacional contenido.

En el area de las estructuras de edificacion, el disefio Optimo basado en fiabilidad es
tan valido, desde el punto de vista legal, como el disefio tradicional determinado a partir
de los coeficientes de seguridad, puesto que los modernos codigos de construccion
admiten la aplicacion de métodos probabilistas explicitos. Sin embargo, estos métodos
no tienen buena acogida por parte de los proyectistas de estructuras que, generalmente,
no tiene conocimientos estadisticos suficientes para entenderlos, prefiriendo “curarse en
salud” y emplear los criterios deterministas tradicionales que se recogen en el cuerpo
central de la normativa.

Esperemos que esta tesis pueda contribuir a que los métodos de disefio probabilistas
alcancen, entre los profesionales que se dedican al disefio de estructuras, la misma
aceptacion que la que tienen en otros campos, como el aeronautico y la industria del
automovil.
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8.2 Lineas Futuras de Investigacion

Se recogen en esta seccion algunas sugerencias sobre futuros trabajos de
investigacion que pueden tomar como base el trabajo desarrollado en esta tesis.

A lo largo de la tesis se han realizado algunas acotaciones respecto al tipo de
problema de optimizacion bajo incertidumbre a estudiar. Asi, por ejemplo, se han
considerado problemas invariantes en el tiempo, se ha aplicado calculo matricial
considerando andlisis eldstico lineal para resolver los sistemas estructurales, se han
modelado las incertidumbres mediante variables aleatorias a las que se les aplica la
Teoria de Probabilidades y se han considerado restricciones a nivel de elemento y no a
nivel del sistema. Es posible ampliar el campo de aplicacion de la “Toolbox”
incorporando funciones que solucionen otros tipos de problemas de optimizacién bajo
incertidumbre, mas complejos, que precisaran de un mayor coste de célculo. Estas
ampliaciones se clasifican en funcioén del campo de investigacion:

Analisis estructural

v’ La “Toolbox” es capaz de resolver estructuras articuladas. Es ampliable al
tratamiento de estructuras rigidas o porticadas planas y espaciales. Otra mejora
consiste en realizar un analisis no lineal de las estructuras, que tenga en cuenta no
linealidades geométricas y no linealidades del material.

v' Otra linea de aplicacion practica de los métodos RBDO es el disefio de estructuras
complejas, conectando la “Toolbox” realizada con un programa comercial de
elementos finitos como ANSYS o ABAQUS. Esto permitira el estudio de problemas
realistas.

Analisis de fiabilidad

v El analisis de fiabilidad se ha realizado mediante el método FORM puesto que en
mas del 90% de los casos da buenos resultados. Es posible introducir métodos de
fiabilidad de segundo orden con de obtener mejores aproximaciones con funciones
de estado limite no lineales. Asi, es posible incorporar el método SORM en la
valoracion de fiabilidad directa. Otra investigacion interesante es tratar de obtener
un método de segundo orden para realizar el andlisis de fiabilidad inversa, es decir,
implementar un PMA de segundo orden.

v" Se ha considerar fiabilidad invariante en el tiempo. Sin embargo, en la realidad, las
acciones y las propiedades del material cambian con el tiempo y hay que modelarlas
mediante procesos estocasticos y aplicar técnicas complejas de analisis de fiabilidad
variante en el tiempo.

Estructura de Dependencia de las Variables Aleatorias

v" En la tesis se ha considerado la Transformacion de Nataf para el tratamiento de
variables aleatorias dependientes o correlacionadas, puesto que la informacion
disponible sobre las variables estd formada por las funciones de distribuciones
marginales y la matriz de coeficientes de correlacion. Sin embargo, en el caso de
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que se disponga de muestras suficientes de estas variables aleatorias dependientes es
posible obtener, mediante pruebas de bondad de ajuste, una cépula que modele
mejor la dependencia entre las variables aleatorias de entrada.

Proceso de Optimizacion

v" Se ha utilizado el método SQP para el lazo de optimizacion de disefio. Es posible
considerar otros métodos de programacion no lineal como por ejemplo, el Método
de Punto Interiores o el método de Programacion Lineal Secuencial (SLP).

Tratamiento de la incertidumbre

v Se han estudiado problemas en los que las incertidumbres presentes en las variables
de entrada se modelaban mediante variables aleatorias. Sin embargo pueden existir
otro tipo de incertidumbre como, por ejemplo, incertidumbre sobre el modelo o
causada por la falta de conocimiento. Estas incertidumbres no se modelan como
variables aleatorias, sino mediante técnicas como la de Conjuntos Borrosos. En
lugar de aplicar los métodos y resultados de la Teoria de Probabilidades se considera
la Teoria de la Posibilidad. El area de la optimizacion estructural que estudia estos
problemas se llama: Optimizacion de Disefio Basada en Posibilidad (PBDO, del
inglés, “Possibility Based Design Optimization”).

Programacion Avanzada
v Con el fin de facilitar el uso del programa, se pretende afiadir un Interface Grafico

de Usuario (GUI). Esto hara posible la divulgacion de los métodos RBDO entre los
profesionales del disefio estructural y los alumnos de los postgrados de ingenieria.
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