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... pero manana yo también habré muerto y se confundirdn nuestros tiempos
y la cronologia se perderd en un orbe de simbolos y de algun modo
serd justo afirmar que yo le he traido este libro y que usted lo ha aceptado

JORGE Luis BORGES, El Hacedor

El curso 1976-77, después de dos anos de estancia postdoctoral en Princeton, José Luis Rubio
de Francia (serd casi siempre JLR desde aqui) tomé posesién de su plaza de Agregado de
Universidad en la Complutense de Madrid, en el Departamento de Teoria de Funciones de
la Facultad de Matematicas. El que escribe, recién terminada la licenciatura, tuvo la suerte
de entrar, por acuerdo de una Comisién de contratacién, como Ayudante de clases préacticas
en el mismo Departamento con Concha Artola, Jesus Garcia-Gual, Javier Gomez y Joaquin
Hernédndez, de dar junto con Concha los problemas de la asignatura Anélisis II, dos de cuyos
grupos estuvieron a cargo de José Luis, y de acabar siendo amigo de todos ellos.

Fui ademds alumno de JLR ese ano en Madrid del curso de doctorado que impartié sobre
“Analisis no-estdandar” conjuntamente con Mariano Martinez, y asisti también como aprendiz al
Seminario de Anélisis Arménico “Técnicas de variable real” de Miguel de Guzmaéan al que JLR
acudia como experto.

De modo que de una manera natural, avanzado el curso le pedi a José Luis hacer la tesis
doctoral bajo su supervisién. Enseguida me propuso un tema: Series de Fourier de infinitas
variables, tema con el que él habia entrado en contacto en su tesis doctoral [98] y que, como
perteneciente al andlisis arménico en grupos, estaba también presente en el articulo [99] que
estaria entonces en prensa, o guardaba relacion con él. JLR de vez en cuando me explica cosas
personalmente, me escribe algin papel mas en limpio, ... (v. por ¢j. las Figuras 2.1 y 2.2).

Para el siguiente curso académico 1977-78 JLR se trasladé a Zaragoza. En las navidades del
ano 77 me escribe a Madrid una carta que conservo (al final de esta presentacién reproduzco una
copia escaneada integra; consta de una pagina de contenido cientifico y mas personal, y dos Hojas
de contenido puramente cientifico, todas ellas escritas por ambas caras, (r)ecto y (v)erso). Como
se puede ver, aunque seguramente escrito a vuela pluma, contiene un plan bastante detallado
de lo que podria ser la tesis, con las principales pautas a seguir en la investigacion. Segun aquel
plan original de JLR, el guién principal del estudio era el siguiente:

1. Propiedades béasicas del anélisis armonico en el toro infinito T¢:
a) Explicar T, Z°, notacién, ...

b) Relacion entre derivacién parcial en T y coeficientes de Fourier: La implicacién

f e C™(T%) = la serie de Fourier de f es absolutamente convergente.

¢) Resultados inmediatos de convergencia de las series de Fourier en T% mediante lim,, lim,,, S?, f
(en casi todo punto y en norma) por aplicacién de los teoremas de Jessen [64, §22], siendo
Sy la suma m-ésima en T™.

d) Descomposicién de Calderén-Zygmund (pero fallo de la diferenciacién de integrales) en T¢.
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2. Los espacios LP(T*) de norma mixta, p = (p1,p2,-..), 1 < p; < oo (estudio generalizable a espacios
producto cartesiano de infinitos espacios de medida finita):

a) Definicién apropiada y primeras propiedades. Dualidad. Espacios interpolados.
b) Espacios LP-débiles en T¥. Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz.

¢) Teorema de tipo Stein-Sawyer: acotacién (P, p)-débil para el maximal de una familia de ope-
radores en T invariantes por traslaciones.

3. Teoremas de Marcel Riesz en T (“casi todo valdrd para H;’il G; con G; compactos abelianos
conexos”):

a) Estudio de la convergencia en norma de las sumas parciales de series de Fourier para funciones
de LP(T%).

b) Estudio de la convergencia en norma de las sumas parciales de series de Fourier para funciones
de LP(T%), p = (p1, p2, - - -)-

¢) Estudio de acotaciones (P, q)-fuertes con normas mixtas, y de convergencia en probabilidad.

4. Otros problemas y extensiones:

a) Algo sobre multiplicadores en general, incluyendo algo de teorfa de Littlewood-Paley.

b) Si fuese posible, algo sobre la convergencia a.e. de las series de Fourier en T%.

Mi trayectoria personal pronto se alejé de la via universitaria. El curso 1978-79 comencé a
trabajar en el I. B. Sagasta de Logrono, y hacia 1980 renuncié a proseguir con la tesis propuesta
por JLR. El quedé libre para proponerle el tema a otro estudiante de doctorado, como asi fue.
Pero la cosa nunca llegd a término, esa tesis, como tal, nunca se escribié. En 1980, JLR publi-
caba [101], donde establecia, dando un toque a los puntos 3(a)-(b) y 4(b) del guién anterior,
resultados de convergencia en norma y a.e. en LP(T%) y LP(T), p = (p1, p2, - - .) pero sin detallar
completamente las demostraciones, dando quizas una oportunidad a sus futuros estudiantes. Y
en la seccién final especificaba cuatro grandes direcciones de problemas abiertos en el Analisis
de Fourier en T, la primera de las cuales se relacionaba con el punto 4.a) anterior:

A) Desarrollar una teorfa de Littlewood-Paley en T o (casi equivalentemente) dar versio-
nes no triviales de los multiplicadores de Marcinkiewicz-Hormander.

No conocemos ninguna otra publicaciéon en nuestro pais que esté estrechamente relacionada
con estudios de Andlisis Arménico en T en los que JLR estaba interesado (en la URSS a
mediados de los anos 80 podemos citar los trabajos de A. D. Bendikov, I. V. Pavlov y A. V.
Skorikov [92] y [6], de los que hablaremos mas en el capitulo 3, sobre espacios de norma mixta
en el toro infinito y, en general, en productos infinitos de espacios de probabilidad).

Miguel Angel Triana, que fue profesor asociado en la Universidad de Zaragoza, hizo en 1979
su Tesina de Licenciatura [116], dirigida por JLR, sobre cierta interpreetacion de los espacios Lr
de norma mixta en productos finitos de espacios de medida, y presenté un resumen de su trabajo
en [117]. Miguel Angel, a quien también perdimos prematuramente, fue seguramente el segundo
dedicatario de la sugerencia magistral de JLR. Tal vez aquella primera investigacion estuviera
dirigida hacia una posible definicién de espacios LP de norma mixta en T%. Triana presenté en
1983-84 su Tesis Doctoral FEspacios F-normados de funciones y sucesiones vectoriales en la
UNIZAR bajo la supervisiéon de Bienvenido Cuartero.

Un tercer adjudicatario del tema fue Domingo Pestana (Universidad Carlos III de Madrid),
quien en 2017 le comunicé personalmente a Francisco J. (Pacho) Ruiz (Universidad de Zara-
goza) que tampoco él habia proseguido aquel estudio después del fallecimiento de José Luis.
Agradecemos a Pacho que nos enviara una copia del siguiente mensaje de correo electrénico que
reproducimos aqui con su permiso:
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Sobre lo que me preguntas sobre las series de Fourier [en T], nunca llegué a hacer una Tesina.
Me presenté a oposiciones de Instituto y para cuando logré acercarme a Madrid, José Luis
fallecié. Al poco tiempo empecé una nueva Tesis con Josechu. Asi que lamento tener malas
noticias en ese sentido. Ya hablé hace un tiempo con Oscar sobre eso. No sé dénde puedo
tener las notas que tenia sobre el tema. Hace ya 30 anos de ello!!! Pero si las encontrara os
las harfa llegar (7/6/2017).

Han pasado mas de cuarenta anos. Con la inestimable ayuda de mis directores Luz Roncal y
Oscar Ciaurri he tratado de escribir alguna parte al menos de aquella tesis que JLR imaginé.
Con que haya prendido en ellos una llamita de curiosidad por el tema T“ yo habré cumplido,
sera tamen, con una vieja e inolvidable obligacion amistosa. Creo que Chicho Guadalupe, que
fue tan gran amigo de JLR, y que tan benévolamente propicié en su dia mi incorporacién a la
Facultad de Matematicas de la UR como asociado, habria estado feliz pasando estas paginas.

El trabajo consta de cuatro capitulos. En el primero estudiamos los puntos 1.a) y 1.b) del
guidn principal antes expuesto. En el segundo los puntos 1.¢) y 1.d). En el tercero se desarrollan
los puntos 2.a) y 2.b) siguiendo el camino que marca la Hoja 1 de caracter cientifico (Figuras 3
y 4) de la carta de JLR. Y en el cuarto capitulo los puntos 3.a), 3.b) siguiendo las indicaciones
de la Hoja 2 (Figuras 5 y 6). Anadimos ahi una revisién del trabajo que hizo el propio JLR
sobre el punto 4.b) en [101] y finalmente un poco sobre el punto 2.c) (Figura 4, PROBLEMA 2).
Salvo otra mencién, las pruebas de todos los Lemas y Proposiciones son propias. Quedan adn
sin tocar muchas de las cosas que abria al estudio JLR en aquella carta. En la Conclusién final
se enumeran varios problemas que deja abiertos este trabajo.

Justificando el estudio especifico del anélisis arménico en T como pieza separada del andlisis
abstracto en grupos topoldgicos, en la Introduccién de [101] JLR escribia:

El Analisis de Fourier en T ha sido poco tratado. Su interés puede justificarse de un lado
por constituir una extension légica del Andlisis de Fourier n-dimensional, pero obteniendo
acotaciones que no dependan de la dimensién n. Por otro lado, {e?™@: k =1,2,...} es un
sistema de variables aleatorias independientes uniformemente distribuidas en la circunferen-
cia unidad compleja (i.e. una versién complexificada de las funciones de Rademacher), cuya
completacién natural en L? es el sistema trigonométrico sobre T, por lo que resultan ser
las series de Fourier de infinitas variables el andlogo complejo de las series de Walsh. Las
series de Fourier en T tienen también conexién con las series de Dirichlet (v. [17])? y con
la Teorfa de la Prediccién (v. [62]). ...

Por otra parte, hay mucho interés en el toro infinito desde el punto de vista de la Teoria
del Potencial, v. por ejemplo [13, 3, 7, 8, 4]. Aparte de esto, algunos problemas de la Teoria de
Aproximacién en T se han analizado por ejemplo en [94].

No hace falta subrayar que toda la Memoria esta escrita, desde el respeto que todavia hoy
pervive en mi hacia su figura, en honor y memoria de José Luis Rubio de Francia, y ya quisiera
que no fuera ese su unico valor. Acabaré estas lineas de presentacién reproduciendo una traduc-
cién castellana del fragmento clasico con el que Hans Reiter cerraba el prefacio a la 1* edicién
(1967) de su libro Classical Harmonic Analysis and Locally Compact Groups, [96]. Que resuenen
asi en honor de JLR, que las escuché en su dia como puede atestiguar el apunte que recoge la
Figura 1.1, aquellas antiguas palabras del dios Apolo:

También te ordeno esto: hollar por donde no pasan los carros; llevar el tuyo no por rodadas
comunes al resto de las gentes, no por camino llano sino por sendas sin trillar, aun cuando
tengas que conducir por una mds angosta.>

2Presentamos una traduccién castellana fragmentaria de esta referencia en el Anexo 2 final.
3CaLiMACO, Aitfa, Prélogo, Fragmento 1, ll. 25-28. En Himnos, epigramas y fragmentos, Gredos, Madrid,
1980, p. 139 (trad. de Maximo Brioso Sdnchez).
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Propiedades basicas del analisis
armonico en T«. Primera parte

1.1. El toro infinito T. Generalidades

Sea T = {z € C| |z|] = 1} el toro unidimensional, identificado de modo natural con el intervalo
[0,1) a través del isomorfismo entre grupo multiplicativo y grupo aditivo e?™® «— ¢. También
podemos identificar T con el grupo cociente aditivo R/Z. Designamos por T% el grupo abeliano
compacto constituido por el producto cartesiano de una infinidad numerable de copias de T
(suma directa completa [102, B7., p. 254]). Lo llamaremos abreviadamente toro infinito si no
hay lugar a confusién. La operacién del grupo T es la suma usual, médulo 1, de sucesiones de
numeros reales del intervalo [0, 1), con elemento neutro 0 = (0,0,...).

En general, una funciéon compleja v sobre un grupo localmente compacto abeliano G se llama
un cardcter de G si |y(x)| =1 para todo z € Gy v(z +y) = v(x)y(y) (z,y € G). El conjunto
de los caracteres continuos de G forma un grupo I' = G llamado grupo dual de G, definida la
suma de caracteres por

(11 +72) () =n(@)rl) (rcG; n,72el).

El teorema de dualidad de Pontryagin [102, p. 28] establece que r= G, lo que permite escribir
simétricamente (x,7) en lugar de y(z).

Los caracteres continuos del grupo T son las aplicaciones x,(t) = €*™" donde n € Z, de
modo que se puede considerar T = Z. El carécter 0 es el Xo0; se tiene 0(¢) = 1 para todo t € T.
Vamos a probar a continuacién nuestra particularizacion al grupo T% del resultado mas general
(102, 2.2.3]:

1.1 Proposicion. FEl grupo dual de T%, que designaremos por Z°°, es la suma directa de una
infinidad numerable de copias de Z, es decir, el subgrupo de Z* que estd formado unicamente
por las sucesiones finitamente no nulas de numeros enteros, es decir, aquellas en las que todos
los términos salvo un nimero finito son cero:

Z‘X’:{ﬁ:(nl,nQ,...)EZ“’Mk:O Vk > ko, koEN}.

Demostracion. En efecto: por un lado, cada sucesién n € Z*° acttia como cardcter continuo en
T% de forma obvia, a saber,

<x,ﬁ> _ eZm’ﬁ-x — 62m’ Dkt kT (:v € TM),

ya que la convergencia para todo x € T% de la serie que aparece en el exponente estd asegurada
por ser 7 una sucesién finitamente no nula.



2 1. Analisis arménico en T¢ (I)

Para probar que, reciprocamente, estos son los Unicos caracteres continuos en T, hay que
recordar por ejemplo que la topologia producto en T% es aquella para la cual los conjuntos
H]EN (25, donde €2; es un abierto de T para todo j € Ny Q; = T para casi todo j (es decir, para
todo j salvo a lo sumo un nimero finito de ellos) forman una base de abiertos. Y considerar
también que si v es un cardcter en T, (z,~) = H]O'i1<33ja x;j) donde x = (x1,22,...) y xj es un
cardcter en T para cada j € N, de hecho x;(t) = e*™"t con n; € Z.

Supongamos que fueran distintos de 0 infinitos de estos x;, y sea U un entorno cualquiera
de 0 en T“. La definiciéon de la topologia en T% implica que U restringe a lo sumo un ntimero
finito de las coordenadas zj de los puntos x = (x1,x9,...) pertenecientes a él, dejando al resto
de coordenadas recorrer libremente sus correspondientes toros coordenados. Luego existe un
ko € N tal que la proyeccién de U en la coordenada xy,, Uy, = {(0,...,0,2,,0,...)}, es el toro
coordenado Ty, vy xx, # 0. Entonces

(Ua ’7> 2 <U/€077> = <Tk07Xko> =T
y, por ejemplo, (U,7) € V = {z|z = €2™® |z| < 1/3}. De modo que para este entorno V del

1 de C no hay ningun entorno U del 0 de T% tal que v(U) C V, y el homomorfismo v no serfa
continuo en 0. 0

I < j o /
:,Zét 7<j/\;( oo e e { Weit for (C &y Vs 1.‘;/(«&«:}[{:& 0 71& P8 )
: / Anlco e~ (in N — volin rocrtes //}/4/”5 = ’f{f" (@/?
4/@[(»& // iy / — (L2 9

/\/ny:{/lf élf // i LL\C‘ % it ) T //é o 7//‘ & 7(‘”:‘”/( 4 "5

e

Figura 1.1: Apunte bibliogréfico de JLR (Madrid 1977).

En las notaciones T% para el toro infinito (w es el primer ordinal numerable) y Z> para su
grupo dual estamos siguiendo a Walter Rudin [102, p. 38]. Era la notacién que usaba JLR ya
desde su tesis doctoral [98], y se encuentra en los trabajos pioneros del anélisis de funciones de
infinitas variables [47] y [33]. Jessen [69] y Saks [105, p. 157] denotan @, al toro infinito. Otras
notaciones son TR0 [63, II, p. 676] o T [13, p. 64]; en este caso, el grupo dual se denota Z(>) | o
7<% [48]. El grupo Z es un conjunto numerable (en general, cuando el grupo G es compacto,
su dual I es discreto). El espacio T es metrizable. Por ejemplo, la funcién

dw.y) =3 Pl gy ) (1)

n=1

[105, p. 157], [35, I11.20 Probl. 7], define una métrica en T% que denominaremos métrica de Saks
(en la Seccién 2.3 trabajamos también con la métrica de Edwards-Saks (2.23)).

Las funciones (reales o, en general, complejas) definidas en T* se pueden considerar como
funciones periddicas con sistema de periodos (1,1,...) en infinitas (de cardinal numerable) va-
riables reales. Denotamos por L!(T%) el espacio formado por las funciones de médulo integrable
respecto de la medida de Haar (v. [96, 3.3], [57, XI, §58]) que denotaremos por dz en el grupo
T, normalizada de modo que fﬂrw dx = 1. Esta medida coincide con la medida producto de una
infinidad numerable de copias de la medida de Lebesgue |- | en T [64, 16, §22], de modo que los
conjuntos medibles basicos de T% son los cilindros (dependiendo del contexto los denominaremos
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también intervalos), denominando asi a los subconjuntos de T% de la forma I =[] jen 1j, donde
I; es un intervalo de T para todo j y 3N € N tal que I; = T para todo j > N. La medida del
cilindro I es m(I) = [p, xr(z) dz = [}, |1,

La o-algebra de los conjuntos de Borel en T, que es la minima o-algebra que contiene a los
intervalos abiertos, coincide con la minima o-4lgebra que contiene las bolas abiertas con respecto
a la métrica (1.1) [108, IT §2.4].

En general, para 1 < p < co, ponemos

it ={ [ e a)

lo que define una norma en el espacio, que denotamos por LP(T%), formado por las funciones
f tales que ||f]|, < oco. Para p = 2, L?(T*) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(f,9) = |y f(2)g() da.
Por otra parte se define del modo usual [64, 20.11] el espacio L>°(T*) de las funciones esen-
cialmente acotadas, normado con

| flloc = esssup |f] = inf{a: m({z: f(z)>a}) = 0}.

Como T* es un espacio de medida finita, se verifican las inclusiones LP(T%) C L4(T%) y las
desigualdades || f|lq < [|fllpsil1 < ¢ <p < oo.

Ya que la medida de Haar es invariante por traslaciones se verifica, para todo y € T% y toda
f e LY(T?),

flx+y)dx = f(z)dx.
Tw Tw

Para f,g € L'(T%) se define la convolucién f * g por

(fxg)(z) = N fy)g(x —y)dy.

Del teorema de Fubini [64, (21.13)] se sigue, por el siguiente cdlculo usual, que f x g queda
definida a.e. en T, y ademas es || f * g|l; < ||fll; - llgll;:

J.

fy)g(z —y) dy‘ dr < / </T F @) g(z —v)| dy) dx

= [1sw1 ([ tote = w1 as) ay

— [l ds [ o) do

= [I£1ly - llglly < oo

Tw

Si f € L'(T%), entonces la funcién f definida en Z> por

~

fa)= [ flx)e ™™ de  (n€Z>)
Tw

~

es la transformada de Fourier de f. Los nimeros complejos f(7) son los coeficientes de Fourier
de f, vy la serie de Fourier de f es la serie formal

Z f(ﬁ)e%riﬁm .

NEL>®
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o~

La notacién f(z) ~ > .z cae equivale a decir que f(n) = ¢ para toda n = (nq,ne,...) €
Z°. Es obvio que |f(ﬁ)\ < ||f|l; para toda i € Z*°. Y, si f,g € L*(T%), se verifica m(ﬁ) =
f(n)g(n).

La medida de Haar normalizada en el grupo discreto Z> dual de T es la medida de contar.
Entonces, por ejemplo, decir que f(n) € L'(Z>) significa [104, 4.15, p. 83] que

HfHLl(zoo) = Z }f(ﬁ)} = ASUZIOOo Z ‘f(fl)’ < 0. (1.2)
CL” heA

neze A finito

2min-x

1.1.1. Polinomios trigonométricos. Nticleos de Dirichlet y de Fejér
Un polinomio trigonométrico en T es una funcién de la forma
P(z) = Z ape®™Pr (€ T), (1.3)
PEL>

donde {ap}peze es una familia de nimeros complejos, o una secuencia, finitamente soportada
en Z* (es decir, tal que ay = 0 salvo para un ntimero finito de p € Z*°). El grado del polinomio
P(x) es el niimero

deg(P) := max . 1.4
o(P)i= | mix I (1.4

aﬁ;éO

Para P(z) dado por (1.3) se tiene P(p) = ag. Si f € LY(T*) y P es un polinomio trigo-
nométrico, es evidente que (f * P)(z) = > 5cz ﬁ(p)f(ﬁ)e%iﬁ'x.

Un polinomio trigonométrico estd en LP(T*) para todo p tal que 1 < p < oo. Probaremos
que igual que ocurre en el caso de dimension finita, para estos valores de p el conjunto de los
polinomios trigonométricos es un subespacio vectorial denso en LP(T%).

Vamos a recordar primeramente aqui alguna notacién, nomenclatura y conceptos que sirven
para desarrollar esta cuestién en el toro finito-dimensional T" (n € N) y, ya de paso, alguna cosa
complementaria que necesitaremos més adelante (v. [123, Ch. XVII], [52, Ch. 3]).

Dado un entero N no negativo, el nicleo cuadrado de Dirichlet de orden N en T™ es la funcién

Dn,N(ﬂU) — Z e?ﬂim.z (.’E e P]:[‘*TL)7

mezZ”
|m;|<N

y el polinomio trigonométrico

Sn,Nf(x) = (f * Dn,N)(fI:) = Z A<m)e2ﬂ'im~a:

es la suma parcial cuadrada N-ésima de la serie de Fourier (s.F.) de f € L'(T"). Se tiene

Dy n(21,...,2n) = Dn(21) - - - Dn(20),

donde
sin(m(2N + 1)t)

sin(7rt)

DN(t) _ Z e2m’mt _

Im|<N

, tefo,1],

es el nicleo de Dirichlet 1-dimensional. Si la sumacién se extendiera, por ejemplo, sobre las
n-tuplas de Z"™ que cumplen Zm? < R?, podrfamos hablar de nicleos, sumas parciales, etc.,
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esféricos. También, si Ny, ...N, son enteros no negativos, se pueden definir los nicleos de
Dirichlet rectangulares

Dy Ny (215 -+, 0) = Dy (21) -+ - D, ()

y, dada f € L'(T™), las sumas parciales rectangulares de la s.F. de f como

Sn;Nl,...,an( ) : (f x D, :N1,.. 7Nn Z f Qﬂim-:p'

mez”
Imj|<Nj
Las medias aritméticas (medias de Cesaro) de los nicleos de Dirichlet en T son los nicleos
de Fejér 1-dimensionales,

Fn(t) = ——{Do(t) + Di(t) + ...+ Dn(t)}

NJr 1
-y < || >€27rikt
e

- Ni- 1 (Sm(;(njfﬂ?)l)t)>2

Para n > 2, el nicleo cuadrado de Fejér n-dimensional F, y(z) de orden N en T" se define
como la media aritmética de los productos (o lo que es lo mismo, el producto de las medias
aritméticas) de los nicleos cuadrados de Dirichlet de orden menor o igual que N en cada variable,

N N n

Fun(my, .. m,) = N+ Iy > Y Dj(x1)-- Dy (wn) = [ F(ay)
Jj1=0 Jn=0 Jj=1
|| M|\ omim.
— 1— (1= TN T
2 ( N+1 N+1)°©
mez™
|m;|<N

1y (sin(x(N + D)z
(N +1)n ]1_11 ( sin(ma;) ) ’

y es un polinomio trigonométrico de grado n/N. Los polinomios trigonométricos

on (@) = (f* Fun)@) = 3 (1 - ]’Vmill) (1 . J|vmf|1) Fm)etrine

mezZL™
|m;[<N

son las medias cuadradas de Cesaro, o de Fejér, de la serie de Fourier de f € L!(T™). De manera
similar se pueden definir las medias de Cesaro rectangulares

O'n;N1,...,an(‘r) = (f * Fn;N1,...,Nn)(‘T) = Z <1 - ]\Zn_}l_’l) e <1 - ]\|7mj|1_|1> f(m)ehrim-z’

mez" n
|m;|<N;

donde los niicleos de Fejér rectangulares Fy.n, ... N, () se definen como

n
Fn;Nl,...,Nn <x17 e 7xn) = H FN_j (xj)
=1
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La familia de los nicleos cuadrados de Fejér Fj, v es una aprozimacion de la identidad en
T™ cuando N — oo [52, Prop. 3.1.10], lo que quiere decir que las F,, y(z) son funciones no
negativas de L'(T") que verifican ||[F, |, = 1 para todo N y [i..|Fyn(2)|dz — 0 cuando
N — o0, siendo V' un entorno cualquiera del origen de T™ (es bien conocido, en cambio, que los
ntcleos de Dirichlet D,, xy no constituyen una aproximacién de la identidad cuando N — o0).
Esto permite probar, para 1 < p < oo,

feX(T") = f*Fy,n — fen LP, es decir, ||+ Fon — f||, = 0 cuando N — oo (1.5)

(v. Teorema 2.2 mdas adelante para la convergencia a.e.), deduciéndose de ahi, por ejemplo,
que el conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en LP(T™), y también el teorema de
unicidad de los coeficientes de Fourier, es decir, que si f y g son dos funciones de L'(T") tales

~

que f(m) = g(m) para todo m € Z", entonces f = g [52, p. 183-185].

1.1.2. Los teoremas de Jessen

Para generalizar estos resultados de T" (n € N) a T% vamos a necesitar unos resultados de
convergencia que vienen a ser unas notables extensiones del teorema de Fubini en el caso del
toro infinito, y que fueron presentados y probados en primer lugar por Bgrge C. Jessen en 1934
[69, §13-15]. En algunos de los pérrafos que siguen a continuacién antes de llegar a su enunciado
estamos transcribiendo literalmente el texto original de Jessen.

Paraun n € N fijo podemos considerar el toro infinito T* de puntos (z1, 2, . ..) como producto
cartesiano T" x T"™* de un toro n-dimensional T" de puntos x(,, = (71, ..., 2y) y de una copia del
propio toro infinito denotada T™%, de puntos z(" = (Tn41, Tny2, - - .). Los puntos z(, y z(" son
las proyecciones de x sobre los toros T" y T"*, respectivamente. Mds formalmente, z(, = 7 ()
y 2 = Tnw(2) donde, para cada n € N las aplicaciones m,: T — T" y 7, ,: T — T™* estan
definidas, respectivamente, por m,(z) = (z1,...,2Zn) ¥ Tnw(®) = (Tnt1, Tnto, .. .).

Si A; es un intervalo de T para cada j = 1,2, ..., las proyecciones del cilindro I = HjeN A;
sobre T™ y T™* son los conjuntos

Ip=m(D) =14 e 1"=mo)=T] 4w
Jj=1 JEN

de modo que I = I, x I (" Si n es suficientemente grande serd I(™ = T™* ya que, por ser I un
cilindro, serd A, ; = T para todo j € N. Por otra parte, para un conjunto arbitrario en T no
es cierto en general que A = m,(A) X 7w (A4).

La teoria de funciones en el espacio T contiene a la teoria en el espacio T" para cualquier
n € N. Pues la funcién compleja g(z1,...,x,) definida en T™ se puede identificar si se quiere
con la funcién g(z) = (g o m,)(x), definida en T y que no depende de las variables x, 1, Zp42,

..; y a cada conjunto A, C T" le corresponde, en T*, el cilindro A, x T"* = wgl(A(n) =
{z € Tmu(z) € A}

En general, si X CT¥ y f: X — C, decimos que f depende solo de las n primeras variables
cuando 3g: mp(X) — C tal que f(x) = g(mp(z)) Va € X. Y diremos que f es una funcién
cilindrica (nuestra nomenclatura es en cierto modo contraria aqui a la de Saks en [105, p. 158]),
o que depende solo de un nimero finito de variables, cuando 3 N € N tal que f depende solo de
las N primeras variables [13, p. 81].

Alternativamente, la funcién compleja g(zp+1, Tn+2, . . .) definida en T™ se puede identificar
si se quiere con la funcién g(x) = (gom, ) (), definida en T y que no depende de las n primeras
variables; y, si X C T¥ y f: X — C, decimos que la funcién f no depende de las n primeras
variables cuando 3 g: my, ,(X) — C tal que f(z) = g(mw(x)) Vo € X.
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El teorema de Fubini nos permite asegurar que, si f € L!(T*), entonces

f(x) da::/ d:c(n/ f(x(n,x(”) dw(”:/ daz("/ f(:v(n,x(") dz (.- (1.6)
T n n.w Tnw n

donde las integraciones se llevan a cabo de derecha a izquierda, son siempre posibles a.e. y
conducen a funciones integrables de las restantes variables.

1.2 Proposicién. (a) Si f € L'(T¥) es una funcion que solo depende de las n primeras varia-
bles, es decir, 3g: m,(X) — C tal que f(x) = g(mp(x)) = g(z1,...,2,) Yz € T, entonces, para
cada p € Z>°

f(p) =

iy g(phapn) San—&-]:OVJEN:
0 en otro caso.

(b) Si f € LYT%) es una funcién que no depende de las n primeras variables, es decir,
dg: mw(X) = C tal que f(x) = g(mpw(z)) = g(Tnt1, Tnto,...) Yo € X, entonces, para cada
pE L™

o 9(Pn+1,Pn2,--.) sipr=...=pp =0,
f(p) =
0 en otro caso.

Demostracion. (a) Es de aplicacién el teorema de Fubini en el siguiente célculo. Se tiene

o) = | f@)e ™" da
Tw
— / gz, ... 7xn)6—27”'(101331+...—|—pnwn) dz / e~ 2mi(Pn+1Tn+1+Pn+2Tnt2+.) g (0
n Tn,w

o~ —271 x + T “+... n
=G(p1,....pn) - / e 2T (Prt1Zn+1+Pnt2Tnt2t) Jo (0
Tn.w

Esta tltima integral es igual a 1 si p,4; =0 Vj € N. Y en otro caso (solo un nimero finito de

los pn4j , para j = ji,...,jm, podran ser no nulos, ya que p € Z*°),
6_27”(pn+1$n+1+pn+2zn+2+~~) d.’E(n — H 6_27r7fpn+jzn+]' dQ?nJr] = 0’
Trow ~Jo
J=q

ya que cada una de las integrales de este producto vale cero.
(b) En este caso se tiene

~

fp)= | fla)e ™7 da
’H‘w
_ / e 2mi(p1T1+- A Pnn) da:(n / 9(Tns1, Tnia, .- ')6_27Ti(pn+1$n+l+pn+21'n+2+n~) Az
n Tn,w

g /g\(pn+17pn+27 .. ) . / 6*27”'(plxl+-..+Pn$n) dm(n

La udltima integral es igual a 1 si p; = ... =p, =0, y 0 en otro caso. ]

1.3 Definiciones. Sea f(z) € L'(T%); para cada n € N fijo, del teorema de Fubini en T" se
sigue que la integral

Tnf(a:)dx(n:/Tdazn.../Tdasg/qrf(asl,azg,...)dxl
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es una funcién integrable gy o (Zp+1, Tnt2, .. .) definida a.e. en T™, y también se sigue de Fubini
que la integral de esta funcién sobre T es igual a la integral de f(z) sobre T*.

Es mas conveniente identificar esta funcién g, ., con la funcién que resulta al componerla con
la proyeccién m, ,, quedando definida entonces en todo T como una funcién que no depende
de las n primeras variables z1, ..., z,; denotamos esta funcién por f, ,(z), es decir,

fn,w(x) = (gn,w OT"n,W)(x) = 9nw (x(n) = /n f(x(mm(n) df(m (1.7)

y la denominamos cola n-ésima de Jessen para la funcién f(z). Por (1.6) tenemos, para todo n,

frw(x)de = / Gnw (:1:(") dz(" = / </ f(a:(n, x(") dx(n> dz(" = f(z)dx
Tw Tn,w n,w n Tw

T

asi como

T / o (@)] da
'JI‘UJ
:/ gn,w($(n)‘ d$(n
Tn,w

_ / < f(x)dx(n) dz™
Trw \|JTn
(n
<[ ( [ i@ da:(n> &

— [ 1r@) o= i1l
N

Del teorema de Fubini también se sigue que, para cada n € N, la integral

/ f(:n(n, :L‘(”) dz"
Tn,w

es una funcién integrable g,(z1,...,z,) definida a.e. en T™.

Es también conveniente identificar esta funcién con la funcién que resulta al componerla con
la proyeccién 7, quedando definida entonces en todo T como una funcién que solo depende de
las n primeras variables; denotaremos esta funcién, que no depende de las variables 41, Tn12,

.., por fp(x), es decir,

Jn(®) = (gn o mn) () = gn(x(n) = /[[‘ f(x(mx(n) dx(n’ (1.8)
y la denominaremos seccion n-ésima de Jessen de la funcién f(z). Se tiene

[fnlly = lgnllrcony < 1111 -
Se verifican los siguientes resultados de convergencia a.e. y en norma:

1.4 Teoremas de Jessen. [69, §13-15] Si, dada f(x) € LP(T¥) (1 < p < 00), se definen para
cada n € N las funciones fpn () y fu(z) por (1.7) y (1.8) respectivamente, se verifica

(1) lim fp(z) = f(z) y lim f,.(x) = f(x)dx a.e. en T%.
n—00 n—o00 Tw

n—o0

(2) lim fy(z) = f(z) y lim fp, () = f(x)dx en LP, es decir,
n—00 Tw

Jim lfa = fl, =0y dim || faw — fr ], =0.
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No presentaremos las demostraciones de esos resultados. Ver para ello el trabajo original antes
citado'. Por otra parte, Jessen también demuestra que si f € LP(T*) con 1 < p < oo, entonces
| H ()], < p%l | fll,, donde H(x) = sup,, |hn(2)| y hn(z) es una cualquiera de las sucesiones de
funciones fp(x) 0 fnw(z), asi como el teorema maximal de Hardy y Littlewood [64, (21.76)].

Se puede probar como corolario del Teorema 1.4(1) (v. [69, §11], [64, (22.21)]) la denominada
en la Teoria de Probabilidad Ley cero-uno. Saks [105, (16.1)] prueba un resultado similar sobre

el que volveremos en el Capitulo 2.

1.1.3. Propiedades fundamentales de las transformadas de Fourier

Volvamos a las series de Fourier de infinitas variables. En esta subseccién vamos a recordar y
a probar las propiedades béasicas de las transformadas de Fourier en T sin usar la teoria general
del Andlisis Arménico en los grupos localmente compactos [102, 96], usando solo y basicamente
los teoremas de convergencia de Jessen. Asi, a partir de la convergencia en LP(T) de la secciones
n-ésimas de Jessen podremos probar en primer lugar el teorema de unicidad, que se cumple igual
que en el caso de un numero finito de variables: la transformada de Fourier (en nuestro caso, el
conjunto de coeficientes de la serie de Fourier), determina univocamente la funcién salvo en un
conjunto de medida nula.

Pero atin vamos a ver antes cudles son los coeficientes de las series de Fourier de f,(z) y
fnw(x) cuando f € L1(T¥).

1.5 Lema. Sea f € LY(T%) y f(x) ~ > pezee cpe*™P®_ Para cada n € N sean, como arriba, las
funciones definidas en T

fo(x) = gn(z1, ... 20) :—/ f(xl,...,xn,x(”) da (™
Tnr,w

(la seccién n-ésima de Jessen), dependiente solo de las n primeras variables, y

fn,w(fE) = gn,w(mn—‘rlv Tn42y - - ) = / f(x(na Tn+1s Tn42, - - ) dx(na
(la cola n-ésima de Jessen), que no depende de las n primeras variables. Entonces,

—_ fﬁ:cf Si ppy; =0Vj5eN, — fﬁ:cf sipr=...=p, =0,
fn(p) = ( ) P S y fn,w(p) = ( ) P "
0 en otro caso. 0 en otro caso.

Demostracion. Sean € N fijo. En primer lugar consideramos la seccién n-ésima de Jessen f,(z).
Sea p = (p1,p2,...) € Z*. Usamos la Proposicién 1.2 y el teorema de Fubini. Si p,4; = 0 para
todo j € N, entonces

E(ﬁ) = g/;l(plﬂ R 7pn) = / 6—27Ti(m$1+--.+pnacn) d.’L‘l ct dxn / f(:Ula cee sy L, x(n) dﬂj(n
n ’]I‘n,w

— i f(:c)e_%iﬁ'z dx = cp.

Y sino todos los pp4; (j € N) son nulos se tendra ﬁ(ﬁ) = 0 ya que la funcién f;,, solo depende
de las n primeras variables.

! Jessen [69, §14] prueba la convergencia a.e. de f,(z) a f(z) a partir del Teorema 2.26 de diferenciacién de
integrales. A partir del mismo teorema Saks [105, (16.3)] prueba la convergencia a.e. de fn.w(z) a [ f , que Jessen
[69, §13] prueba de otro modo. V. también [64, (22.17) y (22.22)], donde las pruebas, como la que presenta Doob
en [36, VIL.7] para el caso p = 1, usan los teoremas de convergencia de martingalas.
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De modo similar, para la cola n-ésima de Jessen, si p = (p1,p2,...) EZ® yp1=...=p, =0,
entonces

frnw(®) = GnwPns1 Prt2, - - )
= / e~ 21T tpnatnat) gy (n / F (s Tng1, Tngas - ) dagy,
Tn.w n

= f(x)e *™PT dg = ¢,
Tw

mientras que si alguno de los componentes p; de p con 1 < j < n es no nulo, entonces de nuevo

aplicando la Proposicion 1.2 se sigue que fnz(ﬁ) = 0 ya que la funcién f, ,, no depende de las
n primeras variables. ]

1.6 Teorema (Unicidad de f ). Si f € LY(T¥) y f(ﬁ) = 0 para toda p € Z°°, entonces
f(z) =0 a.e..

Demostracion. [69, p. 284] Este teorema se reduce al correspondiente para una funcién de L*(T™)
usando el primero de los resultados de convergencia a.e. establecido en los Teoremas de Jessen.

Supongamos asi f(x) ~ > - 7o cne?™™ donde, para cada . € Z>°, ¢ = Jpe f(z)e 2™ qg,

Para cada n € N, como ha quedado probado en el Lema 1.5, podemos obtener la s.F. de
la seccién n-ésima de Jessen f,(z) de la funcién f(x) a partir de la s.F. de la propia f(x)
sustituyendo por 0 cada cp correspondiente a una sucesién p = (p1, p2, .. .) tal que sus términos
componentes Pn41, Pnt2, --. a partir del n-ésimo no sean todos cero. En particular, la s.F. de
fo(x1,...,zn) en T" es

Z Cﬁ€27ri(171x1+...+pna:n)’

(pl:--~7pn)€Z"

donde p = (p1,...,pn,0,0,...) € Z®, y cp es el correspondiente coeficiente de la s.F. de f(x).
Si, por hipétesis, c; = 0 para todo p € Z*°, se deduce que, para cada n, los coeficientes de la
s.F. de la funcién f,,(z1,...,z,) en T" son todos cero. Entonces, por el correspondiente resultado
de unicidad para las series de Fourier en T™ (v. [52, p. 184]), se sigue que f,(x1,...,2,) =0
salvo en un conjunto Z de medida nula en T", lo que implica que f,(x) = 0 salvo en el conjunto
Z x T™¥  que tiene medida cero en T*. Entonces, a.e. en T se tiene, por Jessen, que f(x) =
limy, 00 fr(z) = 0. O

1.7 Nota. Aunque de momento no nos sea de utilidad, vamos a dejar aqui consignado también
que, similarmente, la serie de Fourier de la funcién f, ,(x) (n € N) en T% es

)

Z cﬁezﬂi(pn+lxn+l+pn+21'n+2+m)
PEL>®
donde D= (07 '('n'vovanrbanr?’ . ) € Zoo? Y ¢p = f(ﬁ)

El siguiente corolario es también de Jessen?. De hecho, en la situacién siguiente, (ax) € £2(N)
(ver 1.16 un poco mas adelante).

1.8 Corolario. [69, §18] Sea f € L'(T¥) y supongamos que

f(l‘) ~ Zake27rixk (:L' c ’I[‘w)’
k=1

2El propio Jessen indica (loc. cit.) que la convergencia de una serie trigonométrica general de la forma que
aqui aparece fue estudiada por Steinhaus en [114] en base a un resultado més general de Kolmogoroff.
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o~

es decir, que f(p) = 0 para todo p € Z* distinto de un & = (3;;)72; (deltas de Kronecker).
Entonces, la serie converge a.e. en T% a la suma f(x), de modo que se puede escribir

o0
fla) =3 age?mi,
k=1

Demostracion. Si, para cadan € N, f, es la seccién n-ésima de Jessen de la funcién f, sabemos
por el Lema 1.5 que

n
fn(x) ~ Z ak€2ﬂ'ixk
k=1

y, por consiguiente, del Teorema 1.6 (formalmente; de hecho solo se usa el teorema de unicidad
para funciones definidas en T"), y dado que una suma trigonométrica finita es su propia serie

de Fourier, deducimos que
n

fulx) = Z ek,

k=1

Esto prueba el resultado, ya que f,,(z) — f(z) a.e. cuando n — oo segun el Teorema 1.4(1). [

Un corolario méas general del Teorema 1.6 es el teorema de inversién de la transformada de
Fourier: si la serie de Fourier de una funcion integrable es absolutamente convergente, entonces
la funcién queda representada por la serie. Pero antes de verlo, y a propédsito de la conver-
gencia absoluta de la s.F. de una funcién integrable f, es decir, de la convergencia de la serie
> mezee | f(1) |, ademés de la definicién dada antes en 1.2, la definicién y la proposicién siguien-
tes pueden ser aclaratorias.

1.9 Definicién. Dado p € Z*°, sean pj,, ..., pj,,con 1 < j; < --- < jp, los elementos no nulos
de p. Podemos decir, entonces, que jy, es el mdzimo indice no nulo de p, y escribir mind(p) := j,.
Si denotamos, para cada entero ¢ > 0, por

Z) = {p € Z°°| mind(p) < £}

(notemos que los Z® son subgrupos de Z°), tenemos que 7O ¢ 7D v también que Z®° =

U;‘;l 7Y Esta es, por cierto, una manera de probar que Z* es un conjunto numerable. Pues
card(Z(e)) = card(Ze) =N =N paracada f=1,2,...,

v la unién numerable de conjuntos numerables es numerable, asi card(Z"o) = Ng Ny = Ny (en
cambio, el producto cartesiano completo Z“ no es numerable, Ngo = ¢ [59, Ch. II]).

1.10 Proposicién. Sea f € LY(T¥) y supongamos que HfHLl(ZOO) = Zpezw ‘f(ﬁ)| < 0.
FEntonces,

HfHLl(ZOO) = nlgngo H?; HLl(ZOO) = 7}520 HQA" HLl(Z")’

stendo fp, = gn 0 Tn, para cada n € N, la seccion n-ésima de Jessen de la funcion f.

Demostracion. Como )? € LY(Z*>), por el teorema de la convergencia dominada en el espacio
Z*° con la medida de contar, aplicado a la sucesion de funciones ‘ f ‘ “Xz@) = ! fe ‘ t=1,2,...)

que convergen puntualmente a ’ﬂ en Z*°, se deduce que

1 Wy = 22 1F@)] = Jim > |75,

PEL> peZ(8)
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Ahora bien, si p € ZY, 5= (p1,...,ps,0,0,...) y, como hemos visto en el Lema 1.5,

o~

F) = Fop) = Ge(prs - po),

es decir, f; = f - Xz, de modo que

Yo=Y 1@l = > el = 1Gill gz

pez® pEZ®) (P1,--,pe) EZE

1.11 Nota. Cuando f € LY(Z*), también podremos escribir

S ol =fol+>( X [fw)l).
PEL>® =1 DEL>X
mind(p)=¢

La misma demostracién del teorema de inversién que se lleva a cabo en el caso del toro
finito-dimensional T™ [52, Prop. 3.2.5] sirve para T%:

1.12 Teorema (Inversion de Fourier). Supongamos que f € L'(T¥) y que fA‘ € LY(Z>).
Entonces

f@) = 3 Fo)™ o
PEL®

(en particular, la funcién f es continua a.e. en T¢).

Demostracion. [96, Remark 4.4.8] La serie del segundo miembro de la igualdad a probar es
absolutamente convergente por hipétesis, luego es uniformemente convergente y por consiguiente
converge para todo x € T* a una funcién continua g(z) (v. la Definicién 1.21). Las funciones
f(z) y g(x) tienen los mismos coeficientes de Fourier. Aplicando el Teorema 1.6 de unicidad,
esas dos funciones son iguales en casi todo punto. O

1.13 Definicién. Denotaremos por A(T*) [73, p. 33|, [52, p. 201] el espacio vectorial de las
funciones f € L*(T%) tales que f € L'(Z*). Por el teorema de unicidad, es un espacio normado
con

I £l acrey = Z 17 (B)|.

PEL®

Por el Teorema 1.12, toda f € A(T“) se puede redefinir en un conjunto de medida cero para
hacerla continua y que se cumpla la formula de inversién en todo punto de T, de manera
que podemos considerar que las funciones del espacio A(T“) son continuas. Ademds A(T¥) es
un algebra con la multiplicacién de funciones, ya que se verifica el siguiente resultado, cuya
demostracién puede hacerse exactamente igual que en el caso de A(T).

1.14 Teorema. [73, p. 33] Suponer que f,g € A(T). Entonces fg € A(T¥) y
I £all acrey < N flLacre) gl acre)-

En la préxima seccién estudiaremos algunas condiciones de suavidad suficientes para la con-
vergencia absoluta de las series de Fourier en T%.
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1.15 Nota. Si nos restringimos a la consideracién de funciones del espacio de Hilbert H =
L*(T%), se sigue del Teorema 1.6 que el sistema de funciones {e;(z) = €™} indexado por
p € 7, que es ortonormal pues se verifica

,, ., 1 sim=n
(em, en) = / e2mm'xe_2”m'xdx:{0 SN R e 70, (1.9)

es un sistema completo en ‘H. Como (f,em) = f(m) se verifican [64, (16.26)]: la representacién
de f por su serie de Fourier en el sentido de L*(T%)

L2 Tw —~
f (: ) Z f (]5) €p,
PEL®

la relacton de Parseval
(f.g)= [ f(@)g(x)de = (p) 9(p), (1.10)

la 2dentidad de Plancherel

1113 = [ 1f@F &= 3 7o)

PEL®

2
)

(1.11)

(asf que, en particular, f € L? = fe ?%), y el teorema de Riesz-Fischer: Si > pezo lep]? <

00, existe una unica funcién f € H tal que ¢ = f(p) [123, I, p. 127].

1.16 Corolario. [69, §18] Si (ax)ren € (2, entonces la serie trigonométrica Y pey are*™ @ es
convergente a.e. en T%.

Demostracion. Por el teorema de Riesz-Fischer, > 7, ape?™@k es la s.F. de una funcién f €
L?(T%). En particular, por el Corolario 1.8, la serie converge a la suma f(x) a.e. en T%. O

También se cumple que 352, |ag|® divergente = 32 | axe? ™+ divergente a.e. en T, aun-
que la demostracién es mas complicada. Jessen da también una prueba en [69, §18].

Veamos a continuacion la generalizacién a T% del resultado [52, Prop. 3.2.1] que establece la
densidad de los polinomios trigonométricos en las clases LP(T") para todon € Ny 1 < p < oo. De
hecho en esta demostracion queda probado un resultado de sumabilidad de las series de Fourier
en T (v. Proposicién 2.3). La técnica de la prueba estd ya presente en [63, II, (44.43),(44.53)].

1.17 Teorema. El conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en LP(T%) para todo
1<p<oo.

Demostracion. Sea f € LP(T¥), f(z) ~ Y ez Cre™ ™.

En primer lugar, para cada n € N fijo podemos considerar, por una parte, la seccién n-ésima
de Jessen f, = g, o7, de la funcién f. Vamos a denotar también por f,, la funcién g, en lo que
sigue por comodidad y sin que haya lugar a error. En el Lema 1.5 ha quedado demostrado que

fn($)’\‘ Z Cm627ri(m1331+‘..+mna3n)
b
mezm™

con ¢y, = ¢ sim = (mq,...,my) y m=(miy,...,my,0,0,...) € Z>.
Por otra parte podemos considerar los nicleos cuadrados de Fejér parciales, solo dependientes
de las n primeras variables. Con la misma salvedad de notacién, escribimos

Fon(x)=F,n(x1,...,20) = Fn(21) - Fy(xn), N=0,1,2,....
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Se tiene, para casi todo x € T, (f *x F,,n)(z) = (fn * Fun)(21,...,2,) cOmo vemos a
continuacion:
(f*Fn,N)(x) = Fn,N(x_y)f(y) dy

w

S— 5

FnJ\/'(I‘l — Y- In _yn)f(y) dy

w

I
T

Fon(T1 = Y1y oy T — Yp) dy1 - dyn/T Fyis s yn, ") dy™

=/ Fon@i =y, @0 —Yn) fu(yt, - yn) dyr - - dyn

- (fn *Fn,N)(xlw- . 7xn)

(de hecho este cédlculo se puede generalizar: (f x p)(z) = (fn, *@)(x1,...,2,) si ¢ es una funcién
integrable en T% que solo depende de las n primeras variables y f, es la seccién n-ésima de
Jessen de f).

Entonces, aplicando el resultado citado antes en (1.5), siempre con n fijo, obtenemos

lim (f « Fy, n)(x) = Um (fp* Fon)(@1,...,20) = fo(z1,...,20) = fo(2) (1.12)
N—o0 N—oo
en LP(Tv).

En segundo lugar tengamos en cuenta el resultado de Jessen segin el cual lim,, o fr(z) =
f(z) en LP(T*). Entonces, dado € > 0, existe un ng € N tal que || fn, — fll, < /2. Y, con
este ng fijo, segin (1.12) existe un No(no) € N tal que |[f * Fno Ny — foll, < /2. Aplicando la
desigualdad de Minkowski,

|f* Fro,Ng — pr < |f = Frg,No — fnoHp + 1 fno — f”p <g,
y f* Fyy N, €s un polinomio trigonométrico; de hecho se tiene a.e.

(f * Fno,No)(x) = (fno * Fno,No)(‘rlw . '7xn0)
’ml, ‘mno‘ s 2mi( +o+ )
= 1-— (1= " TUMLTL+ ..+ Mng T ,
2 < No +1 No+ 1) frolme o

meZ™0
|m;|<No

donde L]?;O(m) = f(m) siendo m = (my,...,My,,0,0...) € Z°°. O

Terminamos esta seccion con la generalizaciéon al caso de T del resultado canénico de de-
caimiento en el infinito de los coeficientes de Fourier de una funcién integrable en T" (n € N).
Resulta como corolario inmediato del Teorema 1.17 [52, p. 193]:

1.18 Teorema (Lema de Riemann-Lebesgue). Sea f € L'(T%). Para m = (my,ma,...) €
Z°, pongamos |m| = max |myg|. Entonces, se verifica
lim | f(m)| = 0.
[m|—o0
Demostracién. Dado € > 0, por la densidad de los polinomios trigonométricos en L!(T) existe
un polinomio trigonométrico P tal que ||f — P||; < e. Ahora bien, si |m| es mayor que el grado
de P, entonces P(m) = 0, porque si P(m) # 0y m;j,, ..., m;, son las componentes no nulas de
m, entonces
grado(P) = |my, [+ ... + |my, | > |m];

de manera que

|Fm)| = |Fm) — P(m)| = |(f — P)(m)| < |If — Pl <.
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1.2. Derivacion parcial y coeficientes de Fourier

Un resultado estandar que establece una condicién de suavidad suficiente para la convergencia
absoluta de la serie de Fourier de una funcién definida en el toro finito-dimensional T" (n > 1)
es el siguiente:

1.19 Teorema. [113, Ch. VII, Cor. 1.9] Si f € C*(T™) con k > n/2, entonces Y., zn ‘f(m)‘ <
00.

Una consecuencia inmediata es que f € C(®°(T") = f € A(T"). Aunque en este caso se
3

verifican resultados mds conclusivos, como por ejemplo (v. [103, Th. 7.25]; [52, Prop. 3.3.12]):

1.20 Teorema. Si f € C(®(T"), entonces

S° (1 mh Y| fm)] <00 YN =01, Jm|= (S, mg)l/g.

mezZn

En el caso del toro infinito T esta implicaciéon se mantiene para las funciones que solo
dependen de un ntmero finito de variables. Pero, como veremos también en la parte final de
esta seccién mediante unos contraejemplos, hay funciones de la clase C(*°(T%) (dependientes de
infinitas variables) cuya serie de Fourier diverge absolutamente, lo que establece una diferencia
relevante con el caso finito-dimensional.

Comenzaremos presentando unos principios béasicos. Una funcién compleja f(x), definida en
T, es continua en el punto z(©) = (29,29,...) si para todo entorno abierto V de f(z(?)) existe

un cilindro abierto U que contiene a z(9), tal que f (U) C V. Este cilindro U tendra restringidas
< 01y ee,

a lo sumo un nimero finito de coordenadas, de modo que =z € U < ‘:cjl — m?l

‘xjm — x?m‘ < 0y donde 1 < j; < ... < jpm. Pero entonces el cilindro U* que tiene restringidas
todas las j,, primeras coordenadas en torno al punto z(©) por § = minj<p<m 0 estd contenido

en U, 20 € U*, y se cumple que f(U*) C f(U) C V. Esto lleva a poder presentar la nocién de
continuidad de la siguiente forma.

1.21 Definicién. [18, p. 130] La funcién f: T% — C es continua en el punto 20 = (29,29,...)
si para todo € > 0 existen un entero positivo m y un nimero § > 0 tales que, en cada punto
(z1,x2,...) € T¥ para el que se cumplen las m desigualdades ‘xj — 1‘9’ <0 (j=1,2,...,m), se
verifica

|flz1,2,...) — f(af,29,.. )| <e.

Se define C(O(T¥) = {f: T¥ — C| f es continua en todo z € T*}. Como T% es un espacio com-
pacto, toda funcién continua esté acotada en médulo, y el espacio vectorial C© (T“) es un espacio
de Banach con la norma || f|| . = méxgere |f(2)|.

1.22 Lema. Si p(t) € CO(T) y ;=1 a; es una serie absolutamente convergente de niimeros
complejos, entonces la funcién ¥(z) = > 22, ajp(x;) es continua en T.

Demostracion. Supongamos que ¢(t) es una funcién no nula, en otro caso el enunciado es trivial.
. . 0 w . o0 .
Fijemos un punto cualquiera z(°) € T%. Dado € > 0, por ser convergente la serie 3 i laj],

Jm; € N tal que
N

4flell

J=mi+1 o0
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(0)

para todo N > mj. Ahora, para cada j = 1,...,m1, la continuidad de ¢ en x; "’ asegura la
existencia de un nimero d; > 0 tal que, si ‘xj — 33;0)‘ < d;, entonces
(0) €
D =) < ——.
}90(1‘]) QO(J,‘J )’ 2m1 |CLJ|
Sea 0 = minj<j<m, 0j; si € T es tal que ‘ajj — x§0)‘ < d para j =1,...,mq, se tiene entonces,
para todo N > mjq,
N N N
0 0
S arplen) - S asele)| = [Sasole) - U)\
j=1 j=1 j=1
mi ( N
0 0
<Y lajllol@) = e@)| + Y2 oyl fole;) - o))
7=1 j=mi1+1
my c N
< oyl ——F 20l D layl
; 2my |a;| .
J=1 j=mi1+1
<t4i=¢
2 2

Por otra parte, se verifica 377 [a;p(z;)] < [l¢llo, 2-724 |aj| para todo x € T, luego la serie que
define la funcién ¥(z) es absolutamente convergente, con lo cual la funcién ¥(z) queda definida
para todo x € T y existe ma = ma(e) tal que, si N > mg, entonces

N
= Zajcp(xj)‘ <e VreT”.
j=1

Por consiguiente, tomando M = méax{mi, ma}, se tiene

‘\I/(x) ( (0) Za]‘:@ m]

M
(@) =3 aje(r”)

M
+ Zw(wj) Y gy
j=1 i=1

< 3e
siz € T% es tal que ’xj — xgo)‘ < d para j = 1,..., M, luego la funcién ¥(z) es continua
en z(0). O
Toda funcién continua en T es uniformemente continua, es decir:

1.23 Proposicién. [69, p. 256] Si la funcion f: T — C es continua, entonces para todo € > 0
existen un entero positivo m y un numero 0 > 0 tales que, si para los puntos x, ¥’ € T se cum-

(j =1,2,...,m), entonces se verifica |f(x) — f(2")] < e.

plen las m desigualdades ‘l‘j — m

A vpartir de esta proposicion podemos demostrar que toda funcién continua en T puede
aproximarse uniformemente por funciones continuas que solo dependen de un ntmero finito de
las variables:

1.24 Proposicién. [69, p. 257] Si la funcion f: T — C es continua, entonces para todo € > 0
existe una funcion continua g, () dependiente solo de las m primeras variables x1, ..., Ty, tal
que | f(x) — gm(z)| < € para todo x € T%.
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Demostracion. Basta considerar, para cada n € N, la funcién f,(z) = f(x1,...,2,,0,0,...)
obtenida a partir de f(x) dando a las variables x,, 11, Tpy2, ... el valor 0.
Dado € > 0, de acuerdo con la proposicién anterior existen un entero positivo m y un nime-

/

5| < 0 para j = 1,2,...,m, se verifica

ro § > 0 tales que si z, 2’ € T¥ cumplen ‘:cj -

[f(z) = f(@)] <e.

Para ese entero positivo m, si z = (1, x2,...) € T¥, denotemos con z’ al punto de coordenadas

(1,...,2m,0,0,...); se cumple |z; — :1:; =0<§ paraj=1,2,...,m,y por consiguiente
f(@) = fm(2)] = | f(2) = fa)] <e,
y la funcién f,,(x) solo depende de las m primeras variables. O

1.25 Definicién. Sea f(x) una funcién definida en T¥. Para cada multiindice o = (o, a2, . . .)
finitamente no nulo de enteros no negativos «; se define el operador de derivacion parcial D¢
por

e %51 Xjm 9% 9%m ; ; ; ;
Df=D;"---D;m f = 5201 ---axqjmf sia; =0V5 ¢ {j1,.-.,Jm}-
J1 Im
El orden total de derivacion parcial del multiindice a es || = o + ... + ,. Si |a] = 0,

Def = f.

Para cada entero positivo k se define C*(T%) como la clase de las funciones f que admiten
en todo punto derivadas parciales continuas hasta el orden k, es decir, tales que D*f € C © (T+)
para todo multifndice a finitamente no nulo tal que |a| < k. El espacio vectorial C'¥(T%) es un
espacio de Banach con la norma

[fllgy = sup [[D*fllo
0<|a|<k
[40, 2.2.4] donde, por la continuidad supuesta, || D f||,, = méxzere |(Df)(z)| para cada « fijo.

El espacio de las funciones infinitamente derivables es C(°(T%) = N2, C*(T¥). Es un
espacio de Fréchet, es decir, localmente convexo, metrizable y completo [40, 12.1], [103, p. 208].
1.26 Notacién. Por otra parte adoptemos la notacion %, como es también usual, donde z € R
y « es un multiindice finitamente no nulo, para el producto (finito) z{'x5?--- (con el convenio
0° = 1 en este caso). La siguiente propiedad extiende la que es bien conocida y bésica en el caso
de dimensioén finita.

1.27 Lema. Si f € C*(T¥) y |a| < k, se tiene

— ~

(D f)(p) = (2mip)* f(p) (P € Z). (1.13)
Demostracion. Por induccién sobre el orden del multiindice finitamente no nulo a. Para |a| =0
es trivialmente cierto. Supuesto cierto para todos los « tales que |a| = k y suponiendo que

fe C’(k“(’]l‘w), se tiene, para cada j € N, aplicando Fubini, integrando por partes y usando la
hipétesis de induccién,

DD N = [ (0,0 Pla)e o
= wdac” /T (D;Df)(x)e 27" dz;
- / da” <[(DO‘ F)(@)e”>™ P74 (2mipy) /T (D° f)(x)e—%iwdmj)
= (2ripy) [ (D" Pa)e o
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= (2mip;)(2mip)® f(z)e 2mPe g
TLA)

o~

= (2mip;)(2mip)® £ ()

donde z” indica z con exclusién de la coordenada z,), ya que los términos integrados se han
J
cancelado por periodicidad. Esto permite establecer (1.13) para |a| = k + 1. O

1.28 Corolario. Sea f € C®°(T¥) y N > 0 un entero tal que supja|<n [D%flloc < 00. Dado
P € Z* pongamos ||p|| = maxi<k<m |Dj.| i las componentes no nulas de p son pj,, ..., pj,.. Se

tiene
1F@)| = o(lIplI™™).

Demostracidn. [52, p. 196] El entero N > 0 es fijo. Fijemos ahora un p € Z> \ {0}. Sea j, tal

que |p;,| = ||p||. Obviamente es |p;,| # 0. Del lema anterior resulta, en particular,
F®) = 5= (DY)
P Cmipy )N

de donde tomando moédulos se concluye

AN 1 1
70 = Gy | RO < e 17471 < G g, 1Pl

1.2.1. Coeficientes de Fourier de las funciones cilindricas en C(*(T«)

1.29 Definicién. Recordemos que f(z) es una funcidn cilindrica en T% cuando solo depende
de un ndmero finito de variables, es decir, cuando 3g,: 2, — C (n > 1), con Q, C T" tal
que f = gp o my, siendo m,: T — T" la proyeccién candnica. Se define [3, p. 73-75] el espacio
vectorial de las funciones cilindricas de clase C(*° en T¥ por

D(T¥) = U {gn o Tnlgn € C(OO(T”)}7

n=1

de modo que, si f € D(T¥), dp e Ny g, € C(>°(TP) tal que f = gp © mp. En este caso, para
cada ¢ > p 3 g, € C(>®(T9) tal que f = g, o m,, basta tomar g, = g, o 7j5, siendo mf: T? — TP la
correspondiente proyeccién candnica [13, p. 80-81].

Por otra parte, si_ f € D(T*) se deduce de la Proposicién 1.2(a) que el soporte de su trans-
formada de Fourier f estd contenido en Z(® (Definicién 1.9) para algin £ > 1.

1.30 Comentarios y ejemplos. La tarea de encontrar funciones pertenecientes a la clase
D(T¥) es inmediata de realizar, ya que los propios caracteres continuos xs(z) = €*™"% para
cada n € Z fijo, y también sus partes reales e imaginarias, son funciones de este espacio. Por lo
tanto los polinomios trigonométricos son funciones de D(T*). Y todos ellos sirven naturalmente
como ejemplos de funciones de clase C(>°(T%).

No es tan inmediato mostrar funciones de esta clase que no sean cilindricas. En primera
instancia podriamos pensar en generalizar alguno de los ejemplos clasicos de funciones C’(‘X’(]R”)

de soporte compacto (v. por ejemplo [113, p. 19]). De este modo, sea

() = e /=) i |t < 1,
0 si [t] > 1
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(t € R). La funcién t(t) = ¢(2t — 1), t € [0,1), pertenece a la clase C(*(T). La primera funcién
que se nos ocurre probar, generalizando de la manera obvia el primer ejemplo de Stein y Weiss
en el lugar citado, a saber,

U(z) = [Jwley) (@eT),
j=1

falla estrepitosamente, ya que ni siquiera es continua, porque siendo a = (%, %, .. .),

1 11 1 1
(1) — (, ) @ — (, h ) (n) — (, (n) ~ )
T 2,0,0,... , T 2,2,0,... yeeey T 2,...,2,0,... ey
se tiene (™ — g en T¥, pero \Il(x(")) = 0 para todo n € N, mientras que ¥(a) = 1.
En cambio, podemos considerar la funcién

®(z) =Y ajp(z;) (v €T¥),
j=1

donde Z;‘;l a; puede ser cualquier serie absolutamente convergente de niimeros complejos. Apli-
cando el Lema 1.22 se demuestra inmediatamente que esta funcion es continua en T%. Por otra
parte es obvio que, para cada j € N, %@(aj) = a;9'(x;), y esta funcién, solo dependiente de
la variable z;, es infinitamente derivable. Entonces la funcién no cilindrica ®(z) pertenece a la
clase C((T%).

Y, de hecho, no hace falta ir “tan lejos”. Podemos ir a considerar simplemente que los carac-
teres continuos del grupo T, es decir, las funciones ¢, (t) = €™ pertenecen a la clase C(°°(T)
para todo n € Z. Usando el Lema 1.22 se deduce entonces que, si Z;’il a;j es una serie abso-
lutamente convergente de ntmeros complejos, la funcién no cilindrica Y(z) = Z;’il a;pi(z;)
pertenece también a la clase C(OO(T“’) (podriamos aqui tomar, por ejemplo, n; = 1 para todo
jEeN).

Usando las ideas de la prueba del Teorema 1.20 se puede probar la proposicién siguiente, de
la que se deduce en particular que D(T¥) C A(T¥) (v. [5, Proposition 1]). Anteponemos en un
lema la prueba de una desigualdad auxiliar que utiliza Rudin en la referencia citada.

1.31 Lema. Sean n,r € N, y € R", |y| = (22:1 yz)l/Q. Entonces, se cumple la desigualdad
A+ )" < @n+2)"(1+y7 +...+y2).

Demostracion. Estamos considerando r > 1. Utilizando en primer lugar la desigualdad entre las

medias de 6rdenes 2 y 2r de los ndmeros 1, |y1], ..., |yn| tenemos
1
T+yd+.. +y2\?2 T4y +. . g\ 2 2
< < (1 T GED
( n+1 = n+1 (L4 tu)

por consiguiente

1
T

QT+ y)>=1+2y+ [y <20+ y*) <2+ 1)1 +yi +...+y2)",

y elevando a la potencia r resulta lo que queremos probar. ]

1.32 Proposicion. Sea ¢ una funcion compleja definida en T que depende de un numero finito
de variables. Entonces,

D) = Y 1+ [p)"]6(p)| <o VYN =0,1,....
DEL>®

Y reciprocamente, si se cumplen estas condiciones eziste una funcion ¢g € D(T¥) tal que ¢p(z) =
oo(x) a.e. en TY.
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Demostracion. Supongamos que ¢ € D(T*) depende solo de las n (n € N fijo en el resto de la
demostracién) primeras variables. Las derivadas parciales de cualquier orden de ¢ respecto de
estas n variables son también funciones (continuas, luego pertenecientes a L?(T“)) que dependen
solo de las mismas n primeras variables. Sea N un entero no negativo fijo en lo que sigue, y
sea r > 2 + N. La identidad (1.11) aplicada a ¢, Di¢, ..., D; ¢ (recordemos la abreviatura

DI¢ = ax ) nos da

> o’ = ||¢||%2(Tw) <o,

PEL>®
> i |o(r) - 2 DD = G - 1Dkl <00 (1< k<)
DEL>™ PEL>®

donde hemos usado que (E\M(ﬁ) = (27ripk)r$(p) para 1 < k < n, de acuerdo con (1.13). Ahora

bien, teniendo en cuenta que ¢ estd soportada en Z™ de acuerdo con la Proposicién 1.2 (a), se
tiene de hecho que

S 1= e = Y 800,007 = Y [0

DPEL> peZ(n) (P1,---,Pn ) ELT (p1,.-spn ) EZ™

)

y
S oo = Y e = Y. ¥ |ar.. .00
DEZ> peZ() (p1,--spn ) EZ™

paral <k <n,si¢p=gom,.
Para cada § € Z™, pongamos |p| = (Zzzlpi)lm. Utilizando la desigualdad del Lema 1.31
se deduce

J=3" (+[p)7 |61, .. .pa,0,0,..)° < 2n+2)" <H¢H%+

1 n
3 Dl <
peZ(n) k=1
Y, finalmente, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

2

Z (1 + ‘]3|)N‘$(pla ... 7p7’b70707 . )’ S J ° Z (]- + ’ﬁ|)2N72r < o0,
peZ(n) peZ(n)

ya que, por hipdtesis, 2r — 2N > n, y entonces
DA+ P = (14 p) Y < oo
pEZ(™) pEZLN

Reciprocamente, supongamos que la funciéon ¢ depende de un niimero finito de variables, y
que se cumple

ST a+p)No(p)| <o YN=0,1,.... (1.14)
PEL>

En particular para N = 0 esta condicién dice que (/5 € LY(Z>). Definamos

= Y dpeTrT (@ eTv).

PEL>®
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Por ser suma de una serie uniformemente convergente de funciones continuas, esta funcion ¢q es
continua en todo punto de T%. Pero el Teorema 1.12 nos asegura que ¢(z) = ¢o(z) a.e. en TY.

Para N = k, la condicién (1.14) implica que ﬁo‘a(ﬁ) € LY(Z*>), siendo a un multiindice
finitamente no nulo tal que |a| < k, ya que (recordar aqui la notacién de 1.26)

5] < (méx [p;])'* < (max[p;])" < (1+ [p])*.

Para cada j = 1,2,..., sea ej = (d;1);2; (delta de Kronecker). Si ¢ # 0, para cada x € T%
tenemos

MDD 5 it e

t
PEL>®

Tomemos limites cuando ¢t — 0. Se pueden tomar limites término a término dentro de la serie
en aplicacién del teorema de convergencia dominada de Lebesgue (considerando la medida de
contar) ya que por hipétesis p;¢(p) € L*(Z°°). Asf resulta

( ]¢0 Z 27”pj¢ 27Ti]3'1‘,

PEL>®

luego ¢g admite derivada parcial D; en todo punto de T®. Ademads esta derivada es continua
porque la serie anterior, al ser absolutamente convergente, es una serie de funciones continuas
uniformemente convergente. Entonces ¢y € C((T¥). Y de este modo la funcién ¢(z) es igual
a.e. a una funcién de clase C(T%).

Del mismo modo podemos proceder por induccién sobre el orden total de derivacion. Supon-
gamos que ¢g € C*(T¥) (k > 1), y que para cada multiindice finitamente no nulo 8 de orden
|B] = k se cumple

(DPgo)(w) = > (2mip)’p(p)e™ 7.

PEL>®
Entonces, para cada j = 1,2, ..., usando el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se
deduce que
(D; Do) () = Y 2mip;(2mip)’d(p)e P
PEL>®

y que esta derivada, de grado < k + 1, es continua, ya que por hipdtesis ﬁﬁﬂgg(ﬁ) € LY(Z>).
Entonces ¢o € C*+1(T¥), lo que termina la demostracion. O

1.33 Nota. A partir de la implicacién directa del resultado anterior se sigue en particular que

¢ € D(T®) = |6(p)| = o((1 +|p]) ™) VN eN.

1.2.2. Sobre divergencia absoluta de las series de Fourier en el toro infinito

En una comunicacién personal a Luz Roncal en mayo de 2016, el profesor Alexander D.
Bendikov conjeturé que la implicacién f € C(®(T%) = f € A(T%¥), que se cumple, como
acabamos de ver, para funciones que sélo dependen de un ntimero finito de las infinitas variables,
y por cuya validez en aquel momento todavia nos estdbamos preguntando, es falsa en general.
Este hecho establece una diferencia significativa con respecto a lo que ocurre en el caso finito-
dimensional.

En la misma comunicacién privada, el profesor Bendikov sugirié que se podria encontrar,
construyendo una adecuada funcién Theta de Jacobi en infinitas variables, un contraejemplo,
es decir, una funcién infinitamente derivable en T“ y dependiente de infinitas variables para
la cual los médulos de los coeficientes de su serie de Fourier formasen una serie divergente. La
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construccién via formas cuadraticas dependientes de las infinitas variables que presentaremos
en esta subseccién no sigue el camino indicado por Bendikov. En cualquier caso, y hasta donde
alcanza nuestro conocimiento, no hay otros contraejemplos en la literatura®.

La construccion de los contraejemplos nuestros que corroboran la afirmacién de Bendikov
est4 basada en resultados clésicos de Toeplitz [115]*, Littlewood [81] y Bohnenblust y Hille [16].
Nuestro resultado principal es, pues, el siguiente:

1.34 Teorema. Hay funciones de la clase C(OO(TF“’), dependientes de infinitas variables, cuya
serie de Fourier diverge absolutamente.

Aunque aqui nos restringimos al caso del toro infinito, debemos senalar que Bendikov y L.
Saloff-Coste han estudiado [7] varias escalas de funciones suaves en el contexto més general de
grupos compactos y conexos infinito-dimensionales.

A continuacion, en un primer subepigrafe presentamos una exposicién detallada de las formas
bilineales y cuadraticas que hemos usado para construir nuestros contraejemplos. Los propios
contraejemplos y, con ellos, la demostracion del Teorema 1.34, estan contenidos en un segundo
subepigrafe.

Formas bilineales y cuadraticas de infinitas variables

Denotaremos ahora como S := {(2,)32 |2z, € C, |2,] < 1 ¥n € N} el polidisco infinito-
dimensional (o la bola unidad cerrada de ¢ (N)). Consideraremos el espacio S dotado de la
topologia del producto cartesiano de infinitos circulos unidad del plano complejo. Muy en par-
ticular, si x € T%, entonces

— 627”'36 L

z (62””51,...,62”””,...) €S,

y en este caso es |z,| =1 Vn € N.
Una forma bilineal en S, o forma bilineal en infinitas variables, se define (en principio solo
formalmente) por la expresién

Q($,y) = Z AmnTmYn (amn e C, T,y € 5) (1.15)

m,n=1

El cardcter bilineal y la propia existencia de la funcién Q(z,y) dependen de la convergencia de
la serie doble que la define, de manera que antes de continuar recordaremos algunas cosas que
necesitaremos sobre series dobles.

1.35 Series dobles. Definiciones y notas. [20, p. 72-76], [87] Consideremos la serie doble de
ntimeros complejos

0o
m,n=1

Las sumas parciales rectangulares (finitas) de (1.16) son

M N
SMN = Z Zamn, (M,N) € N2.

m=1n=1

Se dice que la serie (1.16) converge a s € C en el sentido de Pringsheim cuando Ve > 0 3y tal
que
|syn —s| <e st M,N > pu.

3Ver nuestra nota al final de la subseccidn.
4Se presenta una traduccién propia al castellano de esta referencia en el Anexo 3 final.
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Una condicién necesaria y suficiente para que la serie (1.16) converja en el sentido de Prings-
heim es la siguiente:

Ve >0 3u tal que |[spg —sun|<esiP>M>py Q>N > p. (1.17)

La necesidad es obvia. La suficiencia se prueba de la siguiente manera: dado € > 0, por hipdtesis
es |sgg—snn| < esi@Q > N > pu, de modo que la sucesién oy, := Sy, es una sucesién de Cauchy.
Sea s := lim,, o 0y, se tendrd que Jpq tal que |s — syn| < e/2si N > p1. Y por otro lado, por
hipdtesis Jug tal que |spg —snn| < e/2si P,Q > N > po. Se deduce entonces que |spg —s| <
si P,@Q > méx{u1, 1o} y por consiguiente la serie (1) converge a s en el sentido de Pringsheim.

Si la serie (1.16) converge en el sentido de Pringsheim, se sigue de la definicién que para todo
€ > 0 se cumple

M N

PIPILT

j=m k=n

= |SMN — Sm—1,N — SMpn—1 + Sm—1.n—1| < 4€

si min{m,n} > pi(e) y M > m, N > n. Pero a diferencia de lo que ocurre para series simples,
esta condicién no es suficiente para la convergencia de (1.16) en el sentido de Pringsheim. Un
contraejemplo [87] lo muestra la serie doble en la que

a1n = (—1)"Jr1 VY, ami = (—1)m+1 Vm; amp=0sim#1yn#Il.

Si las series D, @mn ¥ 3, Gmn sSOD convergentes en el sentido de Pringsheim, entonces la
serie D, (@mn + bimy) también lo es, y

> (mn +bmn) =D Gmn + Y b (1.18)

m,n

Godfrey H. Hardy [58, p. 88| introdujo el concepto més fuerte de convergencia reqular de
una serie doble: se dice que (1.16) converge reqularmente a la suma s € C cuando converge a
s en el sentido de Pringsheim y, ademds, todas las series fila y columna, > >, amy, para ca-
dam=1,2,...,y > | am, para cada n = 1,2, ..., respectivamente, convergen como series
simples. Una serie doble absolutamente convergente es también regularmente convergente, pe-
ro la convergencia regular es suficiente [87, Th. 1] para que las sumas iteradas sean también
convergentes y se cumpla

oo 0o oo o oo
g Umn = g g mn = 5 E Amn-
m,n=1 m=1n=1 n=1m=1

1.36 Definicién. La serie en (1.15) estd completamente acotada en S si existe una constante
H tal que

<H Vx,yeS, VM,N € N. (1.19)

M N
’ Z Z AmnTmYn

m=1n=1

El siguiente teorema se debe a John E. Littlewood. La demostraciéon original es muy es-
quematica en algunos puntos. Presentamos una versién mas prolija en detalles.

1.37 Teorema. [81, p. 166-168] Si la serie en (1.15) estd completamente acotada en S por
una constante H, entonces converge en el sentido de Pringsheim, uniformemente en S, a una
forma bilineal Q(x,y) que verifica |Q(z,y)] < H Vx,y € S (se dice, entonces, que la forma
bilineal Q(x,y) es completamente acotada en S).
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Demostracion. Aunque en principio solo tenga sentido formal, diremos que la forma Q(z,y)
estd completamente acotada para abreviar el hecho de que la serie presente en (1.15) esta com-
pletamente acotada en S. Por claridad sefialaremos unos pasos en la demostracién del teorema.

Paso I. Veamos en primer lugar que bajo la hipdtesis, las series > 7 | |amn| para cada m € N,
¥ Do’ |amn| para cada n € N, son convergentes.

Para M, N € N fijos, denotaremos por Qp/n(z,y) las sumas (o secciones) rectangulares de
Q(x,y), es decir,

Qun(z,y) Z Zamnxmyn, (z,y €8). (1.20)
m=1n=1
En realidad, @y (z,y) es funcién solamente de las M primeras coordenadas de = y de las NV
primeras coordenadas de y, con lo cual se puede considerar que es una forma bilineal definida
en DM x DN denotando por D el disco unidad cerrado del plano complejo. Si ponemos

M)

M) .— mvm(x) = (x1,...,2Mm), y(N) =7N(Y) = (Y1, YN), (1.21)

tenemos por hipdtesis que

[Quiv (2, y ™) [ < H i a0 [l <1

Sea entonces ahora, por ejemplo, ng € N fijo (procederiamos de manera anédloga en un caso
de mg € N fijo), y consideremos

( Alng Amng

e ,> Y Tng := (O1ng,- - - Ommgs---) con 6;; de Kronecker.
|@in, | |@mng |

Eno =

Evidentemente &,, y 1, pertenecen a S, y para cada M € N tal que M > ng se verifica

Z |amno| = QMM(£ 7777(11(\)/[ ) = QMM(gnovnno) = |QMM(£nov77no)‘ <H

con H independiente de M. Por consiguiente la serie de términos positivos Y >, [@mn,| converge.

Paso Il. De lo probado en el paso I se deduce que, dados € > 0y v € N, 3X = A(v) € N tal que

se verifican a la vez - .
SN amnl < 5 ¥ SN Jamnl < 5 (1.22)

n<vm>\ m<vn>\

En efecto, para cadan=1,...,v,

oo
5
Z |amn| < 00 == 3\, tal que Z |amn| < 20

y analogamente, para cada m =1,...,v,

o0
€
— A tal —.
Z || < 00 al que Z |@mn| < 5
n=1 n>\(m)

Tomando entonces A = max{v + 1, A1), ..., A\, MDY se tiene

Z|amn\<2% Vn=1,...,v, luego ZZ]amn\<Z2%:§’

m>\ n<v m>\ nlv
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Yy
€ € €
Z|amn\<5 Vm=1,...,v, luego ZZ‘GW”’<ZEZ§'
n>A m<vn>\ m<v
Paso Ill. Sea H el supremo del conjunto de niimeros reales, acotado superiormente por hipétesis,

{lQun(z,y)l: M,N €N, z,y € S},

y sea ¢ > 0. Existen entonces L € Ny z¢g = (zo1,202,---),¥% = (Yo1,%02,-.-.) € S (basta
considerarlos si queremos en D) de modo que |Qrr(xo,v0)| > H — . De hecho se puede
suponer que Qrr(zo,y0) es un nimero real y que se cumple Qrr(zo,y0) > H — €. Porque, si
fuera

L .
Qrr(zo,Y0) Z Zamnx()my()n = QLL(% ,y(() )) — p62me
m=1n=1

con 8 € [0,1) y p > H — e como se estd suponiendo, tomariamos, en lugar de yg, el punto
y1 = yoe 2™ € S, y entonces ya tendriamos

Qrr(wo,y1) = QLL(:E(() )7y(()L) —2m0) = e 20Q L (z0,y0) = p > H — ¢,

COIMO queremos.
Por otra parte sea ahora A = A(L) (tener en cuenta que es A(L) > L). Para M > Ay N > A
se tiene (Figura 1.2):

]\TJ ...............

117 1A%
N IO

17

L ..............

I 117
1 | — m

1 L A M

Figura 1.2: Zonas de sumacién para Qv (x,y).

Qun(z,y) = %iamnzmyn: Z + Z + Z + Z

m=1n=1 (mn)el  (mm)ell  (mmn)elll  (mn)eIV
=Tr(x,y) +Trr(x,y) + Trrr(z,y) + Trv(z,y),

siendo

I=1{1,...,L} x {1,...,L},
IT={L+1,...,A—1}x{l,...,NYU{1,.... M} x {L+1,....,A 1},
IIT=1{A,...,M}yx{1,...,L} U{l,....L} x {A,...,N},

IV ={A,...,M} x {A,...,N}.
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De acuerdo con (1.22), Vz,y € S se tiene

N
‘TII[ x y Z Z ‘amn’ + Z Z ‘amn‘ < Z Z ’amn‘ + Z Z ‘amn’ <e.

n<Lm=A m<Ln=A n<Lm>A m<Ln>A
Si tomamos z e y de modo que
xo; sil<j<L, yoj sil<j<L,
xj:{o SL41<j<A-—1, yj:{o SL41<j<A-1,
siendo arbitrarios los valores del resto de las variables x;, y; para j > A, se tiene entonces que
Ti(z,y) = Qrr(wo,y0) > H—¢ vy Tpr(z,y) =0.
Y esto implica que

< 2, (1.23)

M N
{ij(x,y)‘ = ’ Z Z AmnImYn

m=An=A

pues de lo contrario, si es Try(z,y) = pe?™ con 0 € [0,1) y p > 2¢, podemos considerar el
punto y' = (y;) € S definido asf:

!’ Yj SllSJSA_lv
Yj = yje—QTriG sij > A7
cumpliéndose que Try (z,y') = p > 2¢, con lo cual

R(Qun(z,y)) > H—e+R(Tir1(z,y)) +26 >H —e —e+ 2 =H,

lo que implicaria ‘Q mn(z,y )‘ > H, absurdo.

La condicién (1.23) se cumple, de hecho, ¥(z,y) € S?, ya que las variables involucradas en
esa sumacién, extendida a la zona de indices IV (Figura 1.2), se tomaban arbitrariamente en la
consideracion anterior. De modo que se tiene

M N
‘ Z Z AmnTmYn

m=An=A

<2 simin{M,N} > A. (1.24)

Como hemos senalado anteriormente, esta condicién (1.24) no implica todavia la convergencia
de la serie (1.15) en el sentido de Pringsheim.

Paso IV. Pero sea ahora Ay = A(A). Supongamos min{Mj, N1} > A;. Se tiene

Qrini (.9) = Quas(@,9) = D Gn@m¥n + D G
(m,n)el’ (m,n)ell’

- TI’(£7 y) + TII’(:Ev y)7
donde (ver Figura 1.3)

I/:{Al,...,Ml}X{Al,...,Nl}U{A,...,Al}><{Al,...,Nl}U{Al,...,Ml}X{A,...,Al},
I/:{l,...,A}><{Al,...,...,Nl}U{Al,...,...,Nl}X{l,...,A}.

Aplicando (1.22) se tiene, V(x,y) € S,

My Ny
’TII/(JT,:U)‘ S Z Z ‘amn’"i_ Z Z ’amn| S Z Z |amn‘ + Z Z ’amn| <e.

n<Am=A m<An=A; n<Am>A; m<An>A;
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n

A]\Tl J
r I
Al - I R ..
IIr
A P
Ir
1 T | — m
1 A A= A(A) M,

Figura 1.3: Zonas de sumacién para estimar Qas, v, (T,y) — Qa, A, (2, Y).

Y, por otro lado, aplicando (1.24) obtenemos

M1 Np A M
}Tbﬁhyﬂ:: 2: E:(Wmmmyn_’E: 2:(%m$myn
m=An=A m=An=A
M1 Np A M
< Z Z AmnTmYn| + Z Z AmnTmlYn| < 26 + 2e = 4g,
m=An=A m=An=A

ya que min{M;, N1} > A} > A.
De este modo resulta que

|QM1N1 (z,y) — QAlAl(aj,y)‘ < be Y(z,y) € 82, (1.25)

y esta condicién es suficiente para la convergencia en el sentido de Pringsheim de la serie de
(1.15). Pues sean M; > Py > Ay y N1 > Q1 > Ay basta considerar (ver la Figura 1.4) que

n

Ny
P - TP ererere .
Ay - o .
1+ T m
1 Ay o M,

Figura 1.4: Argumentacién final del teorema 1.37.

QM1N1 (mvy) - QQ1P1 (x,y) = (QMINI (wvy) - QA1A1 (x,y)) - (QQ1P1 (xvy) - QA1A1 (x,y))

y asi

|QM1N1 (w,y) — Qq.p, (x,y)‘ < |QM1N1 (7,y) — Qaray (x,y)‘ + ‘QQ1P1 (z,y) — Qasn (2, y)‘ < 10g,
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que es la condicién suficiente de tipo (1.17) para la convergencia en el sentido de Pringsheim
de la serie % _j @mn@myn para todo (z,y) € S2. Como Ay = A4(g) pero no depende de
(x,7), la convergencia es uniforme en S2. Y de hecho, como las series fila y columna son todas
absolutamente convergentes, la convergencia es regular. Se sigue denotando por Q(z,y) a la
suma de la serie en cada (z,y) € S2.

Es obvio que entonces |Q(x,y)| < H Vx,y € S y, aplicando (1.18), que Q(z,y) es bilineal, es
decir, que se cumple particularmente

Q(:Every/) = Q(l',y)+Q(l',y/) y Q($+$l,y) = Q($,y)+Q([El,y) Vx,ac',y, y/ es. O (126)

Cuando la forma bilineal Q(x,y) es completamente acotada en S, en particular se verifica
que dado £ > 0, existe v1 = v1(e) tal que |Q(z,y) — Quu(z,y)| <& V(z,y) € S*siv > Y de
aqui se sigue facilmente la siguiente consecuencia:

1.38 Corolario. Una forma bilineal Q(x,y) completamente acotada en S define una funcion
continua en S?.

Demostracion. Ya hemos indicado antes que consideramos en S la topologia del producto carte-
siano de infinitos discos. La definicién de continuidad para una funcién en S? es entonces analoga
a la que se ha dado en la Definicion 1.21.

Sea (wg,10) € S? fijo y sea ¢ > 0. En primer lugar, segiin acabamos de decir, Jv1(¢) tal que
si v > 11 se verifica

}Q(a:,y) - Quu(xyy)‘ < % V(m,y) S 52.

Consideremos la forma bilineal @,,,, (x(”l), y(”l)) definida en D** x D** por

v vl
g g AmnTmYn-
m=1n=1

1) o0y,

Esta es una funcién (polinémica) continua en cada punto, en particular lo es en (a:o Y0
luego existe un nimero § > 0 (que depende del punto (zg,¥p), y también de ¢ a través de )
tal que

‘QVlVl( ’ (u1 ) Qmm( ” (V1))| < — si 1r<r§zix {|£C] zojl, ly; — yoj|} < 0.

Entonces, para todo (z,y) € S? que cumpla las condiciones méx{|z; — zo;|, |y; — yo;j|} < &
para j =1,...,v1, se tiene

‘Q(m,y) - Q(w()?yo)‘ < ‘Q(m,y) - QVlVl(xay)|
+ ’Qllﬂ/l (z,9) — Quiy ($0ay0)’ + |QV11/1 (w0, y0) — Q($an0)‘

<t4t4s=c
33 3
(va que Qu,u, (z,y) = Quyiy (x(Vl),y(”l)) para todo (z,y) € S?), y la continuidad de Q(z,y) en
(z0,y0) queda probada. O

1.39 Definiciones y comentarios. Sea entonces Q(z,y) = Y - . _| GmnTmYn una forma bili-
neal completamente acotada por una constante H en S y que define, de acuerdo con el Corolario
1.38, una funcién continua en S2. En particular sea
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La forma cuadratica C'(x) se dice también completamente acotada en S, ya que se verifica

M M
Cur()] = \Z S ity

m=1n=1

<H VreS, VM eN.

Cuando una forma bilineal Q(x,y) es completamente acotada en S quedan bien definidas
sus derivadas parciales [66, p. 128]. Poniendo, para cada p € N, e, = (0p)52; € S (deltas de
Kronecker), se tiene, aplicando (1.26),

8@ Q( ) +1 ) B Q( )

0 )=y QI )5,
d te,, >

8762( ) _ %HO Q($ + €p t) Q(l‘ y) Q(ep,y) _ Zapnxny

n=1

y por consiguiente estas derivadas parciales son formas lineales acotadas. Como Y 7, |apn| ¥

0o . . 2Q 2Q .
> o7 lamp| son series convergentes para todo p, las funciones an(x? y)y Typ(x, y) son continuas

en S? en aplicacién de un resultado (en S?) andlogo a nuestro anterior Lema 1.22 (en T%).

1.40 Corolario. (a) Si la forma bilineal Q(z,y) es completamente acotada en S, entonces la
forma cuadrdtica C(x) = Q(z,z) es de clase C(>(S).
(b) Si la forma cuadrdtica C(x) = Q(x,z) es completamente acotada en S, entonces es de

clase C(>2(S).

Demostracion. (a) La forma cuadréatica C(z) = Q(x,z) es continua en S segun el Corolario
1.38. Para cada p € N se tiene

ac . 0Q 0Q, | = < Nt e
o, (z) = oz, (z,2) + By, (2, 2) = ;amxn + mZZlampf’:m = Z(am + ajp)T;

j=1

por la convergencia absoluta de cada serie. Entonces la forma lineal %(w) es continua en
aplicacién del Lema 1.22. Y sus derivadas parciales son ya funciones constantes.
(b) De la identidad

Qz,y) =QG(x+y),5(x+y) —Q(3(x—y), 3(x —y))

se deduce que la forma bilineal Q(x,y) es también completamente acotada en S. Y entonces se
aplica el apartado (a). m

Funciones en C(°(T%) cuya serie de Fourier diverge absolutamente

En este subepigrafe demostramos el Teorema 1.34. En 1913 Otto Toeplitz [115, p. 427] pre-
senté una forma cuadratica en infinitas variables

> Gmnzmzn (2 €8), (1.27)

m,n=1

simétrica (es decir, tal que @, = anm ), completamente acotada en S en el sentido antes definido,
y tal que la serie > " | |amn| es divergente. Esta forma cuadrédtica se describird después.
2mix (

Nosotros simplemente sustituiremos en la forma de Toeplitz z = e es decir, z; = e2™%j para

todo j) con x € T, y consideraremos entonces la funcién

F(IL‘) = 27rw _ Z amn€2m xm-l-mn)’ T = (xj)?il c Tv. (128)

m,n=1
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Del Corolario 1.40 (b) se sigue que F' € C(°°(T%). En particular, la funcién F es integrable.
Calculemos ahora los coeficientes de Fourier de la funcién F. Vamos a usar para ello que
F(x) =limy;_o Fp(x), donde

Fuyr (LL’) = E amne%”(merxn)-
mon=1,....M

Debido a que la forma cuadratica (1.27) es completamente acotada en S, es decir, que se tiene
|C(z)| < H para todo z € S, se verifica entonces que |Fy(z)| < H para todo M € Ny x € Tv.
Esto permite aplicar el teorema de convergencia de Vitali para escribir, para cada p € Z*° fijo:

ﬁ(ﬁ) :/ ( Z (Lmne2m(xm+xn))€—27riﬁ'a: dx
Tw

m,n=1
- ( lim Y amnezm(x’"ﬂn))e”’”ﬁ“ da
w \M —00
m,n=1,....M
= h’m ( E a/mneQﬂ—l(xm—i_xn)e_Qﬂ—lﬁ.x) d.’I,'
Tw M—o00
m,n=1,....M
= lim E Qmn e2mi(@m+zn) =P @) go
M —o0 w
m,n=1,....M
5 [e%S)
=Y / 2mi((@mten)—pe) g
m,n=1 “

Amn + Gnm = 2amp 81 P = €y + Ep, m#n
=< Amm sip = 2épn,

0 en otro caso,

donde denotamos por ¢, el elemento (d4;)52; de Z> (delta de Kronecker).
De esta manera hemos probado que la expresién (1.28) que define F(z) es su propia serie de

Fourier, ;e yo0 I (p)e?™* Entonces tendremos

oo
DPEL>® m,n=1
y, como va a a ser y_ . |amn| = 00, nuestra funcién F' es un contraejemplo que demuestra
=

que la implicacién f € C(®°(T¥) = > pezes |f(]§)| < 00 es falsa.

Ahora pasamos a describir la forma cuadrética C(z). Primero demostramos un lema auxiliar.
Toeplitz lo dio para matrices ortogonales reales [115, p. 423-426]. En lo que sigue, D denota el
disco unidad cerrado del plano complejo.

1.41 Lema. (Littlewood, [81, p. 171]. Ver también [16, pag. 609]). Sea A = (amn)NxN €S una
matriz unitaria, es decir, una matriz para la que se cumple

N
Zam@:&«s Vr,s=1,...,N

n=1

®De hecho, denotando por My el mayor indice no nulo de P, es decir, el indice tal que p; = 0 para todo j > Mo,

se tiene
o0
S / PriEm e PR gy = 3 g, / 2ril(Em ) —5a) g

w
m,n=1 m,n=1,...,Mg
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deltas de Kronecker). Se define Qnpy(z) := N1 N —1 AmnTm Ty Para x € DNV, Entonces, se
m,n=1
verifica

IQnN(z)| <1 Vze DN,

Demostracion. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene

N N N N
Qux(@)] < N1l \Z mm\ SN L \Z mm‘
n=1 m=1 n=1 m=1

< NTV? <Z

N N N N
N - ’QNN((L'”2 < Z Z ArpQsnTrTs = Z ersZ ArpQsp,
n=1

n=1rs=1 r,s=1
N N
= Zxrxir: ZL’ET‘Q <N,
r=1 r=1
y en efecto es |Qnn(x)| < 1 Vo € DV, O
1.42 La forma cuadréatica de Toeplitz. Toeplitz define en primer lugar Ci(z1, ..., z4) como

la forma cuadrética en D* cuya matriz de coeficientes es

1 1 1 1
1 -1 1 1
Gi=141 1 1 1
1 1 1 -1

La matriz real C'; es simétrica y cumple C’12 = 4], luego aplicando el Lema 1.41 resulta

‘01(21,...724)‘ < 43/2 =38

en D* (este valor méaximo del médulo se alcanza para z; = ... = z4 = 1).
. .2 ’ye 2 .
A continuacién define Cy(z1,. .., 242) como la forma cuadrédtica en D*" cuya matriz de coefi-
cientes es

-Ci G G G
i, -Ci 4 1
¢, G -G Oy
1 1 iy, —-Ci

Cy =

Del Lema 1.41 resulta
|Calz1,. ., 2p2)| < (47)%2 = 82

2 ’ ’ 7 .
en D* (alcanzdndose el médulo maximo para z; = ... = zg = 1).
De manera inductiva, a partir de la forma cuadrética de 4 variables (« > 1) de matriz C,,
se construye la forma cuadratica de 4°*! variables y matriz

- Ca Ca Ca Ca
Co —Co Co Cy
Ooz Ooc - Ca a
Co Co Co —C,

Ca—i—l =
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De acuerdo con el Lema 1.41 tenemos que para todo o se cumple
|Calz1, ... 200)| < (4%)%/2 = 8°
en D**. Finalmente, para z € S Toeplitz define

M1 2 H3
C(z) = gcl(xlv oy Ta) + §C2($4+17 e Tyqg2) 8*303(3342+4+1, T2 ygggs) + o0 (1.29)

donde (pq)52; es una sucesién de nimeros positivos que se puede determinar después, y de-
muestra el siguiente lema:

1.43 Lema. [115, p. 426-427] Si se eligen los 11, > 0 de modo que la serie > o sea convergente,
entonces la forma cuadratica (1.29) es completamente acotada.

Demostracion. El médulo del a-ésimo término de (1.29) es menor o igual que p,. La seccién
parcial Cys(x) de C(x) que trunca esta forma cuadratica de infinitas variables justo al final del
a-ésimo término (cuando M = %(46“ — 1)), alcanza el valor maximo de su moédulo, p; + ... fa,
cuando todas las coordenadas de z(™) valen 1, y por consiguiente estd uniformemente acotada
en médulo por el nimero H = Z;’il ; independiente de . Y todas las demds secciones también
quedan en moédulo uniformemente por debajo de esa cota, ya que para todon € Ny todoz € S
se cumple
méx |C(x1,...,2,,0,0,...)| <mdx|C(z1,...,2Tn, Tnt1,0,...)]

puesto que el maximo del médulo de la seccién parcial Cy, 1 1(z) en D" se alcanza en la frontera
|x1] =1, ..., |xpt1]| = 1 de este dominio. 0

Ademas, la suma de los médulos de todos los coeficientes de la forma cuadratica C(x) de
(1.29) es > 2%u,. Es facil elegir los i, de modo que Y po <00y > 2%u0 = 00 (V.8., flg = %,

lo = 27%). Entonces, la funcién
F(z) = C(e™) (zxeT¥)

construida con estos i, es nuestro primer contraejemplo. Su serie de Fourier diverge absoluta-
mente.

1.44 Las formas cuadraticas de Littlewood. A partir de [81, p. 171-173] y [16, p. 609-612]
se puede conseguir una variedad de contraejemplos que generalizan el precedente, basados en
formas cuadréticas en S en las que no todos los coeficientes son reales.

Por ejemplo, sea N > 2 un entero fijo y consideremos la coleccién infinita de matrices

;TS
M1:<627”N> , rs=1,...,N,

MM:(eZWiW-MM,l rs=1,...,N, sipu>1

)NNXNH7

Los elementos de la matriz M, son raices N-ésimas de la unidad, y M,, es unitaria para todo

€ N. Denotemos por M, (x%“ ), .. a:%,)t) la forma cuadratica de matriz M, y las variables de

un elemento genérico x € S sobre las que actiia (advirtamos que esta notacién no tiene nada
que ver con la andloga que hemos usado antes en (1.21), por ejemplo), y entonces definamos la
forma cuadratica de infinitas variables

_ 1 —
M(Qj):N 3/2Ml($1,...,$N)+7N 3M2(£N+17"'7xN+N2)

4
1.
+ §N P2Ms(wn N2ty TNy N2eN) oo
oo
N73u/2
= 3 Mu(xgu),...xg\’fg).
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Aplicando el Lema 1.41 se tiene que
M (1) (1) < NSM/Q
(2 )| < ’

con lo cual ahora se llega a que
o0

1
|M(z)] < —5 < oo
p=1 H
Por consiguiente, M (x) es completamente acotada y, aplicando el Corolario 1.40 (b), pertenece
a la clase C(OO(S). Pero, si se denota M(x) := Z,";n:l AmnTmTn, como los coeficientes a,,, no
nulos tienen todos mdédulo 1, se tiene
(o.) (o] y
1 1 Ni/2
_oA—3/2 a2 S a3 a4 L ar—9/2 as6 _
> lamnl =N N?+ N3 N4 oN No+. . =)

m,n=1 7j=1

:OO,

de manera que la serie de Fourier de la funcién G(z) = M (e*@), x € T¥, diverge absolutamente.

Bohnenblust y Hille [16, p. 608-614] generalizaron a su vez para formas m-icas (m > 2) los
resultados de Littlewood. Esto permitiria dar nuevos contraejemplos a favor del Teorema 1.34,
esta vez basados en formas m-icas (m > 2) de infinitas variables.



Propiedades basicas del analisis
armonico en T%. Segunda parte

2.1. Resultados inmediatos de convergencia y sumabilidad de
las series de Fourier en T%

JLR dejé probado en su tesis doctoral [98, III, Corol. 6.2] (v. también [99, Thm. 6, Remarks,
ex. (i)]) el teorema con el que vamos a comenzar esta seccién. En aquel contexto aparecia como un
caso particular de cierto resultado de convergencia relativo a redes mondtonas de subgrupos en
un grupo localmente compacto, y en su demostracién jugaban un papel fundamental los teoremas
de convergencia a.e. y en norma de martingalas (v. Teorema 2.9). De una manera alternativa y
equivalente, se puede probar usando los teoremas de Jessen, como hacemos a continuacion. Hay
que recordar la Definicién 1.9.

2.1.1. Convergencia de limite doble iterado

2.1 Teorema. [98, Corol. 6.2, p. 80] Sea f € LP(T¥), 1 < p < oo, tal que Zﬁez(@ ‘f(ﬁ)} < 0
para cada £ € N. Denotemos

fo(z) = Z f(p)e*mive.
pEZ®)

Entonces se verifica
(1) lim | fie) — pr =0,
(2) lim fy)(z) = f(z) a.e. en Tv.
£—00

Demostracion. De acuerdo con el Lema 1.5, la funcién f(,)(x) esta definida a.e. por la serie de
Fourier de la seccién ¢-ésima de Jessen de f(z) que hemos denotado por f;(x) en el capitulo
anterior, ecuacién (1.8).

Por la hipotesis de convergencia absoluta, usando el teorema de inversién de la transformada
de Fourier en T* [52, Prop. 3.2.5], tenemos que, para cada £ € N se cumple, en norma y a.e.,

A}i_r}noo Senfo(z) = fi(x), (2.1)

siendo Sy y fr la suma parcial (cuadrada) N-ésima de la s.F. de f; considerada como funcién
definida en T¢. Pero Sen fe(x) = Sp N f(x) para todo £ y todo N, si denotamos

Senf@) = > fp)ere.

ISEZ(Z)
maéx |p;|<N

34
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Aplicando ahora los teoremas de Jessen 1.4, de (2.1) resulta que, en norma y a.e., se cumple

Jim (1fm Sy v f(w))= Mm (Hm S nfo(z))= lim fi(z) = f(z). O

2.1.2. Sumabilidad en norma y casi por todo

I g rD%ﬂsV\C/{ Qe & Saw NG f(;‘aéoff

-?(n ¢ Van = I(n (. )- ~ ?{,,7 (Xm) A 9?3")% {AJZL«
! 7 ) o G L
%’b Kn® — Jo0 T Y% J%:m /%M (Q-e>5

/Qz/m fﬁc](mm C)= 7@7(79 (Q.O ,ZP)

ﬁ 2
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%ﬂ%ﬂ ﬂ ()(/ = /(}r)
) ; e 7
(o nve ""VICA‘;Q THCON Dy Cron e . /Qz,;, : d: upz 7V ,Z
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ConvER Cene (A COR ) Jr,cugé
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Figura 2.1: Explicacién manuscrita de JLR (Madrid, 1977).

Nos vamos a limitar a considerar sumabilidad Cesaro. La sumabilidad Cesaro (C,1) de las
series de Fourier viene establecida, como se sabe, por la convergencia de las medias de Fejér.
Recordemos la expresion Fy, y(z1,...,2n) = Fn(z1) - Fn(zy), (21,...,2,) € T", del nicleo
cuadrado de Fejér. Los siguientes resultados de sumabilidad por sumas cuadradas para funciones
en T" son estandares (recordar (1.5)):

2.2 Teorema.

(a) ([52, Thm. 1.2.19].) Sea 1 < p < c0. Si f € LP(T"), entonces imyn_o0 Fyu n * f = f en LP,
es decir, [|[Fpn * f — f|l, = 0 cuando N — oc.

(b) ([52, Thm. 3.4.4 (b)].) Si f € L*(T™) (luego, en particular, si f € LP(T") con 1 < p < 00),
entonces limy_yo0 Fpu N * f = f a.e. en T™.

Usando entonces los teoremas de Jessen es inmediata la prueba de los siguientes resultados
“de limite doble iterado” para la sumabilidad Cesaro de las sumas parciales cuadradas de las
series de Fourier en T% (v. [63, II, (44.43), (44.53)]):

2.3 Proposicién. Sea 1 < p < co. Si f € LP(T¥), entonces

i (Jim (B = 1)(0) ) = 10 (2.2

n—00 \ N—oo
en LP(T¥) y a.e. en T%.

Demostracion. Tener en cuenta (recordar nuestra demostracién del Teorema 1.17) que Fy, y*f =
F, N * fn para todo n € N, si f, es la seccién n-ésima de Jessen de la funcién f € LI(T“). De
modo que, en primer lugar, para cada n fijo, usando el Teorema 2.2,

A}l’_rfloo(Fn,N * f)(z) = ]\}gnoo(Fn,N * fo)(@) = folz1,. . 20) = fu(z) (2 €TY)
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en LP(T¥) y a.e. en T*. Y en segundo lugar, segiin los teoremas de Jessen, se verifica, en la norma
de LP(T¥) y a.e. en T, que lim,, o frn(z) = f(x) (x € T%). La conclusién es inmediata. O

Hewitt y Ross [63, I, p. 676-679] (v. también [42, p. 194]) anotan que es concebible, aunque
aportan razones para decir que es improbable, que se pueda encontrar una sucesion simple de
nicleos de sumabilidad, {K,,}>° ¢, en T tal que limy, o0 (Ko * f)(z) = f(x) a.e. para toda
f € LY(T%). Posiblemente en este contexto JLR dejaba propuestas las siguientes “tareas”, que
nosotros no hemos llegado a abordar (v. Figura 2.1):

(a) Estudiar si la convergencia establecida en (2.2) se cumple “incondicionalmente” como un
limite doble, es decir, si puede ser lim, n)_s(c0,00) Fn,v * [ = f. Parece que a.e. no tiene
mucho sentido, pero podria ser posible en LP(T%).

(b) Estudiar en todo caso ese limite doble cuando hay alguna relacién entre n y N.

2.4 Nota. Antoni Zygmund senala [123, Ch. XVII, §2] que los problemas de sumabilidad de
las s.F. guardan estrecha conexién con los problemas de diferenciabilidad de integrales, y su
tratamiento, por ejemplo, de la sumabilidad Cesaro (C, 1) de las sumas parciales rectangulares
de las series de Fourier multiples es paralelo al estudio de la diferenciabilidad fuerte (es decir,
respecto de la base de intervalos de lados paralelos a los ejes, v. la seccién siguiente) de las
integrales “indefinidas”. La sumabilidad Cesaro (C,1) de las sumas parciales cuadradas de las
series de Fourier multiples es paralelo al estudio de un caso particular de diferenciabilidad
restringida [123, Ch. XVII, §3].

Los resultados andlogos a los de la Proposicién 2.3 para la sumabilidad (C, 1) de las sumas
parciales rectangulares de la s.F. de f € LP(T%) (1 < p < o0) se siguen de los teoremas de
Jessen y el teorema siguiente. En particular, la convergencia a.e. se sigue sélo cuando p > 1.
En el reciente trabajo [48] de D. Fufaev puede encontrarse una extension a T* de la condicién
(debida a Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund) del Teorema 2.5(b) y del correspondiente resultado.

2.5 Teorema. (a) ([123, Ch. XVII, (1.20), (1.23)].) Sea 1 < p < oco. Si f € LP(T™), entonces
| FrsNy, N % f — f||p — 0 cuando N;j — oo para todo j =1,...,n.

(b) ([123, Ch. XVII, (2.14)].) Si f € L(log™ L)"~Y(T") (luego, en particular, si f € LP(T™) con
1 <p < 00), entonces IMN 00 Fn:ny . N, * f = [ a.e. en T" (donde N = (Ny,...,Ny),
y N — 00 si y solo st Nj — oo para todo j =1,...,n).

M. Mahowald [85] describe un analogo de la sumabilidad Abel para T usando un limite
simple en lugar de uno iterado (v. [42, p. 216]).

2.2. Descomposicion de tipo Calderén-Zygmund y diferencia-
cion de integrales en T¢

En [99] JLR demostré un resultado de diferenciacién de integrales en el contexto de un
grupo localmente compacto GG, que contenia en particular una descomposicién de tipo Calderén—
Zygmund (CZ) [27, Ch. I, Lemma 1] bajo ciertas condiciones. Por la fecha de publicacién, su
estudio pudo ser contemporaneo del que hacen Edwards y Gaudry en [41, Ch. 2]|. En esta seccién
vamos a revisitar estas cosas en su adaptacion al caso del grupo compacto y abeliano T%.

En primer lugar abordaremos una descomposicién de tipo CZ asociada a cada funciéon f €
L'(T%) que nos dejaba esbozada JLR en una comunicacién personal en 1977, en Madrid, como
muestra un apunte manuscrito suyo que conservamos (Figura 2.2). El asunto consistia en realidad
en seguir fielmente, en el caso G = T%, y con su ayuda, la primera parte de la prueba del resultado
principal que JLR presentaba [99, Thm. 8].
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Figura 2.2: Explicacién manuscrita de JLR (Madrid, 1977).

2.2.1. Esperanza condicional. Convergencia a.e. de martingalas

Por completitud en nuestra exposicion vamos a empezar recordando unos conceptos de la
teoria de la Probabilidad que se van a emplear después (v. por ejemplo [91, Ch. II, IV], [110, p.
89-94], [41, Ch. 5], [108, 2.7]). Hay que hacer notar que el teorema de convergencia en casi todo
punto de martingalas, que se debe esencialmente a Doob [36, Ch. VII], estaba ya presente en la
tesis doctoral [98] de JLR.

2.6 Definicién. Supongamos fijado un espacio de medida finita (X, A, m). Para cada f € L!(m)
queda definida una medida compleja ¢ en (X, .A) por

H(A) ::/Afdm (AcA.

Si m(A) = 0, entonces se tiene también p(A) = 0, por lo que la medida ¢ es absolutamen-
te continua respecto de m. Supongamos por otra parte que B es una o-algebra contenida en
A. Podemos considerar la restricciéon mg de m a B, y el espacio de medida finita restringido
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(X, B, mp). La restriccién ¢g de ¢ a B es una medida en el espacio (X, B) que es absolutamente
continua respecto de la medida mpg y, en aplicacién del teorema de Radon-Nikodym (ver p. ej.
[82, I, §8]) existe una tnica (salvo mpg-equivalencias) funcién (la derivada de Radon-Nikodym
dpp/dmg) B-medible que denotaremos EB f tal que

o(B) = [ (Bf)ims (VB eb)

Esta funcién se denomina esperanza condicional de f relativa a B. Se verifica entonces (v. [120,

5.13])
/fdm:/(EBf)dm (VB € B). (2.3)
B B

De manera que queda definido, por EB(f) = EBf, un operador EB: L'(m) — L°%(mg) (del
espacio de clases de equivalencia de funciones A-medibles e integrables en el espacio de clases de
equivalencia de funciones B-medibles) que se llama operador de esperanza condicional relativa a

B.

Supongamos por ejemplo el caso en que el espacio X admite una particién contable { B, }nen
en conjuntos A-medibles de medida positiva, y B es la o-dlgebra engendrada por esa familia
de conjuntos disjuntos, es decir, la minima o-algebra que contiene a dicha familia, cosa que
representaremos B := o({B,}). Entonces, se verifica a.e.

EPf(z) =) fB,  xB.(2), (2.4)
n=1
(donde fp := m J B, fdm) por la unicidad de la esperanza condicional, ya que la funcién

s(x) =302, fB, - xB,(2) del segundo miembro de (2.4) es B-medible y se cumple [ sdm =
Entre las propiedades inmediatas de la esperanza condicional senalemos la siguiente.
2.7 Propiedad. Si B C C son sub-o-dlgebras de A, entonces E5(ECf) = EBf a.e..

Demostracion. Sea B € B; por un lado, por definicién de EB, [, EB dm = [, f dm.
Por otro lado, B € C, luego por definicién de EC, Jg fdm = [g EC f dm. Ahora, también por

definicién de EP,
/ ECfdm = / EB(ECf) dm.
B B
Se deduce de la unicidad que EF f = EB(ECf) (ae.). O
2.8 Definiciones. Sea (X, .A,m) un espacio de medida finita y
BiCByC---CB,CBpy1C:---

una sucesién creciente de sub-o-algebras de A.

Una martingala es una sucesiéon de funciones {f,}nen C L'(m) tales que para cada n > 1,
fn es Bp-medible y se verifica (a.e.) EB" fr 11 = fn.

Por ejemplo, para toda f € LP(m) (1 < p < oo) la sucesién de esperanzas condicionales
fn := EBrf (n € N) forma una martingala, ya que EBf, 1, = EBr(EBr+1f) = EBnf ace., de
acuerdo con la Propiedad 2.7.

Se define el operador mazimal E*: L*(m) — L°(m) asociado a la sucesién {B,,} de o-algebras
mediante E*f = f*, donde

[ (@) := sup | fu ()|

neN

es la funcion mazimal de la martingala (fy).
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El siguiente resultado, teorema de convergencia a.e. para martingalas es bien conocido; para
el caso més simple de f >0, v. [91, Ch. II]:

2.9 Teorema. [91, Ch. IV], [110, Ch. IV, §1, Thm. 6 y Rem. 1]
(a) El operador maximal E* es de tipo (1,1)-débil, es decir, para f € L'(m) y todo A > 0,

m({e: B 1) > X)) < S 1l

(Doob’s inequality?.)

(b) El operador maximal E* es de tipo (p,p)-fuerte, es decir, para f € LP(m) (1 <p < o)
s |E*f1l, < Cy £,

(c) Ademds, para f € LP(m) (1 <p < o0) la sucesion {f,} converge en casi todo punto. De
hecho, se tiene

lim fo(z) = E°F,
donde B := o Uy~ By)-

Una vez probado (a), una argumentacién estandar permite probar (c). Por ejemplo, cuando
p = 1: para las funciones del tipo s(x) = ZjeJ finito CiX5; (), donde ¢; € Cy S; € Bj, que forman
un conjunto denso en L'(B,m), se tiene s, = s a partir de cierto n, luego lim,, o s, (x) = s(z)
(a.e.). Entonces, usando el Teorema 4.19 resulta que f,(z) — g(x) (a.e.) para una cierta funcién
g(x) € LY(m). Pero el operador T: f + g que queda asf definido de L'(m) en L'(m) es de
tipo (1, 1)-débil (por serlo E*) y es la identidad para la clase densa de funciones s(x) anteriores,
luego T es la identidad en todo L!(B,m).

Por otra parte, como E* es obviamente (0o, co)-fuerte, del teorema de interpolacién de Mar-
cinkiewicz se deduce (b).

2.2.2. La descomposicion CZ en T propuesta por JLR

En palabras que son del propio JLR, el interés de la descomposicién de Calderén-Zygmund
asociada a una funcién integrable f radica en que, para cada a > 0, separa una parte (un
conjunto cerrado) del espacio donde la funcién es “buena” (donde |f| < a) de una parte (un
conjunto abierto) donde la funcién es “mala” (donde cierta funcién maximal de medias M f > a),
descomponiendo este abierto, cuya medida (finita) va a quedar ademds controlada, en abiertos
disjuntos tales que la media de | f| en cada uno de ellos va a estar uniformemente acotada. Desde
otro punto de vista, es entonces la propia funcién |f| la que puede descomponerse en una suma
de dos funciones, |f| = g + b, donde la parte “buena”, g, estd esencialmente acotada (a.e.) y la
“mala”, b, tiene cierta propiedad integral de cancelacion y ademas también quedan acotadas sus
medias sobre cada abierto de la antedicha coleccién.

JLR sobre descomposicion de tipo CZ en un grupo localmente compacto

La definicion, lema y teorema que siguen pertenecen al trabajo citado de JLR. En su contexto,
G es un grupo localmente compacto (no abeliano en general, se usa notacién multiplicativa para
la operacién del grupo) con unidad e y medida de Haar (invariante por la izquierda) m, y H
representa un subgrupo discreto de G.

2.10 Definicién. ([99, Section 1]; [19, Ch. 7, § 2.10]) Un subconjunto abierto V de G es
un dominio fundamental (DF) para el grupo cociente G/H si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

1136, VII, Thm. 3.2].
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(i) VV=tn H = {e} (o lo que es lo mismo, la restriccién |y es 1 — 1, siendo 7: G — G/H
la proyeccién candnica).

(ii) El conjunto complementario de VH en G es localmente nulo.

EJjempLos. (1) El intervalo abierto (0,1) es un DF para R/Z.
(2) G =R?, H =aZ x bZ = p1 (a,b > 0), V = (a,0) x (0,b) (Figure 2.3).

(0,b) V
(a,0)

Figura 2.3: Un DF para R?/(aZ x bZ).

(3) El intervalo (0, %) (n € N) es un DF para T/R,, denotando por R,, := {0, %, ey ”Tfl} el
subgrupo de las raices n-ésimas de la unidad en T.

2.11 Lema. [99, Lemma 2] Supongamos que G contiene una sucesién de subgrupos discretos
HCHyC---CH,C---CG

tales que cada G/ H,, es compacto y pongamos ky, := orden(H,+1/Hy), que es un nimero finito
para cada n. Entonces existe una sucesion de conjuntos abiertos

Vio>VoD---DV,D---

tales que V,, es un DF para G/H,, y que cada V,, es (salvo un conjunto de medida cero) la unién
disjunta de k,, trasladados de V,,+1 por elementos de Hy 1.

El resultado principal de JLR en este contexto, inserto en la primera parte de la demostracién
del Theorem 8 citado, era el siguiente.

2.12 Teorema. [99, Thm. 8] Supongamos adicionalmente que |J,, Hn es densa en G, y que

sup k, = k < 0. (2.5)

Entonces, para cada f € L*(G) y a > ||f||1 ewiste una sucesion disjunta de conjuntos abiertos
S; pertenecientes a la familia {tV,,: t € H,, n € N}, de modo que es |f(z)| < a a.e. fuera de
A =U;S;, m(A) < C|fll1/a para una constante C independiente de f y a, y a < |fls;, < ka
(j=1,2,...).

JLR (inédito) sobre descomposicién de tipo CZ en T%

El subsiguiente Teorema 2.14 mostrara la demostracién original de JLR del Teorema 2.12 en el
caso G = T“. Antes de su enunciado hay que establecer una apropiada sucesién de subgrupos (es
la que el propio JLR nos ensenaba en la comunicacién personal ya mencionada), que presentamos
a continuacién. La descomposicién de tipo CZ en T% resultara estar asociada con una cierta
familia Ro (v. (2.7)) de “intervalos diddicos” de T*. Ademas, esta familia Ro va a ser la unién
de una sucesion mondtona de redes, conceptos que definimos con detalle a continuacion.
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2.13 Definicién. ([105, p. 153], [89, VIL.43].) Una red? en T* es una clase contable de conjuntos
medibles disjuntos cuya unién es T excepto tal vez un conjunto de medida nula. Sea {M,, }nen
una sucesién de redes en T%. Esta sucesién se dice mondtona si para cada entero positivo n,
cada elemento de M, 11 estd contenido en alguno de M,. En este caso, para casi todo punto

x € T existe, para cada n € N, un tnico conjunto Ig(cn) € M, tal que x € I;n).

La primera red N7 estd compuesta por los conjuntos abiertos (recordar la notaciéon T™% de
1.1.2)

VO =0, xT and V= (3,1) x T,

Recordemos que Ry := {0, %, ce %}, k € N. En la tabla siguiente vemos los primeros
términos de la sucesién creciente de subgrupos H,, C T propuesta por JLR, asi como algunos
de los primeros términos de la sucesién decreciente de DF's asociada (por claridad usamos aqui las
notaciones 0 := (0,0,...) € T¥, 0 := (0,0,...) € TFw).

m | H, Vin
12| Hy = Ry x {0} Vi=(0,1) x T
1241 | Hy = Ry x Ry x {0} Va = (0,1)2 x T2
Hg = R4 X R2 X {6(2}
92 | Hy = Ry x Ry x {0} Vi = (0,4)2 x T2
Hs = Ry x Ry x Ry x {0°}
92 49| Hg = Ry x Ry x Ry x {00} Vo = (0,4)% x T3
H: = Rg x Ry x Ry x {0}
Hg = R x Rs x Ry x {0°} Ve = (0,4)2 x (0, 1) x T3
32 | Hy = Rg x Rg x Rg x {0} Vo = (0,4)% x T3
Hyo = Rs x Rs x Rs x Ry x {0}

De hecho, después de considerar H; = Ry x {0(1} se definen, para cada n > 1 (ver nuevamente
la Figura 2.2),

Hyeyj=Hyy x {0}, (1<j<2n+1),

RQTLX'(T'Z)'XRQnXRQj SIJE{].,,TZ},

- (j—n) (2n+1-j)
Hp215 = 4 Ryuin x -~ % Roni1 X Ron x - 7 X Ron

sije{n+1,...,2n+1}.

Para cada entero positivo m, H,, es un subgrupo discreto (finito, de orden 2) de T%, H,, C
Hy, 41, y orden Hp, 11 /Hy, = 2 para todo m > 1. Ademds, la unién |J,, Hy, es un subconjunto
denso de T%, como es facil de comprobar:

Sea ¢ € T¥; si U, es un entorno de z, serd U, = U, x T™¥ para cierto ng € N, siendo
x = (2/,2"), ' € T" y Uy un entorno de ' en T™. De modo que existe ¢ > 0 tal que
Uy D @' 4 By, (0), donde By, -(0) denota la bola abierta de radio € y centro en el origen de
T". Pero para este nimero € existe un m € N tal que 27" < ¢, y entonces U, N H,,2 # ().

*No confundir este concepto de red, definido originalmente por De la Vallée Poussin [118, 10.67] para el caso
del espacio euclideo (réseau de grillages a mailles carrées), con el mas usual [74, Ch. 2] de conjunto dirigido o
sucesién generalizada. Saks lo generalizé a espacios métricos. Cf. también la definicién de Jessen [69, §6] en el
caso de T*.
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1
4

Figura 2.4: Primeros miembros de la sucesién {V;,}. V.g., Vs = (0, %) x (0, 1)2. Dos traslaciones

de V41 por elementos de H,, ;1 cubren (a.e.) Vi,.

La sucesién decreciente de conjuntos abiertos {V},}, donde para cada m > 1, V;, es un
DF para T%/H,,, asociada con la sucesién creciente {H,} de subgrupos, queda definida por
Vi = (0, %) x T y, para cada n > 1 (v. Figura 2.4),

Vi = Vioyy x TV (1< j <20+ 1), (2.6)

con
(0, 5:)™ x (0, 2) sije{l,...,n},

‘72_1_‘ = . ’ .
B (0, g )" % (0, )27 sije{n+1,...,2n+1}.

Para cada m € N, podemos considerar la red (finita) Ny, := {t + Vi, t € Hy,, }. La sucesion
{Nin}men es monétona. Nuestra familia final R de intervalos diddicos en T% es la unién de esta
sucesion de redes,

Ro:={t+Vm: meN,t e Hpy}. (2.7)

Se verifica entonces el siguiente resultado, ya anunciado. La coleccién {/;} serfa una descom-
posicién CZ en intervalos de Ry, asociada con la funcién f al nivel a.

2.14 Teorema (José L. Rubio de Francia). Sea f € L'(T¥) y sea un nimero real a > ||f]|1.
Entonces existen un conjunto cerrado F, y un conjunto abierto Q, = T% \ F, tales que

(i) |f(z)| < a para casi todo x € Fy.

(ii) El conjunto Qg es la union de una sucesion {I; }]O‘;l de intervalos de la familia R¢ disjuntos
dos a dos y tales que a < |f[;, < 2a para todo I;.

(iii) Se werifica m(Qqa) < |fll1/a.

Demostracion. (V. también [37, Thms. 2.10 y 2.11].) Para cada m € N, sea B, := o(Np,).
Consideraremos ademds la o-algebra trivial By = {0, T} (engendrada por el abierto Vj :=

T“ = 0+ T% que tiene también la forma general anterior si se considera el subgrupo trivial
Hy = {0}). Se tiene
BoCBi CBaC By CByp1 C -+

Definimos, para m =0,1,2, ...,

fm(z) = Z | fle4Vin * XtV (@) (2.8)

te€EHm,
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La funcién f,, es B,,-medible para cada m, ya que es constante en cada intervalo t 4+ V,,, com-

ponente de N,,. Ademds, f,, >0y
[ 1nt= =1 < o
t+Vim Tw

[ tn= 3 v mV) = 3

T t€Hm tEHy

por hipétesis (hemos usado que T% \ (H,, + Vi) es un conjunto de medida nula, al ser V;,, un
DF para T%/H,, para cada m). Si comparamos (2.8) y (2.4) vemos que f,, es la esperanza
condicional de |f| relativa a la o-algebra B,,.

Aplicando el Teorema, 2.9(c) se deduce que f,(x) — (E®|f|)(z) a.e. cuando m — oo, donde B
es la minima o-dlgebra que contiene a la unién ;- _, By,. En nuestro caso, la densidad de | J,,, Hm
en T% hace que la clase |J,._, Bm sea la de los conjuntos abiertos en T%, y B sea entonces la o-
algebra de los conjuntos de Borel en T¥. De modo que el operador EB de esperanza condicional
con respecto a la o-algebra B es la identidad, y entonces, para toda g € L'(T%) se verifica
EBg = g (a.e.). Se concluye que

lim fo,(x) =|f(x)] a.e. en T%. (2.9)

m—0o0

Sea

fH(x) = sup fin(z).
meN
Siz e F, ={z: f*(x) < a}, se tiene fp,(z) < a para todo m, y aplicando (2.9) resulta | f(z)| < a
y queda probado el apartado (i).
El conjunto Q, = T¥ \ F, del apartado (ii) queda definido como Q, = {z: f*(x) > a}, y la
desigualdad débil (1,1) (parte (a) del Teorema 2.9) del operador maximal® E*: f + f* da

m(@) < 21111, (2.10)

donde A es una constante independiente de f y a.
Finalmente, hemos supuesto que || f||1 < a, de modo que se cumple fy(z) < a para todo z, y
podemos reconocer ahora el conjunto €2, como la unién disjunta de los conjuntos

Q((ln):{l‘f@(l')§a<fn(1:),0§2§n_1}a 7’L:1,2,-~~-

Para cada n > 1, el conjunto an) es evidentemente B,,-medible, luego es una unién disjunta de

intervalos de la forma ¢t +V,, con t € H,,. Si 7

; esuno de estos intervalos se tiene, por un lado,

o) o 11 = i o (BN 1)

: /
= — folz)dx > a
i) Jyo

porque fp(z) > a Vz € 1 ](-n) C Ql(zn). Por otro lado, I j(n) estd contenido en un intervalo de la

J

forma s+ V,,_1 (s € Hy,—1) que no estd contenido en an_l) (convenimos en que ng) = (), por
lo que es f,—1(z) < a Vx € s+ V,_1. Usando ademds que m(I](.n)) = m(Vy) = gm(Vy_1), se

3Este operador maximal E* se denotaria M X segtn la posterior Definicién 2.17. De acuerdo entonces con el
Teorema, 2.9, el operador maximal M ™ es (1,1)-débil y (p, p)-fuerte para 1 < p < co.
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tiene
i [ @l < =2 [ )] ds
(1) o PN = 50025 o
2 / B
= [ E @
Vo) Jurr M
=1
= —— fn-1(z) dz < 2a,
(Ve ) Sy, T
lo que concluye la prueba de (ii). Ademds, de (2.11) se sigue que A =1 en (2.10). O
2.15 Notas.

(1) El uso estandar de la descomposicién CZ del conjunto abierto Q, = U;I;, como ya se ha
dicho anteriormente, involucra [27, Ch. I, proof of Lemma 2] una descomposicién de la
funcién f, a cada nivel a, en una suma de

g(x) = f(@)xr,(z) + Z fixy () y  b(x) = f(x) - g(z)

(f =g+0b, gy bson las partes buena y mala de f al nivel a), verificando propiedades
como, en este caso, las siguientes:

lg(x)] <2a (ae.), / b(z)dx =0 y [bl;;, <4a para todo j, etc.,
I

(v. [52, 5.3.8]).

(2) Hemos visto que JLR [99] usa en su demostracién del Teorema 2.12 el Teorema 2.9. El
apartado (c) de convergencia a.e. de este teorema juega el papel que una demostracién
estandar del resultado clasico de este tipo juega el teorema de diferenciacién (DT) de
Lebesgue. Pero aqui no se trata de una opciéon de estilo, creemos, porque un DT no
estd en principio asegurado. De estos asuntos precisamente vamos a tratar en la siguiente
subseccion.

2.2.3. Sobre la diferenciacién de integrales en T¢

Para ganar claridad en lo que sigue, comenzamos por establecer una nomenclatura general,
relativa al concepto de base de diferenciacién, adaptada al caso de T%. Ya recordamos al comienzo
de la memoria que la funcién

> mn_yn 1)
d(z,y) = Z|2n (z,y € T)

n=1

define en T la métrica de Saks. Pongamos 6(S) := sup, g d(z,y) para indicar el didmetro del
conjunto S en esta métrica.

2.16 Definiciones. ([21, Section 6.1], [53, Ch. 2] .) Para cada y € T%, sea B(y) una coleccién
de conjuntos medibles de medida positiva que contienen (o en su caso, cuya clausura topolégica
contiene) al punto y. Si {Sp}n C B(y) y d(S,) — 0, decimos que la sucesion S,, se contrae a y,
y escribimos S,, = y. Supongamos que existe al menos una sucesion {S, } C B(y) que se contrae

ay.
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Sea B := {J,cqw B(y). Decimos que (B,=>) es una base de diferenciacion, (BD). Como en los
espacios euclideos, cuando cada B € B es un conjunto abierto y se cumple que si x € B € B
entonces B € B(x), se dice que B es una base de Busemann-Feller.

EJEMPLOS (Las denominaciones son nuestras. Todas ellas son bases de Busemann-Feller):

Ro:={t+Vm:meN,t € Hy,} (base restringida de Rubio de Francia),*

R:={y+Vyn:meN yeT¥} (base de Rubio de Francia),
J :={J CT¥: J es un intervalo} (base de Jessen), [70, 71].

Si (B,=) es una BD en T y f € L}(T%), se definen las derivadas superior e inferior de [ f
con respecto a B (y a la medida de Haar m) en el punto z € T% por®

b(ff, 3;) = sup {limsuprn} y Q(ff,x) = {inf {h’minfan},
{B.}CB n {B,}CB n
Bn=>zx Bp=x

respectivamente. Cuando se cumple
E(ff,x) :Q<ff,a:> = f(z) ae. (2.12)

se escribe D(ff, x) = f(x), se dice que la base B diferencia [f y que la derivada de [f es f.
Una condicién necesaria para esto es que
}Lié%; B, = f(z) ae. (2.13)
para toda sucesion { By, }nen C B(z) tal que B, = x.
Cuando se cumple (2.12) para toda f € L°°(T%) (resp. f € LY(T¥)), se dice abreviadamente
que B diferencia L= (T*) (resp. L'(T%)). Como T“ es un espacio de medida finita, se verifica

L>®(T) C LY(T¥) y por tanto, si la base B no diferencia L°°(T“), entonces tampoco diferencia
LY(T%).

2.17 Definicién. [54, p. 104] Dada una base B que cubre T%, para cada f € L'(T%) se puede
definir su funcién mazimal relativa a B, MBf: T¥ — [0, 00], mediante

MPBf(x) = sup |f|s.
zeBeB

Cuando ocurre que la funcién MBf es medible para toda f € L'(m), por ejemplo para una base
de Buseman-FellerS, el operador M5: L'(m) — L°(m) es el operador maximal asociado a B.

Miguel de Guzmén y Grant V. Welland establecieron el siguiente resultado’ para bases en
R™. Su demostracién sirve exactamente igual para el caso de bases de Buseman-Feller en T*.

4Entendemos que para cada y € T, Ro (y) es la familia de conjuntos de Ro que contienen, o cuya clausura
contiene, al punto y.

5Sin perder generalidad suponemos aqui que f es una funcién real.

6Sea A > 0 fijoy « € Ey := {x: MBf(x) > \}. Existe B € B(z) y t > X tales que

/B If| > tm(B). (2.14)

Como por hipétesis B es abierto y « € B, hay un entorno U de x contenido en B. Para todo y € U se tiene
entonces B € B(y) y (2.14) implica que y € E», luego el conjunto E\ es abierto.
"De hecho, demuestran la doble implicacién.
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2.18 Teorema. [55, Thm. 1.1, (a)=-(b)] Sea B una base de Buseman-Feller. Si el operador
mazimal MPB es de tipo débil (1,1), entonces la base B diferencia L'(T).

Y como corolario, ya que Rg es una base de Buseman-Feller y el operador maximal M™0 es
de tipo débil (1,1) como hemos dicho anteriormente, se tiene:

2.19 Corolario. La base Ryg = {t + V;,: m € Nyt € Hp,,} (base restringida de Rubio de Francia)
diferencia L*(T%).

Un poco més adelante damos otra demostracién como consecuencia del Teorema 2.26.

JLR sobre diferenciacion en grupos localmente compactos. La base R en T%

2.20 Teorema. [99, Thm. 8, segunda parte] Con las hipdtesis del Teorema 2.12, sea R la
familia formada por todos los conjuntos de la forma yV, cony € G, n=1,2,.... Si se cumple

la condicion
m(VnVn’lvn)
sup

! —m(Vn) < 00,

entonces el operador mazimal M™ definido por

MR f(x)= sup |f|r
reERER

(2.15)

es de tipo débil (1,1) y (p,p) fuerte, para 1 < p < oco.

Como consecuencia inmediata JLR da el siguiente resultado donde establece una condicién
suficiente para que la base R de su teorema (senalemos que su nocién original de contraccién de
una sucesién (S,) C R a un punto involucra la condicién m(S,) — 0) diferencie L] (G).

2.21 Corolario. [99, Corol. 5] Supongamos, en adicion a las hipdtesis del Teorema 2.20, que
se tiene V,, C U, para todo n, donde {Up}nen €s una base de entornos de e. Entonces,

{ 1 = f(x a.e
lim /Rfdm—f() (a.e.)

zeReR m(R)
m(R)—0

para toda funcion f € L} (G).

loc

En el caso nuestro, en que G es el grupo compacto abeliano T, y R es la base de Rubio de
Francia, la condicién (2.15) no se cumple, ya que, por ejemplo, para n > 1,

1 n W
m:@@JxT’

| 21 \\"
‘%_W+W”«hww%% ,Q)xW%

asi que

m(Vn2 - Vn2 + VnQ) o (3/2n)n —3n
m(V,z) CVED

y, por consiguiente,
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De modo que no se puede asegurar (en principio) ni el resultado del Teorema 2.20 ni el de su
Corolario 2.21 para la base R de Rubio de Francia en T*. La condicién suficiente adicional de
este corolario si se cumple, porque por ejemplo, la familia {V,, — V}, } ,en es una base de entornos
(simétricos) de 0 en T%.

Sobre la base R de Rubio de Francia en T* quedan aqui abiertas las siguientes cuestiones:

» ;Se cumple la implicacién “R diferencia L'(T*) = M7® es de tipo débil (1,1)” (como
en el teorema de M. de Guzméan y G. Welland en R™ cuando la BD es invariante por
homotecias)?

» ;Es® de tipo débil (1,1) el operador maximal M7™?

» ;Diferencia L>°(T%) la base R?

Haciendo una adaptaciéon de la prueba de Jessen para la base J, probaremos un poco més
adelante (subseccién 2.2.4) que una cierta base R*, ligeramente més amplia que la base R, no
diferencia L>°(Tv).

El contexto del teorema y corolario anteriores puede encontrarse, tal vez, en el articulo [42].
En la segunda seccién de este trabajo, Edwards y Hewitt establecen varios conceptos® entre los
que vamos a destacar aqui el siguiente:

2.22 Definicién. [42, Def. (2.1)] Dado un grupo localmente compacto G' con medida de Haar
por la izquierda A, se denomina D’-sucesidn en G a toda sucesion (U, )nen de subconjuntos de
G de Borel y de medida finita que verifican:

(i) Uy DUy DU3D -+
(ii) Existe un ntimero real positivo C tal que 0 < A(U,, - U, ') < CA(U,,) paran = 1,2,3,.. ..
(iii) Todo entorno de e en G contiene alguno de los Uy,.

La condicién (2.15) de JLR estd en la onda de la (ii) de la Definicién 2.22, mientras que la
condicién adicional del Corolario 2.21 es la (iii).

Esta definicién'® les sirve a los autores para adaptar, en los grupos localmente compactos
que admiten D’-sucesiones, los resultados estdndar (ver, p. ej., [104, Th. 7.10 y 7.13]) sobre
diferenciacién, respectivamente, de medidas absolutamente continuas y de medidas singulares
respecto de la medida de Lebesgue en R" (n € N), probando los siguientes resultados. Usando
la terminologia de bases de diferenciacién, la familia de conjuntos formada por una D’-sucesién
y sus trasladadas por los elementos del grupo G es una BD que diferencia L'(G).

2.23 Teorema. ([42, Thm. (2.5)]; lo mismo en [63, II, (44.18)].) Sea (Up)nen una D’-sucesion
en G. Entonces la igualdad

, 1 _
lim NG /xkad)\—f(:L‘)

se verifica localmente a.e. para toda f € L (G) y a.e. para toda f € L*(G).

loc

8Debemos esta pregunta a Sheldy J. Ombrosi (CONICET, Universidad Nacional del Sur, Bahfa Blanca, Argen-
tina). Recientemente, en junio de 2019, Dariusz Kdsz (estudiante pre-doctoral, Politechnika Wroclawska) nos ha
mostrado en una comunicaciéon personal que la respuesta es negativa, mediante una ingeniosa construccion.

9Se encuentran también en [63, TI, (44.10)]; el articulo [42] aparecié poco después de la primera edicién del
volumen I de la obra conjunta de Hewitt y Ross, pero siete afios antes que el volumen II de dicha obra, cuya
seccién §44 es, segin indican sus autores, un desarrollo, con correcciones menores, de [42].

OEdwards y Gaudry refinan posteriormente el concepto de D’-sucesiones y definen [41, Ch. 2] las covering
families en un grupo G abeliano y localmente compacto.
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2.24 Teorema. ([42, Thm. (2.6)]; [63, II, (44.19)].) Sea o una medida compleja en G que es
singular con respecto a X, es decir, existe un conjunto N tal que A(N) =0 y |o|/(G\ N) = 0.
Sea (Up)nen una D'-sucesion en G. Entonces se tiene

m o(xUy)

=0 ae zedd.

Un poco més adelante, los autores reportan ([42, p. 194]; hemos adaptado las referencias):

La clase de los grupos localmente compactos que admiten D’-sucesiones no ha sido adecuada-
mente identificada. El referee nos ha senalado amablemente que un toro infinito-dimensional
T™ no admite tales sucesiones. Esto se sigue facilmente del teorema de Minkowski (ver p.
ej. [56, p. 187]). La posibilidad de teoremas de diferenciacién como 2.23 y 2.24 en T™, sin
embargo, permanece abierta hasta donde nosotros sabemos. ...

En el contexto de esta cita m designa cualquier cardinal infinito. El teorema de Minkowski (o
de Brunn-Minkowski [63, II, p. 679]), al que se hace referencia establece que, en R* (k € N), si
Ay B son dos conjuntos compactos no vacios y |- | denota la medida de Lebesgue, se verifica la
desigualdad |A+ B| > (|A|1/k—|— ]B|1/k)k, siendo A+ B={a+b:a€ A, be B}.Si|A|-|B| >0,
la igualdad se verifica si y solo si los conjuntos A y B son convexos y homotéticos (o congruentes
por una traslacién). En el caso del toro k-dimensional T* la desigualdad, de acuerdo con [23,
Ch. 2, 8.4.2], toma la forma

|A+ B| > min{1, (A" + |B[V¥) (2.16)

con la suma definida mdédulo 1 en cada componente.

Si (U,) fuera una D’ -sucesion en T, podemos suponer sin perder generalidad que se tiene
U, = ﬁ x T«Jn donde U es un conjunto cerrado en T’» que verifica U,, C B, siendo B, :=
[0,1/4]7" y, adem4s, que j, < jn+1 para todo n € N. Pero en el grupo T/» se tiene

By — By = ([0,1/4] U [3/4,1))",
|B,| = 1/47" | y entonces segin (2.16),
Uy, — Un| > 297|U,|, (2.17)

ya que 2/7|U,| < 2/ /4i» < 1. Pero (2.17) esté en contradiccién con la condicién (i) de la
Definicién 2.22.

Mas sobre las bases Rgy J

2.25 Definiciones. ([105, p. 153], [89, VIL.43].) Sea { M, },en una sucesién de redes en T¢,
y M = J,, M. Para cada y € T¥ y cada k, sea Ilsk) (recordar la Definicién 2.13) el tnico
elemento de M}, que contiene a y. Se dice que la sucesiéon de redes es indefinidamente fina si

para todo x € T todo € > 0 existe ng € N tal que (5([3@"0)) < &. Entonces LE,”) =z y M es una
BD.

Cuando la sucesién de redes es mondtona e indefinidamente fina, se cumple que para todo
e > 0y todo conjunto medible F existe una sucesién {I,} de conjuntos de M disjuntos dos tal

que
m(E\UIn) =0 y m(UIn\E> <e

(propiedad fuerte de Vitali), que es una condicién suficiente [95, Nim. 14| para que una base
diferencie L', obteniéndose asi el siguiente resultado:
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2.26 Teorema. ([89, 43.7], v. también [105, 15.7], [69, §9].) Si {M,, }ren es una sucesion de
redes mondtona e indefinidamente fina, entonces la base M diferencia L*(T%).

Por ejemplo, la base Ry es la unién, para m € N, de la sucesién monétona de redes {N,,}
donde N, = {t+ V,,: t € H,,}. Esta sucesién es indefinidamente fina, ya que si I € N, y
(n—1)2 <m < n? (n>2), es sencillo ver que

Lt 1 > 1 7
5(1) = Z on—1+j + on+1 + Z 27 < on+1°
j=1 j=n+1

Entonces, de acuerdo con el Teorema 2.26, la base Ry diferencia L!(T%), y acabamos de ver con
esto una segunda demostracién del Corolario 2.19.

Al final de [99] JLR senalaba, en el contexto de un grupo localmente compacto G, que si R
se define como consistente solamente de los conjuntos tV,, (t € H,), n = 1,2,..., entonces la
conclusién del Teorema 2.20 es véalida sin las hipdtesis (2.5) y (2.15).

Toda subfamilia de una BD que diferencia L! y que es a su vez una BD, también diferencia L'

[95, p. 405]. En particular, la subfamilia de intervalos ciibicos de la base Ry que ya consideré Saks
[105, p. 158] (v. [21, p. 28])

S = Sm donde Sy :={t+V,2:te H,},

1

e

diferencia también L'(T%).

La cuestién (planteada por Zygmund, v. [70, p. 55]) de la diferenciacién de integrales en
L'(T%) relativa a la base J formada por todos los intervalos fue respondida negativamente
hacia 1950 por Jessen [70], [71]. No deja de ser un fenémeno curioso, ya que la base formada
por los intervalos (es decir, los paralelepipedos de aristas paralelas a los ejes coordenados) de
T" diferencia L!(T") para todo n € N ([24, §2.A]'%, [53, p. 74]).

2.2.4. Un resultado negativo de diferenciacion en T*: la base R*

Como ya hemos adelantado anteriormente, la construccién ideada por Jessen [71] nos va a
permitir proporcionar un contraejemplo que demuestra que una cierta extensién R* de la base R
de Rubio de Francia no diferencia L>°(T*). Comenzamos con unas cuestiones de nomenclatura
y notacién para representar abreviadamente ciertos intervalos diddicos de T“.

2.27 Definiciones. Para m, g € N, m > 2, y ¢ < m, escribimos ﬁmq = (O, %)q y
Ohng := Omg X T

Llamamos a Oy, 4 €l (m,q)-cubo. V.g., V2 = Oy = ﬁm,q x (0,5)"" % x T™«, para todo
m > q.

Para cada j € N consideremos la traslacion 7" que suma 2% a la coordenada z;j. Definimos

los conjuntos (los denominamos las capas de los correspondientes cubos)

S(Opmg) = Omq U (ugzlrﬁ(mqu))

v, para y € T, S(y + Umq) =y + S(Onmyg)-

" Como un pequefio homenaje personal a Miguel de Guzmén y a su libro [53] presentamos en el Anexo 4 final
una versién castellana completa de esta referencia.
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Figura 2.5: Los primeros miembros de la familia Wm,r.

Por otra parte, escribamos Wi, := Oy, U 77 (O m) (1 < 7 < m). Llamamos a W, , un
doble (m, m)-cubo. Tenemos Wi, , = Wi, x T, donde

m
’va,r = H(l +6r5) - (0, 55) (delta de Kronecker).
j=1
V.g, Wim = V21, pero Wy, j ¢ R cuando 1 < j <m —1 (v. Figura 2.5).
Denominamos base extendida de Rubio de Francia a la colecciéon de conjuntos
R =RU{y+Wp,:yeT meN m>2 1<r<m}. (2.18)

2.28 Lema. Sea Q € {y + U, 4: y € T¥}. Para cada punto z € S(Q) hay un intervalo I, € R*
tal que

Figura 2.6: La capa del cubo @ = U3 3.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que y = 0, @ = 0,, 4. Entonces, si z € @,
podemos tomar el intervalo Ig = Uy g X (O, zim)m_q X T"™% =V,,2 € R. Tenemos que Ig cQ,y

m(I3NQ)
m(I9)

x

=1
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En otro caso, si € 7,(Q) para un cierto r, 1 < r < g, definamos (6,; de Kronecker)

q

DY, =0 +065)-(0,55) C T
j=1

Entonces, podemos tomar el intervalo IS = D?nyr X (0, L)m_q x T Se tiene IQ(BO) = Wpn,r €R",

2m
PNQ=0ngx (0,55)" " x T =0y, v

m(I2N Q) ~ m(Omm) 1
m(19) m(Wp,) 2

)

En un caso general con y # 0, podemos tomar el intervalo I, = y+12, lo que prueba el lema. [J

2.29 Lema. Sea n > 2 un entero fijo. Existe en T una familia numerable de intervalos ctibicos
abiertos disjuntos dos a dos {ngn)}aeAn, an) = y(a@) + Upnayn (y(a) € TV, m(a) > n), con los

conjuntos S (Q((ln)) también disjuntos dos a dos, y ademas:

(1) Siendo C,, := UaGAn Q&n) y Np = T\ (UaeAn S( &n))>, se tiene m(C,) = n+_1 y
m(N,) = 0.

(2) Para todo punto z ¢ N, existe un intervalo I € R* (cuyas n primeras aristas son
< 1/2"71; de hecho, I” es un trasladado, o bien de un cubo V2, o bien de un doble cubo
Wp2_1,), tal que

m(I7 N Cy)

m(1{")

000
1
0 EO %0

71(Qoo;1)
Qoos1)

T2(Qoo;1)
s
| |

00 i 10

(=}
N

01

Figura 2.7: Construccién del Lema 2.29, n =2 y 3.

Demostracién. (Con lanotacién ¢y .. ., t,0 indicamos en lo que sigue el punto (tl, ey tn, 0(”) €
T“.) En general, para cada n > 2, consideramos la divisién of T% en 27(n=1) intervalos ctibicos
abiertos (los llamaremos 0-celdas) de arista 1/2"~! por los n2"~! “hiperplanos”

J
on—1

(i=1,...,n; j=0,1,...,2"71 1),

T; =
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Las 0-celdas tienen la forma

)" X T,

ORI in
I ST O+(0’2n

1.0 2n—1 ° on—1
donde (i1, ...,i,) € {0,1,...,2""1 — 1},
En cada una de ellas llevaremos a cabo la misma subdivisién sucesiva que vamos a explicar

)

para la 0-celda I(()T?.o- Primero se subdivide en 2" intervalos cibicos de arista 1/2" (1-celdas).
Las 1-celdas tienen la forma . .

g 8204 Oy,
donde (j1,...,jn) € {0,1}"™. De las 1-celdas, a 0...00+0, , la denominamos 1-celda principal,

y la denotamos por Q[({L'?O;l (abreviadamente, por an)). La capa de an) es

S(an)) = an) U (U (%{ ce %ﬁ + Qg")>> donde 9;; son deltas de Kronecker,

j=1
y tenemos que m(S( gn))) =(n+1) -m( gn))'
En la 0-celda I(().T.L.)o’ ademds de las (n 4 1) 1-celdas que forman la capa S (an)), quedan otras

2" — (n+1) 1-celdas. En cada uno de estas se lleva a cabo una subdivisién en 2" cubos de arista
1/27*1 (2-celdas), una de los cuales es la 2-celda principal (una en cada una, de modo que en
total hay 2™ — (n + 1) 2-celdas principales por cada 1-celda principal) anﬁ) =yg + Upt1,n, con
un adecuado yg € T*. Ahora prescindamos de las capas de todas las 2-celdas principales, y en
las restantes 2-celdas procedamos inductivamente.

La familia numerable de cubos {Q&n)}ae A, del enunciado del lema es la que forman todas las
k-celdas principales (k > 1) de esta construccién. Podemos definirla explicitamente, como sigue.
Primero, para n = 2, consideramos el conjunto indicial

A 1= { (i, jim): (i,) € {0,1}"; m € N},
y definimos (v. Figura 2.7, donde hemos evitado escribir los superindices por todo)

(()%),1 = (0, 2%) X (0, 2%) X TQ’W = |:|212 = ‘/21,

Q(()%);m = Ym +Unt12 sim > 2, donde ypm, = 2%2%64— oot 3w 2m67
Q) = 110+ Qoo para (i,§) € {0,1}2\ {(0,0)} and m € N.
Para n > 3, consideramos el conjunto indicial
A, ::{(il,...,in;l): (i1, in) €{0,1,..., 2771 — 1}”}
U {(z‘l,...,z‘n;m;jl,...,jm,l): (i1, ... in) € {0,1,..., 2771 —1}".

mGN; m > 2; (j17'~-7jm—1) € {1727_”,271_ (n+1)}m71}7

y definimos

QZ(:L.)..iyLQV = 21271—1 e 27?116 + Q((JT.L.).O;V
para (i1,...,i,) € {0,1,...,2"~1 =137\ {(0,...,0)} y todo indice v, donde

E)é.).o;l = Unn
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y, para m > 1,

(n) s s
0...0;m351 . Jm—1 ° Yj1eedm—1 + DTL+’I’I’L71,TL7

donde
Yirogm1 = 3%+ a2 Vim 1
siendo v, (r=1,...,2" — (n+ 1)) los elementos del conjunto

I={ci€1 4 +enen: (e1,...,6n) € {0,1}"}\ {0,€1,...,€n},
€; = (0i5)i21 (j=1,...,n; d; de Kronecker)

en un cierto orden prefijado. Por ejemplo (v. Figura 2.7 para n = 3), podemos adoptar en I" el
orden inducido por el orden lexicogréfico en {0, 1}".
A partir de la construccién inductiva es inmediato que

QM N Qén) =0 y SQM)n S(Q(Bn)) =0 paratodoa#p (neN;a,fpeA,).

(1) Sea ahora Cy, := U,ea, Q&"). Entonces,

ay 20D Eom — (i I)\E ]
m(C”):ag m(Qe) = 5 kzo< on >_n+1’

m( U S@) = 3 m(S@) = (n+1) Y- m@) = (n+ )m(Cp) =1,

acAn acAn, acAp
luego denotando N, = T% \ (UaeAn S(Qg”))), es m(N,) = 0.

(2) Sea z ¢ N,,. Entonces, existe oy € Ay, tal que x € S(Q&Z)). Aplicando el Lema 2.28, existe
un intervalo I, € R* (de hecho, un cubo de arista no mayor que 1/2", o un doble cubo) tal que

m(L N QL) _ 1
m(1;) 2

y, como I, N Qgé) = I, N Cy (va que los Q&n) son disjuntos dos a dos), tal que

m(I, N Cy)

m(I) =

1
57
como se requeria. O

2.30 Teorema. La base extendida de Rubio de Francia R* no diferencia L>(TY).

Demostracion. (Esta argumentacién esta tomada de Jessen [71].)

Elijamos una sucesi6n creciente (n;)p2; de enteros positivos (n1 > 2) tal que 3 1/(np + 1)
sea una serie convergente con suma menor o igual que 3/4, por ejemplo. Entonces la unién
C = U;O:1 Cp, es un conjunto medible cuya medida cumple 0 < mlﬂ <m(C) < 3/4, y la unién
N = U;il Ny, es un conjunto medible de medida nula, ya que para cada p el conjunto Ny, es

medible y m(Ny,,) = 0.

Siz ¢ N, entonces z € |, S( (e )) para todo p, luego existe una sucesién de indices (o)

o
p=1

tal que x € S (Q(()Zp )) para cada p. Entonces, aplicando el Lema 2.29(2), para cada p existe un



54 2. Anélisis arménico en T% (II)

intervalo I.”) de R* tal que 5(I§;p)) < 0(Wh,,1) < 3/2™ (por consiguiente estos intervalos 2
forman una sucesién de R* que se contrae al punto ), y

m(C N IP)

>
m(1)y

1
5

Consideremos la funcién caracteristica del conjunto C, x¢. Para todo z € T¥ \ N (es decir,
en casi todo punto de T%), tenemos

(p)
1 Iy 1
limsup ———— /I(p) xc(y) dy = limsup M > 3

pos m(IP) poos (1)
lo que implica inmediatamente que E( xc, x) > % en casi todo punto de T%. Pero x¢o(z) =0 < %
para todo z € C°, un conjunto de medida > 1/4. Se sigue que la base R* no diferencia [ xc. O

2.31 Notas.

(1) La demostracién del Teorema 2.30 de hecho prueba que la subfamilia extraida de R* que
estd formada por los cubos {y + V,,2: y € T m > 2} y los dobles cubos {y + Wy, ,: y €
T, m > 2,1 <r < m} (esta subfamilia no estd contenida en la base R de Rubio de
Francia) no diferencia L>(T%).

(2) La cuestion interesante!? de si la base de diferenciacién formada sélo por los cubos {y +
Viery € T¢ m > 2} diferencia L>°(T) (con nuestra nocién de contracciéon de una
sucesién de conjuntos a un punto) estd abierta para nosotros de momento.

(3) Como senala Andrew Bruckner [21, p. 28], Jean Dieudonné [34] también prueba que la
base de intervalos en T (de hecho, la subfamilia de los intervalos ciibicos en [0, 1]¥),
no diferencia L°°. Trabaja con el concepto particular de contraccién a un punto para
sucesiones generalizadas {Sa}tacp C B(y) en el sentido de Moore-Smith, siendo D un
conjunto dirigido [74, p. 81-86], que exponemos a continuacion.

Sea F el conjunto de los subconjuntos finitos de N. Para cada J € F consideremos la
identificacion
T =T’ x T/*

de modo que, si x € T¥, z = (zy,25) con x5 € TV y x5 € T/*. Dieudonné considera la
base de diferenciacién D = (J,cro D(z) donde D(x) es la red (segin el conjunto N x F
dirigido por la relacién de orden (ni, Ji) < (ng, J2) siy solosin; <ngy J; C Jo) formada
por los intervalos ctbicos

Vo s(z) = Vos(zg) x T, (neN; JeF), (2.19)

donde ‘N/n,J(xJ) C T el cubo de centro z; y lado 1/n.

Dieudonné define un cierto conjunto medible para cuya funcién caracteristica f, las medias
IV, ;(z) no pueden converger a.e. to f () segin el conjunto dirigido N x F.

12Cuya autoria es de Yannis Parissis (IKERBASQUE-Univ. del Pais Vasco UPV/EHU, Bilbao).
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2.3. Un complemento: (T¥, m,d) no es de tipo homogéneo

Nos planteamos responder la siguiente pregunta:

— Es el toro infinito T“ con la medida de Haar y alguna métrica, tal vez con la de
Saks, un espacio de tipo homogéneo en el sentido de M. Christ [30]?

2.32 Definiciones. ([30, p. 88]) Una cuasimétrica p en un conjunto X es una funcién p: X x
X — [0,00] que satisface

(i) p(x,y) =0siy solosixz=y.
(ii) p(x,y) = p(y,x) para todo z, y.
(iii) p(z,y) < Co(p(x,2) + p(2,y)) para todo z, y, 2
para alguna constante Cy < oo. Toda cuasimétrica define una topologia para la cual las bolas
B(x,r) ={y € X: p(x,y) <r}

(no necesariamente abiertas cuando Cp > 1) forman una base.

Un espacio de tipo homogéneo (X, p,un) (v. [53, p. 17]) es un conjunto X junto con una
cuasimétrica p y una medida positiva g en X tal que u(B(z,7)) < 0o para todo z € X, r > 0,
y tal que existe C' < oo tal que para todo z € X y r > 0 se cumple

w(B(z,2r)) < Cu(B(z,r)). (2.20)

Se supone que p estd definida en una o-algebra que contiene a todos los conjuntos de Borel y a
todas las bolas B(x,r).

Nosotros estamos considerando el grupo compacto T = []p2, Ty, Ty, = T para todo k.
La medida de Haar en T% es m = ®¢2,u, siendo puy, = |- | la medida de Lebesgue en el
toro T = R/Z ~ [0,1) para todo k. Tenemos que m(T¥) = 1. Para cada n € N fijo, un
punto x € T% lo estamos denotando como x = (a:(n,:v(”), donde z(, = (w1,...,2,) € T" y

2 e Tw = [172, 41 Tk, Tx = T para todo k. Si (Ay) es una familia de conjuntos de Borel en
T se verifica, como sabemos,

m(H Ak X Tn,w) = H ‘Ak‘
k=1 k=1

Sean z,y € T%, es decir, x = (21)72 1, ¥ = (Yk)ioq ¥ 0 < 2,y < 1 para todo k. Stanistaw
Saks define en T, como ya hemos dicho anteriormente, la métrica

|2 — il
d(z,y) = - (2.21)
k=1

Por ejemplo, si denotamos 0 = (0,0,...) y % = (%, %, .. .), se tiene d(O, %) = 32/74 = %.
También podemos considerar en T la métrica adaptada a la estructura térica que da Edwards
en [40, I, 2.1]:

d°(zg,yr) = mf{|zy —yr +n|:n € Z} (g, yr €T), (2.22)

y definir en T% la métrica, que denominaremos de FEdwards-Saks,

S(z,y) =Y d(‘g’;f/’“) (2.23)
k=1
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Ahora tendrfamos 4 (0, ) Py 12/1@4 = 1. Las bolas abiertas en la métrica (2.23) de Edwards-

Saks tienen la misma forma mdependlentemente de su centro, cosa que no ocurre con la métrica
(2.21). Ambas distancias son acotadas, d < 1y d < 1/2.

De manera natural surge en este contexto la pregunta inicial: ;Es T con la medida m de Haar
y la métrica ¢ de Edwards-Saks un espacio de tipo homogéneo? Nuestra respuesta es negativals.

2.33 Proposicién. El espacio (T¥,m,d) no es de tipo homogéneo.

Demostracion. Sea e > 0 arbitrario. Existe N € N tal que 1/2" < . Consideramos la proyeccién

7T(N T — ’]TN
r — x(n=(T1,...,7N)

Parar >0, r < QN%, consideramos la bola B(0,r) respecto de la métrica (2.23), y sean
N0, 7) i= 7 (B(0,7)) C TV,  COn(0,7) := By (O, ) x TN C T

(estamos denotando con O(y el punto (0,...,0) € TV). El conjunto By (0y, ) es, de hecho, la
bola de centro Oy y radio r respecto de la métrica

=

d°(zg,
on ZE(N,Z/(N Z k ye)
k=1

en TV, Al ser r < QN—IH, el conjunto BN(O(N,T) es geométricamente congruente con la bola
BN (O, 7) de centro O(y y radio r respecto de la métrica

N

EP

Ay (v, yv) = ) ok
=1

en RY. Con esto queremos decir que la restriccién a la bola Sy (O(w,7) de la aplicacién
on: RN — [0,V
(z1,...,zn) — (21 (méd 1),...,zx (méd 1)),

en la cual se tiene ¢n(Bn (O, 7)) = BN (O, 7), es inyectiva.

Por ejemplo (Figura 2.8), 82((0,0), 1) y B2((0,0), 1) son geométricamente congruentes, pero
B2((0,0),7) y B2((0,0),7) no lo son si r > %. Cuando r < 2N1+2 también son geométricamente
congruentes By (0O, 27) v By (0O, 2r). Si BN(O(N, s) y Bn(O(y,s) son geométricamente con-
gruentes se tiene en particular

un (Bn Oy, 8)) = [Bn (O, ). (2.24)

Es de sencilla comprobacién que la bola By (0, 5) es el politopo cross [32, p. 121] (es decir, la
generalizacién N-dimensional del rombo bidimensional o del octaedro tridimensional) de vértices

(£25,0,0...,0), (0,£2%5,0,...,0), ..., (0,0,0,...,42Vs).

13Y la misma respuesta vale si se considera la métrica (2.21) de Saks. Va a servir nuestra misma demostracién
si se consideran en este otro caso bolas que estén centradas en el punto % = (%,% ) Las métricas (2.21) y
(2.23) no son equivalentes: la bola de centro 0 y radio 1/4 respecto de la métrica (2.21) no contiene ninguna bola
de centro 0 y radio positivo respecto de la métrica (2.23).
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R? 0, 1)%, representacién de T?
1 1 ———
A 0,3) (0,1) v - 1 (1,1)

II \\ ¢2 II \\ :
’ A ’ \ 1

’ \y — ’ \
’ \ ’ !
’ \ ’ !
II \\ I, \\:

_1 )

(—45:0) € ) (1-0) \ 1
\ ’ \ 1)
\ ’ \y 7,
\ ’ \ [/ 1

\ ’ \ ‘
\ ’ \ ’ !
1 ’ \ ’ 1
A\ \ /4 1
\V, \\ ll :

(0,-3) (0,0) (1,0)
1
ﬂz((oa 0)7 %) B2((0’ 0)’ §)

Figura 2.8: Bolas geométricamente congruentes en R? y T2.

Su medida de Lebesgue N-dimensional es (v. [32, p. 159])

2s 0 -+ 0
1 |0 225 .- 0 sV Nvis)
_ 9N _ N(N+3)
e AL T S P (h
0 0 ... 2N
En particular, se cumple
‘BN(O(N727")‘ = 2N‘5N(O(N,7")‘. (2.25)

Por otra parte: es obvio en primer lugar que se verifica la inclusion
Cn(0,7) D B(0,7),

ya que si z € B(0,r), entonces z(y € Bn(Oy,7) vy asf z = (Z(N,Z(N) € Cn(0,7). De manera
que se tiene
m(Cn(0,7)) = un(Bn (O, 7)) = m(B(0,7)), (2.26)
donde hemos denotado con gy la medida de Lebesgue en TV,
En segundo lugar veamos que se cumple
m(Cn(0,7)) < m(B(0,r + ¢€)). (2.27)

En efecto, sea y = (y(N,y(N) € Cn(0,7); existe entonces z € B(0,7) tal que yn = m(n(7) =
z(n- Se tiene
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luego y € B(0,r + ¢) y resulta (2.27).
Entonces finalmente,

(2.27)

m(B(0,2r +¢)) > p(Cn(0,2r)) = un(Bn (0, 2r))
(2.24) ‘ﬂN O, 20)
(325 2Y18n (0(n, )| = 2w (B (O, 7)) = 2% m(Cn (0,7))
(2.26)

2 oN im(B(0,1)) > %m(B(O,r)).

La arbitrariedad de ¢ lleva a contradiccion con la hipétesis de que exista C' < oo tal que
m(B(0,2r)) < Cm(B(0,r)). O

2.34 Nota. Bendikov define explicitamente [3, Rem. 5.4.6] una familia general de métricas
intrinsecas d4(z,y) en T por:

- L
Z - xka yk 7 (ak) € R¥.
ak
k=1
Se podria extender a estas métricas la pregunta que abria esta seccién. No lo hemos estudiado:

» ;Es posible dar una condicién sobre la sucesién de coeficientes (ax) de modo que el toro
infinito T* con la medida de Haar y la correspondiente métrica de Bendikov d4 sea un
espacio de tipo homogéneo?



Espacios LP(T%) de norma mixta

En el articulo [101], JLR expone:

..en buisqueda de resultados positivos [sobre convergencia en norma de sumas parciales de
series de Fourier de funciones definidas en T%] definimos los espacios

LP(T%) = LPvP2Pho (T x T... x T x ...)

(con D= (p1,p2,- Dk, ---), 1L < pr < 00) de manera andloga a los espacios de norma mixta
de Benedek-Panzone (v. [10]) con un paso al limite.

Y a continuacién ofrece un resultado [101, Teorema 1] relativo a la acotacién uniforme en
LP(T%) de cierta familia de operadores de suma parcial de series de Fourier de infinitas variables.
Sobre ese resultado en concreto hablaremos con més detalle en el capitulo siguiente.

Agnes Benedek y Rafael Panzone en efecto, en el contexto del espacio producto

(X, S, 1) (HX“HSHHM)

de un ndimero finito de espacios de medida totalmente o-finita (X;,S;, p;) [57, II, §7] (v donde
S; no es la o-dlgebra trivial {(), X;} para ningtin i), para P = (p1,p2,...,pn), 1 <p; < 00,y f
medible en (X, S, i), definen || f|| p como el nimero, finito o no, obtenido tomando sucesivamente,
y en este orden, la p;-norma de f en la variable x1, después la ps-norma en la variable xzo de la
funcién de (xo, ..., z,) obtenida, ...,y finalmente la p,-norma en la variable z,,. La medibilidad
de estas sucesivas p;-normas ya habia sido probada por Adriaan C. Zaanen en [121, III, Ch. 13,
§4, Thm. 1]. Cuando es 1 < p; < oo para todo ¢ se tiene, en particular,

1/pn

p2/p1 p3/p2
Ifllp = / (/ (/ |f(x1,x2,...,xn)|p1du1> dﬂg) v diby . (3.1)
Xn Xo X1

y para los p; = oo se introducen las modificaciones naturales. Por ejemplo, para f medible en

T? y p1 < oo seria B

1111 o0y = 58 sup ( / o, 22) dxl) "

zo€T
Cuando || f|p < oo se escribe f € LY (X), y || - ||p define una norma (mizta)* en L¥(X) que lo
hace espacio de Banach [10, I, Theorem 1.b)] (v. también [15, 1.1]). Cuando p; = p para todo
i se recuperan los espacios de Banach habituales, L (X) = LP(X). Ademds, por ejemplo, en
general serd || £l p pa) 7 11 (pa,pr)-

!Tal vez la primera aparicién de una norma mixta (double-norm) y el estudio de un espacio de norma mixta
se deba a Zaanen en [121, II, Ch. 7, §15, Ex. B y Ch. 9, §10]. Como indica L. V. Kantorovich [72, p. 312], los
espacios de norma mixta juegan un papel importante para las representaciones integrales de operadores. V. [72,
Ch. XI, §1]; también [15].

59



60 3. Espacios LP(T%) de norma mixta

3.1. Definiciones. Propiedades. Dualidad

Para extender a T% una nocién de norma mixta, en los 80s, I. V. Pavlov y A. V. Skorikov [92],
A. Bendikov y Pavlov [5] (reproducido integramente en el capitulo 6 del libro [3] de Bendikov)
retoman, para f € LY(T¥), la sucesién de sus secciones de Jessen (fy)nen (1.8), y definen, si
p = (p1,p2,...) y para cada n se escribe p" := (p1,...,ppn):

1flz = sup [ fullp~, (3.2)
neN
donde
|l = H . H||fn(1:1, S | : (3.3)
Pn—1,Tn—1 P1,T1
denotando en general por ||g(z1,...,2k)|p, . & la funcién medible que esta definida para cada
(w1,...,25_1) € T*! por
1
(fT lg(z1, ..., x)|P* dxk)Pk si pp, < 00,
|’g($17"'a$k)”pkvwk = . _
ess sup |g(z1, ...,z si p, = oc.

zpeT

Advierte Bendikov que la definicién (3.3) solo difiere de la (3.1) de [10] en el orden en que se
toman las normas, que es el que le va a convenir para la transferencia al caso infinito-dimensional,
ya que se va a cumplir [3, Prop. 6.1.2]

[ fullpr <l fntallpne (3.4)

y asi [3, Corol. 6.1.1],
I1£llp= lim |fully- (35)

El conjunto de las funciones f € L}(T%) para las que || f||5 < oo forma el espacio (lo llamaremos
cuando sea preciso el BPS-espacio) de norma mixta Lz(T%).

La presentacién de Bendikov es muy elegante®: en primer lugar, él se da cuenta de que, para
cada n, la seccién n-ésima de Jessen f, de la funcion integrable f es la esperanza condicional
EBn f (recordar la Definicién 2.6) de la funcién f respecto de la o-lgebra B,, de conjuntos de
Borel de T engendrada por los cilindros A x T™“, donde A es un conjunto de Borel en T".
La sucesion (B,,){° es creciente, y la unién de la sucesién es la o-dlgebra A de los conjuntos de
Borel de T*.

La sucesién de las secciones de Jessen (f,,) es entonces una martingala respecto de la sucesién
creciente de o-algebras B,,, y los teoremas de Jessen de convergencia en norma y a.e. de la sucesién
(fn) hacia la funcién f son consecuencia del Teorema 2.9 de convergencia de martingalas.

De aqui se sigue enseguida la relacion (3.4). También es inmediato [3, Corol. 6.1.2] que, cuando
pr = p para todo k = 1,2,..., se tiene Ly(T¥) = LP(T*). Otra de las primeras propiedades
que obtienen Bendikov y sus colaboradores es que el BPS-espacio L;(T*) es un espacio ideal
normado?, es decir, si f € Ly, g es medible y |g| < |f]|, entonces g € Lz v ||gllz < |Ifllz-

2Y se desarrolla en el contexto de un espacio cualquiera  que sea producto cartesiano de una infinidad
numerable de espacios de probabilidad. Nosotros seguiremos particularizandola al caso del toro infinito.

3Sea (T, M, ) un espacio de medida o-finita y sea S = S(T, M, u) el espacio de las funciones medibles en
(T, M, ), reales o complejas. Para x,y € S, la notacién |z| > |y| significa que |z(¢)| > |y(t)| p-a.e. Un espacio
ideal es un subespacio X de S tal que

zeX,yes, lyl <|x| implican ye€ X.

Una norma || - || en un espacio ideal X se llama mondtona si z,y € X, |z| < |y| implican ||z|| < ||y||. Un espacio
ideal normado (espacio normado de Kéthe [122, 15.63]; espacio pre-ideal [119, p.8]) es un espacio ideal equipado
con una norma mondétona [72, p. 95]. A. P. Calderén denomina [26, 13.1] reticulo de Banach (Banach lattice) a
un espacio ideal normado y completo respecto de la norma.
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3.1.1. Primer ensayo de definicién de norma mixta por JLR

Tras la exposicién anterior, de la que tomaremos una parte de la notacién, vamos a diverger
por nuestra parte de Bendikov, siguiendo en cambio la primera de las ideas, o primer ensayo de
definicién, que escribié JLR en la carta citada en la presentacién de esta memoria (v. Figura 3)
en orden a extender al espacio T% los espacios de norma mixta de Benedek y Panzone.

Repartido entre las dos caras de la Hoja 1 (Figuras 3 y 4 al final de la Presentacién) de
su carta de 1977 JLR escribié un guién para el estudio de espacios de norma mixta en T“ o
en general en un producto infinito de espacios de probabilidad, tal y como él lo contemplaba
entonces, comenzando por lo que debia ser el proceso de “paso al limite”, a partir de espacios
(productos cartesianos finitos) con (pi,...,py)-norma mixta de Benedek y Panzone [10], que
diera lugar a una definicién andloga de una p-norma mixta para funciones medibles, siendo
ahora p = (p)52;, 1 < pr < oo.

Nuestro estudio soslaya de entrada el segundo ensayo de definicién que alli se propone, con el
que seguramente tuvo que ver el trabajo [117] (v. la Definicién 3.23 mds adelante). Y tenemos
que decir en honor a la verdad que sin tener a la vista el modelo de Bendikov et al. seguramente
no habriamos sabido progresar.

Comenzaremos con una definicion y un resultado previo de teoria de la Probabilidad.

3.1 Definicién. [91, V-3] Sea (X,.A, m) un espacio de probabilidad y
BioBsD---DBy,DBry1 D

una sucesién decreciente de sub-o-dlgebras de A.

Una supermartingala inversa (respecto de la sucesién de o-algebras (B,,){°) es una sucesion
de funciones reales {f,, }neny C L'(m) tales que para cada n > 1, f,, > 0, f,, es B,-medible y se
verifica (a.e.) EB»+1f, < fo11.

3.2 Teorema. [91, Proposition V-3-11] Toda supermartingala inversa (f,) converge a.e. a una
funcion limite f > 0 que es medible respecto de la o-dlgebra Boo = (,,cry Bn- Ademds, EB~f. 1 f
a.e. cuando n — oo.

Cuando limy, o || frnll1 < 00, la supermartingala inversa (f,) converge a su limite puntual f
en la norma de L'(m).

3.3 Definicién. [105, p. 158] La funcién f(x) definida en T es independiente de las m primeras
coordenadas x(,, = (T1,...,Tm) si

f(x+y) = f(x) paratodo par z,y € T con y = (y(m, 0m).

3.4 Lema. Sea A la o-algebra de los conjuntos de Borel de T“. Para cada ntimero entero j > 1
consideramos la subfamilia de los co-cilindros* de orden j de A:

Fi={BCT:B=TxA, Ac A}

(observar que, si B € Fj, la funcién caracteristica xp es independiente de las j primeras coor-
denadas).
Se tiene que Fj es una sub-o-algebra de A, la sucesion (F;)7° es decreciente y Foo = {0, T¥}.

Demostracion. En primer lugar, para cada j > 1, F; es una o-algebra ya que: (i) T = TI x T¥;
(ii) si A € A, entonces A° € A, y (T x A)¢ =T’ x A€ (inclusive T? x ) = ()); (iii) si (4,)° C A,
entonces |77 Ap € A,y Une 1 (T7 x Ap) =TV x (U2 An).

Por otra parte, TV ! x A = TV x (T x A) € F; (j > 1, A € A), luego la sucesién (F;)$°
es decreciente. También es obvio que, si E € ﬂjeN}_j y E # (), entonces es necesariamente
E=T~. O

“En cambio Saks [105, p. 159], es a los conjuntos E de la forma E = T™ x A donde A C T a los que denomina
conguntos cilindricos de orden m.
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3.5 Definicién. (JLR, Figura 3) Sea p = (p1,p2,...) con 1 < pr < oo para todo k (lo que
abreviaremos escribiendo 1 < p < oo). Dada f € L(T%) definimos, para j > 1, en primer lugar,
la funcién

: (3.6)

x
Pp2,22 P

MP 1) = M 1a0) = -+ 1@
donde || g(-, 2*)||p, =, es la funcién medible en TF* definida en cada ¥ = (2441, Zp10,...) por

1
(Jp lg(zg, 28)|Pr day) e sipy < o0,

ess sup |g(zy, %) si pg, = oo.
€T

k
”g(" x( )”Pk,mk =

Obviamente es M ](p ) f(x) > 0 para todo x. Mientras no haya lugar a confusién omitiremos el
superindice (p) en la notacién. Es claro que M, f es una funcién independiente de las j primeras
coordenadas, dependiendo solo de la cola j-ésima de coordenadas 2l = (Tj41, Tjt2,...). Asi,
M, f es una funcién Fj-medible, porque para cada A > 0 el conjunto (perteneciente a A) Ey =
{x: M;f(x) > \} € F;, ya que, como M; f depende solo de zU, entonces Ex = T x 7;,,(Ey), y
por otra parte tenemos que 7;,(Ey) € A.

Ademsds se tiene

1M fllapey = /Tw Mjf(@)de= | M; f(2U) da¥.

3.6 Proposicién. Supongamos que f € L'(T) y sup;>1 [[M; fll1 < co. Entonces, ||M;f[1 <
|Mji1f|l1 para todo j > 1.

Demostracion. Sea j > 1 fijo. Veamos en primer lugar que se cumple
/Mjf(a?(j) dxjy1 < My f(zUth). (3.7)
T
En efecto, el primer miembro de (3.7) es igual a ||M; f||1,4,,,, mientras que el segundo miembro

es igual a || M; f|lp,, ., La desigualdad (3.7) se sigue de ser pj;1 > 1y de que |||, es creciente
conr (1 <r<o0).

Tj+1

Por otra parte, aplicando el teorema de Tonelli (lo que es posible por la hipétesis asumida)

se tiene
HMJM=/</ Mﬁm%¢wﬂ)mﬁl
T Ti+1l,w

:/ (/ Mjf(a:(j)da:j+1) dzU+t,
j+1w T

[ M1 fll = /Tij Mj+1f($(j+1) d$(j+1;

mientras que

por consiguiente, de la desigualdad (3.7) se sigue ahora que || M; f|[1 < || Mjt1f]1- O

[e.9]

3.7 Proposicién. Supongamos que f € LY(T*) y lim;_ || M;f|l1 < co. Entonces, M;f)32,

es una supermartingala inversa respecto de la sucesion decreciente de o-dlgebras (F;)3°.

Demostracion. Por la hipétesis tenemos asegurado que M;f € L'(T%) para todo j > 1, asf que
solo queda ver que EXi+1(M;f) < Mj1f (ae.).
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Por definicién de esperanza condicional, EZi+1 (M, f) es una funcién G;(z) = G;(zU+!) tal
que

/ M;f(z)dx = / Gj(r)dr VB E€ Fjp1: B=T1 x A A C TV medible,
B B

lo que implica que para todo subconjunto medible A de T/+!1% se tiene

/ M. f dLL’ (J+1 _ / G ]Jrl)dx(]Jrl

(de modo que la integral del primer miembro no depende de x41). Por otra parte, aplicando el
teorema de Tonelli se tiene

/G (2+1) g1 = /(/ G (j+1)dm(]+1> a1
/ </ M; f(2Y) d J+1> dwji1
/ ( / M;f(z dq:]+1> dz Ut

y esto para todo subconjunto medible A de TV luego

/Mf Uydzji1 = Gj(zU*) (ae.)

de donde, usando (3.7), concluimos. O

3.8 Definicion. JLR-espacios de norma mixta en T. En las hipdtesis de la Proposicién
3.7 y de acuerdo con el Teorema 3.2, cuando j — oo la sucesién M;f converge, a.e. y en la
norma de L', a una funcién limite que podemos denotar My, f, que es Foo-medible, es decir, que
es constante a.e. (serfa un ejemplo de lo que Saks [105, Thm. 16.1] denomina funcidn cilindrica
de todo orden finito). Pongamos que sea My, f(x) = My a.e.. Definiremos entonces

1fllp = My

Notemos que la convergencia en la norma de L}(T%) de M, f a M f, a saber, lim;_,o || M; f —
My f|l1 = 0 implica que lim;_, || M f||1 = | Moo f]1 = My y que por lo tanto se verifica también

1 fllp = jli{go 1M fll (e (3.8)

(y recordemos que de acuerdo con la Proposicién 3.6 la sucesion (||M;f||1) es mondtona no
decreciente). El conjunto de las funciones f € L'(T%) para las que || f||; < oo forma el espa-
cio de norma mixta LP(T%). Lo distinguiremos cuando sea necesario del BPS-espacio Lz(T*)
denomindndolo el JLR-espacio.

Podemos senalar que, si para cada j > 1 se denota p/ := (p1,... ,Dj), entonces se verifica,
para cada 2V € TV fijo, M( P) fzU) =|f(, = )||I3j, donde || - || es la norma mixta de Benedek
y Panzone para las funmones medibles en el toro T con la medida potencia j-ésima de la medida
de Lebesgue. Utilizaremos libremente también esta notacién desde aqui. Asi, por ejemplo, de
una desigualdad como

1G9l < Mg a9)lps,
vélida para cada j > 1 y para todo 2\ € T, deduciremos “en el limite cuando j — c0”, que
1f1l5 < llgllz-
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3.1.2. Primeras propiedades. L?(T*) es un reticulo de Banach
3.9 Proposicién. Si1 < p < oo, LP(T¥) es un espacio normado.

Demostracion. En primer lugar, si no es f = 0 a.e., entonces existe j tal que ||M;f||1 # 0. De
| fllp = IM; fl1 se deduce || f||z # 0. Luego || f||z = 0 si y solo si f =0 a.e., y también es obvio
que |cfllp = |c| - || fll para todo nimero complejo c.

Por otra parte, sean f,g € LP(T%). Si 1 < p < 0o, una aplicacién sucesiva de la desigualdad
de Minkowski da, para cada j > 1,

M;(f +g) < M;(f) + M;(9g)

(y lo mismo, con la oportuna modificacién del argumento, cuando algin py = co); de aqui resulta,
aplicando también la desigualdad de Minkowski para la norma || - ||1,

IM;(f + )l < [[M;(f) + M;(g)lln < 1M;(F) I+ [1825(g) ] (3.9)

Tomando en (3.9) limites para j — oo se deduce que f + g € LP(T¥) y que se verifica la
desigualdad [|f + gll5 < [Ifllz + ll9ll5- -

3.10 Proposicién. Sea g(z) = g(w(y) una funcion cilindrica, dependiente solo de las N pri-
meras variables x(x = (v1,...xN) para cierto N € N. Entonces se verifica ||gll; = [|gl|y~ -

Demostracion. Suponemos g(z) = g(z (). Entonces, la funcién

P3 /D2 1/pn

Mgl = | [ (/T (/T |g<x>|mdx1)m/pl dm) . day

(con las modificaciones correspondientes si algiin p; = o) es independiente de todas las variables,
luego es igual a.e. a una constante, que podemos denotar MY g, coincidente por otra parte con
la norma mixta de Benedek y Panzone ||g||;n = |||~ (TN

Y es obvio que M,fg(x) = Mf,g para todo k > N, luego limy_,oo M,fg(a:) = Mf,g a.e., con lo
que se tiene )
9]l Le(rey = Mg = l|gllp~- 0

3.11 Proposicién. Cuando py = p para todo k = 1,2,..., se tiene LP(T¥) = LP(T%).

Demostracion. El caso p = oo es inmediato. Supongamos p < oco. En este caso tenemos, para
cada j > 1, aplicando el teorema de Tonelli,

M, f(aV) = (A.../T/Tyf(m)wdxldm_.. dxj>’1’ — ( 3 yf(x)ypdx(j); = ((IfI7)j(9)) 7,

donde (|f|?);w(2V) denota la cola j-ésima de Jessen (1.7) de la funcién | f(x)|P.
Aplicando el Teorema 1.4 y usando la notacion de alli, sabemos que

3=

lim (11);a) = [ 17@ da = 171

Jj—o0
de modo que usando (3.8) se tiene, en efecto,

[fllp = Mo [[M;flln = [If[lp- O
Jj—o0

3.12 Proposicién. LP(T%) es un espacio ideal normado en el sentido de [72, p. 95].
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Demostracion. Con nuestra definicién es inmediata la relacién

A1 = 1£1lp-

Entonces, si f € LP(T¥) y g es una funcién medible tal que |g| < |f], se tiene
lgllz =gl Iz < [I1£1 1l = 11 fll,
luego también es g € LP(T¥). O
3.13 Proposicion.
(i) Sea1<p<oo.SifeLP(T yOe(0,1), se tiene que fO € LP/O(T) y

11150 = 1/ 115- (3.10)

(ii) (Desigualdad de Holder) Sea 1 <p < ooy % + 1% =1 (es decir, i + pl—, =1 en cada
; :

J

componente). Sean f € LP(T¥) y g € L (T¥). Entonces fg € L*(T¥), y se verifica

[ 1s@gt)lds < 715 gl (3.11)
(iii) (Desigualdad de Holder generalizada) Sean 1 < p,§ < oo y % —1—% = 1 (es decir,
p% + q%. = % en cada componente). Sean f € LP(T¥) y g € LI(T%). Entonces || fgllr < oo,

y se verifica
1fgllr < [If1l5 - llglla- (3.12)
En particular, si f € LP(T¥) y g € L>®(T¥), entonces fg € LP(T¥) y se tiene ||fgll; <

1£1l7 - llglloo-®

(iv) (Destgualdad de Hoélder generalizada para m funciones) Sean 1 < p < oo, k =
L...,m, y> % = % Sean fr, € LPx(T¥), k=1,...,m. Entonces ||f1 - fml|lr < 00, y
se verifica

[fre fmllr < Wl - Il (3.13)
(v) (Desigualdad de Littlewood) Sean 1 < p,q < oo y f € LP(T¥) N LI(T¥). Entonces
para todo 0 <t < 1 también es f € L™ (T%), siendo % = % + %, y se verifica

1117 < AN - DAl (3.14)

(vi) $i0 <7 <5< oo (es decir, 0 < rj < s; para todo j), entonces L"(T%) D L5(T%) (si
0 < 7 < 1 la funcién || f||7 no es una norma en el espacio L™(T%)).

Demostracion. (i) Es obvio que para cada n > 1 se tiene ||f9(-,x(")||ﬁn/9 = ||f(-,x(”)\|gn, de
donde resulta la desigualdad tomando limites cuando n — oc.
(ii) Sea F € L™(T¥). De la definicién (3.6) se sigue
") (1 Hn !
MOPE) = ([IF@rdn) = 1P,

My F(@®) = | M7 F (2 |1 s

5 Asf que el espacio LP(T*) es un espacio pre-ideal” en el sentido de M. Vith [119, Definition 2.1.2].
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De manera que, si f € LP(T¥) y g € Lﬁl(']IW), aplicando sucesivamente la desigualdad de Holder
para funciones de una variable se obtiene, para cada n > 1,

/T f@)g(@) dzr < 1 CaDlpyar - 902Dy 0 = MP F20) - M g2,
/T MP ) M) g2y day < MP f(2?) - MP) g(2?),

n—1 — n n

/ MP) f Yy M) g2 da, < MEP) f2™) - M) g(2™).
T
Aplicando el teorema de Tonelli tenemos entonces, para cada n > 1:
/ |f(@)g(x)| dag < MP) f@™) - MP)g(z™). (3.15)

Esta serfa la desigualdad de Holder [10, p. 302, (1)] para las normas mixtas conjugadas p" y p'™
en T". Ahora, cuando n — oo, el segundo miembro de (3.15) tiende a.e. a || f|| - ||g|lz, segun
la Definicién 3.8, mientras que el primer miembro es la cola n-ésima de Jessen (recordar (1.7))
|fglnw de la funcién |fg|, que de acuerdo con el Teorema 1.4 tiende a.e. a [, |f(2)g(x)| dz. La
extensién de la desigualdad (3.15) en el limite da entonces la desigualdad (3.11).

(iii) De la desigualdad de Holder generalizada para normas mixtas [10, p. 302] tenemos, para
cadan > 1,

1fgCoa ™)l < G2l - (- 2™)llgn,  para todo 2 € T,

de donde se sigue (3.12) en el limite cuando n — oo.

(iv) Resulta de una argumentacién similar, por aplicacién sucesiva de la desigualdad genera-
lizada de Holder para m funciones de una variable.

(v) Para cada 0 <t < 1 se tiene, usando (3.12) y (3.10):
£l = 1P e = 1 e < W e 1P Napasy = IFNG - AN

(vi) Segun el resultado correspondiente al (iii) de esta proposicién para normas mixtas de
Benedek-Panzone en T" (que sale de una aplicacién sucesiva de la propiedad 1-dimensional [64,
(13.17)] en cada variable), para cada n > 1 se tiene

[ £l < | fll5m,

y de aqui se concluye nuevamente tomando limites para n — oo. O
El siguiente teorema generaliza [10, §2, Thm. 1] en el caso T%.

3.14 Teorema. Sea 1 < p < oo y P tal que %—i— z% =1. i f € LP(T¥), entonces

[ fods

Demostracion. Por la desigualdad (3.11) se cumple

/wagdx

Ifllp = sup
”9“5’:1

= sup /w|fg|da:. (3.16)

”9”5/:1

1fllp = sup
lgllyr=1

)
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y queda probar la desigualdad contraria.
Para cada n fijo, aplicando el citado Teorema [10, §2, Thm. 1] se tiene (1 < pp < oo para
k<n)

1£ ¢ a™)lpn < sup |fhldz,
||h||ﬁ/n=1 Tn

(donde este supremo, que serd una funcién medible de las variables 2", se puede restringir a
estar tomado sobre las funciones h = h(x(n) que no dependen de x("). Por consiguiente, para

cada ¢ > 0 existe una funcién he(z(,) de norma ||he|z» = 1 tal que

1£Ca < [ el doga +=

< he|d dz™ = he|d
R I Gy T Ry T

Entonces,

[17¢o2) 1 |

de donde se deduce

H ||f(.’;p(n)||ﬁn ‘ B < sup / |fh|dx < sup / |fg|dx (3.17)
(M) peps™ (Tn) /T heL? (Tw) /T
[[Bl prn =1 llgllyr=1
y de aqui,
115 = Jim 17l | < sup [ Ifglds,
T Pl T2 S
como queriamos probar. O

Como una consecuencia de este teorema se obtiene el siguiente resultado, que asegura que los
espacios ideales normados LP(T*) cumplen las condiciones (B) y (C) de Kantorovich®. Nos ayu-
damos en este momento de la lectura de [92]7, y de una parte de la gran cantidad de informacién
que se encuentra al respecto en [3, 6.1].

3.15 Proposicién. Sea 1 < p < oo. Si la sucesion (f,) C LP(T), f, > 0 es mondtona
creciente a.e. y se tiene sup,, || fnllz < 00, entonces existe una funcion f € LP(T¥) tal que f, T f
a.e., y se tiene sup,, || fnlls = | fll5-

Demostracion. (V. [72, Thm. 7, p. 105].) Sea f := sup,, fn. Por la hipétesis se tiene f = lim,, f,
a.e.. Usando el Teorema 3.14, dada cualquier g € L (T%) tal que | gllz = 1 se tiene, aplicando
en primer lugar el teorema de convergencia mondtona,

/ flgl dz = sup / Fulgl dz < sup||fully < oo
Tw n Tw n

5Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma monétona completa, o que satisface la condicidn
(B) [72, p- 99], si
0<zn T, zn € X (n €N), sup||z,| < o0
implican x,, T x, para un cierto x € X.
Por otra parte, un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma semicontinua respecto del orden, o que
satisface la condicidn (C) [72, p. 98], si

0<z,Tx€X implica |z,| — ||z|.

"Presentamos una versién castellana de esta referencia en el Anexo 5 final.
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también por hipotesis, y entonces aplicando nuevamente el Teorema 3.14 tenemos

1f1lp < sup || fullp, (3.18)

luego f € LP(T¥).
Por otra parte, ahora es inmediato que ||f,|l5 < ||f|l5 implica sup,, || fzllz < ||f|lz- Esta de-
sigualdad, junto con (3.18), da || f||; = sup,, || fnllp- O

El resultado del préximo Corolario 3.16 quedaba establecido ya en [10] para normas mixtas
en T, con la indicacién de que se puede obtener por induccién en n. Asi lo hace M. A. Triana,
en su caso de dimensién finita, en [116, 1.2]. Se corresponde con el teorema de convergencia
mondétona de Lebesgue (v. [89, 26.1, 32.3]). Desde la perspectiva de la Proposicién 3.15, este
Corolario establece la condicién (C) de Kantorovich para LP(T¥).

3.16 Corolario. Sea 1 < p < 0o. Si (fmm) es una sucesion no decreciente de funciones reales
medibles no negativas y fm — f a.e., entonces || fmlp — || fllp cuando m — oo.

Demostracién. Si (fm) C LP(T¥) y f € LP(T%), entonces aplicando la Proposicién 3.15 resulta
|| fmllg = || f||p cuando m — oo, ya que, por la monotonia de la norma, tenemos que limy, || f ||5 =

sup, || fmlp- ]

En otro caso el resultado es trivial. Si, por ejemplo, fy,, ¢ LP(T%), siempre podemos suponer
que || fmollp = oco. Entonces, | fm|p = oo para todo m > myg, y también es [|f|l; = oo =
e || fmllp- -

Para el siguiente corolario v. [83, Lemma 1(e), p. 4], [72, Lemma 4, p. 98].

3.17 Corolario. (Lema de Fatou) Sea1l < p < oo. Si fn, f € LP(T) y fn — f a.e., entonces
£l < timine [,

Demostracion. Escribamos

ha(@) = O |fuin(o)]

Entonces, h, > 0y hy(z) 1 |f(z)| a.e., luego aplicando el Corolario 3.16, y también que LP(T%)
es un espacio ideal normado, resulta

1Fll7 = Y || = sup [lfon]|p < T inf | fu|p. O

Una vez en posesion de los resultados anteriores, la demostracion del siguiente teorema sigue
una técnica estandar.

3.18 Teorema. Sea 1 < p < oco. El espacio LP(T%) es completo respecto de la norma || - ||5.

Demostracion. (Seguimos la prueba de [83, Thm I.1]. V. también [72, Thm. 4, p. 99], donde la
argumentacién es diferente). Sea (f,) una sucesién de Cauchy en LP(T%). Hay que probar que
existe una (univocamente determinada a.e.) funcién f € LP(T%) tal que || f, — f|lz — 0 cuando
n — oo.

Dado € > 0 existe N = N(e) tal que para m,n > N se tiene || fim — fullp < €. Entonces, en
primer lugar, existe una subsucesién (basta considerar por ejemplo n, = N(1/2%)) (£,,)5,, ¥
vamos a escribir desde aqui gy, := fn,, tal que Y2 [|gr+1 — gkllp < oo.

Sea ahora

9(@) = |g1(@)| + Y lgns1(x) = gn(@)].
n=1
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Aplicando el Corolario 3.16,

oo
lgllz < lgalls + Y llgnt1 — gnlls < oo.

n=1

(Esto implica en particular que el conjunto Z donde g(x) = oo es de medida nula.) Definimos
entonces la funcién f de la siguiente manera:

@) = (91@) + Y (gn1(@) = gul@)) ) - xze(2).
n=1

Se tiene |f(x)| < g(x) para todo x, luego || f|lz < |lgllz < oo, asi que f € LP(T¥),y f—g,; € LP(T¥)
para todo j € N. Como entonces es f(z) = lim;_, gj(x) a.e., aplicando el Corolario 3.17 se
tiene || f — g;llp < liminfy_, ||ge — g;ll5, por lo tanto

lf —gjllp = 0 cuando j — oo,

y finalmente de
1f = fulls < I1f = g5llp + [1.fn = 95ll5,

haciendo tender n y j a co, deducimos que
If = falls = 0 cuando n — oc.

Ademss, la unicidad (a.e.) de la funcién limite f es trivial (si hubiera dos, f1 # fa, de || fi— fa|[p <
| fn — fills + [ fn — f2ll5 para todo n se seguirfa una contradiccion). O

3.1.3. La LP-convergencia dominada

Abordamos ahora la cuestién de cudndo se cumple en el espacio LP(T%) la siguiente propiedad,
que para los espacios de norma mixta en T™ es valida cuando p; < oo para todo j ([10, p. 302[;
M. A. Triana da una demostracién en [116, 1.2]).

(CD):3 Si (f,) es una sucesién de funciones medibles tales que |f,| < g a.e. para todo n, con
g€ LP(T¥) y fn, — [ a.e., entonces f € LP(T¥), y ||fn — fllz = 0 cuando n — oc.

Comenzaremos probando la equivalencia entre esta condicién y la siguiente:

(CA)P Si f, € LP y f, ] 0 a.e., entonces || f, |7 | 0.

3.19 Proposicion. Sea 1 < p < oo. Las condiciones (CD) y (CA) son equivalentes en LP(T%).

Demostracion. (CA) = (CD) (v. [78, Ch. 11, Thm. 5.8]; [122, 15.72, Thm. 2]). Suponemos que
(fn) es una sucesién de funciones medibles tales que f,, — f a.e. y existe una funcién g € LP(T%)
tal que |f,| < g a.e. para todo n. Para cada k > 1 sea

gk = Ssup |fm_fn‘
m,n>k

La sucesion (gg), de funciones no negativas, es una sucesiéon no creciente. Se tiene |f,, — fn| <
2g, entonces gp € LP(T¥) en aplicacién del Corolario 3.16. Como (f,,) es convergente a.e. por
hipétesis, se tiene g, | 0 a.e. y entonces por (CA) es ||gxllz 4 0.

8Propiedad de convergencia dominada. Es la condicién C.4) de [3, 6.1.2].

9Condicién (A) de Kantorovich [72, p. 98], a saber: un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma
continua respecto del orden, o que satisface la condicion (A), si z, | 0 implica ||z,| — 0. Es la condicién C.1)
de [3, 6.1.2]. En la terminologia de Zaanen [122, 15.72], toda funcién de L? es de norma absolutamente continua.
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Entonces, (f,) es una sucesién de Cauchy en el espacio completo LP(T%), luego converge en
la norma de este espacio a una funcién h € LP(T%). Se sabe que, entonces, hay una subsucesién
(fn,) que converge a.e. a h. Pero esta subsucesién también converge a f. Entonces, h = f a.e.,
y | fn — fllp = 0 cuando n — oo.

(CD) = (CA) (v. [3, Prop. 6.1.7]). Supongamos (fx) C LP(T¥) y f, | 0 a.e.. Para cada k
definimos g = f1 — fx. La sucesién no decreciente de funciones no negativas (gi) converge a.e.
a f1, luego aplicando (CD) se tiene ||gx — fillp 4 0, es decir, || fxl|5 | 0. O

La condicién (C'A), y por consiguiente la condicién (C'D), no se cumple si sup, pr = 00
(v. [92, Thm. 2]). Supongamos en primer lugar que sea infinito alguno de los p, por ejemplo y
sin perder generalidad, que sea p; = co. Sea A,, := (0, %)n x T™% para cadan > 1y consideremos
la sucesion de funciones indicadoras f, := xa,. Se tiene f,, | 0 a.e., pero || f,|[zp = 1 para todo
n, porque || fn (-, 21)||co.zy = 1 para todo 2t € T4,

En otro caso, si pr < oo para todo k pero siendo limsup, pr = oo, tampoco se cumple
en general la condicién (C'A). Vale el mismo contraejemplo que aportan Pavlov y Skorikov en
[92] y revisitamos aqui en nuestro caso de los JLR-espacios. Supongamos por ejemplo que la
serie Y 72, 1/py sea convergente, y que pr > 1 para todo k, de modo que el producto infinito

I, (1 — ﬁ) sea convergente a un nidmero £ > 0.
1
Pk ; .
modo que |Ay| = a;, para cada k. Sea B,, := [[;_; Ax x T™* para cada n > 1 y consideremos

la sucesién de funciones indicadoras f, := xp,. Se tiene f,, | 0 a.e. ya que m(B,,) — 0 al ser

limy a, = 1/e < 1. Por otro lado, fu(z) = xa,(x1)xA,(22) - - XA, (Zn)xTre (™) paran > 1y,
considerando n fijo, para cada m > n se tiene

. (m) . I P2
1y ™) [ = /T ( /T ( /T Xy () x0T (2 )cm) 1 dm) . den
P2

_ /TXAH(%)F*?? (/TXAZ(“TQ) </EXA1(x1)dx1>pl d%)”,,, dzy, .  Xrme (207)

= [A [P AP e (20T

Sea entonces ay = (1 — )p’“, k=1,2,...,y (A;)32, una familia de subconjuntos de T de

)

1/pg
k

de modo que || fullp = [1i; @/ > £. Entonces || f,|lz -+ 0 cuando n — co.

Por otro lado, en el camino a probar que, si sup, pr < 0o, entonces si se cumple la condi-
cién (C'D),1% seguimos los pasos e indicaciones de Bendikov [3, 6.1.2]. El siguiente resultado es
fundamental y se cumple también para nuestros JL R-espacios de norma mixta en T%.

3.20 Teorema. ([3, Thm. 6.1.2]) Si sup, px < oo, entonces en el espacio LP(T%) se cumple la
siguiente propiedad (condicién C.6) de [3, 6.1.2]):
Para toda f € LP(T*) se verifica || f - x{fj>n1llp + 0 cuando N — oo.

Demostracion. No hacemos mas que trasladar a nuestro caso la prueba de Bendikov.
Sea r = sup pr < oo. Considerando que para g,h € LP(T) con 1 < p < oo se cumple
la desigualdad || |g| + |h]|[5 > |lgllb + ||k}, que para cada n € N fijo el espacio LP"(T") se

puede identificar con el espacio de Lebesgue-Bochner!'! LP» (T; LPty-Pn—1 (']I‘"*l)), y cierto lema

19y, por consiguiente, LP(T*) es un espacio regular en el sentido de [77, p. 45] y [119, Definition 3.3.1].

HSea, (2, M, 1) un espacio de probabilidad, X un espacio de Banach y 1 < p < oo. El espacio de Lebesgue-

Bochner LP (), X) est4 formado por todas las funciones medibles f: Q — X tales que ([, [|f(w)[/% du(w)) Ve < 00,

y es otro espacio de Banach. Para la identificacién LP1>Pr = LP»(LPt-Pn=1) v [10, §9] (y [67, pp. 71-83]).
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auxiliar'?, se deduce por induccién que si g, h € LP(T%), g, h > 0, para cada n € N se tiene

para todo z(" € T, y de aqui, pasando al limite cuando n — oo, que
lg +hllz = llglly + IRl (3.19)

Sea entonces f € LP(T¥), f > 0 sin perder generalidad. Para cada N € N consideramos la
descomposicién f = gn + hy con gy = f - Xqr<ny Y hv = f - X{r>ny- Por (3.19) se tiene

Ihnllp < A5 = llgn 5
Pero |lgn |5 T [|f]|; segtn el Corolario 3.16. Luego limy ||y ||z = 0. O
3.21 Corolario. Sisupy, pr < 00, entonces el subespacio L (T%) es denso en el espacio LP(T%).

Demostracion. Sea f € LP(T¥). Para cada N € N se considera la funcién gy = f - xqfj<n}-
Obviamente es gy € L*(T%), y aplicando el Teorema 3.20 se tiene

1 = anlls = £ - xsmyls — 0. -

3.22 Proposicién. Si sup,py < oo, entonces en el espacio LP(T¥) se cumple la propiedad
(CD) de convergencia dominada.

Demostracion. Suponemos que (f,) es una sucesién de funciones medibles tales que f, — f a.e.
y existe una funcién g € LP(T¥) tal que | f,,| < g a.e. para todo n. En primer lugar, aplicando el
Corolario 3.17 resulta || f||z < ||g|l5, luego f € LP(T¥).

En segundo lugar se puede demostrar que se verifica la condicién siguiente!®:

(%) Si & es una funcién cualquiera de LP(T%), entonces para toda sucesién (Ag) de conjuntos
medibles de T% cumpliendo limy_,o, m(Ay) = 0 se verifica limy_,o ||k - x4, ]lp = 0.

En efecto, dado € > 0, aplicando el Corolario 3.21 existe h. € L>(T%) tal que ||h — h.||p < €
y entonces, usando los apartados (iii) y (vi) de la Proposicién 3.13 se tiene

Hh ) XAkHﬁ < H(h - hE) ’ XAkHﬁ + ”h€ ’ XAkHI_)
< lh = hellp + [lhelloo - Ixaillo
< lh = hellp + [lhelloo - Ixaill-
1
<et helloo - [m(A)] " < (1 + [lhelloo)e
1
si se toma k suficientemente grande de modo que sea [m(Ay)]" <.
Terminamos la demostracion siguiendo ahora a Viath en [119, Thm. 3.3.5]. Volviendo a la

sucesion (fy,) de partida, hay que probar que ||f, — f||; = 0. Para cada nimero dado ¢ > 0 fijo
se define la sucesién de conjuntos

En = A{z: [fulz) - f(2)] > e-g(z)}, (neN).

Por hipoétesis f,, — f a.e., y como el espacio T es de medida finita se tiene también que f, — f
en medida. Entonces se puede probar, como detallamos a continuacién, que lim,,_,o, m(E,) = 0.

128i X es un reticulo normado, 1 < ¢ < oo, L4(€2, X) un espacio de Lebesgue-Bochner, y se supone que se cumple
Iz + yll% > llzll% + llyll% para un cierto 1 < p < co para todo par z,y > 0, entonces, siendo r = max{p, ¢}, para
todo par f,g € L7(S, X) se verifica || f + gll5a(0x) = Ifl5a.x) + l9lEoo,x) [3, Lemma 6.1.3].

13Condicién C.3) de [3, 6.1.2]. Es también equivalente a la condicién (CA), v. [122, Ch. 15, §72, Thm. 1].
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En efecto, denotemos Gy, := {x: 0 < g(z) < 1/k} para cada k € N. Se comprueba inmediata-
mente que

En CA{a: |fa(2) — f(2)| > e/k} U Gy,
asi que se verifica

m(En) <m({z: [fu(z) = f(2)] > e/k}) +m(Gy)

para todo k € N. Como G; 2 G2 D - -+, se tiene m(G) — m((, Gx) = 0 cuando k — oo, luego
dado A > 0 existe kg € N tal que m(Gg) < A para todo k > ko. Y, como f,, — f en medida,
para este ko existe un ng € N tal que m({z: |fn(z) — f(2)| > £/ko}) < Asin > ng. Con lo cual,
m(E,) < 2\ si n > ng, y queda visto que m(E,,) — 0.

Entonces, de acuerdo con la condicién (%) de arriba, existe N1 € N tal que ||g - xg, |5 < € si
n > Ni. Y por consiguiente se tiene, para todo n > Ny,

an - fHﬁ = H(fn - f)XEn + (fn - f)XEfL P
<2[lg-xz.llp+lle-gllp < 2+ llglpe,

luego || frn — f|lp = 0 cuando n — oo. O

3.1.4. Dualidad. Espacios L?(T*) homogéneos
Funciones elementales en LP(T%)

3.23 Definicién. (JLR, v. Figura 3.) Para cada 1 < p < oo llamaremos subespacio de las fun-
ciones elementales de LP(T%) al subespacio vectorial SP C LP(T%) engendrado por las funciones
que tienen la forma f(x) = fi(z1) - - fi(zx) para un cierto k € N, donde f; € LPi(T) para cada
j=1,...,k. Por ejemplo pertenecen a SP las funciones simples de la forma f(z) =Y 1", cuxB,
con B, = H;?:l Ay, X Tk, Ay; C T medible para j = 1,...,k, ¢, € Cparav=1,...,m, y los
conjuntos B, disjuntos dos a dos.

Si f(x) = fi(x1)--- fr(xg), entonces se tiene, de acuerdo con la Proposicién 3.10, ||f|l; =
I fillps ==« [ f&llp, - En general, si f(z) € SP, la funcién f es cilindrica, f(z) = f(z1,...,2p) con f
definida en T* para cierto k finito, y || f||zs(me) = ||f||Lﬁk(T,€).

3.24 Proposicién. (JLR, v. Figura 4.) Si supy, py < 0o, entonces el subespacio vectorial SP es
denso en LP(T¥).

Demostracion. (V. [116, Teorema 2.1].) Sea B la o-algebra de los conjuntos de Borel de T,
engendrada como se sabe [108, 11.2.4] por los conjuntos cilindricos de la forma B = H;;l Aj x
T™“ con A; C T de Borel para j = 1,...,n, siendo n € N. Consideremos por otra parte el
algebra de conjuntos

T :={T € B| xr € 57}

(la clausura se entiende en la topologia de la norma de L?), y veamos en primer lugar que la
minima o-algebra que contiene a T, o(7), es igual a B. Para cada cilindro B = H?Zl Aj x T
se tiene xp = (H;”:l XAj)XTn,w € SP, de modo que B € T, asi que bastara [108, I1.2 Lemma
2] ver que T es una familia mondtona de conjuntos, es decir, que la unién (respectivamente, la
interseccién) de una sucesion creciente (decreciente) de conjuntos de T estd también en 7.

En el primero de estos casos (de manera similar se concluye en el caso de la sucesién decrecien-
te), sea (T5,) C T tal que T}, C Ty, 41. Si T := |,, T, se tiene que x7, — X7 a.e.; por otro lado
es x1, < xTe € LP(T¥). Entonces, aplicando la Proposicién 3.22 resulta que ||xz, — xrllz = 0
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cuando n — co. Como se supone xr, € SP y SP es cerrado en LP, se deduce que también
xT € SP, luego que T' € B. Entonces, en efecto, es o(T) = B.

Denotemos X7 := {‘? =3 CkXB,: Ck € C, BLeB, ne N}: La glausura eni25 de lz} clase
de funciones simples X es el espacio LP. Pero por otra parte es X C S?, de donde P = LP C SP
y hemos terminado. 0

Un buen resultado a nuestro juicio que consigue la teoria de Bendikov y colaboradores es que si
supy, pr, < 00, entonces la sucesion (f,) de secciones de Jessen de la funcién f € LP(T%) converge
a la funcién f en la BPS p-norma mixta cuando n — oo [3, Thm. 6.1.2]. No hemos conseguido
probar (ni refutar) un resultado andlogo para nuestras JLR p-normas mixtas. Nuestra tnica
contribucién es el siguiente lema, que es sencillo aunque la prueba sea aparatosa de notacién.

3.25 Lema. Sea 1 < p < oco. Para cada n escribimos p" = (p1,...,pn). Sea F € SP(T%) de modo
que F(z) = fi(z1)--- fv(zn) para un cierto N € N, con f; € LPi(T) para cada j = 1,...,N
y ademds supongamos cada f; > 0. Sea, para cada n € N, F}, la secciéon n-ésima de Jessen (v.
ecuacion (1.8)) de la funcién F. Entonces, F,, € LP"(T") y ||E,||z» — ||F||5 cuando n — oo.

Demostracién. Recordemos (ecuaciones (3.6) y (3.8)) que | F||; = limj_oo HM](;B)F”LI(TQJ) donde,
para cada j € N,

M(p)F(J:) — M@F(az(j) = H - HHE @) |y Hpg,xz o

Pj Ty

Como F € LP(T%), de acuerdo con la Definicién 3.8 y la Proposicién 3.7 es M]@)F(x) < 00 para
cada j € N. Y ya que por hipétesis es F' > 0, se tiene

1M F| 1y = [|MP F| 1 iy

1/p;

p2/p1 P3/p2 ‘
:/ / </ (/ F(x)P? d$1> d:@) odxg dazU
Tiw \ JT T \JT

(recordemos que dal = dxji1dzjye...), mientras que

p1 p2/p1 p3/p2 1/pj
1E5 2 ey = / (/ (/ (/ F(x) dw”) dxl) da:z) ... dxj
T T T Td,w
Vamos a probar que para todo j € N se cumple
| M7 Fll s riy = 15 i - (3.20)

Para 1 < 57 < N la comprobacién de es sencilla: Por un lado,

) pa/p1 p3/p2 1/ps ‘
MO Pl = [ Lo [([r@man)” an) )
T, T T T

= |l fillpy - 11 £5llp, </TW fiv1(wjq1) - -fN(xN)dx(j> ,
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y por otro lado

IEG | 153 (poy = H/mw fi(xy) - fy(ey) dael

L7 (Tw)

- (/T (/1r ( - fl(xl)...fN(xN)dg;(j)pl dx1>p2/m dxj>1/pj
= </1r </T(f1(a:1) < filzg))? (/Tj,w i (@je1) "'fN(xN)dx(j>pl da:1>p2/p1... d%)l/pj

=il 15l ([ s o) )

luego (3.20) se cumple en este caso,teniéndose de hecho

1M F| 1 sy = 15l 15

(T)
= {lfllpn - 1 £l (/TNJ_ fisr(@ipn) - fy(ay) dath - de>
= fillpy - Wfillpy - [ f5ll - [l

Y para j > N (recordemos que N esta fijado por la funcién F') se tiene, de acuerdo con la
Proposicion 3.10,

1M Pl s sy = NEil s oy = Wllon =<1l = IE

con lo que hemos terminado. O

Dualidad en los espacios LP(T%)

A continuacién probamos el resultado de dualidad que, como [3, Thm. 6.1.3] en su caso,
extiende [10, §3, Thm. la)]. Nuestra demostracién sigue al pie de la letra las lineas de la de
Benedek y Panzone (v. también [89, 35.3], [104, 6.16]).

3.26 Proposicién. Sisupy pr < 0o, entonces el espacio dual (LP)* = L1, siendo % +=z=1.

Q=

Demostracién. Por un lado, si h € LI(T¥), 1 < q < oo, la aplicacién f fTw hf dx define un
funcional lineal, que es continuo en LP(T%) en virtud de la desigualdad de Holder (3.11), ya que
para toda sucesién convergente f,, — f en LP, se tiene

/whfndx—/whfda:

cuando n — co. De modo que es siempre LI C (LP)*.
Desde el otro lado, supongamos J € (LP)*, 1 < p < oo y verificando ademaés la condicién
supy, pr < 00. Se considera la funcién de conjunto

S/!Mﬁ—fWMSHh—f%WMh%O
’]Tw

v(E):=J(xg) (E€B),
definida sobre la o-algebra B de los conjuntos de Borel de T%. Sea {E,} C B una familia
numerable de conjuntos disjuntos dos a dos. La funcién v es finitamente aditiva porque J es
lineal. Ademds J es continuo. Entonces se tiene

A(J5)-(Us)| = U =)

— 0
p N—oo

= 7 (x| < 191 [
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aplicando la condicién (%) enunciada en la prueba de la Proposicién 3.22 y que se cumple por
la hipétesis. De aqui se deduce

00 N N [e'e)
(U 2) =t (0 ) = fin 3ot =S
n= n= n=1 n=1
por tanto la funcién v es contablemente aditiva y define una medida compleja de Borel en T%.
Esta medida v es absolutamente continua respecto de la medida m de Haar en T%, porque si
m(E) = 0, se tiene ||xg|p = 0 por ser p < oo, y de la continuidad de J resulta que v(E) = 0,
ya que
(B < - Ixellp-

Del teorema de Radon-Nikodym [64, (19.24)] se deduce entonces que existe una funcién m-
medible A (tnica a.e.) tal que

ywyaéhmz/;mEm (VE € B),

y por consiguiente, aplicando la linealidad de J, tal que
J(f):/ hfdx (3.21)

para toda funcién simple f = Z?Zl cjxp; (k €N, c; € Cy Bj € Bparaj=1,...,k, con los
conjuntos B; disjuntos dos a dos).

Sea ahora f € LP(T*) una funcién real no negativa, y sea { f,,}5°; una sucesién monétona no
decreciente de funciones simples tal que f, T f a.e. cuando n — oco. Aplicando la Proposicién
3.22 se sigue que || f,, — f]lp — 0, de donde resulta

lim J(f) = J(F):

Pero se puede usar el teorema de convergencia monétona (aplicindolo con las partes positiva y
negativa de las partes real e imaginaria de h, v. [89, p. 251]; v. también [86, p. 66]) para obtener
entonces que

lim J(f,) = lim f%m:/hm%
TLAJ W

n—o0 n—o0

de manera que la representacién (3.21) es vélida para toda f € LP(T%) real no negativa y, por
tanto, también para toda f € LP(T%).
Finalmente, aplicando el Teorema 3.14,

Ihlg = sup / hfde| = sup |J(f)] = |lJ] < oo,
feLp w ferLp
17 l5=1 1 ll5=1
luego h € LI(T¥). O

De las proposiciones 3.24 y 3.26 se deduce (v. [10, §3, Lemma 1]) el siguiente resultado que
usaremos mas adelante.

3.27 Corolario. Sisup,pr < o0 y % + % =1, entonces

/whfdx

Ifllp = sup
heS4
Ihllg=1
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Si sup,, pr < 0o, entonces LP(T¥) es un espacio de Banach homogéneo

Terminamos esta seccién anadiendo, como querfa JLR (v. Figura 3.1), una nota sobre los
espacios LP(T%) como espacios de Banach homogéneos sobre T* en el sentido de Y. Katznelson
[73, 1.2.10].14 Asf como todo lo anterior se cumple igual en espacios LP(X, ;) donde (X, u) =
[1:2, (X5, pi) con pu(X;) = 1 para todo i, esta tltima propiedad no, porque se hace esencial ahora
la invariancia por traslaciones de la medida de Haar en T*.

3.28 Definicién. (Segun [73, 1.2.10].) Un espacio de Banach homogéneo sobre T* es un subes-
pacio vectorial B de L'(T*) que posee una norma || - |[g > || - || 17wy bajo la cual es un espacio
de Banach, y que tiene las propiedades siguientes:

(H-1) Si f € B, y € T%, entonces f, € B, siendo fy(x) := f(x +y) para todo z € T¥. Ademads
se verifica || fy[lz = [|.f[| -

(H-2) Si f € B, entonces se verifica
lim |1, — fll =0, (3.22)
y—0

es decir, Ve > 0 existe un entorno V' de 0 en T% tal que ||f, — f||p < € para todo y € V.

T 3\ \Poacne [*

/ ; ,AC CJQ ‘//;/“ @7 /{5‘6%0‘ an frvemf (cas tocb ) s
WA= 0600 aon” (%)= 4

‘ /JEJF /ﬂ@,( 'Z?h<‘ T“j Y %/yﬁ V2o, Qé' '2;4,;.77;4_-,1; /7;"?7/)9;;5
Sadanc T (vee Katemelsa )

Figura 3.1: Carta de JLR, diciembre de 1977. Fragmento.

3.29 Proposicién. Sea 1 < p < oco. Si sup pr < 0o, LP(T¥) es un espacio de Banach ho-
mogéneo™® sobre TY.

Demostracion. (V. [73, 1.2.1], [3, Prop. 6.2.1].) En primer lugar || - ||z > || - ||z1 (Proposicién
3.13(vi)) y LP es completo (Proposicién 3.18). La condicién (H-1), y que ||fyllz = || fllz si f €
LP(T¥) e y € T%, es una consecuencia inmediata de la invariancia por traslaciones de la medida
de Haar en T%.

Para establecer (H-2) se considera en primer lugar que (3.22) es valida para la norma || - ||
si f es una funcién continua, por la continuidad uniforme (Proposicién 1.23). Ahora, segin la
Proposicién 3.24, el subespacio S? es denso en LP(T¥). Y por otra parte, la clase D(T%) de las
funciones cilindricas infinitamente derivables (Definicién 1.29) es densa en S? (condicién C.13)
de [3, p. 151]).

Fijemos f € LP(T¥). Dado ¢ > 0 existe h € D(T%) tal que || f—h|5 < /3y, por la continuidad
uniforme de la funcién h, existe un entorno V' de 0 tal que ||k, — h||; < /3 para todo y € V.
Finalmente, entonces,

1y = Fllio < Iy = hyllo + 1hy = hllp + 1A = fllp <e

para todo y € V. O

1Para los espacios LP(T") de norma mixta la propiedad correspondiente estd probada en [10, §10, Thm. 1].
5La condicién (H-2) en este caso es la condicién C.14) de [3, 6.2.1].
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3.2. Interpolacién. Espacios L’-débiles en T

En el articulo de curiosa presentacién [26], Alberto P. Calder6n escribe en el pardgrafo x + 20
las demostraciones de todas las cosas que va dejando enunciadas en el paragrafo x, y eso para
cada 1 < x < 14. De alli recogemos las definiciones y resultados que siguen ahora. Comenzamos
esta seccién exponiendo el primer método complejo de interpolacion entre espacios de Banach de
Calderén, introducido originalmente en [25] y después, de forma independiente, por J. L. Lions
en [80].16 La aplicacién de este método a los reticulos de Banach hace aparecer de una manera
natural'” la que en [77] se denomina familia de Calderdén de reticulos intermedios.

3.2.1. Interpolacién

3.30 Definiciones. ([26, §1-3 y 21-23].) Un par de interpolacion'® (B°, B') es un par de
espacios de Banach complejos (B' normado con || - ||;, i = 0,1), inmersos con continuidad en un
espacio vectorial topolégico complejo V (es decir, B C V' y ||z, — z||; — 0 implica x,, — = en la
topologia Hausdorff de V para i =0, 1).

El subespacio interseccién B® N B! admite la norma

1zl porpr = méx(||llo, [lz]1)

que lo hace espacio de Banach también inmerso con continuidad en V.
El subespacio suma (algebraica) B+ B! = {x € V: 2 = 9 + 71, 79 € B°, 1 € B'} admite
la norma
2| goypr = mf{||z]o + [|z[[1: z = o + 71, 20 € BY, 1 € B'}

y con ella es también un espacio de Banach inmerso con continuidad en V.

Si B es otro espacio de Banach inmerso con continuidad en V tal que B°NB' ¢ B ¢ B+ B!
y estas inclusiones son continuas, se dice que B es un espacio intermedio entre B y B', o
respecto del par (BY, BY).

Sean (B°, Bl) y (C% C') dos pares de interpolacién. Dos espacios B y C respectivamente
intermedios respecto del primero y el segundo par se dicen espacios de interpolacion respecto
de ambos pares si para todo operador lineal T: BY + B! — €% + C! tal que T(B*) C C' y
T|pi es continuo (i = 0,1), la restricciéon T'|p es también un operador continuo de B en C ([14,
Definition 2.4.1]).

El método complejo de construccion de espacios de Banach intermedios de interpo-
lacién de Calderén y Lions (primer método complejo de Calderén)

Dado un par de interpolacién (B°, B'), se denota por F(B°, B!) el espacio vectorial de las
funciones f(¢), ¢ = s + it, definidas en la banda 0 < s < 1 del {-plano complejo, con valores
en BY + B!, y que son (a) analiticas!® en 0 < s < 1, (b) continuas y acotadas respecto de la
norma de B + Bl en 0 < s < 1y (c) tales que f(it) € BY, y esta restriccién f|s—o es continua
respecto de la norma de B y tiende a cero cuando [t| — oo, y andlogamente f(1 +it) € B!,y

5L0s contenidos de [25] habfan sido enviados por el autor a la Conferencia sobre Anélisis Funcional de Varsovia
de agosto de 1960. La comunicacién [80] a la Academia de Ciencias de Parfs corresponde a la sesién de 31 de
octubre de 1960. Calderén propone un segundo método complejo de interpolacién en [26, §5—-6] que no vamos a
discutir aqui. V. [14, 4.9].

17126, p. 123]. V. también [77, IV.11].

183, Bergh y J. Lofstrom [14, 2.3] lo denominan par compatible.

9Es decir, la funcién compleja de variable compleja h(z) = T'(f(z)) es analitica para todo I' € (B 4+ B')* (v.
[67, p. 92]).
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esta restriccién f|s—1 es continua respecto de la norma de B! y tiende a cero cuando |t| — oo.
En este espacio se introduce la norma

|17 = méx{sup | £(i0)lo. sup | £(1 + )] ).

Con ella, F(B°, B) es un espacio de Banach.
Ahora, dado un niimero real s € [0, 1] se considera el subespacio vectorial de BY+ B! denotado
Bs o bien [BY, Bl],, definido como

B,:={xeB"+B':z= [(s), f € F(B’,B")},

y se define

xlls = ||x = inf .
el = llels, == inf |1Fllr
feF(B°,B"Y)
Esto da una norma en B y con ella Bg es un espacio de Banach inmerso con continuidad en
BY + B!. Por otro lado, B N B! est4 también inmerso con continuidad en Bg (con constante
de inmersion (v. [77, p. 1]) igual a 1: ||z|s < ||z|gonp), de modo que [B°, Bl]s es un espacio

intermedio entre B® y B!. Entre otras propiedades del espacio [B°, B!], relativas a inclusién y
densidad (v. [14, 4.2]), se verifica:

3.31 Teorema. ([14, Thm. 4.2.2].) El espacio B°NB* es denso en [B°, BY]s para todo 0 < s < 1.

Si BY N B! es denso en cada uno de los B, entonces [B?, Bl]; = B!, i = 0,1 [77, p. 224]. Se
debe también a Calderén el siguiente teorema de interpolacion:

3.32 Teorema. ([26, §4, §24]. V. también [77, p. 221, Thm. 1.2].) Sean (B, B!) y (C°,C') dos
pares de interpolacion. Entonces [B°, B'], y [CY, O, 0 < s < 1, son espacios intermedios de
interpolacion respecto de esos pares. Concretamente, si T: BY + B! — CY + C' es un operador
lineal tal que T(B*) C C* (i =0,1), y se tiene

IT(@)llci < Millzl|p:, (i =0,1),
entonces T([B, B']5) C [C?, C], y se tiene
IT(@)llc, < My~ M7 ||z 5,

3.33 Ejemplo. (a) Si (Q, ) es un espacio de medida positiva, 1 < po,p1 <00y 0 < s < 1,
se tiene [LPO(u), LP'(u)]s = LP(u) isométricamente, siendo % = % + o (14, Thm. 5.1.1]. De
aqui, como corolario del Teorema 3.32 resulta el teorema de interpolacién de Riesz-Thorin [14,
Thm. 1.1.1]. V. [77, p. 22]. (b) Extensién a espacios de Lebesgue-Bochner: Si By y B son
espacios de Banach, (€2, 1) un espacio de medida positiva, 1 < pg,p1 < ooy 0 < s < 1, entonces
[5Lf02(]Q,BO),LP1 (Q,B1)]s = LP(Q,[Bo, Bi]s) isométricamente, siendo = 1= + = [14, Thm.

Seguimos ahora con [26, 13.1, 13.2, 13.5 y 33.2, 33.5] (v. también [77, IV.11], [86, Ch. 15, b)]).
Si X y X1 son dos reticulos de Banach, es decir, espacios ideales normados completos, sobre un
cierto espacio (€2, 1) de medida o-finita, ambos estdn inmersos en el espacio V de las funciones
p-medibles en €2, que es un espacio métrico completo con la métrica (acotada)

|[z(t) — y(0)]
d:c,y:/ du(t), (z,ye€V).
)= o T @ — i) 0 v EY)

Las inmersiones son continuas, porque ||z, — z|; — 0 implica d(xy,z) — 0. Se prueba que
los subespacios Xg N X1 v Xo + X; también son reticulos de Banach sobre ) inmersos con
continuidad en V. En este contexto se tiene el siguiente resultado, que Calderén obvia, del que
nos parece de interés transcribir también la demostracién:
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3.34 Proposicion. ([77, p. 240].) El espacio intermedio de interpolacion [Xo, X1]s es también
un reticulo de Banach sobre €.

Demostracion. Solo vamos a probar la propiedad de ser espacio ideal. Sea =z € [Xo, X1]s ¥
supongamos que la funcién medible y satisface |y(t)| < |z(t)| para t € Q. Tomamos la funcién

¥y
a(t) = 4 20 si z(t) # 0,
0 si z(t) =0,
y consideramos el operador lineal T'(v) = a - v definido en V. Como |a(t)] < 1y Xo + X1,
Xo y X1 son espacios ideales, T'(Xo + X1) C Xo + X1, T(Xo) C Xo y T(X1) C X, y ademés
T es continuo en estos espacios con norma ||7|| < 1. Aplicando el Teorema 3.32, el operador

T: [Xo, X1]s — [Xo, X1]s y es también un operador continuo con norma menor o igual que 1.
Entonces y = a- x = T'(x) € [Xo, X1]s y se tiene

19l x0,x00. = 1T @) x0,x000 < 112l x0,x0). - H

La familia de Calderén de reticulos de Banach intermedios
Sea 0 < s < 1y consideremos la clase
Xo= X7 "X} =
{zeV:|z(t) < Mao(®)]' 75 - |21 (8)|°, para A >0, z; € X;, y |Jalli <1 (i = 1,2)} (3.23)

(la abreviaremos como X solo si el contexto hace que no se pueda confundir con [Xy, X1]s). La
funcion

|z||x, := inf A,
donde el infimo se toma sobre los A que verifican para algunos z; € X; la condicion especificada
en (3.23), es una norma en Xj.
3.35 Proposicién. ([77, p. 244].) El espacio X5 = Xé_st es intermedio entre Xg y X1.

Demostracion. Si x € Xy N X1, se tiene

1-s s
o0 = ke~ ool = lelly~ - 1alt - () - ()

1]l [E3(
luego z € Xo N X4,y
lzllx, < llzllo™ - llzll} < max{[lzlo, 21} = llzllxonx,

como es sencillo comprobar.
Size Xy *X{, existen A >0y x; € X; con |lz]; <1 (i = 1,2), tales que

l2(6)] < Mo - 21 (B < A((1 = 8)lzo(t)] + slz1(t)])

(se usa la desigualdad de las medias aritmética y geométrica). Como (1 — s)|zg] € Xo y
Aslz1] € X, de la propiedad de ideal del espacio Xy + X se sigue que z € X + X1 y que
ademas se tiene

]l xo+x, < [JA(L = 8)lzo| + Aslza ]|,

<A1 = s)|lzollxo+x, + Asll@1lxo+x,
= A1 = s)[|zollx, + Asll1]lx,
<A1 —=8)+As = A,

por lo tanto ||z x,+x, < ||z|x.- -

3.36 Definiciones. Denominaremos?® a X; *X{ (0 < s < 1) reticulo de Banach intermedio de

2La nomenclatura “espacio de exponente s” es la de [14, p. 27].
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exponente s. La familia de estos espacios intermedios de exponente s es la familia de Calderon
que conecta los espacios Xg y X;.

El siguiente teorema es un caso particular de un resultado més general [26, 13.6 1)-33.6] de
Calderon, y lo consignamos aqui sin demostracién.

3.37 Teorema. ([77,IV.11, Thm. 1.14].) El espacio [Xo, X1]s estd inmerso con continuidad en
Xé_st (0 < s < 1) y con constante de inmersion menor o igual que 1. Si el espacio Xé_sX‘f
cumple la condicion (CA)?' (y para ello basta que la cumpla al menos uno de los espacios Xy o
X1), entonces los espacios [Xo, X1]s v Xé_st coinciden isométricamente.

3.38 Ejemplo. Si (€2, 1) es un espacio de medida o-finita, 1 < pg #p1 < ooy 0 < s <1, se
tiene [LP°(p), LP* ()]s = LP(p) = (LP° (,u))l_s (LP1(11))® isométricamente, siendo % = % + o
[77, p. 246].

Aplicaciéon a los espacios de norma mixta

Nuestro objetivo en esta subseccion es, siguiendo la propuesta de JLR (v. Figura 4), llegar a
demostrar en el contexto de los espacios LP(T%) de norma mixta un teorema de interpolacién
de tipo Riesz-Thorin.

Sean [86, p. 185] (€24, i;) (i = 1,2) dos espacios de medida o-finita, (2, u) = (1 X Qa, 1 @ p2),
y sea X; un reticulo de Banach sobre ); para cada i = 1,2. Si X; satisface la condicién (C)
de Kantorovich (de convergencia monétona, recordar el Corolario 3.16), entonces la norma en
X1 es pg-medible [84], lo que quiere decir que para toda funcién F'(t1,ts) p-medible, la funcién
to — ||F (-, t2)|lx, definida en Q9 es po-medible. Y entonces se puede definir el espacio de norma
mixta que se denota por X3[X;] como la clase de las funciones medibles F' respecto de (€2, u)
para las cuales

Pl = [ IFC0)lx |, < oo

Se tiene que ||-|| x,[x,] s una norma (la norma mixta, o norma doble) en este espacio de funciones.
Y en el contexto en que nos encontramos, se prueba el siguiente resultado:

3.39 Teorema. ([22, Thm. 3]. Lo mismo en [86, Thm. 15.12].)

a) Se cumple la inmersion (Yo[Xo))'"0(V1[X1])? € Y§OVP[X20XY], con constante de in-
mersion menor o igual que 1.

b) Si, o bien Xo y X1 cumplen las condiciones (B) y (C) de Kantorovich®?, o bien Xy cumple
la condicion (A), entonces los espacios anteriores son isométricamente iguales.

Como consecuencia, en el caso de los espacios L (T") de norma mixta de Benedek y Panzone
podemos probar el resultado siguiente:

3.40 Proposicién. Sean € N y, para i = 0,1, P(i) = (p1(3),...,pn(7)), con 1 < p;(0) < oo,
1 <p;(1) < oo para todo j =1,...,n. Sea 0 < 6 < 1. Se tiene, isométricamente,

(LP(O)(Tn))l—G (LP(I)(Tn))e _ [LP(O) (Tn),LP(l)(Tn)]e _ LP(G) (Tn)’

siendo P(0) = (p1(0),...,pn(0)) v pj%e) = plj?g) + pj(?l) para cada j =1,...,n.

21Ver la subseccién 3.1.3.
22Ver la subseccién 3.1.3.
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Demostracion. En primer lugar veamos que, pudiendo ser 1 < p;(i) < oo para j = 1,...,n,
1= 10,1, se tiene
[LP(O)(Tn),LP(l)(Tn)]e — LP(G)(TH)

Por induccién. Para n = 1 es el Ejemplo 3.33(a). Supongamos cierto que, para n > 1,

[Lpl(o)v--wpnfl(o)(Tn—l)’Lpl(l)»--wpnfl(l)(Tn—l)]e — Lp1(9)7---7pn71(9)(']1‘n—1)

. 1— 0 . . . _
siendo 5@ = p)0) + o) para j = 1,..., n — 1. Considerando que, para i = 0,1 y n > 1 se

tiene

P, 7pn(74)(Tn) Lpn()(T P () pn— 1(z)(Tn 1))

(en el sentido de espacios de Lebesgue-Bochner), se puede usar el Ejemplo 3.33(b) y la hipdtesis

. 2 . 1 1-6 0
de induccién para obtener, siendo @ = @) T (D)

[Lm(O),---,pn(O)(Tn)’Lp1(1)7---,pn(1)(Tn)]9
_ [Lpn(O) (T’Lpl(O),.,.,pn_l(O) (r]rnfl),Lpn(l) (T7Lp1(1),...,pn_1(1) (Tnfl)]
— pn(0) (T7 [Lp1(0),-~-7pn_1(0)(Tn—1)7Lp1(1),-~-7pn_1(1)(Tn—l)]0)

= PO (T, [P1O)pna O) (T 1))
— [P1(0),-.pn(0) (Tn)

0

En segundo lugar veamos que bajo la condiciéon 1 < p;(0) < oo para todo j = 1,...,n se
cumple

(LP(O) (Tn)) 1-6 (LP(l) (r]rn))o — LP(Q) (Tn)
Procedemos de nuevo por inducciéon. Para n = 1, de acuerdo con el Ejemplo 3.38,
(L O (1))~ (L1 O (T))? = L O (T),

: 1 1-—s S :
siendo P10 — p1(0) + OB Supongamos clerto que, para n > 1,

(L7 (0),...,pn—1(0) (T"1)) 1-0 (Lpl(l)w-ypn—l(l) (T”*l))e = [P1(0)pno1(6) (1)

siendo pj%@) = plj?g) + pj?I) para j = 1,..., n — 1. Considerando ([10, §9],[67, pp. 71-83]) que,
para ¢ =0,1y n > 1 se tiene por definicién

LQ1:-~~7Qn(’]I‘n) — an(T){Lqu-.,qnq(Tnfl)]
(como espacio de norma mixta), podemos usar esto y el Teorema 3.39 para obtener

(L7 (0P 0 ("JI‘")) (Lm( ) -,Pn(l)(Tn))g
(Lpn(o (T) [Lpl » 7pn—1(0)(T7l—1)])1_0 (Lpn(l) (T) [Lpl(l),“.,pn,l(l)(Tn—l)])9
(Lp"(o)(']l‘ )1 O(Lpn ) [(Lpl(o)»---vpnfl(o)(Tn—l))1_9(Lpl(l)»---,pnq(l)(Tn—l))e]
= PO () [LP1O)pn1(0) (o= 1)] = [P1(8)seepn(0) ()

si ademas aplicamos la hipotesis de induccién y que, de nuevo segiin el Ejemplo 3.38, se tiene

1-0 0 ; —
(Lpn(o) (T)) (Lpn(l)(T)) = LP)(T), siendo pnl(e) = pln(g) + pn0(1)‘ O

Usando el Teorema 3.32 resulta, como corolario de esta proposicion, el teorema de interpo-
lacién de tipo Riesz-Thorin (v. por ejemplo [12, Ch. 4, Thm 2.2]) para los espacios de norma
mixta L7 (T"). Benedek y Panzone dan una demostracién propia [10, §7, Thm. 2].

Por nuestra parte, vamos a presentar y probar ahora una versién para T de la Proposi-
cién 3.40:
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3.41 Proposicién. (JLR, Figura 4). Sean 1 < p(0),p(1) < oo y 8 € (0,1) fijo. Si supy, pr(0) <
00, entonces se tiene isométricamente

[Lﬁ(o) (T%), Lﬁ(l)(’]fw)]e = LPO) (),

siendo p(0) = (p1(0),p2(0),...) y pj%(a) = plj?g) + pj(zl) para cada j = 1,2,... (entendiendo que
p3(0) = B4 si p;(1) = 00).

Demostracion. (V. [14, 5.1]; [73, IV, 1.3]; [10, §7].)
Denotaremos abreviadamente L#®) = L7©) (T), 1flle = £l o, ocyys N llpe) = I1fll Lo -

De acuerdo con el Teorema 3.31 basta probar que se tiene || f|lg = || f||5) para f € PO P,
Y de acuerdo con la Proposicién 3.24 bastara de hecho probar eso para f € B := §r(0) 0 gp(1),

Sea entonces f € By supongamos sin perder generalidad que es || f||59) = 1. De manera que
se tiene f = H?Zl [j para cierto entero positivo n, con f; € LPJ O nei) ey Hfijj(g) =1.
Sea € > 0 arbitrario. Consideramos la funcién definida en la banda B := {z: 0 < Rz < 1} del
plano complejo y con valores en LP(9) 0 LP() 0 L>° dada por

p;(0)

Ge(z) = 0. |f| H‘f’pﬂ)

donde p]-%z) = pljzoz) + 5 Se tiene Ge € F(LPO) [P(M)), De hecho veamos que se cumple la

condicién (c) establecida al final de la pagina 77, siendo concretamente
G (i)l 50) = =W’ +6%) |G=(1 + 1Y)y = =2 +0*)  para todo nimero real y. (3.24)

Probaremos que se cumple (3.24) por induccién sobre el nimero n de factores, que es ar-

bitrario, de la descomposicién de la funciéon f. Supongamos n = 1. Es fécil chequear que

i = i) ¥ entonces, que

(6)
Ge(iy)| = e8| £y |

de donde resulta

=

p1(0
1

. . _ 2 2 _ 2 2
1G=(i)llp0) = 1G=(i)lp, 0) = eV N fill 1) = e+,

I pi(8) _ pi(8)
A pi(1+iy) = pr(1)”
Supongamos que (3.24) se cumple cuando f = HJ:1 fj para cierto n > 1, con 1 £illp, 00 = 1,
(0
y sea f = H"H f;- Denotemos H.(z) = es(z7=0%) % . H?:1|fj‘pj(z>, de modo que se tiene
Pn41(6)

|G=(2)| = |He(2)]| frog1|P»+1#) . Utilizando primero que $ 5 ”:11((1(;)) z :igg;, aplicando la hip6tesis

Anélogamente se obtiene ||Ge(1+iy)| 1) = €° ~£(W*+6%) teniendo en cuenta que R

de induccién y que se supone || fo11llp, ., @) = 1, resulta

Pnt1(0)
HG ('Ly)H - HG ('Ly)||pn+1 = H ||Ha(iy)||[—)n(0) . |fn+1‘p"+1(0> Hpn+1
pn+1(9) ) )
n (0) — 6
= | He(iy) | m(0) - Hf”“”zfn: _ oe(P+0%)

+1(0)  _ pnt1(9)
pn+1(1)’

Andlogamente se obtiene [|G(1 + iy)|l51) = ee™* (W’+0%) ytilizando que R p_:1(1+zy)

con lo que la prueba de (3.24) queda concluida.
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Entonces |G.||r = supy{efs(y2+92),ese*E(yzwz)} = €. Ademés se cumple G¢(0) = f, de
donde por la definicién de || - ||g resulta

= inf Gllr<e
1/ 1le ot NGl =€
GeF(LrO) p(1)
y la arbitrariedad de ¢ > 0 finalmente da || f|[¢ < 1, es decir, || fllo < [|fll5@)-

A continuacién vamos a probar la desigualdad contraria, || |56y < [/ f]le- Supongamos ahora
que f € By que||f|lg = 1. Sea e > 0 arbitrario. Por definicién de ||-|g, existe G, € F(LP(O), LP(1))
tal que G-(0) = f v ||Gell7 < €°, y por tanto ||Ge(iy)] ;500 < €5y [|Ge(1l + iy)|| ;50) < €° para
todo numero real y.

Por hipétesis es supy pr(0) = 7 < oo, entonces para cada 0 < 6 < 1 es sup, pp(0) < 175 < 00,

_ 1

y por consiguiente (Corolario 3.27, Teorema 3.31) se cumple, siendo ﬁJrﬁ L 55 +ﬁ =1
(i=0,1):
I fll56) = sup / hfdx| = sup / hfdx|. (3.25)
hesao) w hesi(0)nga() |JTw
1Rl g0y=1 [IRllgeoy=1

Sea entonces h € B’ := 5710 0 §91) y supongamos sin perder generalidad que es I12llg6) = 1.
De manera que se tiene h = H;nzl h; para cierto entero positivo m, con h; € L% O NLsM e
Y Ihjllp; ) = 1. Para cada € > 0 arbitrario consideramos la funcién definida en la banda B del
plano complejo y con valores en L1 N LI N 1> dada por

q;(0)

Ho(z) = 50 . ’Z’ NEs
j=1

siendo qj%z) = quZOZ) + q]fl). Como hemos visto antes con Gy, la funcién H. € F(LIO) LIV y se
verifica || He(iy) | 50) = € =W ), | Ho(1 + iy)||g1) = €'~ +9%), de modo que || H.||7 = ¢°. Por
otra parte se verifica H.(0) = h.

Consideramos ahora la funcién (numérica compleja)
Fi(z) = (Ge(2), He(2)) = Ge(2)H:(2) dx
Tw

bien definida en la banda B ya que para cada z € B las funciones G.(z) y H.(z) pertenecen el
espacio L' N L™. Se puede probar ademés (v. [73, p. 120]) que F. es holomorfa en el interior de
B y continua y acotada en B. Aplicando la desigualdad de Holder de la Proposicién 3.13(ii) se
tiene, para todo numero real y,

. . . . . _ 2 2
|F-(iy)| < /T |G= ()| - |He(iy) | d < (|Ge (i) 0y - [ He (i) g0y = e - e+ < e,
IF(1+ )| < 1G=(1 4 iy)llp) - [1He(1 + iy)||g) = e! W+ elme™+0%) < 2=,

De aqui, aplicando el teorema de Hadamard de las tres lineas (v. por ejemplo [14, Thm. 1.1.2],
[12, Ch. 4, Lemma 2.1]) se sigue que

|F(9)| < 65(1—6)6289 < 626‘

Por tanto Uﬂrw hf daz‘ = |F(0)| < e y aplicando (3.25) y la arbitrariedad de € resulta finalmente
1 £ll56) < 1. m

Usando el Teorema 3.32 resulta como corolario de esta Proposicién 3.41 el teorema de inter-
polacién de tipo Riesz-Thorin para los espacios de norma mixta LP(T%) que buscdbamos.
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3.42 Teorema. (Riesz-Thorin) Sean 1 < p(0),q(0) < oo werificando supy pr(0) < oo y

supy,ak(0) < 00, 1< p(1),4(1) < 00, 6.€ (0. 1), 57 = 07 + 517 ¥ g7y = 3,0 T 50
Supongamos que el operador lineal T', que lleva funciones medibles en T en funciones medibles

en T, es de tipo fuerte (p(i),q(i)) con morma M; (i = 0,1). Entonces, T es también de tipo

fuerte (5(0),3(0)) con norma My < ME0MY.

3.43 Nota. Benedek y Panzone cierran su trabajo [10, §12, Thm. 1] con la generalizacién del
teorema de Hausdorff-Young que define la transformada de Fourier como un operador lineal
continuo y de norma 1 entre los espacios de norma mixta LT (R?) (1 < P < 2) y L9(R")
(% —i—é = 1), en cuya demostracion el teorema de Riesz-Thorin es la pieza fundamental. Ademés
prueban mediante contraejemplos que es necesaria una condicién de monotonia en los exponentes
de partida: si P = (p1,...,pn), debe cumplirse 1 < p, <pp_1 < - <p; <2

Por otra parte, el teorema de Hausdorff-Young (v. por ejemplo [73, IV, Thm. 2.1] para el caso
1-dimensional) que define la transformada de Fourier como un operador lineal continuo entre
LP(T¥) (1 < p <2)yl4Z>) (é + % = 1), es decir, la desigualdad

[ fllea(zooy < (11l Lp(re)

que por ejemplo Bendikov usa en [3, Thm. 5.2.2, Rem. 6.3.3], se cumple en general en los grupos
abelianos localmente compactos ([38, Rem. 10.4.7, p. 729]) y es consecuencia, por interpolacién
entre (1,00) v (2,2), del teorema de convexidad de Riesz [38, 4.24].

Nos hemos preguntado por la posibilidad de extender de forma valida el teorema de Hausdorff-
Young a los espacios LP(T%) (1 < p < 2) de norma mixta. No tenemos referencias de que esto
haya sido hecho ya. El método de Benedek y Panzone permite definir los espacios de norma mixta
¢P1--5Pn) (77 (considerando la medida o-finita de contar en Z) para n finito, pero aparece una
dificultad ya de entrada para definir los espacios de norma mixta £7(Z*°) (y después hard falta que
sean Banach, etc.). Recordemos que en nuestra definicién de los espacios LP(T*) era fundamental
un resultado de convergencia de supermartingalas (Teorema 3.2) que en principio solo sirve en
un contexto de espacios de medida finita.

Dentro del estilo de ideas que abre JLR en el trabajo [101] del que vamos a hablar con mds
detalle en el capitulo siguiente, podriamos fijar una sucesién de niumeros positivos (g,) | 0
cuando n — oo y considerar en Z* el rectangulo R = {n € Z*: |ng| < ex} y, en general, los
rectangulos

5R={7ZEZOO: |n <5€k}, (6 >0).

Cuando ¢ 1 oo, la familia de rectdngulos {0 R} es una familia creciente de subconjuntos finitos
de Z* cuya unién es todo Z*>.
Sea ahora ¢ una funcién medible en Z*. Para cada § > 0 podemos definir

101l (er(z0),R,6) = [l gtp1, 25 (1y - x Iy)

donde N = N (§) queda definido por cumplirse la condicién |[de| < 1 para todo k > N, y donde
estamos suponiendo ademds que R = I; x --- x Iy x {0V}, siendo I; = I;(6) un subconjunto

finito de Z para cada j = 1,..., N. Por ejemplo, si p < oo tendriamos
p2/p1 \ P3/p2 1/pN
H¢‘|(€75(Z°°),R,5): < Z (Z (Z ’¢(nlan2)"'anN7O(N)’pl> > > )
ny€Eln no€ls \ni€ly

sin problemas porque se trata de sumaciones finitas. A partir de esto podriamos definir
[9llep(zo0) = Jm 91l (e7(z20),R.5)> (3.26)

de modo que cuando este limite exista (seguramente independientemente de la sucesién (g,,) de
partida) se dird que ¢ € ¢P(Z°). De momento no hemos desarrollado més estas ideas.



3.2. Interpolacién. Espacios LP-débiles 85

3.2.2. Espacios LP-débiles en T

Trataremos de desarrollar en esta subseccién que va a cerrar el capitulo la primera de las
dos propuestas que dejaba planteadas JLR en la pagina 1 adjunta a su carta. Lo hecho con T%
valdria igual para un producto numerable de espacios de probabilidad:

PROBLEMA 1: Para un solo espacio de medida (X, A, 1) [y 1 < p < 0], el espacio LP-débil:
L? (1) = L(p,00) (caso particular de espacio de Lorentz) es [el conjunto de las funciones
p-medibles]

{7115 = sup e p(fas 17(@)] > 1) 77 < oo}

[y para p = oo, LY := L*°].
[Recordemos que] Un operador T es (p, q)-débil si [T f|[y < C|f]l,-

Habria que definir los LP-débil de T* de modo razonable para que se cumplan:

= Sig<p(ie g <pj;Vyj),entonces LP C LP-débil C L7, con |- |z < |- [} < - [I5-

s La condicién f € LP-débil equivale a una cierta condicién de Kolmogorov respecto de
las normas || f - x|z (P fijo, p > G) [E es un conjunto medible de medida positiva).

v Marcinkiewicz: T es (p,p)-débil y (g, §)-débil = T es (¥, 7)-fuerte para p < 7 < g.
[JLR, v. Figura 4.]

Benedek y Panzone no llegaron a considerar en sus trabajos sobre las normas mixtas [10],
[11] (éste escrito en colaboracién con Calderén) ni tampoco en la tesis doctoral de Benedek
[9] dirigida por Alberto Gonzalez Dominguez la nocién de tipo débil con normas mixtas y los
posibles resultados de interpolacién correspondiente. Concepcién Ballester se interesd por este
problema —parece presentar dificultades serias y solo hemos considerado algunos aspectos mds
stmples del mismo, escribe— que le habia sido propuesto por Misha Cotlar, y lo abordé en su
tesis doctoral [2], presentada bajo la direccién de Cotlar poco tiempo después de la de Benedek
también en la Universidad de Buenos Aires.

En [2, §2, 2.A], Ballester llega a proponer al menos cuatro definiciones naturales diferentes
de una “norma de Marcinkiewicz”, o débil, mixta en productos cartesianos de dos?® espacios
de medida, que ella denomina respectivamente semidébil mixta, débil mixta, débil vectorial y
magra, y atn dos méas que son verdaderas normas, la débil mixta® y la magra®. De las primeras,
solamente la p-débil mixta se reduce a la p-débil ordinaria cuando p = (p,p). Y para todos los
tipos débiles asociados con ellas, salvo para el débil vectorial, prueba o indica extensiones del
teorema de interpolacion de Marcinkiewicz con tipos en el “tridngulo inferior del cuadrado de
los tipos” [123, XII, (4.6)] y pertinentes condiciones adicionales.

Maés concretamente, si f(z,y) es una funcién compleja medible definida sobre un espacio
(X xY,uxv)donde p(dx) y v(dy) son medidas finitas, 1 < pj,pa < 00, y se denotan E,(f) =
[(@,9): |f(5,9)] > o} v, para cada y € Y fijo, Eqy(f) = {z € X: |f(z,9)] > o}, my(o,y) =
1(Eqy(f)), entonces la “norma” débil mizta p = (p1,p2) de f (que no es una norma, lo mismo
que la “norma” débil ordinaria tampoco lo es, en general) se define [2, p. 62] como

1 D2 1/p2
waw:wﬂ/@mmwm)@) =swp o+ g plrpeay,  (3:27)
>0 Y >0

donde el espacio de norma mixta LP(X x Y) es el espacio LP2(Y)[LP'(X)] de [10].

23Ballester dice: “Para evitar notaciones excesivamente cansadoras y para no obscurecer los conceptos, nos
hemos limitado al caso de dos variables. Una buena parte de las definiciones y proposiciones que damos se extien-
den facilmente a n variables, pero es necesario advertir que algunas de las cuestiones aqui consideradas pueden
presentar dificultades inesperadas al pasar a n variables que no hemos examinado atn en detalle” [2, p. 5].
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Por su parte, la “norma” magra p = (p1,p2) de f se define [2, p. 66] como?*
NM(fip) = sup opPu({y € Y my(o,y) > p}) P, (3.28)
0>0,0>0

A propésito de estas definiciones, Ballester escribe en una nota a pie de pagina: Seria interesante
determinar si la “norma” débil mizta y la magra son equivalentes a normas [2, p. 67].

Un operador lineal o sublineal T: L™(X x Y) — L% X x Y) (donde L°(X x Y) denota el
espacio de las funciones medibles en (X X Y, u x v)) es de tipo débil mizto (o, respectivamente,
de tipo magro) (7,u) si existe una constante C' tal que para toda f € L"™(X x Y) se verifica

NDM(T'f;u) < C|[fllLr(xxy), (0, respectivamente, NM(T'f;u) < C||f[|Lr(xxy) )-

Ballester prueba el siguiente resultado de interpolacién para la “norma” débil mixta [2, Co-
rolario 3.B.2]:

Sean 1 < p;,q; < o0, p< 3, ¢ <t, yademds ps < s1 < 82, qo < t1 <to, yta/t1 = s2/s1. Si el
operador sublineal T es de tipos débiles mixtos (p,5) y (q,t), entonces T es de tipo fuerte (T, ),
donde 1/T=(1-0)/p+0/3, 1/u=(1-0)/54+0/t y6 € (0,1) es arbitrario.

En el caso de tipos magros hay que suponer la hipdtesis en cuatro extremos. Ballester prueba
[2, Teorema 3.C.1]%°:

Sean 1 < p;,qi <00, p< 5, §<t, yademds py < s1, g2 < t1, y ta/t1 > s2/s1. Si el operador
sublineal T es simultdneamente de tipos magros (p, 3), (3,t), ((p1,42), (s1,t2)) v ((q1,p2), (t1, $2)),
entonces T es de tipo fuerte (T, @), donde 1/7 = (1—-0)/p+6/q, 1/u = (1—60)/5+6/t y 6 € (0,1).

La p-“norma”débil mixta en T%

Por lo que acabamos de decir, para generalizar a los espacios de norma mixta en productos
infinitos de espacios de probabilidad como el toro infinito T el concepto de “norma” p débil,
nos parece lo méas oportuno y sencillo partir de la nocién de “norma” débil mixta de Ballester:

3.44 Definicién. Sea 1 < p = (py, pz,...) < co. Definimos el espacio L5 (T%) (o LP-débil) como
el conjunto de las funciones medibles y finitas a.e. tales que

If17 = sup o - X8, ()|l Lp(mey < 00, (3.29)
o>

donde, para cada o > 0, E,(f) = {z € T¥: |f(z)| > o} y LP(T*) es el JLR-espacio de norma
mixta de la Definicién 3.8. Al nimero || f||5 lo llamaremos la p- “norma”débil mizta de f.

3.45 Proposicién. Sea 1 < p < 0o. Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) En el espacio LE(T%), la funcién no negativa || - |} es una cuasinorma, verificindose en
particular || f + gll5 < 2([f1l5 + llgll5)-

(ii) Cuando py = p para todo k = 1,2,... (1 < p < 00), se tiene || f||} = || f|l}, de modo que la
p- “norma”débil mizta se reduce en ese caso a la p- “norma”débil ordinaria.

(iii) Si1 < p<g< oo, entonces LL(T¥) C LE(T¥).

(iv) Se tiene [|f||¥ < ||f|l5, de modo que LP(T*) C L%.(T).

24V, también [29, p. 5]. Las notaciones NDM(f;p) y NM(f;p) son las de [79, p. 139]. La norma magra de
Ballester serfa similar a la que en [29, p. 5] se llama norma débil iterada.

25E] requerimiento de la cuddruple hipétesis volvemos a encontrarlo para la interpolacién de la norma débil
iterada en [29, Thm. 2.19].
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(v) Sea 1 < @< p < oo ysupongamos infyp, =p > 1 ysup,qr = Q < p. Entonces se tiene
LE(Tv) C LI(Tv).
Demostracién. (i) Sea f € L5 (T¥) y ¢ € C. Dado que E,(cf) = {z: |cf(2)] > 0} = Eqe/(f),
tenemos

leflly = sup o - IXE,ells =sup o - IXE, 5l = lel - sup A lIxe, () llp = lel - I1F15-
>0 >0 A>0

En segundo lugar, E;(f + g) C Eg2(f) U Ey/2(g) implica, usando que || - [|; es una norma,
que

1+ glly = sup o+ xm, (1915 < 51> 0 - (IxE, o) lls + IXE, ato)Ip)
>0 >0

=2 (sup A lIxEapllp +sup A- ||XE,\(f)Hp> =2(I/1I5 +llgllF)-
A>0 A>0

Finalmente, || f||} = 0 implica que para todo o > 0 es xg,(s) = 0 a.e. y, por tanto, que f =0
a.e..

(ii) Para cada o > 0 se tiene (Proposicién 3.11)

IXE, () Loy = 1XE, (5 |l ooy = m(Es ()7,

donde m indica la medida de Haar en T%, con lo que
IFIly = sup o - m(Eq (F)? = |1 £}
>0

(iii) Ya que, aplicando la Proposicién 3.13(vi), es |xg,(pllz < lxE,(p)llg: ¥ esto implica
evidentemente que || f[|5" < || f[[3"

(iv) Es también inmediato. Supongamos f € LP(T%). Para cada o > 0 fijo sea hy(x) :=
0 - Xg,(5)(x); como hy, < fy LP(T¥) es un espacio ideal normado, se tiene h, € LP(T¥) y
lhollp < || fllp- Tomando supremos en o > 0 en esta desigualdad y considerando que || - || es una
norma obtenemos

I£1l5 = sup |[hollp < [1f]l5 < oo
o>0
(v) Sea f € L& (T*) a.e. no nula. Por definicién se tiene o - IxE,pllz < I fIIF para todo o > 0,
es decir,
w
_ Iy

g

IXE, (1)l (3.30)

Por otra parte se cumple m(E,(f))/? = IXe,(nllp < lIXE,(pllp ¥y también, trivialmente,
m(E,(f)) < 1. Entonces, en el estilo de [31, p. 110], usando (3.30) tenemos?®, para un N > 0
en principio arbitrario,

1719 < 1718 = @ /0 0@ (B, (f)) do
N e
<Q / 091 do 1 Q / 09 x g, lB do
0 N
g

0o w\P
§NQ+Q/ aQﬂLUHp) do
N P

Q (1rprna-
= N9t = (115)" N

26La identidad que se aplica en la primera linea es bien conocida (layer cake representation), v. [123, XII, (4-8)],
[52, Proposition 1.1.4].
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Tomando N = || f||¥ resulta finalmente Hf||§2 < #(Hf”g)Q, luego f € LY(T¥) y

P
1/Q
1l < <p_pQ) 1A =

En pos de la ‘condicién de Kolmogorov’ en los espacios de norma mixta en T%

Hemos tratado de contestar, en el caso de los espacios L@(T‘“), a la pregunta de Cotlar-
Ballester-JLR: —¢Es || f||} equivalente a una norma?— sin llegar a poder dar una respuesta
concluyente.

Para 1 < p < oo Cotlar define [31, p. 108]: un operador sublineal T': LP(X, u) — L°(X, p)
verifica la condicion (p,p) de Kolmogorov®” con constante M si para todo ¢ < p, ¢ > 0, para
toda f € LP(X, ) y todo conjunto medible E' C X de medida finita se verifica

1/q
R O R A (3.31)
Cuando el espacio es de medida finita la condicién (p,p) de Kolmogorov implica el tipo (p, q)-
fuerte del operador para todo g < p. Cotlar prueba ademds el siguiente resultado [31, III,
Teorema 1]:28

Es suficiente que se cumpla (3.31) para un solo valor ¢ < p —y entonces se dice que T verifica
la condicion (p,p) de Kolmogorov para el valor ¢—2° para que el operador T sea (p, p)-débil.
Reciprocamente, si T es (p, p)-débil entonces T" verifica la condicién (p,p) de Kolmogorov. De la
misma manera que los operadores de tipo (p, p)-débil son los acotados de LP(X, 1) en el espacio
L5 (p) = L(p,00) (espacio de Lorentz, v. [14, 1.3]; un poco mds adelante los vamos a recordar
con mejor detalle) de las funciones u-medibles f tales que

171 = sup - pu({a: | ()] > o})'? < oo,

los operadores que verifican la condicién (p,p) de Kolmogorov®? son los acotados, para cada

q<p,q>0,de LP(X, u) en el espacio N, (X, 1) formado por las funciones p-medibles f tales

que

1
Npq(f) = sup M < 00, siendo — =
E medible ”XE”r r

w(E)>0

L (3.32)
qa p
Con p fijo, para cada ¢ > 1, ¢ < p, la funcién N ,(-) es una norma en el espacio N, (X, i)
como se comprueba facilmente. Y en estos términos, el teorema de Cotlar recién citado se puede
reformular de la siguiente manera [49, V, Lemma 2.8], [52, ex. 1.1.12]:

Para toda f se cumplen las desigualdades

1/q
1Y < Nyolf) < (pi) Tie

2"La definicién original de Cotlar era mds general: Si s < oo, T verifica la condicién (p, s) de Kolmogorov con
constante M si para todo ¢ < s, ¢ > 0, para toda f € LP(X, ) y todo conjunto medible £ C X de medida finita
se verifica

1/q
p —1/s
HTf'XEHqSM(piiq) H(EYT 1]

#8Verlo también en [54, Thm. 3.3.1].

29La nomenclatura de M. de Guzman para esto era T satisface la condicién de Kolmogorov para (p,q).

300bservar que si E es un conjunto medible de medida finita, p(E)"/?7/? = ||yg||, con % = i
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es decir: la “norma” débil || - ||} es equivalente a la norma N, ,(-) para cada ¢ < p (y por
consiguiente todos los espacios N, 4(X, p) son iguales al espacio L (1)).

La generalizacion mas obvia de la norma (3.32) en el caso (X, p) = (T¥, m) seria la siguiente:
3.46 Definicién. Sea 1 < § < p < co. Para cada f € L°(T%) definimos

Ixellp

Noalf) = sup Ifxslls- (3.33)
ECT Ixellz
m(E)>0
La cuasinorma mixta débil || - ||} es mds débil que cualquier norma Npz(-) (¢ < p), como
muestra la siguiente proposicién.
3.47 Proposicién. Sea 1 < § < p < co. Para cada f € L°(T%) se tiene
If1l5 < Np.a(f)- (3.34)

Demostracion. Sea f una funcion medible y a.e. no nula. Sea o > 0 tal que m(E,(f)) > 0.
Tenemos entonces

Ixe,plla

olixe,nlla < 1fxenlls < Xzl Npq(f),
de donde resulta
ollxe, (s < Npa(f)
y, por consiguiente,
115 = sup olixe, ) llz < Npa(f)- O
>0
Pero no conseguimos probar una equivalencia completa entre la cuasinorma || - || y la norma

(3.33). Esto nos lleva a aportar la siguiente definicién, restringiendo el &mbito de aplicabilidad:

3.48 Definicién. Sea 1 < ¢ < p < oo y supongamos ahora que infypr, =p > 1y sup, qx =
Q < p. Para cada f € L°(T%) definimos

>1/p—1/Q
(3.35)

XE|p
NE(f) = sup fxE-(”
pall)i= sup lIixela- )
m(E)>0

Con las condiciones establecidas para ¢ la funcién Ngq(-) es también una norma por serlo
k)
| - llg, y ahora lo que podemos probar es que esta norma es mas débil que la cuasinorma || - [|3}:

3.49 Proposicién. Sea 1 < § < p < oo y supongamos infyp, = p > 1 ysup,qr = Q < p.
Entonces para cada f € LO(T%) se tiene

i P 1/Q
N = (25) iy (3.36)
Demostracion. Sea f una funcion medible y a.e. no nula. Sea £ C T“ un conjunto medible
de medida positiva. Denotemos Ixelle -, > 1. De una manera analoga a lo hecho en la

Ixella
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demostracién de la Proposicién 3.45(v), podemos escribir, para un N > 0 arbitrario,

1xeld < IfxelS = Q / m(E N E,(f)) do
<Q/ m(E)do +Q [~ o tm(Eq()do
<Q /0 % ado + Q /N 09 x5, (1) | do
00 w\P
< NQa—i-Q/ JQ_l(Hinp)da
——NQa+ ﬂun)pNQﬂh

Tomando ahora N = || f||5 - a~1/? (que hace minimo el dltimo miembro, como se indica en [54,
p. 52]) resulta

I1fxel$ < ﬁ(nfng)%l‘

de manera que

el < (2 )UQ Il aV/@-1r
= \p—q P
y
el oo < (S2) " 1y
! “\r-Q P
cota superior independiente del conjunto FE, lo que deja probada la desigualdad (3.36). ]

Por otra parte es evidente la relacién Nqu( f) < Npg(f) para toda f entre las dos normas
que hemos definido. Aunque no hemos sabido probar una equivalencia completa entre la norma
mixta débil || - |7 y ninguna de estas dos normas, la tltima Proposicién 3.49 no es del todo
carente de interés, v. por ejemplo [54, p. 53].

Hacia un ‘teorema de Marcinkiewicz’ para espacios de norma mixta en T%

Sea (X, 1) un espacio de medida o-finita. Vamos a recordar en primer lugar, siguiendo en este
caso [113, V, §3] (v. también [14, 1.3], [12, 2.1]) cémo se puede definir una verdadera norma en
el espacio Ly (X, ) = L(p,00) (1 < p < 00), equivalente a la cuasinorma débil || -||}¥, con la cual
L% (1) es un espacio de Banach.

Sea 1 <p < oco.Sif € L), denotemos my (o) := p(E,(f)) para cada o > 0. Se ha definido
L5 (w) = {f: | fIl} = supyso a[mg(o)]Y/? < oo}. Sea f* el reordenamiento no creciente de f, es
decir, la funcién definida por

f*(t) :=inf{o: ms(o) <t}, te(0,00).
Se tiene [113, V, Lemma 3.8]
IFIy = sup /P £*(t) =2 || £} oo
>0

y la finitud de esta cuasinorma define el espacio de Lorentz3' L(p,00) o Lk (1).

*Para todo conjunto medible E de medida finita se tiene ||xz|/500 = #(E)*?, y L(p,o0) es el mayor espacio
normado donde se cumple esto [113, V, 3.10].
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Sea ahora .
1
Myt = [ £wdu, te (0,00
0
se tiene M¢(t) > f*(t) para todo t > 0 con lo cual, definiendo
1£llpoo := sup /P M (1),
>0

se cumple || f[|7 o < || fllpoo- Ademds esta funcién es una norma, y se cumple

p *
1fllpee <~ 1 F1lpoo

[113, V, Thm. 3.21]. Se sigue de esto que el espacio de las funciones medibles para las que || f||p oo
es finita es el espacio de Lorentz L(p,c0) recién definido, que ahora con esta norma || - ||p00 €s
un espacio de Banach [113, V, Thm. 3.22].

3.50 Definicién. En orden a estudiar posibles extensiones del teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz para espacios de norma mixta en T%, el caso que en principio parece el méas sencillo
de abordar ocurre si se consideran operadores lineales o sublineales acotados T': LP(T%) —
L5 (T) (p > 1, s > 1), es decir, tales que existe una constante M tal que para toda f € LP(T%)
se tiene

ITCHIE < M| fllp

o bien, tales que
s M
m(Eo(f))/* < — Iflls

para todo o > 0. Vamos a decir, con Ballester [2, p. 69], que un operador T asi es de tipo débil
semi-mizto (P, s).

La siguiente proposicién, en el estilo del resultado [2, Lema 2.B.1] de Ballester da, por inter-
polacién, tipo débil semi-mixto en los “puntos interiores de un segmento” cuyos extremos son
de tipo débil semi-mixto:

3.51 Proposicién. Sean 1 < p, g < oo (p # q) con supy pr < 00 y supongamos 1 < P < @Q <

00. Sea T': LP(T%) + LI(T¥) — L°(T¥) un operador lineal de tipos débiles semi-miztos (p, P) y

(4, Q), es decir, tal que son continuos T: LP(T¥) — LE(T%) y T: LI(T¥) — LS(’]T‘") con normas
1

respectivas My y M. Sean, para cada 6, (0 < 6§ < 1), E O %94—% Y % = 1—I§‘9+%. Entonces,

T es también de tipo débil semi-mizto (7(0), R(A)) y su norma es M < MOy,
Demostracion. Sabemos, de acuerdo con la Proposicién 3.41, que
[LP(T%), LY(T¥)] , = L™O(T*),
y por otro lado, ya que los L, (T%) son espacios de Banach, sabemos también (v. [14, 5.3.1]) que
[L(T¥), L(T¥)] , = LIO(T¥),

de manera que la conclusion resulta inmediatamente sin més que aplicar el Teorema 3.32 de
interpolacién de Calderoén. O

Nuestro trabajo en este capitulo va a terminar con el siguiente sencillo resultado de interpo-
lacién. Hubiéramos querido alcanzar como conclusién natural®? el tipo (7, R) fuerte semi-mixto
en los “puntos interiores de un segmento” cuyos extremos son de tipo débil semi-mixto (p, P) y
(g, Q) respectivamente. Pero no hemos sabido demostrar esto.

32Que tiene su antecedente en el Teorema 2.B.2 de [2], y seria interesante poder aplicarla para la prueba de
un resultado para espacios de norma mixta andlogo a la Proposicién 4.21 (v. la seccién final del Capitulo 4).
Aqui queda como conjetura.
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3.52 Proposiciéon. Sean 1 < p < ¢ < 0o y supongamos supy px = P < supy g = @ < 00. Sea
T: LP(T¥) 4+ LI(T¥) — L°(T%) un operador lineal de tipos débiles semi-mixtos (p, P) y (4, Q).
Para un 6 fijo (0 <6 < 1), sean%zlp%@—kg y%Z%—I-%. Sea ademds 1 < 5 < T tal que se
verifica supy, s = S < infy rp = r. Entonces el operador T es de tipo (7,3) fuerte.

Demostracién. Sea f € L"(T%). Aplicando en primer lugar la Proposicién 3.51 se tiene

IT(HIR < M fll7
con M independiente de f. Por otra parte, para todo k = 1,2,... se tiene

1 1-6 6 1-60 46 1
= >

+ > + L=,
Tk Dk qk P Q R

asi que 7 < Ry, por tanto,
ITHIF < ITHI%

de acuerdo con la Proposicién 3.45(iii). Y usando finalmente la desigualdad de la Proposicién
3.45(v) llegamos a que

r 1/8 N r 1/8
rol< (g) 1Tl <m (Lg) il 0

3.53 Nota. En una comunicacién personal (24/3/2018) A. Bendikov indic6 a Luz Roncal que
la acotacién (p,p), para 1 < p < oo, de la transformada de Riesz en espacios L? de norma
mixta sobre productos infinitos de espacios de probabilidad, que él deja conjeturada en su libro
[3, Remark 6.3.4, p. 165], es un problema atn abierto, seialdindoselo como otro posible tema de
investigacién. Se podria estudiar tanto con las BP.S p-normas como con las JLR p-normas.



Teoremas de Marcel Riesz en T%.
Convergencia a.e.

En este capitulo final vamos a seguir hasta donde nos sea posible las pautas que dejo escritas JLR
en la segunda Hoja del guién cientifico de su carta, v. Figuras 5 y 6 al final de la Presentacion.
Por otra parte fue su propio trabajo en relacién con alguno de los puntos que alli se esbozaban
lo que JLR expuso en su articulo [101], donde solamente incorporaba los enunciados de los
resultados que habia obtenido y alguna idea sobre las lineas de demostracién. Nos ha parecido
que tal vez no era inoportuno tratar de completar aquellos enunciados con la reconstruccién, o
el intento de reconstruccién, de alguna prueba por nuestra parte.

Nuestra exposicion va a constar de tres secciones. En la primera el tema principal es el teorema,
de Marcel Riesz sobre la convergencia en LP(T¥) (1 < p < co) de ciertas sumas parciales de las
series de Fourier en infinitas variables. En la segunda lo mismo en los espacios de norma mixta
LP(T¥) (1 < p < 0o). En la tltima secciéon comentamos sobre convergencia puntual a.e. de las
series de Fourier.

4.1. Convergencia de sumas parciales de las series de Fourier en
la norma de LP(T%)

El objetivo de esta secciéon es entonces, como acabamos de decir, desarrollar en la medida
de nuestras posibilidades lo que queda expuesto en el texto de la Figura 5) y en el siguiente
extracto literal del articulo [101] de JLR:

Fijada una sucesién (g,,) de nimeros positivos con &, — 0, definimos en Z* los rectdngulos

R = {n: |ng| < ey para todo k},
O0R = {n: |ng| < dei para todo k}, 0< 4 < oo.

Es obvio que {§R} es una familia creciente de subconjuntos finitos cuya unién es todo Z°.
Se trata de estudiar si las sumas

Ssrf(x) = F(n)emin=
nESR
de la funcién f € L'(T¥) convergen en algtin sentido a f, cuando § — co.

Convergencia en Norma.— El andlogo del teorema de M. Riesz: ||[Ssrfllp < Cp ||f|lp solo es
vélido para p = 2 segtin es facil probar. En L? el teorema es trivial.

La acotacién uniforme de (Ssg) equivale a la existencia de un operador acotado St asociado
al multiplicador xr, con I' = {7z € Z*>°: ny, > 0} [101, p. 237-239].

93
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4.1 Definiciéon. Un rectdngulo en Z° es, en general, un conjunto R = H;’il I; donde I; C Z
es un intervalo finito no vacio para cada indice j, es decir, I; = {h € Z: aj < h < b;} donde
a; < b; son nimeros enteros fijos.

La primera proposicién de JLR en el texto que leemos en la Figura 5 indica como deben estar
formados los rectangulos de Z*° que son subconjuntos finitos. En todo lo que sigue ponemos # A
para indicar el nimero de elementos de un conjunto finito A.

4.2 Proposicion. Sea R = H;}il I; un rectangulo en Z°°. Entonces, R es un conjunto finito
<= #I; =1 para casi todo j € N, es decir, para todo j > jo.

Demostracion. Suponemos que #1; < oo para todo j, y que #I; = 1 para todo j > jo. Se
tiene entonces

[e%e) Jjo—1
#R=[[#0) = [] #L) < .
=1 j=1

Sino es cierto que #I; = 1 para casi todo j, como I; # ) para todo j, habrd una subsucesién
(L,)5e tal que #1;, > 2 para todo n. En tal caso, para todo N € N se tendria

N
#R > [[#1,) =2V,
n=1
luego R no puede ser un conjunto finito. O

4.1.1. Las sumas parciales Ssz(f) de JLR

4.3 Definicion. Vamos a considerar una sucesién fija de aqui en adelante de niimeros positivos
(cx) tal que limy_,oo ¢ = 0 y el rectdngulo por consiguiente finito también fijo en todo lo que
sigue

R:={neZ>: — ¢, <ny < ¢ para todo k}. (4.1)
Para cada ntimero § > 0 el rectangulo homotético J R es también un rectangulo finito, y se tiene

Usso R = Z*°. Dada una funcién f € L'(T%) queda bien definida puntualmente, ya que es un
polinomio trigonométrico, la funcién suma parcial

(Ssr(f))(z) = Z f(,ﬁ)e%riﬁ-x‘

nEIR

4.4 Proposicién. Sea 1 < p < 0o. Para cada § > 0 fijo el operador lineal Ssr es acotado de
LP(T%) en si mismo.

Demostracion. Sea f € LP(T%). Para un § > 0 fijo sea m(R, ) := #(0R). Tenemos lo siguiente:
Z .]?\(T—L>627Tiﬁ-x

p 1/p
ISsl )l = ( L dw)
neESR
1/p 1/p 1/p —~
g(Aw(Z|f<n>\)pdx> — (S Fw) " ([ )" = 3 1Fw)

nESR neESR
<m(R,0)|[flloo <m(R,0)|[fllx < m(R,0)[f]lp,

luego el operador Ssg es acotado de LP(T*) en si mismo con una norma en principio dependiente
de § y de la sucesién (c) que define el rectangulo R. O



4.1. Convergencia de las series de Fourier en la norma de LP(T%) 95

La siguiente proposicién, que establece que, cuando 1 < p < oo, el hecho de que estos
operadores continuos Ssr sean equicontinuos (es decir, estén acotados uniformemente por una
cota independiente de §) es condicién necesaria y suficiente para que la familia de funciones
Ssr(f) converja a la funcién f en la norma de LP(T*) cuando § — oo para toda f € LP(T%), es
estdndar (v. [52, Thm. 4.1.1], [40, 12.10.1]) pero damos la demostracién por completitud.

4.5 Proposicién. Sea 1 < p < co. Se tiene Ssr(f) — f en la norma de LP(T%) cuando § — oo
para toda f € LP(T¥) si y solo si los operadores Ssi estan uniformemente acotados, es decir,
<> sups~ |Ssr(f)llp < cp.rll fllp para toda f € LP(T*) con una constante cp g independiente
de f.

Demostracion. Suponemos que para toda f € LP(T¥) se tiene lims_,o ||Ssr(f) — fll, = 0.
Entonces para una f fija es lims_,o || Ssr(f)|lp = || fllp ¥, en particular, la familia de niimeros no
negativos {||Ssr(f)|lp}s>0 es una familia acotada, es decir, se tiene

195r(f)llp < Crr (4.2)

donde la constante Cy,r depende de la funcién f € LP(T) y posiblemente del rectdngulo fijo de
partida R, pero no depende de 4.

Asi que {S5r}s>0 es una familia de operadores lineales acotados de LP(T*) en si mismo segin
la proposicién anterior y que verifican (4.2) para cada f € LP(T%). Aplicando el principio de
acotacion uniforme (Teorema de Banach-Steinhaus) resulta que existe una constante ¢, p tal
que

sup [|Ssrl| Lo (rw) s Lo (1) < Cp,R»
>0

es decir, tal que
Sup 19sr(Nllp < cprllfllp V€ LP(T).
>

(Seguimos los pasos de [52, loc. cit.]) Sea f € LP(T¥) y € > 0. Aplicando el Teorema
1.17, existe un polinomio trigonométrico P(x) = > --a ]S(ﬁ)ezmﬁ'x (donde A C Z*™ es un
conjunto finito) definido en T tal que || f — P||, < €. Sea d el grado de P, recordemos que
d := maxzea Y |kl

1 sin€dR,

0 en otro caso.
cuya unién es Z, existe un dg > 0 tal que para todo § > Jg se tiene

> la(7i, ) — 1] - |P(R)] < e,
nez>®
[na|+|n2|+--<d

Pongamos a(n,d) := Como {0R}s~0 es una familia creciente de conjuntos

ya que para todo 7 € Z* tal que |nq| + [na| + - -+ < d se tiene lims_, a(n,0) = 1.
Deducimos que, para todo é > dy,

195r(P) = Pllp < [|S5r(P) = Pllec = Sup
zelTw

Z ﬁ(ﬁ)e%riﬁm . Z ﬁ(ﬁ)e%riﬁm

neESR neA
= sup Y (a(n,d) — 1) P(a)emine
IETW ,ﬁezoo
[n1|+|n2|+--<d
< Y la(md)—1]-|P(R)] <e.

neZL>®
|n1|+|n2|+--<d
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Entonces, por hipdtesis, para todo & > §y se tiene

1S5r(f) = fllp < [1S5r(f) = Ssr(P)llp + [195r(P) = Pllp + If = Pl
< 1Ssr(f = P)llp + 2¢ < (cp.r + 2)e,

luego S5r(f) — f en la norma de LP(T%) cuando § — oo. O

Convergencia en L?(T%)

En el espacio de Hilbert L?(T%), como hemos recordado en la Nota 1.15, la serie de Fourier
de una funcién representa a la funcion en el sentido del propio espacio, es decir, converge a la
funcién en la norma del espacio. Esto hace que el siguiente resultado sea sencillo de probar.
4.6 Proposicién. Sea f € L*(T%). Entonces se tiene lims_ .o ||Ssr(f) — fll2 = 0.

Demostracion. Tengamos en cuenta que para cada § > 0 se tiene

— f(n) sine€dR,
S, n) =
Sea € > 0; la identidad de Plancherel [104, 4.15, p. 83], [40, I, 8.2.1]

> WP i= sup {3 I} = 1515 < o0

REL A ﬁnlto ne

implica que existe un conjunto finito Ay C Z*° tal que

Yo @P>Ifl3—e= Y 1) -

AEAQ REZ®
por consiguiente
Do @P =Y 1F@1P = Y [Fm)
neEAf neL> nEAQ

Por otra parte existe g > 0 tal que Ag C JoR C 0R para todo § > &yg. Entonces, para todo
0 > Jg se verifica, volviendo a usar la identidad de Plancherel,

I =Ssrfl3= S 1(F = SsrhH@P = 3 1FmP< Y. FwP< Y i)
NEL>® ne(dR)¢C ne(doR)® NEAG

ya que (0R)¢ C (0pR)¢ C A§ y los sumandos son no negativos. Esto termina la demostracién. [

Fallo de la convergencia en LP(T“) para p # 2

Los operadores Ssr no son en cambio equicontinuos de LP(T%) en si mismo cuando p # 2,
por lo que de acuerdo con la Proposicién 4.5 existird una funcién f € LP(T*) tal que las sumas
parciales Ssr(f) divergen cuando 6 — oo.

Vamos a desarrollar la prueba que deja perfectamente delineada JLR en las lineas 12-17 del
texto de la Figura 5, y para ello damos en primer lugar el lema auxiliar que vemos enunciado y
practicamente probado en las lineas 12—-14.

4.7 Lema (JLR, 1977). Sea 1 < p < ooy T': LP(T) — LP(T), definido por T'(f) := k * f con
k € LY(T), un operador acotado con norma ||T| »()— () =: ||T| < oo. Consideramos, para
cada n € N, el operador T : LP(T™) — LP(T™), definido por

TO(f) = (k@ ™ @ k) « f donde (k® " @ k) (@1, ... @) = k(21) - - k(zn),  f € LP(T).

Entonces, se tiene que 7™ es acotado y tiene norma |7 1, ()= ey = || T
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Demostracion. Lo probamos por induccién. Para n = 1 se verifica por hipétesis. De hecho [40,
I, 3.1.6] es ||| < [|k||1-

Supongamos el lema cierto para n — 1 con n > 2. Sea f € LP(T™). Consideraremos en lo que
sigue la notacién x = (z1,2’) para los puntos de T", donde 2’ = (x2,...,2,) € T" !. Para cada
2’ fijo denotamos por f,s la funcién de la variable 21 € T definida por f(z1) = f(z1,2’). Como

[ @rarras= [ at [ igetapdn,

se sigue del teorema de Tonelli que f, € LP(T) para casi todo 2’ € T""! y por consiguiente, del
lema en dimensién 1 se sigue que T'(f,) =k * for € LP(T) y

1k forllLeery < NTN - I farll o) (4.3)

Abreviemos con kY (z') == (k ® Y ® k)(z') = k(x2)---k(x,). Para cada 21 € T fijo
denotemos por fy, la funcién de n — 1 Varlables 2’ € T" ! definida por f,, (z') = f(z1,2'). Se

tiene
POV = (O L)@ = [ Rl =)y

de modo que, aplicando el teorema de Fubini,

(T (a1, 2') = ((k @ k")« f) (21,2 / k(y)k™ () f (1 — g1, 2’ — ') dyndy’
=/ (/ k(y1) for—y (21 —yl)dy1> dy'
Tn—1 T
= [ s L)y = [ K L) dy
’]I‘n 1 ’]I‘n—l

= (K" Y G(a1,))(@) = (T"V(G(a1,))) (),

donde se ha denotado (T'f¢)(&1) =: G(&1,&).
En definitiva se tiene, aplicando Fubini, la hip6tesis de induccién y la desigualdad (4.3),

||T ( )HLP(T” :/Tn ‘(T(”)f)(ajl,x/)p dajldx’:/]rd:cl /’H‘n1 (T(n_l)(G(ﬂjl,')))(x/)‘p da!
/ TP |G, G s

= ||T|]P=Y) /d:rl/ G(wl,x')‘p dx’

’]1‘ ’]l‘nfl
AT / aa’ / (G an, )| dey = | TP / da’ / (Tfo) ()P day
< |TPeY 7 / da’ / o)) day = || / da’ / Flar, o) day

=171 [ V)P do = Ty

luego se verifica ||T' ")HLp(Tn)ﬁ\Lp(Tn) < TN o (1) Lo(m) -

Nos queda ver que también es ||T(n)||Lp(Tn)_>Lp(’H‘n) > ||T||", de donde se sigue la igualdad de
normas requerida. Estamos atin dentro del proceso de induccion, por lo cual estamos suponiendo
también que se cumple

n— def n—
||T( 1)HLP('E"*1)—>LP(T"*1): sup {HT( 1)QHp} ||THqur)_>Lp()
geLr(T"—1)
llgllp=1
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Aplicando el lema en dimensién 1 y la hipdtesis de induccién, dado € > 0 existen f. €
LP(T) y g- € LP(T"') tales que [|fellror) = llgellzoern-ry = 1, IT(fe)llerry > T — ey
1T (ge) | po(n—1y > [T F —e.

Consideremos entonces la funcién Fi(z1,2') = (f: ® go)(z1,2") = fe(x1)ge(2'). Se tiene
12l oy = [ fellrer) - 19ell Lo(rn—1) = 1. Ademds,

(T F)(21,2)) = / ROk V() fo(er — y)g- (! =y ) dyr dy' = (Tf2)(w1) - (T Dgo) ().
Por consiguiente,
T Lo rny—s pocrny = ITEDp = 1T - 1TV (gl > (T =) (1T &),

De la arbitrariedad de ¢ > 0 se deduce entonces que HT(")HLP(W)_)LP(TH) > ]|T||ﬁp(T)%Lp(T) y
con eso hemos terminado.

La proposicién siguiente es una version del teorema de Marcel Riesz [123, VII,(2:4)] que
establece que la funcién y;, siendo I C Z un intervalo finito, es un multiplicador [41, 1.1.3] de
LP(T) en si mismo. Aunque el resultado sea muy estandar (v. por ej. [40, 12.9], [41, 6.3.2], [52
Prop. 4.1.6], [90, Thm. 3.20]) nosotros vamos a recordar por completitud de lectura las lineas
generales de la prueba. Queda como testimonio de nuestro trabajo con el texto de la Figura 5.

4.8 Proposicion. Sea 1 < p < oo. Para cada intervalo finito I C Z se considera el operador
suma parcial definido por

S[f Z f 27rinx _ Z XI 27r7,ncc para f c LQ(,]I,) A Lp(’]r)
nel neZ
Se tiene
sup 1St/ Lo Ty~ e (T) =2 Bp < 00,

ICczZ
I intervalo finito

y se verifica Bo =1y B, > 1 sip # 2.

Demostracion. Sea I C Z un intervalo finito. Se tiene (S;f)(z) = (kr * f)(x), donde kj(x)
>oner €27 € LY(T) (es un polinomio trigonométrico). El operador S; es acotado de LP(T)
en si mismo porque para toda f € LP(T) se verifica |Si(f)|p < |krll1 - || fllp- Sea ||Stllp =
St Lr(T)— Lr(T) SU NOTMA.

Si I = [a,b] con a,b € Z, se tiene x7(M) = X(a—1,00)(M) = X(b,00)(m) para todo m € Zy,
definido el operador proyeccidn (de Riesz: [52, Def. 4.1.5]) para h € C(*(T) por

o0

_ Z E(n)e%rinx _ Z X(0,00) (n)ﬁ(n)e%rinx7

n=1 nel

en primer lugar se prueba, usando el teorema de Marcel Riesz (v. por ejemplo [52, Prop. 4.1.7]),
que P, es un operador acotado de LP(T) en si mismo. Por otro lado, escribiendo e, (z) = 2™
(x € T), se tiene (v. [90, Thm. 3.20])

Si(h) =ea—1- Py(€a—1-h) — e Pr(€ - h) (4.4)
y de aqui resulta para toda h € C(*(T), y por densidad, para toda f € LP(T), que

IST(N)llp < 201P+ (Hllp < 2P| o()— Lo(ry - [ llp < 00,
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luego [|S1lp < 2|| Pyl e(T)—rp(T), ¥ esta cota superior para la norma (p, p)-fuerte del operador
St no depende del intervalo I. Asi que, en efecto,

?ug 151, =: By < 2HP+||LP(’JI‘)—>LP(’J1‘) < o0.
I intervglo finito
Dado un intervalo finito I C Z, sobre cada polinomio trigonométrico P cuyo conjunto de
caracteres esté contenido en I se tiene S;(P) = P, de donde se deduce que B, > 1 para todo p.
Ahora aplicando el teorema [52, Thm. 4.1.1] a la sucesién a(n,N) = 1 para0 < n < Ny

a(n, N) = 0 en otro caso se concluye que el operador A: LP(T) — HP(T) definido por

~

(Af)(@) =D h(n)en(z) = F(0) + (Psf)(x)

es acotado y su norma es menor o igual que la constante B, anterior. El razonamiento es el
siguiente: R

Para h € C((T), como Y nez |R(n)| < oo, se puede aplicar el teorema de convergencia
dominada y obtener
(Sp.mh) (@) = lim > a(n, N)h(n)e,(x) = Y _ h(n)en(z) = (Ah)(z) a.e.en T.

N—oo
nez n>0

lim
N—oo

A continuacién el lema de Fatou da
Ay =[] Jim S, my(B)]],, < lminf [Spo v (W)l < Byllhl,

por hipdtesis, y entonces A se puede extender por densidad a un operador (denotado igualmente
por A) acotado en todo LP(T) con la misma norma.
De modo que se tiene

ANy < Bpllflly, — Vf € LP(T) y asi | Alle(m)—rr(m) < Bp-
Ahora, [68, Corollary 2.5]! (cf. también [51, eq.(6), p. 181]) asegura que

T
Al Lo (T)—s Lo (T) = Cosec(5> (1<p<o0),

luego B, > cosec(%). En particular es B, > 1 si p # 2, como querfamos asegurar. Por otra
parte, del resultado andlogo en dimensién 1 a la Proposicién 4.6 se sigue que Bs = 1. O
4.9 Nota. M. Riesz [97, I, §1-8] dio estimaciones para la norma A, del operador “funcién
conjugada” H(f) = f en LP(T) (p > 1). Vio que A2 = 1y que, si 1/p+ 1/q = 1, entonces
A, = A, > 1. Stylianos Pichorides [93] dio el valor exacto A4, = tan(%) sil < p <2
A :cot(%) si2 <p< oo

Por otra parte, para todo p > 1 también se tiene || Py || Lr(T)—1r(T) = cosec(X) [68, Corollary
2.6]. De una representacién como la que escribe Duoandikoetxea en [37, (3.9), p. 58] se deduce
que B, < A,. Y es de comprobacién inmediata que A, < 2cosec(%) = 2|| P4l e (T)— Lo(T)-

hS]

Con el Lema 4.7 y la Proposicién 4.8 ya tenemos los recursos suficientes para probar el
siguiente resultado en el contexto de T%, que establece una nueva diferencia? con lo que ocurre
en el caso finito-dimensional. La reconstruccién de la prueba es nuestra. Junto con la anterior
Proposicién 4.6, completa la afirmacion supgq ||Ssr(f)llp < ¢l fllp para toda f € LP(T¥) siy
solo si p = 2.

LEl operador que se denota como P, en esta referencia es el que nosotros hemos denotado como A.
2
V. [39, 2.9.7].
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4.10 Proposicién (JLR, 1977). Sea 1 < p < oo y supongamos p # 2. Entonces,
sup [[Ssrl| Lo (1) Lo (1) = +00.
>0

Demostracion. En la Proposicién 4.8 se acaba de probar que, si p # 2, entonces

?ug 151l e (1) Lo(T) = Bp > 1. (4.5)

C
I intervalo finito

Sea entonces p # 2 y sea d := By, — 1 > 0. Por (4.5), existe un intervalo finito Iy C Z tal que
1St L (my— Lo (T) > 1+ %. Recordemos que, actuando sobre una funcién f integrable en T,

S1,(f) = ki, = f donde kp,(z Z TN (1 e T).
n€ly
Vamos a ver que para todo M > 0 existe § > 0 tal que ||Ssgl|r(1w)—Lr(1e) > M.
Primeramente consideremos lo siguiente. Sea n > 1. Si f € LP(T") e I = Iy X - ") x I,
(Sip (@) = 3 Fm)e™™® = (hn gy + f)a) (x € T"),
mely
donde

knvfo (x) = Z 627rim~gc _ ( Z e27rim1oc1> . < Z e?m’mnxn>

m=(m;)EL"™ mi€lo mn€lo
m; elp

(n)
= kfo(xl) T klo(xn) = (k;IO & -

"®k10)(x)7 (xeT").

Aplicando el Lema 4.7 concluimos que se verifica
1S5 | o (z)—s 2oy = IS8 2o (1) L) (4.6)

Ahora, dado M > 0 existe ng € N tal que (1 + %)no > M.Y, de acuerdo con (4.6), para cada
n > ng existe una funcién g,y € LP(T") con [|g)ll, = 1y tal que

1815 (9| o my > NS00I o 2y Loy = (g)” > <1 + gy - (§>n - (1 + §>n_1 2 (1 + g>n0'

Pues bien, para cada n > ng podemos considerar la funcién definida en T%, sélo dependiente de
las n primeras variables,

f(n) (I‘) = 9n) (1‘1, R ,l‘n) (.%' < Tw)

Se tiene
| fy le(rey = 9y I (rny = 1

y ademas se cumple

> M.

| Stz 110y F) ey = 151900 | ooy

Llamemos R(()n) al rectdngulo finito /g x [[7Z,,, {0} de Z*. Existe 5(() ") > 0 tal que (5( 'R > R(n).
Consideremos el polinomio trigonométrico que queda bien definido por

Buy(x) = > X (1 Fy () 27 = Speo (fm) (2 € T7);

meL>®
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se verifica

S5 g Bm) = By = S i (fm)

y, por consiguiente,

ISPy = IS ey > 0

Lp(Tw)

lo que termina la demostracién. O

4.1.2. El multiplicador del “primer cuadrante” de T

En primer lugar, en la proposicién siguiente, cuyo enunciado es el de [52, Ex. 4.1.3] (v. también
[90, Ex. 3.7, p. 68-69]), recordamos un resultado estdndar (v. [111, IV, §4], [41, Thm. 6.6.3]).
Y vamos a reducir la prueba, haciendo uso de una relacién que generaliza (4.4) a dimensién
n € N, a ver que para todo p, 1 < p < oo, la funcién caracteristica del “primer cuadrante” de
T", X(0,-4+00)» €8 un multiplicador de LP(T") en s mismo.

4.11 Proposicién. Sea 1 < p < oo. Para cada 1 < j < n sea I; C R un intervalo (no
necesariamente finito), y sea R = Iy x --- x I,,. Escribamos ey,(x) := e*™™% para m € 7" y
x € T™. Se define el operador proyeccién, o suma parcial, rectangular, para toda h € C(OO(T”),
por

(Sem)@) = > ([T, m))hm)en(@) (@ eT).

m=(m;)eZ" j=1

Entonces, este operador admite una extension a un operador acotado de LP(T™) en si mismo
con norma independiente de los intervalos I, es decir, el operador extendido, que se denota de
igual modo, verifica

ISR, < ep-[Ifllp VF € LP(T™).

Demostracion. Para h € C’(OO(’]I‘") se define el operador proyeccion de Riesz, en versiéon n-
dimensional, por

POW@ = 3 ([Txoselm) Jhmentz) = 32 hmlen(@) (v €T,

m=(my)eL" j=1 mez"
m;>0 Vj=1,...,n

Para n = 1, como ya hemos indicado antes en la prueba de la Proposicién 4.8, a partir del
teorema de Riesz se demuestra que el operador P, := PJ(:) es acotado de LP(T) en si mismo.
Denotemos por k := ”P+||Lp(’]1‘)_>Lp(’]1‘)3. Procedemos entonces por induccién (v. [52, Thm. 4.1.8]).

(n—1)

Para n > 1 suponemos que P, es acotado de LP(T"~!) en si mismo, con norma k(1) =
k"1 Sea f € C(°(T™). Para cada 2’ = (x,...,7,) € T""! fijo queda definida una funcién
€ C*>°(T) por

gx’($1) = Z Z X(0,+c0)n—1 (m/)em/ (.1‘ )]?(mla )] €m, (.7}1)

m1E€Z m/ezn—1
ml:(m27 L n)

= Y X@tooyi(m [Z (m1,m eml(xl)}

m/ezZn—1 1€Z

3Ya hemos dicho antes que k = cosec(%).
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BN Moo (e (@] / FnyYem ) dy|

m/ezn—1 Tnt
e n—1
= Z X(O,—&—oo)"*l(m/)em’ (wl) : f:m (m/) = (P—E- )f$1)(x/)7
mleznfl

siendo f,, € C((T"1) la funcién definida por fu, (z') = f(x1,2').
El paso que hemos senalado aqui arriba con (%) se justifica como sigue:

Z Flma,m')em, (x1) = Z em, (m)/w S, v emy mn (W, ') dyy dy'

mi1€EZ mi€EZ
[ e (X emten) [ S0 i
Tn-t mi1€Z T

= [ty (3 em e T )

mi1€Z

~ [ ety ay

esto ultimo por el teorema 1-dimensional de inversién de la transformada de Fourier.
Para (z1,2") € T" arbitrario se tiene

(P ) (@ra) =Y X(O,oo)(ml)[ Y Xt (m)em (@) A(mhml)] emy (1)
m1€Z ,n%lezn—l )
m'=(ma,...,mn

= D X(0.00)(M1) Gz (M1)em, (21) = (Pygar) (1),

mi1€Z

de modo que, entonces, aplicando el teorema de Tonelli, la acotacion para n = 1 y la hipdtesis
de induccién,

120 = [ [ e doa
=1 JT

— [ [P derar
Tn—1JT

<va/ /‘gx’(xl)lp dxy da’
Tn—-1JT

:"“p/ / (P fo) (@)

T ’I[‘nfl

< Fu.p,,ip(nl)// |fx1(:v')‘p dz' d,
T j]‘n—l

— kP P
[\ da
= (<11

P
dz’ dxy

como queriamos probar. Por densidad, la misma acotacion sirve para el operador extendido a
todo LP(T™) que se denota también como PJ(rn).
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Sea ¢ = (¢j) € R™ Para f € C°(T") podemos considerar el operador PJ(:L)

definido como

“desplazado”

@H@ = > ([ X m)) Fm)en(a) = eca) - (P (e ) @)

m=(m;)ezZ" j=1

Para cada j = 1,...,n, sea I; = [a;,b;], con —oo < aj < bj < oo,y R=1; x---x I,. Se verifica

1 1
SRf Z Z 60+ o (T(51(a1 1)+ (1=61)b1,.,6n (an—1)+(1=6n bn)f)( ) (xeT").

Y de aqui se sigue ya que, para 1 < p < 00,

< (2x)",
LP(T")—LP(T")

1SRl opmyos ooy < 27 || P

cota independiente del rectangulo R. 0

La situacién en el caso de T en cambio es completamente diferente. Sea I' := {n = (ng) €
Z°: ng > 0}. De acuerdo con la Proposicién 4.10 y con la equivalencia que probamos a conti-
nuacion, la funcién caracteristica xr solo es un multiplicador de LP(T%) para p = 2.

4.12 Proposicién. [101, p. 239] Sea 1 < p < 0. Sea ' = {n = (ng) € Z*°: ny, > 0}. Pongamos
en(x) = 2™ g € TY. Considerar el operador Pr definido (en el sentido de L?(T%)) por

Prf(z):= Y xr(m)f()ea(x)  (f € L*(T*) N LP(T¥)).

NEL>®

Entonces, la funcion caracteristica xr es un multiplicador de LP(TY), es decir, el operador
Pr se extiende a LP(T*) como un operador acotado de LP(T®) en si mismo, si y solo si

supsso 1S5 r (1) = Lr (1) < 0.

Demostracion. Supongamos que para todo ¢ > 0 se verifica ||Ssr||Lr(Tw)—Lr(Te) < ¢p € R*
donde ¢, no depende de §. Para h € D(T*) (espacio de las funciones cilindricas, recordar la
Definicién 1.29, funciones dependientes de un nimero finito de variables, y de clase C(>°(T%))
queda bien definido (puntualmente) el operador Pr por

(Pe(h)(@) = Y xeh()ea()  (z€T¥),

NEL>
ya que ) - e [h(7)] < oo como vimos en la Proposicién 1.32. Veamos ahora que se tiene

sup HPF(h)HLp(Tw) < ¢ (4.7)
heD(T®)
[hllp=1

y que, por lo tanto, Pr se puede extender a un operador acotado de LP(T*) en si mismo (que se
seguird denotando por Pr).
Dado § > 0, recordemos la Definicién (4.1): dR = {n € Z*°: —dcx, < np < dcp  para todo k},

donde (cg)72, era cierta sucesién fija que tiende a 0. Entonces va a existir un ntimero natural
N tal que ¢ < 1 Vk > N y por lo tanto
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Asf que va a ser [; = {0} Vj > N, y de este modo la sucesién definida como d := (d;) pertenece
al grupo Z* por ser finitamente no nula.

Sea R = {n = (n}) € Z®: 0 < nj < 2¢; para todo k}, de manera que 6R! = {n € Z>: 0 <
ng < 2dy}. Veamos que

Sup |SsRll Lr(w)—Lp(Tey < 00 siy solo si Sup 1S5 R | Lo (T )= Lp(Tw) < 0O (4.8)
> >

Para todo d = (dy,ds, ...) € Z* se verifica

S htmem= Y h(m—de, g=e g (heg)(m)em.  (4.9)
0

—dj<m;<d, 0<m;<2d, <m;<2d;
Por consiguiente para cada § > 0y con cierto d € Z> que depende de d se tiene, aplicando (4.9),

(Ssrh)(x) = e_g- (Ssps(heg))(x) (x € T¥)

notar que, para cada § > 0, he; € D(T¥) por ser d € Z*®). De modo que si se supone
( que, p , heg P que s p
Ssr(h < ¢, para h € D(T¥) con ||h||, = 1, entonces se tiene, con cierto d € Z* que
|| R( P 1% p p 9 9 q
depende de 9, || Sspt(heg)|lp < ¢p, siendo también ||heg|l, = 1. Y reciprocamente.

Definamos ahora
a(ii, ) = {1 510 <y < 2d;,

0 en otro caso.

~

Para h € D(T¥) es Sspeh(x) = Y 5cpeo a(n, 6)h(R)en(x). Aplicando el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue, lo que es posible por ser h(n) € L*(Z>), se deduce
lim Y a(fi,6)h()en(x) = Y xr(@)h(@)en(z) = (Prh)(z)  ac.,

d—00 _
NEL>® neZL>®

y finalmente (como en [52, Thm. 4.1.1]) el lema de Fatou da

| Pl = || Jim. Sss (1) ], < Hon inf | S5s () < cpll ol

que es (4.7).
Ahora suponemos que xr es un multiplicador de LP(T*), es decir, que existe una constante
kp tal que
1Pl < mpllfll VF € ZP(T). (4.10)

Para cada funciéon h € D(T¥) fija se tiene, por el teorema de la convergencia dominada en Z>
(medida de contar),

> " h(A)en(x) = lim h(R)en(x),
< d—00
el nESRE
es decir, (Prh)(z) = lims_,oo(Sspeh)(x) a.e. z € T, donde, como antes,
Rf={n=(ny) € Z®: 0<ny <2, para todo k}.
Entonces, por convergencia dominada en T,

Jim |[Ssrehllp = [1Prhllp < rpllAllp-
—00

Por tanto ||Sspihl, < C’g oll1[p, donde la constante C’,ﬁl , 1o depende de 4. Aplicando el teorema
de Banach-Steinhaus se sigue que se cumple

I1Ssrehlly < CillRll, VA € D(T?).
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Teniendo en cuenta (4.8), también se cumple
1Ssrhll, < Cpllbll, — Vh € D(T)

con otra constante C), independiente de § y de h. Por un argumento estandar de densidad? se
deduce que ||Ssrfll, < Cpl fllp para toda f € LP(T“) (conservamos la notacién para la extension
tunica del operador), de donde ya se concluye

sup || Ssgl| Lo (1) Lo (1) < 00. O
5>0

4.13 Nota. Acabamos de ver que la funcién caracteristica xr solo es un multiplicador cuando
p = 2. Cerraremos esta secciéon con algiin comentario més en este sentido. El grupo Z*° dual
de T% es un grupo ordenado en el sentido de [102, 8.1]. De hecho, el semigrupo P = Y+ U {0},
donde

Yt ={(m) €Z®:n1 >0V (ng =0Any >0)V---}

induce en Z* un orden lexicografico’. Una generalizacién del teorema de M. Riesz debida a S.
Bochner [102, Thm. 8.7.2] asegura entonces que en particular la funcién caracteristica yy+ es
un multiplicador de LP(T%) para todo p, 1 < p < oo, es decir, que si f € LP(T%), entonces xy+ f
es la transformada de Fourier de una funcién ®(f) en T% y se cumple ||®(f)|l, < Apl/flp con
constante A, independiente de f.

De la misma manera, un subconjunto S C Z* se denomina un semi-espacio [61, §3] si (1)
0¢S5,(2)neS< —-neSM#0)y(3)S+S5CS.SisS esun semi-espacio de Z*>, S define
un orden arquimediano en Z™ si se consideran como elementos positivos los pertenecientes a S,
y una nueva aplicacién del mismo teorema [102, Thm. 8.7.2] asegura que x g es un multiplicador
de LP(T¥) (1 < p < 00).

4.2. Convergencia de sumas parciales S5 en la norma de LP(T¥)

En esta seccién, repitiendo esencialmente la secuencia principal de resultados de la seccién
anterior, vamos a tratar de dar una demostracién desarrollada del primer apartado® del siguiente
resultado, un resultado del mismo tipo que el que constituyen conjuntamente las Proposiciones
4.6 y 4.10 de la seccion anterior y que JLR establecia “en bisqueda de resultados positivos
[de convergencia en norma de series de Fourier de infinitas variables| menos obvios”, con unas
indicaciones para su prueba, en [101]. En la carta de 1977 (v. Figura 6) ya nos adelantaba este
resultado y la manera de probarlo. En su contexto es p = (p1,p2,...,Pk,...) con 1 < pp < 00, y
nosotros vamos a considerar que los espacios LP(T%) “analogos a los espacios de norma mixta
de Benedek-Panzone con un paso al limite” son los JLR-espacios de norma mixta que se han
definido y estudiado en el Capitulo 3 de esta memoria. Escribia JLR en [101, p. 238-239]:

TEOREMA 1: a) Los operadores (Ssg) son uniformemente acotados en LP(T%) (equivalente-
mente lims_,o [|Ssrf — f|l5 = 0 para cada f € LP) si y solo si Y, |pr — 2| < o0.

b) Si 3, ~o(2 = pr) = oo, existe una funcién f € L? tal que, cuando & — oo, (Ssrf) es
divergente en medida.

La acotacién uniforme de (Ssg) equivale a la existencia de un operador acotado St asociado
al multiplicador xr con I' = {fi € Z°°: ny, > 0}. La primera parte se obtiene expresando la
norma de St como producto de las normas de las transformadas de Hilbert en LP*(T) (v.
[93]). La segunda parte se deduce del mismo argumento junto con una versién adecuada del
teorema de Stein (v. [109]).

4V. por ejemplo [112, Ch. 1, Proposition 5.4].

®Este orden es no arquimediano, pues si consideramos por ejemplo #; = (1,0,0,...) y iz = (0,1,0,...), se
verifica 71 > 72, pero no existe ningin m € N tal que sea mna > n1.

5Dejamos el segundo apartado para la siguiente seccién.
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En primer lugar, el resultado andlogo a la Proposicion 4.5 en este caso se cumple igual ya que
LP(T*) es un espacio de Banach:

4.14 Proposicién. Sea 1 < p < oco. Se tiene ||Ssr(f) — fllz = 0 cuando 6 — oo para toda
[ € LP(T¥) si y solo si sups~q ||Ssr(f)|lz < cp.rllfllz para toda f € LP(T¥) con una constante
cp,r independiente de f.

Seguimos con un lema anélogo al Lema 4.7 en el caso de espacios de norma mixta de Benedek-
Panzone:

4.15 Lema. Sean € Ny 1 <p=(p1,...,pn) < co. Para cada j = 1,...,n supongamos que
el operador Tj: L%(T) — L%(T) definido por Tj(f) := k; * f con k; € L'(T) sea un operador
acotado en LP7(T) con norma 15| r; (1)— r7i (ry = |1 T} llp; < oc-

Consideramos el operador T : LP(T™) — LP(T™) definido por

T (f) = (k1 @ @ k) % f, f e LP(T").

Entonces, se tiene que T es acotado y su norma es
n
1T oy Loy = [ 1T ;-
j=1

Demostracion. Lo probamos por induccion en n. Para n = 1 se verifica por hipétesis y de hecho
[40, I, 3.1.6] se tiene ||T1||p, < ||&||1-

Supongamos el lema cierto para n—1 con n > 2. En lo que sigue serd entonces p = (p1, ..., Pn)-
Nos vamos a limitar a considerar funciones del subespacio vectorial SP(T™) C LP(T") (recordar la
Definicién 3.23 en el caso T%) engendrado por las funciones de la forma f(x) = fi(x1) - - fo(zn)

con fj € LPi(T) para cada j = 1,...,n. Este subespacio es denso en LP(T") como se deduce de
un argumento como el desarrollado en la Proposicién 3.24 del capitulo anterior junto con [10,
§5, a)].

Sea f € SP(T"). Usamos a continuacién la notacién z = (2, z,,) para los puntos de T", donde

2= (z1,...,2y_1) € T" L.

Abreviamos con £V (z') = (k1 ® -+ ® kp_1)(2') = K1(21) - Kn_1(2n_1). Denotando
ademds f'(z') = f1(x1) -+ fa—1(zn—1) se tiene, aplicando el teorema de Fubini,

(T(")f)(x/, Ty) = (H(n_l) ® Kp) * f) (37/> Ty

’i(nil)(y/)’%(yn)fl(ml - y/)fn(mn — Yn) dy' dyn

n

[ w676 =) ([ o) oo o) o)
= (T V) (@) - (Tofo) ().

Entonces, aplicando la hipétesis de induccién resulta

—

Il
—

N

1

Pn
1T fllp = ( /T ITC=D LGy~ [T P dxn>

= 1T o) - | T Frllpn

n—1
< (LT ) 15 Ve Il ol
j=1

(TT150 ) 151
j=1
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luego se verifica [T gp(rn)— Loy < [T=y 1 T5]1p;-

Veamos que también se cumple |7 | so(1my—s 1oty = [ L=y |, de donde se sigue la igual-
dad requerida para la norma del operador restringido al subespacio denso SP(T™). A partir de
esto, el argumento estdndar de densidad ya citado asegura que la extensién unica del opera-
dor T a todo el espacio LP (T™) como operador acotado tiene la misma norma, y el lema
quedara probado.

Dentro del proceso de induccién, y abreviando ahora con p’ = (p1,...,pp—1), estamos supo-
niendo también que se cumple, en particular,

- def -
||T(n I)HSﬁ’(’ﬂ‘"—l)aLﬁ’('ﬂ‘n—l) = sup {HT(n ”g’\lﬁ/} = H IT5p;-
ges? (Tn ) j
llgllz =1

Por el lema para n = 1 y esta hipétesis inductiva, dado ¢ > 0 existen f! € SP' (T4 y
g € LP(T) tales que |12l gny = lelzonry = 1 1T (Dl > (T2t IT5ly,) — € v

1T (9)lpn > [ Tnllp, —€
Se considera entonces la funcién Fi(z/,z,) = (f. @ ¢.)(2',2n) = fL(2')ge(zn). Se tiene

VEellzogeny = I£20 o gz - el m ) = 1. Ademnds,

(T F) (@' wn) = (T0D (@) - (Tnge) (@n)-

Por tanto

1T || s5¢0ny s Loy = 1T (L) |l
= |7V D)y - 1T0(92) l1pn

>«ﬁwmﬁﬂywmm—a

y de la arbitrariedad de € > 0 se concluye que es
n
”T HSP Tn)—LP(T") H HTjHPj

como nos quedaba por demostrar. ]

Al tratar de reconstruir por nuestra parte una prueba de [101, TEOREMA 1: a)] que da,
de acuerdo con la Proposicion 4.14, una condicién necesaria y suficiente para que las sumas
parciales Ssr(f) de la serie de Fourier de toda funcién f € LP(T*) converjan a la funcién
f en LP(T%) cuando § — oo hemos encontrado que debfamos sustituir la condicién necesaria
>k Ipr —2| < oo original por la de menos alcance, y de la que no sabemos asegurar la suficiencia,
>k Pk — 2|2 < 00.” Probaremos entonces:

4.16 Proposicién (JLR, 1980). Sea 1 < p = (px) < oo. Se tiene
(&) >og Pk — 2| < 00 = sup;~g ”S5RHL15(T‘“)AL?('J1W) < 0.

(b) supssg 1Ssrll Lo(Te)— Lo(Tey < 00 = >4 [Pk — 2] < o0.

"Recordemos la notacién sup Icz |St]l e (y—Lr(ry =: Bp usada en la Proposicién 4.8. No sabemos
I intervalo finito
asegurar la suficiencia de la condicién anotada porque solo sabemos que B, > cosec(w/p) (p > 1), de manera

oo T . . e . . oo
que J72, cosec(ﬁ) < 00, que es equivalente a aquella condicién, no implica [];2, Bp, < oo que es lo que
necesitarfamos.
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Demostracion. (a) La condicién >, [pr — 2| < oo es equivalente® a []re; 4p, < 0o, donde A,
son las constantes de M. Riesz-Pichorides que han quedado definidas en la anterior Nota 4.9).

Recordemos también la notacién sup Icz 1S1ll e (1= Lr(T) = Bp usada en la Proposicién
I intervalo finito

4.8, y que se cumple B, < A, para todo p > 1.

De la condicién supuesta se deduce en particular que es supy, pr < co. Entonces el subespacio
D(T¥) de las funciones cilindricas infinitamente derivables es denso en LP(T%)?.

Sea f € D(T¥). La funcién f es cilindrica, dependiente solo de un nimero finito de variables,
de modo que existe n € N tal que f(z) = f(x1,...,z,) para todo z € T¥. Sea R un rectdngulo
finito de Z* predefinido y sea § > 0 fijo. Si (0R)(, denota la proyeccién del rectdngulo finito
dR C Z* sobre el grupo Z" de las n primeras coordenadas, se tiene Ssr(f) = Sisr) (n( )y, de
acuerdo con el Lema 4.15,

185n(F)lls < ISemy, (DIl < (TT By )15 = (T By, ) 115 < (TT A, ) 17115
=1 =1 =1

donde hemos denotado p™ = (p1,...,pn). De esto se sigue que

oo
sup || Ssrllpre)—zomey < [ [ Ape < 0
550 Pt

y, por un argumento de densidad, que

oo
sup || Ssrll ore)—spore) < [ ] Ap, < oo
550 Pt

(b) Supongamos Y 2%, (pr — 2)? = +oo. Equivalentemente!® serd []po, cosec(plk) = +o00. Re-

cordando de nuevo la notacién sup Icz |S1]lp—sp =: Bp y de acuerdo con la Proposicién
I intervalo finito

4.8, se tendrd entonces también [[;° | By, = 400, ya que alli vimos que era B), > cosec(%) para
todo p > 1. Dado M > 0 existe entonces Ny = No(M) € N tal que HkN§1 By, > M.

Por otro lado, sean N > 1 entero y € > 0 arbitrarios. Para cada j = 1,..., N existe un
intervalo finito 1) C Z tal que ||SIE(j) | 273 (1) L3 (1) > Bp; — €. Sea = vazl IE(J), que es un

rectangulo finito de Z~. Aplicando el Lema 4.15 tenemos que se verifica

_ _ > _ _
I(A?)UCPZN HSI(N) HLpN (TN)—LPN (TN) = HSIE(N) ”LpN (TN)— LN (TN)
I(Y) rectangulo finito
N N
=11 1560 L2 ()= L7 () > 118, —2).
=1 =1

Por la arbitrariedad de € se tiene

IN)czN
IN) rectangulo finito

N
sup 1570 o vy s o oy 2 T B
j=1

8[75, VII §28, Thm. 3]. Se tiene A, — 1 = v2sin(T321) - méx{sec(L), cosec(£)} (p > 1).
9Es denso en SP(T*) (condicién C.13) de [3, p. 151]) que a su vez es denso en LP(T*) segtin la Proposicién 3.24.

"%Por el criterio de comparacién por limite > 32, (pr — 2)° < oo si y solo si ch;l{cosec(plk) - 1} =
oo .2 (m(pEp—2) . . %)
>, QCOSEC(ﬁ) sin (L;T) < 00, que a su vez se cumple si y solo si []72 cosec(plk) < oo. Entonces (por
reduccién al absurdo en cada implicacién) > 3% | (pr — 2)° = oo si y solo si [, cosec(plk) = oo.
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Ahora volviendo arriba, si N > Ny se tiene

sSup HSI(N>HLp (TN)—LPN (TN)
1IN czN
IM) rectangulo finito

||’:]2

No
>[I By, >M
j=1

y por tanto existen un rectdngulo finito I[()N) C Z" y una funcién gy € I (TN) tales que
laemyllpy =1y 11800 (g llpv > M-
Sea f(ny(7) = gy (z(n), T = (x(N,x(N) € T* con nuestra notacién usual. Se tiene || fn|lz =

lgwyllzy = 1y, poniendo R(() )= IéN) x [[7Zn+1{0}, que es un recténgulo finito de T¢,
18 o0 (F)lls = 1700 (g lpv > M-

Proseguimos ahora exactamente igual que al final de la prueba de la Proposicién 4.10. En el
contexto de las sumas parciales de tipo Ssg donde R es un rectangulo finito de Z*° predefinido

y los rectangulos homotéticos d R cubren Z*° cuando § — oo, existird 6((]N) > 0 tal que 5((]N)R D

R(()N). Considerando el polinomio trigonométrico bien definido por

= 7 e () fo) () = S (fw) (€ T);

meZL>®

se verifica

Ssn g (B)) = By = Spon (fiy)

0

y, por consiguiente,

HSd(N)R ﬁ( ))‘ > M.

= HSR(()N)(f(N))‘

LP(Tw) LA(Tw)

Se sigue entonces que supy~ ||Ssr|| 7 (Tw)—L7(Tw) = 00, como queriamos probar. O

4.17 Nota. En su carta de 1977 JLR anadia en este contexto la siguiente observacién (v.
Figura 6):

CONJETURA: Para el (o los) p limite (que haga H;’il Ay, = oo pero por lo justo) cabe
esperar una condicién de tipo (p,p)-débil. Esto generalizaria el teorema de Kolmogorov y
probarfa la equicontinuidad de Sg, [o bien, de los operadores Ssr] de LP en L9 (7 < p) y la
convergencia en L7 de series de Fourier de funciones de LP.

En 1923 Andrei N. Kolmogorov habia probado la desigualdad de tipo débil (1,1) para el
operador funcién conjugada Hf = f, f € LY(T) [76, Th. I]. En el mismo trabajo Kolmogorov
presenta como consecuencias que para cada 0 < ¢ < 1 fijo se tiene!! |H f||§ < %q” fll1 donde C
es una constante absoluta [76, Th. II] y ademds que ||S,f — f|l; — 0 siendo S, f la suma parcial
n-ésima de la serie de Fourier de f € LY(T) [76, Th. III].

Del cumplimiento de una condicién (p, p)-débil como

sup [|Ssr(f)lly < Cll fllp (4.11)
>0

con Cj independiente de § para toda f € LP(T%), siendo p > 1, deducirfamos andlogamente
como indicaba JLR, aplicando en nuestro caso la Proposicién 3.45(v) y suponiendo para ello las
condiciones que debian satisfacerse alli, a saber 1 < ¢ < p < oo asi como infypy =p > 1y

' Abreviamos a continuacién con ||H f||2 := [1.|H f(x)|? dz para 0 < ¢ < 1.
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sup; g = @ < p, la equicontinuidad de los operadores Ssg de LP(T*) en LI(T¥), en concreto
que se tiene

D 1/Q
sup 1Ssr(Fllg < Cp <p—Q> 1/l

para toda f € LP(T%).

Dado que se verifica A, = A, para % + % = 1, se podria cambiar en p cada pi < 2 por
su conjugado sin alterar esa cierta condicién de ser un “p limite que hace H;’;l Ap; = oo por
lo justo”, y suponer entonces que 2 < p. Como podemos suponer también que debe cumplirse
pr — 2 para k — oo, seria p = infy, p, = 2. Con ello las condiciones a suponer podrian reducirse,
por ejemplo, a las siguientes: 1 < ¢ < 2 y supy gx = @ < 2. Y la conclusion se escribiria

5 \1/@
swllSsn(ly < G (525)  1ls

Con las condiciones anteriores para q y p, la convergencia en LI(T%) para § — oo de las sumas
parciales Ssgf de la serie de Fourier de una funcién f € LP(T%) se seguirfa del correspondiente
resultado andlogo a la Proposicién 4.14: ||Ssr(f) — fllg = 0 cuando § — oo para toda f € LP(T¥)
sty solo si supgsg ||Ssr(f)llg < cpqarll fllp con cpg.r independiente de f.

Quizés para p = (pi) tal que |pr — 2| = % para todo k, que podria ser un ejemplo de lo que
JLR pensaba cuando escribia “p limite que hace H;’il Ap; = oo por lo justo”, pueda probarse
la condicién (4.11). Para nosotros el problema sigue estando abierto.

4.3. Convergencia casi por todo de las series de Fourier en T

Volvemos ahora al caso de los espacios LP(T%) usuales (1 < p < oo0). Como el propio JLR
escribfa al comienzo de sus notas [100]'?, dada una sucesién de operadores lineales T, definidos
en un cierto espacio de Banach LP(v), la existencia en casi todo punto de lim, (7, f)(z) para
toda funcién f € LP(v) suele estudiarse a partir de una cierta acotacién del operador maximal
asociado, definido por

T f(x) := Sup [(Tof) ()]

Recordemos que estamos denotando con L°(y) el espacio de las funciones medibles en (X, p).
En concreto se tiene el siguiente resultado ([100, p. 5-9], [54, p. 1-12], [50, p. 1-4]):

4.18 Teorema. Supongamos fijados espacios de medida o-finitos (Y,v), (X, u) y una sucesion
de operadores lineales Ty, : LP(v) — L°(u) con operador mazimal T*. En el caso de ser finita la
medida v y de existir un subespacio denso en LP(v) tal que eziste limy (T, f)(z) a.e. para toda
funcion f del subespacio, las tres condiciones siguientes son equivalentes:

I) Se verifica T* f(z) < oo a.e. para toda f € LP(v),

IT) El operador maximal T™ es acotado en medida, es decir, existe C(\) = 0 (A — 00) tal que
p{T*f > A}) < C(A) siempre que |[fllp <1,

III) Existe limy, (T, f)(x) a.e. para toda f € LP(v).

En particular, el resultado clave para la prueba de la implicacién II) = III) es el siguiente
([100, Teorema B, p. 7]; podemos leer una versién més préxima en [37, Th. 2.2, p. 27]):

2Que Miguel de Guzmén calificé como “a very lucid paper” [54, p. 29].
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4.19 Teorema. Si el operador mazimal T es acotado en medida, entonces el subespacio
S ={f € LP(v)| existe lim T, f(z) a.e. }
n
es cerrado.

Por otra parte, el importante teorema de Elias M. Stein [109, Thm. 1 y Corollaries, p. 148]
establece unas condiciones para que sea C(A\) = O(A7P) (1 < p < 00), caso en que se dice como
sabemos que el operador T* es de tipo (p,p)-débil. En [100, p. 10] JLR da la siguiente versién
de ese resultado (v. también [50, p. 5-6]; [54, p. 24-25]):

4.20 Teorema de Stein. Sea G un grupo compacto con medida de Haar m, y sean T,,: LP(m) —
L°(m) operadores lineales, continuos en medida e invariantes por traslaciones, i.e.

To(fr) = (Tnf) (siendo fi(x) = f(ix)).

Sea T* f = sup,, |T,,f| el operador mazimal asociado. Entonces, si 1 < p < 2, se tiene:

(i) Si T*f < 0 a.e. para toda f € LP(QG), entonces T* es de tipo (p,p)-débil, es decir, existe
una constante A (que es independiente de X y de f) tal que para toda f € LP(G) y todo A > 0
se cumple la desigualdad

i T f(z) > A} < ;i/G\f\pdm. (4.12)

(ii) Si T no es de tipo débil (p,p), existe f € LP con T*f = +o0 a.e..

Como consecuencia de la Proposicién 4.10, si p < 2 no cabe esperar resultados positivos de
convergencia en casi todo punto para las series de Fourier de funciones de LP(T*). JLR escribia
la demostracién de este hecho en las lineas finales del texto que se puede leer en la Figura 5.

4.21 Proposicién (JLR, 1977). Sip es tal que 1 < p < 2, existe una funcién f € LP(TY) tal

que cuando § — oo, (Ssr(f)) diverge en un subconjunto de T% de medida positiva®.

Demostracion. Sea p € (1,2). El argumento es por reduccién al absurdo. Si lims_, (Ssrf)(x) =
f(z) a.e. para toda f € LP(T¥), también seria lims o (Ssrf)(z) = f(z) a.e. para toda f €
L9(T%) Vq > p. Luego, por el Teorema 4.20, el operador maximal S*f = sups~ |Ssrf| seria de
tipo (g, q¢)-débil para todo ¢ tal que p < ¢ < 2y por lo tanto, por el teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz!'4, serfa de tipo (g, q)-fuerte, es decir, acotado, de L(T*) en si mismo, para todo
q tal que p < ¢ < 2. De modo que se cumpliria, para todo § > 0,

1S5rfllq < 15" fllg < ClIf g

para toda f € LY(T¥) con la constante C' independiente de f y de §. Pero entonces la familia
de operadores (Ssg)ra—re estarfa uniformemente acotada, y eso estd en contradiccién con la
Proposicion 4.10. O

13En su versién [101, TEOREMA 1: b)] para espacios de norma mixta de un resultado andlogo a éste, JLR no
dice “divergente en un conjunto de medida positiva” como nos parece lo més directo a partir del teorema de Stein,
sino “divergente en medida”. Es un detalle que nos queda por saber explicar todavia.

iy, [123, XII,4]; [40, II, 13.8.1]; en un caso particular de este teorema se demuestra que, si un operador lineal
es de tipos débiles (p1,p1) v (p2,p2), 1 < p1 < p2 < oo, entonces es de tipo (p, p)-fuerte para todo p, p1 < p < pa.
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4.3.1. JLR sobre convergencia a.e. de S;r(f) para f € L*(T%)

Limitado entonces a estudiar la convergencia puntual de las sumas parciales Ssgf para fun-
ciones f € L?(T¥), JLR [101] informaba de los siguientes resultados que habfa obtenido:

TEOREMA 2: Existe f € L?(T%) tal que

limsup |Ssrf(z)| = o0 ae..
d—00

En vista de este resultado negativo, buscamos conjuntos A en Z tales que haya convergencia
casi por todo para las funciones del espacio

~

LA(T)={feL? f(R)=0 Vag¢g A}

TEOREMA 3: Para 7i = (ny) € Z*°, denotamos || = sup |ng|, #(7) = ndmero de elementos
no nulos de (ny). Consideremos los subconjuntos de Z>

Alm) = {1 = (ny): [n] = sup |},

B(m) = (i = (ng): #(n) < m}.

Para toda f € Li‘(m) y para toda f € L%(m) se verifica
lim Sspf(x) = f(x) ae.
d—o00

En ambos casos se trata de obtener la acotacion

[+] H(Sl;p 1Ssrfl)ll2 < Cllflla (f € L%).

En el caso de A(m) esto se consigue con una adaptacién del método de Fefferman (o de
Tevzadze) en dos variables [44]. Para B(m) hay que usar induccién sobre m con un cierto
argumento combinatorio, comenzando por probarlo para B(1). Las funciones de L%(l) son
del tipo

f@)= 3 fulax) en|- |2, con fi € L*(T),

1<k<oo

y [¥] se obtiene a partir de la acotacién del operador maximal en una variable [28] y de
argumentos de independencia anédlogos a los de la desigualdad de Kolmogorov para la ley
fuerte de los grandes nimeros [101, p. 239-240].

No sabemos dar una demostraciéon del Teorema 2. Este teorema contesta negativamente a la
cuestién acerca de la posible convergencia a.e. de las sumas parciales rectangulares de las series
de Fourier en L?(T%), una cuestién que en 1977 el propio JLR calificaba como “muy dificil”
(v. Figura 5, tltima linea). Parece ser que poco tiempo después ya habia conseguido, o bien
encontrar directamente una funcién como la que se estipula en el enunciado, quizas en el estilo
de [43] o de [113, p. 268], o bien probar que el operador maximal S* no es de tipo débil (2,2),
lo que daria la conclusién por contradiccion usando el teorema de Stein.

Nos conformaremos con tratar de probar el curioso Teorema 3 siguiendo las instrucciones que
dejé su autor. Lo separaremos en dos resultados, comenzando por el caso del conjunto indicial

A(m).

4.22 Teorema. Para cada n = (ny) € Z*°, sea |n| = méx |ng|. Sea m € N fijo. Se considera el
subconjunto de Z°>°

Alm) = {7 = (m) € 2% [ = mix [y},

~

Sea Li(m)(’]Tw) = {f € L*(T¥): f(n) = 0 sin¢g A(m)}. Sea R un rectingulo finito en Z>
como en (4.1),
R={neZ>*: —cp <ny <c para todo k},
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siendo (cx) una sucesion fija que tiende a cero. Entonces, para toda f € Li(m)('ﬂ‘”) se tiene
lim Sspf(z) = f(z) a.e. en TY.
d—00

Demostracion. Sea m € N fijo. Basta probar la desigualdad maximal

H (ggg !Smf!) H2 <Cllflla Vf € L) (T, (4.13)

ya que un procedimiento estandar (v. por ejemplo [88, p. 8-10]) asegura la requerida convergencia
en casi todo punto de Ssrf a f cuando  — oo para toda f € Li(m) (T%), a partir de (4.13), que
permite usar el Teorema 4.19 (si el operador maximal es de tipo (p, p)-fuerte, también cumple
la desigualdad (p,p)-débil y en particular es acotado en medida), y de la convergencia en casi
todo punto de Sspf(x) a f(z) para las f de una clase densa en Li(m) (T*) conveniente, como
por ejemplo la de los polinomios trigonométricos soportados en el conjunto indicial A(m).

Sea f € Li(m) (T%). Tenemos, dado el rectangulo finito inicial R, para cada § > 0,

Ssnf(z) =Y f(n) > f(R)en(a),

nESR neSRNA(m)

y podemos considerar, sin perder generalidad, que méx;<x<pm |cx| = 1, de modo que

Sorf(z)= Y fl(n)e

neA(m)
In|<d

Por otra parte tengamos en cuenta que

m
Am)=|JA; donde Aj={ne€Z>®:|n|=|nl}, j=1,...,m
j=1

Podemos aplicar el principio de inclusién-exclusién para escribir

> fa)

neA(m)

:(ZZ—Z Do+ D> = D, )f(n)en(x).

j=1n€A; j<kn€AjNA, j<k<lneA;NARNA, neMjLy 4;

Cada una de las 2™ — 1 sumas sobre n que tenemos dentro del paréntesis del segundo miem-
bro se extiende a una regiéon “bipiramidal” de indices cuya apariencia dimensional (infinita) es
esencialmente semejante (Figura 4.1, v. [1, p. 83-84]), y donde se va a poder aplicar el teorema
unidimensional de Carleson en una argumentacién como la de Charles Fefferman en [44]'5

De manera que, dada la linealidad de los operadores de suma parcial, podemos limitarnos a
probar (4.13) para m = 1, es decir, sin pérdida esencial de generalidad podemos limitarnos en
principio a considerar

Ssnf(x Z fa)en(z) = > f(R)en(a).

neA(l [7|=[n1|<6
\n1|<6

15Cf. [60], un articulo que bebe de [17] (v. nuestro Anexo 2 final) y donde sus autores desarrollan la prueba del
teorema citado de Fefferman para N variables.
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Figura 4.1: Un esquema para visualizar las regiones de sumacion A;, A; N Ay, etc. en Z°.

Pongamos, para cada z € T¥, = = (z1,2') con ' = (x2,23,...) € T'. Andlogamente, si
b p b ) ) ) bl
n € Z°°, escribiremos 7 = (n1,n’) con n’ = (ng,ns,...) € ZH*°. Tenemos

Sspf(rr,a) =) Fn1,n")e g, (z1,2).
(n1,n")€A(1)
[n1|<é

Tengamos en cuenta que cuando (ny,n’) € A(1) y |n1| < § se cumple también |n/| < 4.
Ahora, para cada 2’/ € T podemos considerar la funcién de z; definida por

fx’(xl) = f($17$/)a (331 € T)'

Se tiene f,» € L?(T). Para cada 6 > 0 la suma parcial 1-dimensional Sjf,/ estd definida por
(Ssfu)(x1) = Z Fo(ni)en, (z1), donde for(ni) = Z Flny, n)ew (2).
|nl‘§6 n ezl

tal que (nq,n')€A(1)

Por el teorema de Carleson [28] el operador maximal M; definido sobre las funciones g €
L?(T) por

(Mug)(a1) = sup [(Ss9) (x1)]
6>0

es de tipo (2, 2)-fuerte, de modo que, en particular, para cada 2’ € T y cada f € L?(T¥),

[IMifarllz < Cllferll2

con C independiente de z’ y de f, es decir,
/(lez/(ﬂfl))2dx1 =< 02/ | for (1) day = 02/ |f (21,2")* dx:. (4.14)
T T T
Consideremos ahora el operador maximal M definido sobre las funciones f € L?q(l)(']l‘w ) por

M f(z1,2") :=sup |Ssrf(z1,2")|.
6>0
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Se tiene

(Mf)(l‘l, .I/) = sup Z f(nla n,)e(n1,n’) (wla .T/)

0>0 10, nean)

[n1|<é
= sup Z en, (1) Z f(n1,n ey (z')
>0 [n1|<é n/ ezl

tal que (nq,n')€A(1)

=sup| " en, (21)for(m1)

6>0 In1|<6

= sup | S5 fur (21)]
5>0

= (le:v’)(xl)

para cada (z1,2’) € T%. Aplicando (4.14) y (1.6) dos veces, se tiene entonces
/ (Mf(m1,:v'))2d:n = /1 dm'/(M1fg;/(a:1))2d:n1
w Tl,w T
< 02/ dx’/ |f(z1,2"))? dxy
Tl T

= [ )P
=3 =Y |Fm)”.

neZ>

De modo que [|[Mf|l2 < C| f||2 para toda f € Li(l)(Tw). De aqui ya se sigue que
6h'm Sspf(x) = f(x) ae. (4.15)
—00

para toda f € Li(l)(’ﬂ‘w).
En general, si f € Li(m) (T*) se concluye [|[Mfll2 < (2™ —1)C||f||2, donde C es la constante
del teorema de Carleson. O

Terminamos esta subseccién con nuestro intento de aproximacién a la prueba original del
Teorema 3 de [101] para el caso del conjunto indicial B(m).

4.23 Teorema. Para cada n = (ny) € Z>°, sea #(n) = nudmero de elementos no nulos de (ny).
Sea m € N fijo. Se considera el subconjunto de Z>

B(m) ={n € Z>*: #(n) < m}.

Sea LQB(m)(T‘”) ={f € L3(T%): f(n) =0 sin¢ B(m)}. Entonces, para toda f € LQB(m)(']IW)
se tiene

6h’m Sspf(z) = f(x) a.e. enT%.

— 00

Demostracion. Basta probar para cada m € N, por ejemplo, la acotacion (2, 2)-débil
Cllf3
22

del operador maximal M f = sups-( |Ssrf|. De aqui, usando el Teorema 4.19 y considerando
que los polinomios trigonométricos forman un subespacio denso en LQB(m)(T“’) en el que hay
convergencia a.e., resulta la convergencia en casi todo punto requerida.

[{z € T¥: Mf(z) > A} < (A>0, Vfec L2B(m)(1rw)) (4.16)



116 4. Teoremas de M. Riesz en T®. Convergencia a.e.

Vamos a probar (4.16) por induccién en m > 1, y asi empezamos considerando
B(1)={n e Z>: #(n) <1} ={0} U{n € Z*: #(n) = 1}.

Sife L2B(1)(Tw), entonces se tiene (las siguientes igualdades se entienden en el sentido de la

norma || - ||2, v. nuestra Nota 1.15)
~ ~ e ~ ..
= ¥ Fwento) = 3 Fngents) = F0)+ 30 (3 Fiewsee
REL® neB(1) k=1 “jeZ
770
donde, para cada k = 1,2, ..., hemos escrito é; para el elemento de B(1) que tiene un 1 en el
lugar k. R
Podemos considerar en lo que sigue, sin perder generalidad, que f(0) = 0. Ya que f €
LQB(I)(T“), para cada k = 1,2,... se tiene

PN N2
M lFGe)] < > [f()] < oo,
JEZ neB(1)
J#0

luego por el teorema de Riesz-Fischer la serie de Fourier

S Fieer it (te)

JEL

J7#0

define una funcién fi(t) € L?(T), para la que se verifica Fulg) = (jer)sij € Z\{0} y £(0) = 0.

Entonces -
L2
2) > frlr)
k=1

y se tiene, por Plancherel,

1F13=3" \f P (oG ) =30 3 1R =D I
k=1

neB(1 k=1 jeZ k=1j=—o00

Por el teorema de Carleson, si M fi,(t) = sups~q |Ss5fx(t)| (t € T), se verifica

[Mifillrzery < Cllfkllz2

para cada k =1,2,..., donde C es independiente de f. En particular, el operador M es de tipo
(2,2)-débil, es decir, para todo A > 0

ClLAl3

[{t € T: Myfi(t) > A} < v (4.17)
Podemos usar (4.17) para concluir que para todo A > 0 se cumple
DNt e T Mufiut) > N} < 53 D IAull3 = 31715 (4.18)
k=1 k=1

Inspirados ahora en la argumentacién usual para probar la desigualdad de Kolmogorov (v.
por ejemplo [57, IX §46, Thm. A}, [82, I, p. 247]), ponemos

AN == {z € T: Mf(z) > A}
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Si probamos que

N <Y {t e T: Mufi(t)
k=1

usando (4.18) habremos terminado.
Definamos para ello

Ao(/\) = Tw, Ak()\) = {{L‘ e Tv: 1I£1Jé<)(k./\/11fj($]) S )\} (k Z 1).

Se tiene Ap(A) D A1(N\) D A2(A) D ---. Definamos todavia
Bi(A) = A1 (M) \ AN ={z € TY: Mifi(xz1) <Aoo s My fr—1(xp—1) < A\ M fe(zk) > A}
Entonces, A(X\) = Jgp—; Bx(\) (unién disjunta), y evidentemente

Br(\) C {z € T%: My f(zy) > A},

luego

N =D 1BV <> [{mk € T My fila) > A}
k=1 k=1
y (4.16) es cierto para m = 1, como queriamos.

Suponemos ahora que (4.16) es cierto para un m > 1. Sea f € LQB( T«). Sin perder

N m+1)(
generalidad, podemos suponer que f(0) = 0. En el sentido de L?(T*) se tendré

f@y= > f@el@)= > + > ZFkl ) + Fo(x)

neB(m+1) neEB(m+1) neEB(m+1) k=1
#(M)=m+1  #(A)<m

respectivamente, donde el indice kq del primer sumatorio indica la primera posiciéon no nula del
indice n. Para cada k1 = 1,2, ..., la funcién

. iy > — _ 2mi(myxy, +m/x’
Fk1 (g;) = Z Z f(mlekl + moép, + - + mm+1ekm+1)€ mi(mixy, k/))
E'=(ka,...km+1)EN™ * (mq,m/)ezm+1
k1<ka<..<km+1 m17#£0

m/=(ma,....;mMm+1)

= Z f(k1,k’)(xk1ax;€’)7

k' =(k2,....km41)EN™
k1<ka<..<km4+1

donde hemos puesto z}, := (g, ..., Tk,,,,), €s de LQB(m)(T"’). La funcién que hemos denotado

m—+1
con Fy(x), que recoge la suma extendida al conjunto de indices con a lo sumo m componentes
no nulas, es también obviamente de L%(m) (T«), y se verifica (Plancherel)

1F13 =D IF 115 + | Foll3. (4.19)

ki=1

Para cada X > 0 se tiene

{z €T Mf(z) >} C {z €T¥: MFy(z) >3} U U{xeT“ MFy, (z) > 3},

k1=1

Por consiguiente, aplicando (4.19) y la hipétesis de induccién,

" 4C
[{z € T: Mf(2) > A} < Az CIRIZ+ Z Yl P13 = 2 1715
k1=1

v el teorema queda demostrado. ]
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4.3.2. El teorema de Stein-Sawyer en espacios L(T%) de norma mixta

Como ha quedado citado al comienzo de la seccién 4.2 y volvemos a recordar ahora, en su
version [101, TEOREMA 1: b)] para espacios de norma mixta del resultado andlogo al de la
Proposicién 4.21, JLR enunciaba como conclusién la existencia de una funcién f € LP(T%) tal
que cuando & — oo, la familia de sumas parciales (Ssr(f)) es divergente en medida, y que en la
prueba habria que contar con “una version adecuada del teorema de Stein”.

Esa version adecuada del Teorema 4.20 de la que hablaba JLR seria la respuesta a lo que al
final de la primera Hoja de su carta de 1977 dejaba enunciado como problema de estudio:

PROBLEMA 2: “;Es cierto en este contexto el teorema de Stein (-Sawyer)? Es decir:
Thf(z) — f(x) ae. Vf € LP(T¥) con 1 < p < 2 y T, invariante por traslaciones (por
ej. operadores de convolucién) = T*f = sup,, |T,, f| es de tipo (p, p)-débil?” (Figura 4).

Hemos intentado este problema'® y nos hemos tenido que conformar con un resultado similar
a la implicacién menos obvia del que se conoce como teorema de Sawyer [54, Thm. 2.2.1] para
familias de operadores positivos, aunque este resultado no sea de aplicacién a la convergencia de
operadores de suma parcial de series de Fourier. Stanley Sawyer!” [106], [107, Thm. 1] extendié en
primer lugar el Teorema 4.20 de Stein sacéndolo del contexto grupo-tedrico a un espacio de
probabilidad €2 genérico, considerando solo que los operadores de la sucesién (7},) conmuten con
una familia de transformaciones de € en si mismo que preservan la medida y “barajan” (v. [50,
p. 6], [64, p. 19]) los conjuntos medibles de €. Sawyer observa después [107, Thm. 2| que el
teorema de Stein sigue siendo valido para p > 2 si los operadores T}, se suponen positivos.

A continuacién, y con ello cerramos esta memoria, presentamos una demostracién detallada
que sigue practicamente al pie de la letra los pasos de una prueba estandar de este resultado (cf.
por ejemplo [54, loc. cit.]).

4.24 Proposicién. Sea 1 < p < 0o y supongamos sup,pr = P < oo. Sea (Ty)nen una
familia de operadores positivos de LP(T*) en L°(T¥) continuos en medida que conmutan con
las traslaciones. Supongamos que para toda f € LP(T¥) existe limy, o0 (T f)(z) para casi todo
punto z, y sea'® (T* f)(z) := sup,ey |(Tnf)(x)|. Entonces el operador T* es de tipo débil (p,p),
es decir, existe una constante absoluta A tal que |T*f|| < Al fl para toda f € LP(T¥), o bien
tal que

A
IXE, = pllp < ;Hf”ﬁ (4.20)

para todo o >0 y f € LP(T¥), donde E,(T*f) :={z € T¥: (T*f)(z) > o}.

Demostracion. Por reduccién al absurdo. Supongamos que no existe una constante absoluta
verificando (4.20) para todo o > 0 y para toda f € LP(T%). Entonces existen sucesiones (o,,) de
ntmeros positivos y (fn) C LP(T¥) con f, > 0, tales que para cada n € N se tiene

on
IXE,, @)l > — |l fnllp-
On

Podemos reformular un poco esto: poniendo g, := if”’ se tiene ||gnllp = é”fnﬂf, y

Eo (T fn) = {z: (T"fu)(x) > on} = {z: (T"gn)(x) > 1} = E1(T"gn).

18Hemos considerado, por ejemplo, la posibilidad de una conclusién para el operador maximal como “tipo débil
semi-mixto (p, P)”, con P = sup,, pk.

1"Como explica Adriano Garsia [50, p. 6, 13].

18Ppor la suposicién hecha, este operador maximal T es finito a.e. y por consiguiente [100, p. 5] acotado en
medida.
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Asf que existe una sucesién de funciones (g,) C LP(T%), g, > 0, tales que para cada n € N se
tiene

IXEs (g I > 2" | 9nllp-

Para cada n € N, poniendo E;(T*g,) =: A, para abreviar, existen entonces g, € LP(T%),
gn > 0y A, C T medible tales que

(T7gn)(z) >1 size An vy [Ixaallp > 2" |gnllp- (4.21)

Como LP(T*) es un espacio ideal normado, se tiene 2"(|g,|l; < |Ixa.llz < llxTellz = 1 y por
tanto [|gall; < 27™. Y por otra parte también es 0 < [[xa, [IF < 1.

Sea hy, el nimero natural més pequetnio para el que se cumple 1 < h,||x An”]]_)j < 2. Conside-
remos la familia de conjuntos medibles {A%} donde n € N y, para cada n fijo, j =1,...,h, ¥
Al = A, para todo j. Se tiene entonces

oo hn [e'e)

P P
YD IxagllE =D hallxaully = oo
n=1 j=1 n=1

Pero |[xa,|lp = m(An) < 1y, usando la Proposicién 3.13(vi), [|xa, /L < IIxa.l5 = m(A4n),

luego se tiene
oo hp ' oo hp
DY mA) =Y Y lxglly =

n=1 j=1 n=1 j=1

Aplicando el lema de Calderén [109, p. 146, Lemma 1]9, existe una familia de puntos {z,} c T¢
(n € Ny, para cada n, j = 1,..., hy, donde h,, € N) tal que casi todo punto de T% esta en
infinitos conjuntos de la familia de conjuntos trasladados {z, + A% }.
Finalmente se considera [54, p. 22] la funcién no negativa (empleamos la notacién 7, f(x) :=
f(z—y))
F(z):= sup 2"%r ]gn( ) (4.22)

neN
Jj=1,....hn

donde g% :=gn para j =1,..., h,. Se tiene

[eS) h
- : ||XA || _
IFNE <D 2"y s ghlly = ZWP/Qh lgnlly < 22”P/2h < 222 G
n=1 j=1

n=1 n=1

luego F € LP(T*). Por la linealidad y la positividad de los operadores T}, se tiene, para cada n,
ji=1,....h, yx eT¥,

T"F(x) > T*2"/2T$%g%(x) = 2”/2T*Tx£g,];b(:r).

La invariancia por traslaciones T, (7, f)(z) = 7, (T f)(z) = (T f)(z — y) de los operadores T}, se
transmite también al operador maximal, resultando que

T*F(x) > 2V2T* g, (x — a1).

Siz € al, + Al es decir, si @ — 2, € A}, = A,,, entonces segiin (4.21) se tiene T*g, (z — 2,) > 1
y por tanto T*F(x) > 2"/2. Pero casi todo z € T% estd en infinitos conjuntos de la familia
{z}, + A},}. Por consiguiente T*F(x) = oo a.e., lo que estd en contradiccién con la hipStesis, de
acuerdo con el Teorema 4.18. O

19Stein presenta ahi una versién generalizada a grupos compactos, y que por tanto sirve para nuestro caso T,
del resultado cldsico [123, XIII, (1-24)]. Ver [54, Lemma 2.2.2] para la versién més general para operadores que
conmutan con transformaciones que preservan la medida y barajan los conjuntos medibles.
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Unas lineas finales para recordar los principales resultados originales expuestos en la memoria
asi como los temas, preguntas o problemas, que han quedado abiertos para el estudio posterior,
algunos de ellos ya propuestos por JLR.

Capitulo 1: Después de explicar notaciones y propiedades béasicas hemos presentado los
Teoremas de Jessen 1.4 y hemos usado, por ejemplo, el Teorema 1.4(b) para probar (Teorema
1.17) que los polinomios trigonométricos forman un subespacio denso en LP(T%) si 1 < p < oo,
generalizando la técnica usual de aproximacién por convolucién con los nicleos cuadrados de
Fejér.

El resultado principal de este primer capitulo es el Teorema 1.34, que probamos constructiva-
mente, presentando funciones de la clase C' (OO(TF“’), de hecho formas cuadraticas, dependientes de
infinitas variables, cuya serie de Fourier diverge absolutamente. Previamente a la construccién
de nuestros ejemplos presentamos una prueba bien detallada (Teorema 1.37) de un resultado de
Littlewood [81, p. 166] concerniente a formas bilineales acotadas en S2, siendo S el polidisco
infinito-dimensional {(2,,)5%; | zn € C, |2,| <1 Vn € N}.

Nosotros estudidbamos la posibilidad de que la implicacién f € C(®°(T%) = f € A(T¥) (v.
Definicién 1.13), que se cumple para funciones que sélo dependen de un nimero finito de las
infinitas variables (Proposicién 1.32), fuera véalida en general, y fue Alexander Bendikov quien
en mayo de 2016 nos senialé que seguramente podrian encontrarse contraejemplos que mostraran
que la implicacién es falsa en general. Esto orient6 nuestro trabajo, que finalmente ha quedado
publicado en el articulo [45].

No hemos llegado a

= Encontrar una funcion Theta de Jacobi dependiente de infinitas variables para la cual los
modulos de los coeficientes de su serie de Fourier formen una serie divergente

como la que tenia en mente el profesor Bendikov.

Capitulo 2: Comenzamos, en la primera secciéon, con una breve resenia sobre convergencia
por limite doble iterado de series de Fourier (bajo ciertas hipétesis de convergencia absoluta) y
de sumabilidad Cesaro (C,1). Redemostramos (Teorema 2.1) un resultado de convergencia, en
norma y a.e., que JLR presenté ya en su tesis doctoral [98] y un resultado de sumabilidad Cesaro
de las sumas parciales cuadradas de las series de Fourier en T% (Proposicién 2.3) implicitamente
presente en [63] y también sugerido por JLR.

En este contexto JLR dejaba propuestas las siguientes tareas que no hemos abordado (cf. el
reciente trabajo [48]):

= FEstudiar si las convergencias de limite iterado de la Proposicién 2.3 se cumplen “incon-
dicionalmente” como un limite doble, es decir, si puede ser lim, Ny (0o,00) Fn.N * f = [

Parece que a.e. no tiene mucho sentido, pero podria ser posible en la norma de LP(T%).

= FEstudiar en todo caso ese limite doble cuando n y N guardan alguna relacion entre si.

120
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En la segunda seccién, en primer lugar abordamos una descomposicion de tipo Calderdn-
Zygmund [27] asociada a cada funcién f € L!(T%), con relacién a cierta clase Ro de “intervalos
diddicos” de T% (v. la ecuacién (2.7)) que después denominamos base —de diferenciacién— res-
tringida de Rubio de Francia, que nos dejo esbozada JLR en 1977 en una comunicacién personal
(Figura 2.2; v. las definiciones de las sucesiones de subgrupos H,, y de dominios fundamentales
V,, en las Definiciones 2.13). A partir de esto, el asunto se reduce a seguir fielmente, en el caso
G = T%, la primera parte de la prueba del resultado principal [99, Thm. 8] de un trabajo de
JLR (que el ano 1977 estaria seguramente en estado de prepublicacién), un resultado de di-
ferenciacién de integrales en el contexto de un grupo localmente compacto G y su medida de
Haar.

La prueba original de JLR en [99] usa el teorema de convergencia a.e. de martingalas en lugar
de un teorema de diferenciacion del que en principio no se dispone. Hemos podido completar
la prueba de nuestro resultado particular adaptando al toro infinito lo que, en el estilo de JLR,
hace Javier Duoandikoetxea en [37, Ch. 2, §5] en el caso del espacio euclideo R™.

En segundo lugar (Subseccién 2.2.3) obtenemos unos resultados de diferenciacién de integrales
en T a partir de [99, Thm. 8, Corol. 5]. Ademdas de Ry, hemos definido otras dos bases
de diferenciacién, R (base de Rubio de Francia) y R* (base extendida de Rubio de Francia),
cumpliéndose que Rg C R C R* C J, donde J es la base de diferenciacién que forman todos
los intervalos de T% (base de Jessen). V. los EJEMPLOS que siguen a las Definiciones 2.16 y la
ecuacién (2.18) después de las Definiciones 2.27.

En el Corolario 2.19 (también en el Teorema 2.26) probamos que Rq diferencia L*(T%) v,
en el que consideramos nuestro resultado principal de este capitulo (Teorema 2.30; v. la Nota
2.31(1)), probamos que R* no diferencia L*°(T). Nuestra prueba de este resultado negativo
sigue muy estrechamente la argumentacién de [71], donde Jessen terminé de probar que la base
J no diferencia L>°(T%), respondiendo asi negativamente a una cuestién que habia planteado
Zygmund (v. [70, p. 55]).

Un extracto bastante completo de nuestro trabajo en la Seccién 2.2, en forma de articulo,
estd sometido a publicacién (desde mayo de 2018). Se trata de nuestra referencia [46].

Sobre la base R de Rubio de Francia en T han quedado abiertas las siguientes cuestiones
(la notacién MPZ significa el operador maximal relativo a la base B, v. la Definicién 2.17):

20

» ;Se cumple la implicacion R diferencia L'(T*) = M™ es de tipo débil (1,1)? (como en
el teorema de Miguel de Guzmén y Grant Welland [55, Thm. 1.1, (b)=-(a)] en R™ cuando
la base de diferenciacién es invariante por homotecias)

» sDiferencia L*°(T) la base R?

» sDiferencia L (T%) la base formada sélo por los cubos {y+V,,2: y € T, m > 2}? (Nota
2.31(2). V. la ecuacién (2.6).)

En la tercera seccién del capitulo respondemos (Proposicién 2.33) la siguiente pregunta: ;Es
el toro infinito T con la medida de Haar y alguna métrica, tal vez con la de Saks, un espacio de
tipo homogéneo [53, p. 17]? Nuestra respuesta es negativa, tanto con la métrica de Saks (2.21)
como con la (2.23) de Edwards-Saks.

Bendikov define explicitamente [3, Rem. 5.4.6] una familia general de métricas intrinsecas
da(z,y) en T por (v. ecuacién (2.22)):

> L

E - xku yk ) (ak) € Rw‘
CLk

k=1

Podriamos extender entonces la pregunta anterior, no hemos llegado a estudiar esto:

20La tercera pregunta la debemos a Yannis Parissis (IKERBASQUE-Univ. del Pais Vasco UPV/EHU, Bilbao).
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» ;Se puede dar una condicién sobre la sucesion de coeficientes (a) de modo que el toro
infinito T con la medida de Haar y la correspondiente métrica da de Bendikov sea un
espacio de tipo homogéneo?

Capitulo 3: Repartido entre las dos caras de la Hoja 1 (Figuras 3 y 4) de su carta de
1977 JLR escribié un guién para el estudio de espacios de norma mixta en T o en general
en un producto infinito de espacios de probabilidad, tal y como él lo contemplaba entonces,
comenzando por lo que debia ser el proceso de “paso al limite”, a partir de espacios (productos
cartesianos finitos) con (pi,...,ps)-norma mixta de Benedek y Panzone [10], que diera lugar a
una definicién andloga de una p-norma mixta para funciones medibles, siendo ahora p = (pi)32 ;,
1 < pp < o0

Es muy elegante la presentacion que hace Bendikov de su definicién de espacios de norma
mixta en espacios como el toro infinito [3, 6.1]. En primer lugar se da cuenta de que, para cada
n, la seccién de Jessen f, de una funcién integrable f (v. ecuacién (1.8)) no es mas que la
esperanza condicional de la funcién f respecto de la o-algebra A, engendrada por los cilindros
A x T™*  donde A es un conjunto de Borel en T™. Entonces (f,) es una martingala respecto
de la sucesién creciente (A;,), vy los teoremas de Jessen de convergencia en norma y a.e. de la
sucesién (f,) hacia la funcién f son consecuencia del teorema de convergencia de martingalas.

A continuacién va a definir la BPS p-norma mixta?! de f, donde p = (p1,...,pn), como el
limite cuando n — oo de la sucesién formada por la (py,...,p1)-norma mixta de Benedek y
Panzone de la seccién de Jessen f,, de f en T". Un buen resultado que consigue la teoria de
Bendikov es tener [3, Thm. 6.1.2] que si sup;, pr < 00, entonces la sucesién (f,) de secciones de
Jessen de la funcién f converge a la funcién f en la BPS p-norma mixta cuando n — oo.

Pero esto ocurria a mediados de los anos 80. El acercamiento que proponia JLR en 1977
a una definicién de norma mixta en el toro infinito (Figura 3, 1°* Ensayo de Definicién) para
funciones de L!(T%) como limite de cierta supermartingala inversa [91, Proposition V-3-11] es
mas directo, y es el que hemos desarrollado nosotros (Teorema 3.2, Definicién 3.5, Proposicién
3.7, Definicién 3.8) para definir la JLR p-norma mixta.

Otro acercamiento hacia una definicién de una p-norma mixta de f (“desde el otro lado” que
Bendikov y colaboradores) podria ser el que queda esbozado en el siguiente problema abierto:

= Las colas de Jessen f ., (n € N) (v. ecuacién (1.7)), de una funcién f € L*(T>) forman
una martingala inversa respecto de la sucesion decreciente de o-dlgebras engendradas por
los co-cilindros T" x A, siendo A de Borel en T™%, n € N. Los teoremas de Jessen sobre
convergencia en norma y a.e. de la sucesion f, ., hacia f’IFW f son consecuencia del teorema
de convergencia de martingalas inversas. Se definiria la p-norma mixta de f como el limite
(si existe), cuando n — oo, de la sucesion de las JLRp™-normas miztas de las fn . en
T,
sHay alguna relacion esta nueva p-norma mixta con la BPS p-norma mixta o con nuestra
JLR p-norma mizta?

Siguiendo [10] y [3], en la primera seccién, probamos entonces (Proposiciones 3.9 y 3.12,
Teorema 3.18) que, si 1 < p < oo, el espacio vectorial LP(T%) es un espacio ideal normado (en
el sentido de [72, p. 95]) y completo (también se denomina un reticulo de Banach).

Probamos después que, si supy px < 00, entonces en LP(T%) se cumple la condicién C.6) de
[3, 6.1.2] (Teorema 3.20), el espacio L>°(T*) es denso en el espacio LP(T%) (Corolario 3.21)
y en LP(T%) se cumple la propiedad (CD) de convergencia dominada (Proposicién 3.22; v.
Subseccién 3.1.3).

No hemos podido probar (ni refutar) un resultado para las JLR p-normas mixtas del tipo
siguiente:

21La denominacién es nuestra, por Bendikov, Pavlov y Skorikov.
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» Sea p= (p1,p2,...) con 1 < pg < oo para todo k. Si f € LP(T¥) vy, para cada n, f, es su
seccion n-ésima de Jessen, entonces || f, — fllp = 0 cuando n — oo.

A continuacion probamos que bajo la condicién supy, pr < oo se cumplen también las propie-
dades siguientes:

1. El subespacio S? de LP(T%) engendrado por todas las funciones que tienen la forma f(z) =
fi(z1) - - fr(zx) para un cierto k € N, donde f; € LPi(T) para cada j =1,...,k, es denso
en LP (Definicién 3.23, Proposicién 3.24).

2. El espacio dual de L? es L4, siendo % + % =1 (Proposicién 3.26).
3. LP(T%) es un espacio de Banach homogéneo (Definicién 3.28, Proposicién 3.29).

En la segunda seccién del capitulo, después de exponer con detalle el primer método complejo
de interpolacion entre espacios de Banach de Calderén [26], llegamos a presentar en primer lugar
un resultado de interpolacién de tipo Riesz-Thorin para espacios de norma mixta en T (Teorema
3.42), basando nuestra prueba en un resultado sobre espacios interpolados (Proposicién 3.41) ya
previsto por JLR en su carta (Propiedad iv) en el texto que muestra la Figura 4).

Benedek y Panzone cierran su trabajo [10, §12, Thm. 1] con la generalizacién del teorema de
Hausdorff-Young que define la transformada de Fourier como un operador lineal continuo y de
norma 1 entre los espacios de norma mixta L' (R") (1 < P < 2) y LeR") ($ +% = 1; ademds,
si P = (p1,...,pn), debe cumplirse 1 < p, < pp,—1 < --- < p1 < 2), en cuya demostracién el
teorema de Riesz-Thorin es la pieza fundamental.

Nos parece interesante plantear (v. Nota 3.43) la posibilidad de

= Generalizar a T el teorema de Hausdorff-Young a los espacios LP(T¥) (1 < p < 2) de
norma mixta.

No tenemos referencias de que esto haya sido hecho ya. Aunque para n € N el método de
Benedek y Panzone permite definir los espacios de norma mixta K(pl""vp")(Z”), aparece una
dificultad de entrada para definir los espacios de norma mixta 7(Z).

En segundo lugar nos hemos dedicado a trabajar sobre el PROBLEMA 1, puntos 1., 2. y 3.
que proponia JLR a continuacién (Figura 4). En base a la definicién de p-“norma”débil mixta
en T¥ que nos parece mas adecuada, a saber,

1£1l5 = sup o - [xE, (Lo
a>0

siendo 1 < p = (p1,p2,...) < 00, Ex(f) = {z € T%: |f(x)| > o} (Definicién 3.44), llegamos a
probar, en relacién con el punto 1., la Proposicién 3.45. En relacién con el punto 2. (condicién
de Kolmogorov) hemos definido, para 1 < § < p < oo, dos nuevas normas Npg(f) vy Ng,q( f)
(Definiciones 3.46 y 3.48). No hemos sabido probar una equivalencia completa entre la norma
mixta débil || - [ y ninguna de estas dos normas, aunque hemos conseguido resultados en este
sentido (Proposiciones 3.47 y 3.49). Queda abierto el problema

» ;Se puede dar una norma del tipo de las Npg(f) y Ngq(f) (1 <gq<p<oo) equivalente
a la cuasinorma débil mizta || f||7 ¢

Cerramos el capitulo presentando un pequeno estudio de alcance modesto en relacién con
el punto 3. (teorema de Marcinkiewicz). Definimos, con Concepcién Ballester, operador de tipo
débil semi-mizto (p,s), donde p > 1, s > 1 (Definicién 3.50), y probamos unos resultados de
interpolacion entre tipos débiles semi-mixtos (Proposiciones 3.51 y 3.52). Queda abierto el punto
3. tal como lo presentaba JLR, es decir, algo asi:
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» Sean 1 < p < ¢ < 0o. Sea T: LP(T¥) 4+ LI(T¥) — L°(T%) un operador lineal de tipos
débiles (p,p) y (4,q). Para un 6 fijo (0 < 0 < 1), sea % = 11.%9 + %. Entonces, el operador
T es de tipo (7,T) fuerte.

Por nuestra parte dejamos también abierta, como conjetura, la posibilidad de que se cumpla “al
menos” el siguiente resultado, que tampoco hemos sabido demostrar:

= Sean 1 < p < q < oo y supongamos supy pr, = P < sup, g = Q < co. Sea T: LP(TY) +
LI(T) — LY(T%) un operador lineal de tipos débiles semi-miztos (p, P) y (g, Q). Para un
0 fijo (0 <6 < 1), sean % = % + % Y % = 1;P9 + %. Entonces, el operador T es de tipo
(7, R) fuerte.

Y finalmente informamos del problema abierto de A. Bendikov [3, Rem. 6.3.4] (v. Nota 3.53),
que se podria estudiar tanto con las BPS p-normas como con las JLR p-normas:

» Para 1l < p < oo, ses acotada (p,p) la transformada de Riesz entre espacios LP de norma
mixta sobre productos infinitos de espacios de probabilidad?

Estamos elaborando un articulo que presente un resumen de nuestro trabajo en este capitulo.

Capitulo 4: Entre las dos caras de la Hoja 2 (Figuras 5 y 6) de su carta de 1977 JLR
escribié un guién para un estudio de la convergencia en la norma de LP(T¥) (1 < p < o0), 0
en la norma mixta LP(T%) (1 < p < 00), y algunos resultados de convergencia a.e., de ciertas
sumas parciales S5 f (v. Definiciones 4.1 y 4.3) de la serie de Fourier de una funcién f medible
en T¥. Por otra parte fue su propio trabajo en relacién con alguno de los puntos que alli se
esbozaban lo que JLR expuso en su articulo [101], donde solamente incorporaba los enunciados
de los resultados que habia obtenido, con alguna idea sobre las lineas de demostracion.

Nuestra exposicién en el capitulo, que sigue estos escritos de JLR citados, consta de tres
secciones, cuyos temas principales son, respectivamente, el teorema de tipo Marcel Riesz sobre
la convergencia en LP(T%) (1 < p < oo) de las sumas parciales Sspf, lo mismo en los espacios
de norma mixta LP(T%) (1 < p < 0o) y algtin resultado de convergencia a.e..

En la primera seccion, para conseguir una presentacién autocontenida comenzamos haciendo
un repaso de la teoria estandar (Proposiciones 4.5 y 4.6). A continuacién mostramos el fallo
de la convergencia en LP(T*) de las sumas parciales Sspf para todo p # 2, lo que establece
una gran diferencia con lo que ocurre en el caso finito-dimensional, desarrollando (Lema 4.7,
Proposicién 4.8 y Proposicién 4.10) la prueba que deja perfectamente delineada JLR en el
texto de la Figura 5. La reconstruccién de la prueba es nuestra. Damos también una prueba
independiente (Proposicién 4.12) de que la funcién caracteristica yr, donde

I':.= {ﬁ:(nk) € 7> nkz()},

solo es un multiplicador de LP(T%) (1 < p < 00) cuando p = 2.

En la segunda seccién, repitiendo esencialmente la secuencia principal de resultados de la
seccién anterior, tratamos de dar una demostracién desarrollada del siguiente resultado, un
resultado analogo al que constituyen conjuntamente las Proposiciones 4.6 y 4.10 de la seccion
anterior y que JLR establecia “en biisqueda de resultados positivos [de convergencia en norma
de series de Fourier de infinitas variables] menos obvios”, con unas indicaciones para su prueba,
en [101]. En la carta de 1977 (v. Figura 6) también nos adelantaba este resultado y la manera
de probarlo. En su contexto es p = (p1,p2,...,Dk,--.) con 1 < pp < 00, y nosotros vamos
a considerar que los espacios LP(T¥) “andlogos a los espacios de norma mixta de Benedek-
Panzone con un paso al limite” son los JLR-espacios de norma mixta que se han definido y
estudiado en el Capitulo 3. Escribia JLR:
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TEOREMA 1: a) Los operadores (Ssg) son uniformemente acotados en LP(T%) (equivalente-
mente lims_, o ||Ssrf — fllz = 0 para cada f € LP) siy solo si Y, |pr — 2| < oo. [101, p.
238]

Primeramente probamos un lema técnico (Lema 4.15) andlogo al Lema 4.7 de la seccién
anterior. A continuacién, al tratar de reconstruir una prueba del anterior TEOREMA 1: a), que
da, de acuerdo con la Proposicion 4.14, una condicién necesaria y suficiente para que las sumas
parciales Ssr(f) de la serie de Fourier de toda funcién f € LP(T¥) converjan a la funcién
f en LP(T*) cuando 6 — oo, hemos encontrado que debfamos sustituir la condicién necesaria
>k [Pk —2| < oo original por la de menos alcance, y de la que no sabemos asegurar la suficiencia,
>k Ik — 2/* < o0. De modo que nosotros hemos probado:

Proposicién 4.16. Sea 1 < p = (pi) < 0o. Se tiene
(a) D op Ipk — 2| < 00 == sups~q ISR Lo (Tw)— Lo (Tw) < 00
(b) supssg S5l Lo(re)— ooy < 00 = >4 Ik — 2|* < oo.
En su carta de 1977 JLR anadia en este contexto la siguiente observacién (Figura 6):
CONJETURA: Para el (o los) p limite (que haga H;‘;l Ay, = oo pero por lo justo) cabe
esperar una condicién de tipo (p,p)-débil. Esto generalizaria el teorema de Kolmogorov y

probaria la equicontinuidad de Sg, [o bien, de los operadores Ssgr] de LP en LI (g < p) y la
convergencia en L7 de series de Fourier de funciones de LP.

Las constantes A,, a las que se refiere aqui JLR son las constantes de M. Riesz-Pichorides
definidas en la Nota 4.9. Hemos analizado este parrafo en la Nota 4.17. Un primer problema
abierto a que da lugar podria plantearse asi:

w Sea p = (pi) tal que |pp — 2| = % para todo k. Probar que

sup [[Ssr(f)IlF < C5llfl5
6>0

con Cy independiente de 6 para toda f € LP(T¥), siendo p > 1 y donde || - ||} es la
cuasinorma débil (3.29).

Por otra parte dejamos sin tocar el PROBLEMA final de la Hoja 2 de la carta de JLR
(Figura 6). Y también comentar sus dos ultimas lineas. En su forma manuscrita original:

Pesbiemy Elecler inat an someref
/ Se &~ W/; —o L ey )
S = ey lel?)
f—
CZ(; Z(DJ; YA Gedferor (}(._/VC oA | Vc/én emgs! b /4/]7) l/m/é}//&-@.
% 6\‘ Goe . é/ @af«é o,oéé/;zﬂcf Lue xer

. = ..
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En la tercera seccién vemos en primer lugar que, para f € LP(T%), como consecuencia de la
Proposicion 4.10 y del teorema de Stein 4.20, si p < 2 no cabe esperar resultados positivos de
convergencia en casi todo punto para las sumas Ssr(f). La demostracién de la Proposicién 4.21
sigue las lineas que JLR escribia en su carta (Figura 5).

Limitado asi a estudiar la convergencia puntual de las sumas parciales Sspf solamente para
funciones f € L?(T%), JLR [101] informaba de los siguientes resultados (v. la Subseccién 4.3.1):

TEOREMA 2: Existe f € L?(T%) tal que

limsup |Ssrf(z)| = +o0 ae.

§—o0

TEOREMA 3: Para i = (ny) € Z°°, denotamos |71| = sup |ng|, #(7) = ndmero de elementos
no nulos de (ny). [Dado A C Z* se denota L4(T¥) = {f € L?: f(n) = 0 Vi ¢ A}.]
Consideremos los subconjuntos de Z*>

A(m) ={n= (nx): |n| = sup I},
B(m) ={n = (ng): #() < m}.

Para toda f € Li(m) y para toda f € LQB(m) se verifica
lim Sspf(z) = f(z) ae.
§—o00

No sabemos cémo seria la prueba de JLR de este TEOREMA 2, que contesta negativamente
a la cuestion acerca de la posible convergencia a.e. de las sumas parciales rectangulares de las
series de Fourier en L2(T%), cuestién que en 1977 el propio JLR calificaba como “muy dificil”
(Figura 5, ultima linea). Pero hemos hecho un intento de aproximarnos a lo que pudieron ser
las pruebas originales del curioso TEOREMA 3 siguiendo las instrucciones que dejé su autor
(Teoremas 4.22 y 4.23).

Finalmente (Subseccién 4.3.2), en relacién con el estudio de la convergencia a.e. de las sumas
parciales Ssr(f) para f € LP(T%) hemos probado un resultado (Proposicién 4.24) en la linea
del teorema de Stein-Sawyer para familias de operadores positivos. Queda abierto, por un lado,
el PROBLEMA 2 que proponia JLR al final de la Hoja 1 de su carta (Figura 4):

w ;T.f(x) = f(z) ae. Vf € LP(T) con 1 < p < 2 y T, invariante por traslaciones =
T*f = sup,, |T..f| es de tipo (p,p)-débil?

Y, por otro lado, para nosotros sigue también abierto el TEOREMA 1: b) que enunciaba JLR
en [101, p. 238-239:

= 80}, <2(2—pr) = oo existe una funcion f € LP(T%) tal que, cuando § — oo, (Ssrf) es
divergente en medida.



Anexos

Como complemento literario que por supuesto es inesencial para la Memoria, presentamos en
orden cronoldgico unas versiones de trabajo propias al castellano de las siguientes referencias de
nuestra bibliografia, cuya presencia en estos anexos ha quedado ya mencionada a lo largo del

texto principal.

[65] (extractos) de David Hilbert (1909), citado por H. Bohr en el articulo [17].
[17] (extractos) de Harald Bohr (1913), citado por JLR en [101] (v. pég. viii).

[115] de Otto Toeplitz (1913), también citado por H. Bohr en [17] (antes de su publicacién),
que ha sido esencial para nuestro trabajo en la subseccién 1.2.2 del Capitulo 1 (y en el
articulo [45]).

[24] de Herbert Busemann y William Feller (1934), tal vez uno de los cimientos de la
tematica de bases de diferenciacién de integrales de la que se ha tratado en la Seccién 2.2
del Capitulo 2 (v. la nota a pie 11 de dicho capitulo).

[92] de Igor V. Pavlov y Alexander V. Skorikov (1986), fundamental para nuestro avance
en el Capitulo 3 y que pudimos traducir antes de conocer su posterior desarrollo mas
completo en el libro [3] del profesor Alexander D. Bendikov.
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D. HiLBERT, Wesen und Ziele einer Analysis der unendlichvielen unabhéngigen Variablen. Rendiconti del
Circolo mat. di Palermo Bd. 27 (1909), p. 59-74. (Es una referencia del articulo [17] de H. Bohr.)

Naturaleza y finalidad de un Analisis de infinitas variables independientes.!

Por David Hilbert (Géttingen).

En el Algebra la mayor parte de las veces se consideran como incoégnitas —llamense @1, @2, ... @—
un numero finito de cantidades, y se plantea el problema de determinar este nimero finito de cantidades
Y1, P2, .- ., de modo que se satisfaga un nimero finito de relaciones dadas.

En comparacién, en la mayoria de los problemas del Andlisis las incdgnitas son funciones, y para
determinarlas de modo que se satisfagan ciertas relaciones, se requiere que estas relaciones estén en
forma de ecuaciones diferenciales, integrales o funcionales, o tal vez en una combinacién de estos tipos de
ecuaciones. En la idea de fijar uno de estos problemas, podemos considerar que nuestra incognita es una
Unica funcién continua (s) de la sola variable s, para la que se ha dado una tdnica relacién

R(p(s)) = 0.

El recién mencionado problema de analisis y el problema de dlgebra al que nos referfamos en primer
lugar se funden y quedan englobados en el problema més general y completo que considera como incégnitas
infinitas cantidades desconocidas y trata de determinarlas de modo que se satisfagan infinitas relaciones
dadas. De hecho, la funcién continua ¢(s) queda determinada si los valores, dependientes de ¢(s), del
sistema de infinitas variables que constituyen por ejemplo sus coeficientes de Fourier

“+ —+7 “+7
T = / () ds, To = / p(s) cos sds, T3 = / »(s)sinsds,

- -7 -T
+7 +m
Ty = / ©(s)cos2sds, x5 = / p(s)sin2sds, L

son cantidades conocidas, y por otra parte la relacién dada (ecuacién diferencial, integral o funcional) se
deja transformar en infinitas ecuaciones entre estos valores, de modo que estas ecuaciones vienen a ser
las infinitas relaciones dadas para la determinacién de las infinitas incégnitas x1, =2, .. ..

El denominado problema de la determinacion de infinitas incégnitas a partir de infinitas ecuaciones
parece a primera vista, debido a su generalidad, ingrato e inabordable; ademés, ocuparnos de él acarrea
el peligro de hacer que nos perdamos en unas consideraciones demasiado dificiles, atrevidas o miopes
sin obtener ninguin beneficio para problemas méas profundos. Pero si no nos dejamos confundir por estas
consideraciones somos como Sigfrido, ante quien el Fuego mégico por si mismo se apaga gradualmente, y
en recompensa se nos otorga el hermoso premio de una creacion metodicamente uniforme de Algebm Y
Andalisis.

Para garantizar el acceso al problema de la determinacion de infinitas incégnitas a partir de infinitas
ecuaciones, recordemos el modo de proceder en el caso de un nimero finito de variables: consideremos
que los primeros miembros de las relaciones dadas son funciones de un nimero de argumentos, y que
la dificultad de la busqueda de las raices de las ecuaciones dadas depende de la naturaleza de esas
funciones. Si son —por empezar con las mas sencillas— funciones lineales, cuadraticas o enteras racionales
cualesquiera, las ecuaciones que se forman mediante su igualacién a cero las ensefia a resolver la Teoria de
las ecuaciones numéricas. En la Teoria de funciones encontramos en primer lugar el concepto general de la
funcién de un nimero cualquiera de variables; al especializar este concepto paso a paso por las exigencias
de continuidad, después de diferenciabilidad, etc., llegamos finalmente, a través de otra especializacién
del concepto de funcién, al concepto de funcién analitica.

La primera tarea del Analisis de un nidmero infinito de variables debe ser la de trasladar todos estos
conceptos, y las primeras propiedades concernientes a los mismos, en la forma apropiada para el caso de

!Tuve previsto exponer las siguientes consideraciones en el IV Congreso Internacional de los Mateméticos de
1908 en Roma. [Finalmente D. Hilbert no acudié a aquel Congreso por problemas de salud, segin se informa en
las correspondientes Actas, Vol. I, p. 3. (N. del T.) |

129



130 D. Hilbert, RCMP 27(1909)

infinitas variables.? Asi ahora mismo, en un primer ensayo, para definir el concepto de funcién lineal de
infinitas variables, esto exige la consideracién efectiva de que una expresion lineal en las infinitas variables
T1, L2, ..., COMO

CL1£ZJ1+(12.CC2+...,

ciertamente solo puede representar una funcién de aquellas infinitas variables, cuando la serie sea con-
vergente, y esto es cierto solo en el caso de que las infinitas variables x1, x2, ..., que provisionalmen-
te podriamos considerar reales, queden limitadas por desigualdades. Estas desigualdades restrictivas se
podrian escoger de muchas maneras, pero la arbitrariedad desaparece si se exige —segun el principio de
dualidad— que los coeficientes aq, as, ...de la funcién lineal sean asimismo el sistema de valores de las
infinitas variables que satisface una desigualdad suficientemente restrictiva. La restriccion para las infini-
tas variables x1, x2, ...puede consistir de una manera muy sencilla en que la suma de sus cuadrados sea
finita, la primera restricciéon que se nos ocurre al hablar de funciones o ecuaciones de infinitas variables
reales x1, T2, .... En particular se ensena que la expresion lineal

(11171—|—(12$2—|—...,

define una funcién lineal de las infinitas variables x1, x2, ..., cuando y solo cuando la suma de los
cuadrados de los coeficientes a1, a9, .. .es finita.

Volvamos ahora al tratamiento del concepto de continuidad. Decimos que los infinitos sistemas de
valores

(@) = . b
@) = o, af,
(") = af, o,

se convierten con continuidad en el [convergen al] sistema de valores
(x) = x1, xo,

cuando se cumplen todas las condiciones de limite siguientes

(n)

lim x,"7 =z,

n—oo

lim xgn) = T3,

n—oo
Una funcién F(x) de las infinitas variables x1, z3, ...se dice continua cuando los valores de la funcién
F(z'), F(z"), F(2"), ...se aproximan siempre al valor F'(x) en tanto que los infinitos sistemas de valores
(), («"), ("), ...converjan al sistema de valores ().

En base a esta definicién de continuidad nos daremos cuenta facilmente que, correspondiendo al caso
de un numero finito de variables, una funcién continua de funciones continuas es siempre otra funcién
continua. Pero, sobre todo, que es valido también el hecho de que una funcién continua de infinitas
variables debe alcanzar siempre un minimo® —un teorema que nos parece, a causa de su precisién, su
generalidad y su aplicabilidad, como un equivalente del conocido principio de Dirichlet.

En lo concerniente a funciones de infinitas variables de un tipo particular, sabemos que una funcion
lineal siempre es continua. Para una definicién de las funciones cuadriticas, sean a,, (p,¢,= 1,2,...)

cantidades cualesquiera, tales que exista el limite

lim g ApgTpTq

n—oo
(p,g=1,2,...n

2Ver por ejemplo mis comunicaciones 4* y 5* Uber die Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen
Integralgleichungen, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Mathematisch-physikalische Klasse, 1906, 157227 y 439-480;
o bien Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912, capitulos 4. y 5.
3Ver mi 4* comunicacién, p. 200 y mi 5* comunicacién, p. 440 [Anm. 1, p. 57].
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para todos los valores de las variables x1, xs, ... ; entonces designaremos este limite con
Q) = E , ApgTpTyq
(p,g=1,2,..n
y lo llamaremos una funcion cuadrdtica de las infinitas variableszy, zo, .... Una funcién cuadratica en
general no es continua, sino que solo puede considerarse, en un sentido en cuya discusién no podemos
detenernos aqui, como una funciéon “acotadamente continua” de las infinitas variables z1, x3, .... Sin

embargo, una funcién cuadratica resulta ser continua cuando lo es para un sistema de valores particular,
como por ejemplo para el sistema 1 =0, 2 =0, ....

Las recién definidas funciones lineales y cuadraticas tiene cardacter homogéneo en las variables z1, xo,
...y por ello se llaman también formas; nosotros designaremos como funciones lineales o cuadréticas
respectivamente también a las sumas de constantes y formas lineales o sumas de funciones lineales y
formas cuadraticas respectivamente. Inmediatamente se dejan introducir los correspondientes conceptos
de forma bilineal, transformacion lineal, ortogonal, invariante, etc., y mediante un desarrollo de estos
conceptos y de las propiedades primitivas de los mismos se origina una teoria de las formas en infinitas
variables, —un nuevo campo cientifico en cierto modo intermedio entre el dlgebra y el Andlisis, ya que
si con respecto a sus métodos se apoya en el dlgebra, a causa de la naturaleza transcendente de sus
resultados en cambio pertenece al Andlisis.

Son de importancia los teorema sobre formas cuadréticas y bilineales.* Vaya por delante el teorema
segun el cual, si la forma cuadrdtica Q(z) es continua, siempre se puede transformar, mediante una
transformacion ortogonal, en la suma de los cuadrados de unas nuevas variables x, x4, ..., de modo
que se tiene

Q(z) = knah® + kaah® + -,

donde k1, ko, ...es una cierta sucesién de constantes que converge a cero. A este teorema le siguen otros
y finalmente un importante teorema sobre las formas bilineales continuas, cuyo contenido esencial viene
a decir que Un sistema de infinitas ecuaciones lineales en infinitas incognitas que procede de una forma
bilineal continua tiene , con respecto a la existencia y numero de soluciones, todas las propiedades de un
sistema de un numero finito de ecuaciones y un numero finito de incégnitas.

En lo que concierne a la argumentaciéon de la necesaria demostracion de estos teoremas, decir que se
basan fundamentalmente en el teorema mencionado hace un momento de la existencia del minimo de una
funcién continua de infinitas variables, y el curso posterior es tan simple y natural, que es solo necesario
llamar la atencién de las personas a que pasen entre las estaciones en el orden correcto, con lo cual todo el
mundo adivinard inmediatamente los pasos de conexién: hay que utilizar simplemente las consideraciones
oportunas de la teoria de las formas cuadraticas y bilineales con un ntmero finito de variables, como si
estas consideraciones celebraran sus mejores triunfos primeramente aqui, en la teoria de las formas con
infinitas variables.

No es menos importante la teoria de las formas cuadréticas solo acotadamente continuas. Resulta que
estas formas también admiten una representacién andloga: solo hay que anadir a la suma infinita de
cuadrados de formas lineales, como ocurre ya en la representacion de las formas cuadrédticas continuas,
cierta integral con caracter de suma de cuadrados.’

Ahora, si la teoria de funciones de infinitas variables que hemos dado a conocer hasta el momento
presenta un interés independiente y su estudio es en si misma de valor, lo que importa sobre todo para
conseguir su objetivo principal es ganar con ella un punto de vista general y un método de demostracién
uniforme para los conocidos problemas del Anélisis que se refieren a la solucién de ecuaciones entre
funciones.

[Ahora (p. 61, segundo pérrafo), Hilbert se pone a hablar de ecuaciones integrales lineales, ecuaciones diferen-
ciales lineales, cdlculo de variaciones, ...,y prosigue (a partir de p. 64, parrafos finales)]:

“Ver mi 4* comunicacién, p. 201 [Anm. 1, p. 57].

SEste importante problema aqui sefialado, cuyo tratamiento he dejado registrado en mi citada 4* comunicacién
de Anm. 1, p. 57, se ha promovido ya esencialmente en los siguientes trabajos:

E. HELLINGER Y O. TOEPLITZ, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-Phys. Klasse 1906, p. 351-355.

O. ToepLITZ, Ibid. 1907, p. 101-109.

O. ToEPLITZ, Ibid. 1907, p. 110-115.

E. HELLINGER, Inaugural Dissertation Gottingen 1907. D.V. Nr. 41.

E. ScumIDT, Rend. Circ. Mat. Palermo 25 (1908), p. 53-77.
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Hasta ahora solo hemos tratado de problemas transcendentes lineales y algunos bilineales. En general,
para acometer un problema transcendente por medio del método de infinitas variables, es necesario antes
desarrollar la teoria de funciones de infinitas variables, y esto se efectua ante todo mediante la introduccién
del concepto de funcién analitica de infinitas variables.®

En el tratamiento que habiamos hecho hasta ahora de las funciones lineales, cuadraticas y bilineales
de infinitas variables, los coeficientes eran siempre cantidades reales y sobre las variables se imponia la
condiciéon de que debian poseer una suma de cuadrados finita; estas restricciones van a ser suprimidas a
partie de ahora: por una serie de potencias de infinitas variables vamos a entender una expresién de la
forma

Bz, x2,...) =c+ Z CpTy + Z CpgTpTq + Z CpgrTpTgXr + - .. (H1)

(p) (p,q) (p,q,m)
(p,q,7,... = 1,2,3,...), donde ¢, ¢p, Cpq, Cpgr son cantidades dadas cualesquiera reales o complejas y
1, To, T3, ...denotan a las variables, que andlogamente pueden tomar valores reales o complejos. Si la

expresién (H1) converge absolutamente para un cierto sistema de cantidades reales o complejas ninguna
de ellas nula

Tr1 =¢€1, T2=E2, T3=EZ ...,
asimismo se encuentra convergencia absoluta para la serie B(z1,x2,...) para todos los valores reales o
complejos de las variables que satisfagan las desigualdades

lz1| < lexl, |z2| <leal, o3| <les],...; (H2)

decimos entonces que la serie de potencias B(z1, T2, . . .) representa una funcién analitica F' de las infinitas

variables x1, xo, 3, ... en el entorno del punto z; = 0, 9 = 0,... definido por (H2).
Para alcanzar un criterio que permita decidir si una expresion arbitraria que se nos presenta
c+ g CpTp + E CpgTpTq + E CpgrTpTqZr + . .. (H3)
(p) (p.9) (p,q,7)

(p,q,r,...=1,2,3,...), representa una funcién analitica de las infinitas variables x1, xo, ..., imaginemos
que para cada valor de n igualamos a cero la totalidad de las variables z, 41, Tn42, ... en la expresién
(H3). La expresién asi resultante en las n variables x1, 2, ..., o, se llama la seccién n-ésima de (H3);
ahora bien, si hay un entorno en el que para cada valor de n la seccién n-ésima es una serie de potencias
absolutamente convergente de las variables z1, ..., z,, y los valores absolutos de todas estas series quedan

por debajo de una cota independiente de n, entonces se dice que la expresion (H3) estd acotada en ese
entorno. Se cumple el teorema de que toda expresién (H3) acotada en un entorno representa una funcién
analitica de las infinitas variables x1, x3, x3, .... En particular cuando los médulos de los términos en una
expresién como (H3) queden por debajo de una cota finita, es decir, cuando las sumas de (H3) aparezcan
solo en un numero finito, la expresion se llama entera y racional. Por el teorema mencionado se deduce
que una expresion entera y racional en un cierto entorno siempre representa una funcién analitica, a la
que se llama funcion entera racional de las infinitas variables.

Sigo con algin ejemplo de funciones analiticas de infinitas variables.

El determinante de Hill, que juega un papel en la resolucién de ciertos sistemas de ecuaciones con
infinitas incégnitas:

1+ 211 T2 T13
T21 1+ 229 T23
31 T32 1+ 233

es una funcién analitica de las infinitas variables x11, x12, T13, T21, T22, T23, ...
Obtenemos otro ejemplo si en la ecuacién

2 3
Yy=x1t+x2y" +x3y° +...
calculamos y como una serie de potencias en zj, 2, ... como sigue:

y=x1 + 2220 + 2hws + 20522 + xtay + -

5El concepto de funcién analitica de infinitas variables viene ya de HELGE vON KocCH: Sur les systémes d’ordre
infini d’équations différentielles, Svenska Vetenskaps-Akad. 56 (1899) p. 395-411.
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porque se lleva adelante facilmente, con ayuda del método de la mayorante, la prueba de que esta serie
de potencias converge en cierto entorno del punto 1 = 0, z2 = 0, ..., luego y es una funcién analitica
de z1, o, ....

Sea, para proporcionar un tercer ejemplo,

Pz, y) = uoo + ur0x + uory + U207? + U112y + ug2y® + - -

una serie de potencias de las variables x e y y ugo, 10, %01, U0, - .. Sus coeficientes. La solucion y de la
ecuacién diferencial

Y~ p(ay)

L =Bz, y

dx ’

que se anula para x = 0 resulta ser una funcién analitica de las infinitas variables ugg, %10, o1, U20,
..., asi que la integral de una ecuacién diferencial analitica con condicién adicional analitica resulta ser
también una funcién analitica de la totalidad de los sucesivos coeficientes en consideracién.

En lo que sigue vamos a tratar ante todo de trasladar a la teorfa de las funciones analiticas de infinitas
variables los conceptos y resultados importantes de la teoria de las funciones analiticas de un ntmero
finito de variables.

En primer lugar es claro que el bien conocido teorema en la teoria de funciones de un nimero finito
de variables que dice que los coeficientes de la serie de potencias son todos nulos si la funcién se anula en
cada punto de un entorno, en esta teoria sigue siendo correcto; porque las secciones de esta funcién, que
son series de potencias de un nimero finito de variables, deben igualmente anularse idénticamente; por
consiguiente todos sus coeficientes son nulos.

A continuacién probamos de trasladar el método de prolongaciéon a una serie de infinitas variables.
Sea a1, az, ... un punto del entorno (H2) de la serie de potencias P(z1, z2,...), y ordenemos entonces

(B(yl —a1,Y2 —ag,.. )

segun las potencias de y1, ya, ... del mismo modo que (H3) estaba ordenada segun las potencias de x1,
Za, ...; la serie de potencias resultante Q(y1,ya,...) convergera en todos los puntos de un entorno

lyil < Imls  lyel <n2ls lysl <nsl,. .5

del punto y; =0, yo =0, y3 =0, .... Las funciones representadas por ¥ y £ coinciden una con otra en
los puntos donde convergen ambas. Para los puntos en los que Q(y1,ys,...) converge y B(z1, z2,...) no,
£ proporciona la prolongacidn analitica de la funcién analitica F' definida mediante B(z1, zo, .. .).

Aun anadiré una nota a esto. En la teoria de funciones de una variable se demuestra el siguiente
teorema: Si P(x) es una serie de potencias convergente en un determinado circulo de centro 0 y f(y) una
funcién analitica regular inyectiva e inversible en un entorno del punto y = 0, y desarrollamos B(f(y)) en
potencias de y, es posible que esta serie de potencias converja en un punto y = yo tal que g = f(yo) caiga
fuera del circulo de convergencia de la serie 3(x). Entonces la serie de potencias B(f(y)) en el entorno
del punto y = yo, considerada como funcién de z, sirve como prolongacién analitica de 3(z) en el entorno
de z = x(. Este teorema, que es valido igualmente para funciones de un nimero finito de variables, no es
ya correcto en la teoria de funciones de infinitas variables, como muestra el siguiente ejemplo: La funcion
lineal

L(l’l,l'g,...) =21 +2x2+x3- -

es segun la definicién antedicha de prolongacién analitica, univoca y no prolongable sobre el dominio de
convergencia primitivo [la regién Y 22 < 1]. Pero pongamos
Y1 =T1+ T2, Y2 =T2, Y3 =3+ T4, Y4 = T4, Y5 =T5 + Y5, ...,
de modo que
L) =y +ys+-,

y esta serie converge por ejemplo también para x1 = 1, 20 = —1, 3 = 1, x4 = —1, ... y suministra
el valor 0, aunque la funcién original no es prolongable hasta ese punto. Si se quiere tener en cuenta
esta circunstancia, al definir el concepto general de prolongaciéon hay que abandonar la univocidad de la
funcién L(zx). De hecho, mediante la sustitucién

21 =1, 22 =T2+ T3, 23 =T3, 24 = T4+ T5, 25 =T5, ...,
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L(x) se transforma en 21 + 23 + 24 + ..., y suministra para el punto z1 = 1, zo = —1, 3 = 1, 14 = —1,
. el valor 1, cuando antes habiamos obtenido el valor 0.
Para mostrar una aplicacién del concepto de prolongacién analitica de una funcién de infinitas varia-
bles, daré el ejemplo de una tal funcién, para la cual su prolongacién analitica es capaz incluso de tomar
todos los valores de un itervalo de nimeros reales. A saber, la funcién

1 1 1 1
F(xl,acg,...):5\/1—:51—&-2—2\/1—3024—2—3\/1—:53—&—?\/1—304—1—...

es evidentemente desarrollable en una serie de potencias de z1, x2, 3, ... que ciertamente es absoluta-
mente convergente en el entorno

r < 5 el <2, ol < 2

331_2, $2_2, 1‘3_2,...

Se tiene 1 1 1
F0.0,..)==4 — 4 — f..=1.
(0,0,..) = 5+ 55+ 55 +

Dejemos ahora que alguna de las variables complejas x, recorra un camino que encierre al punto 1,
de modo que en la anterior serie infinita, en lugar del término —&-2%1 /1 —x,, aparezca el valor opuesto
—2%,\ /1 — x,. La correspondiente prolongacién de la funcién analitica F'(x1, z2,...) tomard por lo tanto,
en el punto 1 =0, zo =0, ..., el valor

Lol 1y L,

2 22 23 20 T
Si dejamos rodear al punto 1 a un sistema cualquiera de las variables complejas, podemos conseguir que
la prolongacién analitica de la la funcién F'(z1, s, ...) pueda alcanzar cualquier valor de la forma

j:% + 2% + % +,

es decir, la funcién analitica F'(x1,x2,...) tomard efectivamente, en el punto ;7 = 0, z2 = 0, ..., todos
los valores reales comprendidos entre —1 y 1. Este hecho es notable porque con él se ha mostrado que una
funcion analitica de infinitas variables puede ser continuo-valuada, mientras que una funcién analitica
de un nimero finito de variables, segin un conocido teorema demostrado por Volterra y Poincaré, solo
puede ser numerablemente-valuada.

Se cumple el teorema de que una funcion analitica de infinitas variables es continua en cada punto,
relativamente a cada entorno de este punto; es decir, que si la totalidad de los sistemas de valores

P dP . p=1,2,3,..)

pertenecientes a un entorno del punto aj, as, ..., convergen hacia el sistema de valores ay, as, ...,
entonces también los correspondientes valores de la funcién analitica convergen siempre hacia el valor
que posee en el punto aq, as, .... En cambio resulta que una funcién analitica de infinitas variables de
ninguna manera es continua relativamente a un entorno cualquiera.

De este teorema se sigue inmediatamente el hecho siguiente: Si la serie de potencias P(xy, za,...)
converge en el entorno |z1| < €1, |xa| < €9, ..., entonces la funcién representada en este entorno estd aco-
tada. De hecho el maximo del médulo de la funcién proporciona una cota superior para el médulo de sus
secciones. Este teorema es un reciproco del teorema posterior al anterior display (H3).

Lo mismo que el planteamiento del concepto de continuidad de una funcién de infinitas variables
requiere esencialmente fijar también la vecindad del punto que deba tenerse en consideracion, el concepto
de mdzimo o minimo de una funcion analitica de infinitas variables también depende en uno esencial de
los puntos de comparacion a los que hay que hacer caso, de la delimitaciéon de la vecindad, de modo que
se llega a que, para una serie de potencias de infinitas variables, el comportamiento de los términos de
segundo grado para distinguir entre un méximo o un minimo no senala ahora en la misma forma que lo
hacia para una funcién de un ntmero finito de variables.

Sirva como ejemplo la serie de potencias

T T D
12 22 32 1 2 3 Y
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que para todos los sistemas de valores reales que satisfacen la condicién
ri+as+ai+...<1 (H4)

es absolutamente convergente y representa una funcién continua relativa a esta regién (H4). Aunque los
términos de segundo grado son definidos positivos y se anulan solamente para

1 =0, 20 =0, 23 =0,...,
en este punto no se alcanza un minimo que no esté relativamente ligado a un entorno del punto, ya que
para
2
z1=0, z9=0,... z,_1 =0, xnzﬁ, Tpt1 =0,...

la funcién tiene el valor negativo
22 23 22

nt nt nt’

Otro ejemplo lo proporciona la funcién representada en la misma regién (H4) por la serie de potencias
o2 bl a4 — 200 — 223 — 223 — .
esta funcién no tiene un minimo en el punto
r1 =0, 20=0, z3=0,...,
relativamente a la regién (H4), ya que la sustitucién de
21 =0, 29=0,... 2,1 =0, 2, =1, 24,41 =0,...

proporciona un valor negativo. Se encuentra en cambio que en aquel punto tiene lugar un minimo relativo

$1_27 2; $3_27"'1

pues para todos los valores reales de las variables que satisfacen estas desigualdades, dado que

|za] <

2 — 223 >0,

la funcion resulta ser positiva.

Usando el teorema mencionado hace un momento, segin el cual una fucién analitica es continua relati-
vamente en cada entorno, se consigue establecer el fundamental resultado de que una funcion analitica de
infinitas funciones analiticas de infinitas variables es una funcion de nuevo analitica de estas variables.

Para demostrar este teorema, consideremos la serie de potencias

B(r1,22,...) = Z Cnyoonp @y 'J/’Zkv

que es absolutamente convergente en algiin entorno del punto z; =0, 2 =0, ..., acaso para el sistema
de valores
|.’E1| < ]-7 |$2| < 1)7

sean adem4s

T = x1(€17§27' . ')7 To = x2(£17€2, .. ')a

series de potencias de las infinitas variables &, &2, ... todas ellas absolutamente convergentes en el
entorno

&1 <, [Eo] g, .,

—donde a7, as, ...se sobrentienden constantes positivas— y cuyo moédulo se mantenga menor que 1 en
este entorno. Por aplicacién de esta sustitucion, la funcién PB(z1, z2, . . .) se transforma en una funcién de
51, 62, e

PB(z1(§), 22(8),-..) = F(&, &2, - ),

y queremos demostrar que esta es una funcién analitica de &, &, . ...
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Cada término de la serie de potencias B es producto de un ntimero finito de factores que son series de
potencias de &1, &3, . .. absolutamente convergentes. Del teorema de multiplicacién de series absolutamente
convergentes se deduce que cada término de 3 se convierte en una funcién analitica de &1, &2, ... que
se mantiene menor que 1 en médulo. En otras palabras, F'(£1,&s,...) es una suma de series de potencias
absolutamente convergentes:

F(flvg% .. ) = C1X1(£17§27 .. ) + C2X2(£17€23 .. ) + )

donde los Cq, Cs, ... son los coeficientes de la serie de potencias B(x1, x2, . ..). Segin nuestra suposicion,
la suma de los moédulos de estos coeficientes se mantiene finita. Pero de esto se sigue que la funcién
F(&1,&,...) estd acotada en el entorno considerado |§,| < «a,. Ahora vamos a considera las secciones
n-ésimas de esta funcién:

[Fln = C1[X1]n + Co[Xa]n + -+ .

Como los Xj, X5, ...se mantienen en mdédulo menores que 1, asi [F],, como la suma de una serie
uniformemente convergente y cuyos términos son funciones analiticas de &, ..., &,, es una funcién
analitica de estas variables. De ahi podemos formar formalmente una serie de potencias de las infinitas
variables &1, &, ... constituida de forma que sus secciones coincidan con las secciones de la funcién
F(&1,&,...) y ademds estén acotadas en el entorno [&1| < aq, |§2] < ag, ... Pero de ello se sigue que la
serie de potencias asi construida es absolutamente convergente en un entorno determinado y representa
una funcién analitica. Para constatar la identidad de esta funcién analitica con la funcién F'(&7,&s,. . .)
sefialemos que ambas funciones son continuas y por consiguiente coinciden en cada punto con el limite
de sus respectivas secciones, que son las mismas funciones en cada caso.

Una de las tareas més importantes de nuestra teoria reside en la resolucion de ecuaciones analiticas da-
das entre infinitas variables Si estas ecuaciones son lineales, seran de aplicacién los teoremas mencionados
al comienzo de esta conferencia apropiadamente modificados. Pero también en el caso de ecuaciones no
lineales se pueden conseguir teoremas generales. Como ejemplo sirva el siguiente, el teorema concerniente
a la inversién de un sistema de ecuaciones:”

Nos presentan el siguiente sistema de ecuaciones

y1 =21+ Pa(w1, 22,...),
Y2 :.’L'2+q:;2($1,$2,...>,
Yz = o3+ Pa(x1, 22, .. .),

donde, en general, B, (z1,z2,...) es una serie de potencias de las infinitas variables x1, 2, ... que no
contiene ningiin término lineal y cuyos coeficientes se mantienen en su totalidad en mdédulo por debajo
de una cota M, ; ademas se supone que la suma

My + My + M+ ...

es finita. Entonces queda univocamente determinado un sistema de series de potencias absolutamente
convergentes de las variables y;, y»2, ...que representan las soluciones analiticas de aquel sistema de
ecuaciones.

[siguen (p. 71 abajo y p. 72) unas consideraciones generales finales]

"Ver HELGE VON KocH, Sur les fonctions implicites définies par une infinité d’équations simultanées. Bull.
Soc. math. France Bd. 27 (1899) 215-227. Este teorema coincide esencialmente con uno probado por E. SCHMIDT
para ecuaciones integrales: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. III Teil. Math. Ann.
Bd. 65 (1908) 370-399.



H. Bonr, Uber die Bedeutung der Potenzreihen unendlich vieler Variabeln in der Theorie der Dirichlets-
chen Reihen. Nachr. Ges. Wiss. Gdttingen, Math.-Phys. Klasse 1913, Heft 4, p. 441-488 (citado por
JLR entre las referencias de [101]). http://eudml.org/doc/58885 Extractos de la Introduccién y de las

Secciones 1 y 2, Secciones 3 y 4 completas y Suplemento (el articulo tiene seis Secciones y un Suplemento
final).

Sobre la importancia de las series de potencias en infinitas variables
en la teoria de las series de Dirichlet ) .

Por
Harald Bohr de Copenhague.

Presentado por el sr. D. Hilbert en la sesién de 21 de junio de 1913.

(extracto de la Introduccidn, p. 444-446):

El pardgrafo §3 contiene un estudio sobre las series de potencias de infinitas variables [o con infinito
nimero de variables]. Segtin el sr. Hilbert,! se entiende por seccidn m-ésima de una serie de potencias

P(z1,22,...,Tm,...) =c+ Z Co Lo + Z Co. Talp + Z Ca,By TalpZy+ ... (B1)

a=1,2,... a,8=1,2,... a,B,v=1,2,...
a<lp alp<y
la serie de potencias en las m variables z1, za, ... T

Po(x1,29, ... &m) =c+ Z Co To + Z Ca,8 Talp + Z Ca,By Lalpl~y + ... (B2)

a=1,2,..m a,f=1,2,...m a,f,v=1,2,..m
a<p a<p<~y

que se origina cuando en (B1) se igualan a 0 todas las variables &, 41, Tmt2, - .-

Sea (G,,) una sucesién de nimeros reales positivos; decimos que la serie de potencias P(x1,Za,...)
estd acotada en la region |z1| < Gy, |22 < Ga, ... |2m| < G, - .., cuando se cumplen las dos condiciones
caracteristicas siguientes:

1. Para cada m > 1 la seccién m-ésima P, (z1, 2, ..., Zm) es absolutamente convergente en la regién
21| < G, 22| < G,y oo 2| < G-

2. Existe un K > 0 independiente de m, tal que para cada m > 1 se verifica | P, (21, %2, ..., Tm)| < K
en la region |x1| < Gy, |z2| < Ga, ... |2m| < G-

A continuacién, en el §3 estudiamos la relacién que hay entre la acotacién de una serie de potencias
en infinitas variables y la convergencia absoluta de la serie. Demostramos el siguiente teorema;:

Si la serie de potencias P(xy1,xa,...) estd acotada en la region |z1| < Gy, |x2| < Ga, ... |xm| < G, - - -,
y (em) es una sucesion de numeros tales que 0 < &, < 1 para todo m > 1 y que la serie Zf:;:l €2 es
convergente, entonces P(x1,2a,...) es absolutamente convergente en la region |x1] < e1G1, |x2| < £2Go,

cozm] < emGm, ...

Sea S < oo el limite superior de los niimero positivos a que tienen la siguiente propiedad: Toda serie

de potencias P(x1,x2,...) acotada en la region |x1| < Gy, |x2| < Ga, ...es absolutamente convergente
en la region |x1| < e1G1, |x2| < e9Ga, ... cuando 0 < €, < 1 para todo m > 1 y la serie Zf:;:l €% es

convergente. Este S es una constante absoluta < oo, y segtin el teorema anterior se tiene S > 2.
En la seccién §4 enseno el importante papel que juega este nimero S en el estudio de los problemas
de la convergencia absoluta de la serie de Dirichlet

ORI (B3)

ID. Hilbert, Wesen und Ziele einer Analysis der unendlich vielen unabhéngigen Variabeln. Palermo Rendiconti
Bd. 27, 1909, p. 59-74, p. 67.
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Sea (B3) una serie de Dirichlet que posee un dominio de convergencia [no vacio], y supongamos que o = A
designa la recta de convergencia, o = B la recta de convergencia absoluta y o = C'la recta de convergencia
uniforme? de la serie; se tiene —co < A < C < B < 00. Sea ademéas D el nimero (—oco < D < co) tal
que, para cada € > 0, la funcién definida por la serie es regular [e.d., desarrollable en serie de Taylor en
un entorno de cada punto de ese dominio] y acotada para ¢ > D + ¢ pero no para o > D — ¢. Se tiene
entonces, como hemos demostrado en otro lugar,?

C=D.

Esto engloba un teorema anterior de Schnee? segin el cual es A < D. En base a la conocida relacién
B — A <1 se sigue inmediatamente del Teorema de Schnee que la abscisa de convergencia absoluta B,
que evidentemente es > D, es < D+ 1. En la §4 estudiaré la diferencia B — C, es decir, dado que C = D,
la diferencia B — D, que segtin lo anterior es un nimero no negativo < 1. Designemos por T > 0 el
extremo inferior de todos los nimeros positivos 8 que cumplen la siguiente propiedad: Para toda serie de
Dirichlet que posea un dominio de convergencia se tiene B — D < 3. Con otras palabras, sea T" el nimero
> 0 tal que siempre es B — D < T, mientras que para cada § > 0 existe una serie de Dirichlet (B3) tal
que B — D > T —§. Entonces yo demostraré: Se tiene

T — g,
donde S denota el nimero definido anteriormente en la teoria de las series de potencias en infinitas
variables. A partir del resultado antes mencionado S > 2 se sigue ahora en particular

T<

)

DN | =

por consiguiente: Toda serie de Dirichlet (B3) que posee un dominio de convergencia y para la cual la
funcion f(s) definida por la serie es reqular y acotada para o > 1, es absolutamente convergente al menos
para o > 1+ %

(extracto de la seccién 1, p. 447-448):

Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) es absolutamente convergente para o = oy, es decir, que
oo
>
n=1 noo

2Por la recta o = C de convergencia uniforme hay que entender la recta tal que para cada e > 0 la serie (B3)
converge uniformemente en el semiplano ¢ > C + & pero no en el semiplano ¢ > C — ¢. Ver H. Bohr, Uber die
gleichmissige Konvergenz Dirichletcher Reihen, Crelles Journal, 1913, Bd. 143, 203-211.

31bid., §1. [Tomo de alli una explicacién suplementaria]: Supongamos que una serie de Dirichlet general, es
decir, 37, ane™ % con 0 < A\ < Ao < --+ ¥ Ap — 00, tiene un dominio no vacio de convergencia. Entonces:

Abscisa de convergencia 0 = A (—oo < A < c0): la serie converge para o > A y diverge para o < A.

Abscisa de convergencia absoluta 0 = B (—oo < B < 00): la serie converge absol. para o > B y no converge
absol. para o < B. Se tiene A < B. Se sabe que Ve > 0 y E > 0 la serie es unif. conv. en la regién o > A + ¢,
|s| < E (no necesariamente en el semiplano completo o > A + ¢).

Abscisa de convergencia uniforme 0 = C' (—oo < C' < 00): Ve > 0, la serie converge unif. para ¢ > C + ¢ pero
noen o > C —e. Se tiene A < C < B.

Sea f(s) la funcién definida por la serie de Dirichlet.

Abscisa de regularidad y acotacién 0 = D (—oo < D < 00): Ve > 0, f(s) es regular y acotada para o > D + ¢
peronoeno > D —e.

Dos resultados de Bohr en el paper citado en la nota anterior:

1) Si 3¢ > 0 tal que V6 > 0 es 1/(Ant1 — An) = O(exp(An(€ + 9))) y la serie tiene dominio de convergencia,
entonces C' = D. Por ejemplo las series de tipo (B3) en que A, = logn son un caso particular importante en que
se cumple esto.

2) Silimp— oo 1<;an =0, entonces A=B=C=D.

4Ver por ejemplo E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 1909, Bd. II, p4g. 848. El
resultado de Schnee mencionado en su texto es de paso un caso particular de un teorema mas general de Schnee,
donde en vez de la acotacién de f(s) sélo se supone que sea f(s) = O(|t|°) para cada & > 0.
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es convergente. Sea U = U(oy) el conjunto de todos los valores u que toma la funcién f(og + it) cuando
la variable real ¢ recorre la recta desde —oo hasta +00, y sea V' = V' (0y) el conjunto de todos los valores v
que toma la serie de potencias P(z1, 2, ...) asociada con (B3)® cuando las variables z1, o, ... recorren
independientemente una de otra las circunferencias

1
|x1|:ﬁ’ |xm|:pTW?,

Teorema 1. El conjunto U estd contenido en V' y es denso en V', es decir, para cada nimerov € V y
todo € > 0 existe un u € U tal que |u — v| < €, y por consiguiente un nimero real ty tal que

|f(0'0 + ito) — ”U| <e.

(extracto de la seccién 2, p. 451):

Supongamos que la serie (B3) posee un dominio de convergencia y sea B, —co < B < oo, la abscisa
de convergencia absoluta de (B3). Se designa, para cada g > B, por W = W(oy) el conjunto de todos
los valores w que toma la serie (B3) en un entorno infinitamente préximo de la recta o = 0¢,% y sea
V =V(0p) el mismo conjunto que en la seccién §1. Se verifica:

Teorema II. Para cada nimero fijo o9 > B el conjunto W es idéntico al conjunto V.

(seccién 3 completa, p. 458-472):
83

Sea (Gp,) una sucesién de nimeros positivos y P(x1, z2, . ..) una serie de potencias como (B1), acotada
en laregion |z1| < Gy, |x2| < Ga, ... |2m| < G, - . -, es decir, cumpliendo que, para cada m > 1 la seccién
m-ésima Py, (21,2, ..., %) definida como (B2) es absolutamente convergente para |z1| < G, |z2| < Ga,
coi|Tm| < Gi, ast como que se puede elegir adecuadamente una constante K > 0 independiente de
m, tal que para cada m > 1 se verifica |Pp,(x1,x2,...,2,)| < K en la regién |z1| < Gy, |z2| < Ga,
oo|zm| £ Gp.” En este pardgrafo voy a estudiar qué se puede decir entonces sobre la convergencia
absoluta de la serie P(z1,22,...).

La primera cuestién abierta en este sentido, evidentemente, es hasta qué punto la acotacién de la serie
de potencias P(x1,xs,...) en la regién |x,,| < G,, (m =1, 2, ...) implica su convergencia absoluta en la
misma region, es decir, la convergencia de la serie

] +Z‘Ca‘Ga+Z|CQ,Q|GQG5+....
o a,B

°Es decir [Introduccién, pag. 442], la serie
oo
P(z1,22,.. . Tm,...) = Zanxfﬁ ceexnt = c—i—ana:a +an73$aaz5 +oe,
n=1 @ a,B

donde

C= a1, Ca = Gp,; Ca,f = Opypgs - - -
y pm designa el m-ésimo numero primo. Al escribir cada nimero n como el producto de sus factores primos, la
serie (B3) se escribe como P(p1°,p5°, ... Pmy---)-

SEs decir [como Bohr explica en la Introduccién], el conjunto de todos los valores w con la siguiente propiedad:
la funcién f(s) toma el valor w en la banda o9 — 6 < 0 < 09 + d para todo § > 0.

TAnotaré una vez por orientacién [del lector] que la acotacién o no acotacién de una serie de potencias de
infinitas variables es una propiedad independiente del orden de sucesién de las variables en la serie, es decir, cuando
P(z1,z2,...) estd acotada en la regién |z1]| < G, |z2| < Ga, ...y r1, T2, ...es una reordenacién de la sucesién 1,
2, ..., entonces la serie de potencias Q(y,, Try,...) formalmente idéntica con P(x1,z2,...), estd acotada en la
region |z, | < Gry, |Zry| < Gry, .. .. Esto se sigue de que, para cada m se puede dar un M > m tal que la m-ésima
seccién Qm(Try, Try, ..., Tr,, ) surge de la seccién Pas(z1,z2,...,2Mm) cuando en esta ultima cierto subconjunto
de las variables x1, x2, ..., xm se iguala a 0.
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Mostraré mediante un ejemplo que esto no es cierto en general.® Y a este propésito procederé como sigue:
sabemos que existe una serie de potencias f(z) =Y - | a,2™ convergente en |z| < 1y con las siguientes
propiedades:

1. f(z) estd acotada en |z| < 1.

2. La serie Y| |ay| es divergente, de modo que lim Z lanz"| =

|—>1*

De aqui se sigue inmediatamente la existencia de una sucesién de funciones
o]
— m), n —
72 a™z (m=1, 2,3, ...)
n=1

con las siguientes propiedades:

1. Para cada m > 1 la serie Y~ a{ 2" es absolutamente convergente en |z| < 1.

2. Para cada m > 1 se tiene Zzozl aE{”
|z] < 1.

)’ > 1, asf como |f,(2)| < 5= para cada m > 1y para todo

Entonces considero la serie de potencias de infinitas variables x1, xs, ...

P(z1,22,...) = fi(z1) + fo(z2) + Za zy +Za”x2 ~+Za51m)
n=1

Evidentemente esta serie es acotada para |z1] < 1, ...|x,,| < 1, ...porque, para cada m > 1, su seccién
m-ésima

o0
P(xy1,22,...,xm) = fi(z1) + fo(z2) + ... + fr(Tm) Za zy —&—Za”x ..+Za£§”>x;;
n=1
es absol. conv. para |z1] <1, ...|z,| <1,y ademds, para cada m > 1, se tiene

1 1
|P(z1,22,...,2m)| = [fi(z1) + ...+ f(@m)| < |fi(x)|+ .+ | fm(@m)| < 3 +... 4+ om < 1
cuando |z1] <1, ... |z, < 1.

Al lado de esto, a causa de la validez de las desigualdades Y~ a%m

)‘ > 1 para cada m > 1, se deduce

que la serie de potencias P(z1, 2, ...) no es absol. conv. en la regién |2,,| < G, (m =1, 2, ...), es decir,

la serie
oo oo
m=1n=1

a(m }

es divergente.”
Antes de proceder a un estudio mas profundo nos servira de orientacién en primer lugar el siguiente
teorema de muy facil demostracién.

8La cuestién reciproca es naturalmente de respuesta afirmativa, es decir, cuando P(z1,Z2,...) es absol. conv.
en la regién |z, < G (m =1, 2, ...), entonces es acotada a fortiori en la misma regién.

9Sea P(x1,x2,...) una serie de potencias absol. conv. en la regién m (m=1,2,...), donde (Gm) es
una sucesién de nimeros positivos; el sr. Hilbert ya expone en su disertacién antes citada, p. 67, como declaracién
firme, que entonces “la serie de potencias P(x1,x2,...) representa una funcién F de las infinitas variables 1, z2,

..en el entorno del punto z1 = 0, z2 = 0, ...definido por |z1]| < G1, |z2] < G2, ...”7. Y aifiade, sin indicacién de
la demostracién de este hecho: “Se cumple que cada expresién P(z1, 2, ...) acotada en algiin entorno representa
una funcién analitica de las infinitas variables x1, 2, ...”. Como resulta del texto de arriba, esta frase no puede

significar que cuando P(z1,z2,...) es acotada en la regién |z, < G (m = 1,2,...), entonces es absol. conv.
en la misma regién, sino que, en todo caso, significarfa: cuando existe una sucesién (G.,) de nimeros positivos
tal que P(z1,z2,...) es acotada en la regién |zm| < Gn (m = 1,2,...), entonces existe una sucesién (H,,) de
nimeros positivos tal que P(z1,z2,...) es absol. conv. en la regién |z.,| < H, (m = 1,2,...). Comparar el
siguiente teorema del texto.
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Sea (G,) una sucesion de nidmeros positivos y la serie de potencias P(xy1,xs,...) acotada en la regidn

|x1] < G1, |x2| < G, .... Sea ademds (g,,) una sucesion de nimeros positivos tal que para cada m > 1,
0 < e < 1y ademds tal que la serie Zi:l em converge. Entonces P(xy1,xa,...) es absolutamente
convergente en la region |x1] < e1G1, 22| < e3Ga, ..., es decir, la serie

el + > lcal€aGa + Y lcasl agsGaGs + . ..
a o,

es convergente.

Demostracion. Se puede suponer sin perder generalidad G,, = 1 para todo m > 1; basta aplicar en otro
caso la transformacion 1 = G, x9 = Gaxl, .. .. Por hipétesis se tiene que, para cada m > 1, la seccién
m-ésima Py, (z1,22,...,2Tm,) es absol. conv. en |z1| < Gy, ... |zn| < Gy y ademds [Py, (21,29, ..., )| <
K en la misma regién, con K independiente de m. De esto se sigue inmediatamente para m fijo, mediante
una valoracién de Cauchy,'® que todos los coeficientes de la serie de potencias Py, (w1, T2, ..., Z,) son
de médulo < K. Esto vale para todo m > 1, luego todos los coeficientes de la serie de potencias tienen
médulo < K; porque cada término de la serie de potencias P(x1, 2, ...) involucra solo un nimero finito
de las cantidades x4, xa, . . ., asi que cada coeficiente de la serie de potencias P(x1, 2, ...) es un coeficiente
de la secciéon m-ésima P,,(z1,22,...,Zmy) para un m suficientemente grande. Pero de aqui ya se sigue la
validez del enunciado, puesto que se tiene

\c|+Z|ca|5a+Z|ca,3|£a€ﬁ+...<K(1+Zaa+26a6ﬂ+...> :KH 1_16 )
m=1 m

y el producto de la derecha converge ya que por hipdtesis 0 < &, < 1 para todo m y la serie > ~_, &,
converge.
Con esto llegamos al més profundo

Teorema III. Sea (G,,) una sucesion de nimeros positivos y la serie de potencias P(x1,xs,...) acotada
en la region |z1| < G1, |r2| < Ga, .... Sea ademds (ey,) una sucesion de nimeros positivos tal que
para cada m > 1, 0 < &,, < 1 y ademds tal que la serie Y _, €2, converge. Entonces P(x1,z2,...) €s
absolutamente convergente en la region |x1| < e1G1, |r2| < e2Ga, . ...

Nota previa. Este resultado incluye naturalmente al teorema anterior, ya que cuando 0 < &, < 1 para

. o0 . (o] 2 . .
todo m y la serie ) ", ., converge, la serie ) ", i converge a fortiori.

Demostracion. Como en la demostracién anterior, podemos suponer G,, = 1 para todo m > 1. Asi que
para cada m > 1 la serie de potencias Py, (x1, Z2,...,Zy) es absol. conv. en laregién |z1] < 1, ... |z, <1
¥ |Pm (21, 22, ..., 2m)| < K en la misma regién, donde K no depende de m. De aqui se sigue, para m fijo,
por un razonamiento usual,

1 27 27 27 ) ) ) 9
K? > / / / | P (e, €, )7 doy dbs . .. db,,
2m)™ Jo  Jo 0

1 2 27 27 " 0 0
Wa 10
(2m)™ /0 /0 /0 {cha:lZ Cq€ " + Z Ca,pe e? +}

3o a,f=1,....m
a<p
: {c+ tae e+ Y eage Pe 4 } dy db; ... do,,
a=1,....m a,B=1,....m
as<p
= le* + cal®+ D leapl’+--o
a=1,....m a,f=1,....m
a<p
Esto vale para todo m > 1. Se sigue que
TR DD S e

a=1,2,... a,=1,2,...
as<p

N, del T. Si f(2) = Y an(z —a)™ y se tiene |f(2)| < M en |z — a| < 7, de la férmula integral de Cauchy se
deduce |an| < 2L para cada n > 0. Esto debe ser la Cauchyschen Abschitzung del texto original.
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Pero ademds, por la hipdtesis sobre la sucesién (g, ), la serie

oo

1
Z 2 Z 22 —
1+ Ea—'— EO‘EB—’_..._Hﬁ
a=1,2,... a,f=1,2,... m=1 m
a<lp
es convergente, igual entonces a un nimero K;. Aplicando la desigualdad uv < “2'2“’2 , valida para u > 0,

v > 0, de la suma término a término de las dos tltimas series se deduce que'

K?+ K,
e+ 3 lealzat 3 leaplzazs+o. <
a=1,2,... a,f=1,2,...
a<p
de modo que esta serie es convergente, c.q.d.
Sea ahora, como en la Introduccién, S < oo el limite superior de todos los niimeros o > 0 para los
. . . . s < W [e’e] 2 9 «“ S fe%
cuales el teorema III sigue siendo correcto al sustituir la hipétesis “Y >, €7, converge” por “Y """ _ &%
converge”. El teorema III asegura que S > 2 ...... se volverd a este asunto en la §4, ya que tiene una
significacion esencial para la teoria de la convergencia de las series de Dirichlet ... ...
Pero vamos a pasar a considerar ahora dos tipos particulares sencillos de series de potencias de infinitas

variables para los que se puede obtener un resultado mas amplio que el del teorema III.

Teorema IVa. Sea P(x1,22,...) una serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, ..., del tipo
particular

(e ] (o] (o)
P(xy,x0, ..., Tmy---) :c—|—Zd17gxf —|—Zd27gxg+...+de7gxfn+...,
=1 =1 =1

que no contiene en ninguno de sus términos dos distintas de las variables. Supongamos que es acotada en
la region |zm| < G (m =1,2,...), donde los G,,, son nimeros positivos. Sea ademds (€,,) una sucesion
de nimeros positivos tal que 0 < €, < 1 para todo m > 1, y ademds tal que limsup,, .. em < 1.
Entonces P(x1,xa,...) es absolutamente convergente en la region |z1| < €1G1, |x2| < e2Ga, .. ..

Demostracion. En base a la hipétesis es evidente que existe un nimero 6, 0 < # < 1, tal que para cada
m>1es0 < e, <0.El teorema quedard probado si probamos la convergencia absoluta de P(z1, 2,. . .)
en la regién |z,,| <0G, (m =1,2,...). Se puede suponer sin pérdida de generalidad G,, = 1 para todo
m > 1. De la supuesta acotacién de P(z1,z2,...) en la regién |z,,,| <1 (m =1,2,...) se sigue que para
cada m > 1 la serie Y ;2 dm ¢xt, es absol.conv. para |z,,| < 1, asf como que, para |z1] < 1, ... |z,| <1,
se tiene

o0 o0
P (21,22, )| = e+ Y dieat + ...+ Y dmeah,| < K,
=1 =1

donde K no depende de m. Pongamos ahora, en P, (21, Za,...,Zm),
r1 = e, ;o = €%, ..., 1y, = e'P

donde ¢1, ..., ¢, son numeros reales que se determinaran después y ¢ es una nueva variable compleja.
Con esto, Pm(xl,acg,...,xm) se convierte en una serie de potencias absolutamente convergente para
it <1,

m m m
F(t)=c+1Y dg1e"n +123 dyse®®e+ 4+t " dg e+
q=1 q=1 g=1

Aqui evidentemente es |F(t)| < K para [¢| < 1, luego por una valoracién de Cauchy se tiene, para cada
0> 1,

m
Z dq,geewq < K.
q=1

"Usando la desigualdad de Schwartz se puede conseguir el resultado més ajustado
le| + Z |calEa + Z |ca,8l€acs + ... < KV K,

pero es innecesario para nuestro propésito.
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Elijamos ahora, para ¢ > 1 fijo, los m nimeros reales ¢1, ..., ¢, de modo que sea

m m

i
E (g et = E |dq,el
q=1 q=1

lo cual es evidentemente posible. Resulta asi, para cada m > 1 y cada £ > 1 la valoracion

m
D Iy
q=1

es decir que, para cada ¢ > 1 la serie E;il |dq.¢| es convergente y su suma es < K. Pero de ahi se sigue
inmediatamente que

|+ o 05+ oo 04 Y dmt| 0 . =+ 00 dy o] < o]+ K 68 = ||+ ——,
] ;mw ;mw ;W,A g ; ;Iq,el_l\ ; el +1—5

es decir, la convergencia absoluta de P(z1,22,...) en la regién |z,,| < 6 (m = 1,2,...) que habfamos
requerido.

<K,

Teorema IVb. Sea P(x1,xo,...) una serie de potencias en las infinitas variables x1, x2, ..., del tipo
particular

P(z1,x2,... Ty ...) = H (1—1— dmﬁg;vf;)
m=1 /=1

Supongamos que es acotada en la region |Tm| < G (m=1,2,...), donde los G, son nimeros positivos.
Sea ademds (e,) una sucesion de ndmeros positivos tal que 0 < &, < 1 para todo m > 1,y ademds tal
que limsup,, .. em < 1. Entonces P(x1,xa,...) es absolutamente convergente en la region |Tm| < €mGm
(m=1,2,...).

La prueba de este teorema va a ir precedida de la muy facil demostracion del siguiente teorema auxiliar:

Sea f(x) = >, dex® absol. conv. para |z| < 1, y sea R el valor mdzimo de R(f(z)) para |z| < 1. Sea
0 < 6 < 1. Entonces existe un nimero que depende solo de 0, k = k(0), tal que para |z| < 0 se tiene

oo

> |deat| < kR.

(=1

La exactitud de este teorema auxiliar se ve del siguiente modo: segin la conocida desigualdad de
Carathéodory'? aplicada a la funcién f(z) que se anula en el punto 0, y a los circulos de centro 0 y radios

r=1, p= 1% se tiene, para |z| < EE,
p 146
<2R—— =2R——
|f(z)] < p— T4
asi que por una valoracién de Cauchy,
14+60/1+0\¢
d <2R—(—> 1=1,2,..),
lde| <2RT——(— ( )
es decir que para |z| < 6 se tiene
Nt 1+0SS, 2 ¢ 40(1+0)
d £ <9R ( ) — :ij’
;‘M‘— 103 1 +0 (1-0)

12N, del T. La desigualdad de Carathéodory, o Teorema de Borel-Carathéodory: Si f(z) es analitica en un disco
cerrado de centro 0 y radio r, y p < r, entonces se tiene (la primera igualdad es por el principio del médulo
maximo)

mix ()] = mix ()] <

sup RF(2) + T [£(0)]

=P z|<r
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como se queria demostrar.

Demostracion del teorema IVb. Sin pérdida de generalidad podemos suponer G,, = 1 para todo m > 1.

De la hipétesis de acotacién de P(xq,22,...) en la regién |z1]| < 1, |z2] < 1, ...se sigue evidentemente

que, para cada m > 1, la serie y_,°, dm,gxfn es absol. conv. para |z,,| < 1, as{ como también que, para

|z <1, ..., |zm] < 1, se tiene

m o0

H (1 + Z dqvgl‘é)
=1

q=1

<K,

donde K no depende de m. Designemos, para cada ¢ = 1,2,... por R, al méximo de %(Z;‘;l dq7g1132)

cuando |z4| < 1. A fortiori es [[2, (1 + Ry) < K. Esto vale para cada m > 1; luego [];2,(1 + R,) es
convergente y a saber < K.

Ahora, segun el teorema auxiliar anterior, cuando |z,| < 6, donde el nimero fijo 6 se elige de modo
que sea 0 < &, < § < 1 para todo m > 1, se tiene Y=, |dq,gxf;| < kR, donde k = k(6) no depende de q.

De la convergencia de Hzil(l + R,), es decir, la convergencia de 2311 R, se sigue la convergencia
de 32, kR, es decir la de [[)2, (1 + kRy).

A causa de las desigualdades, vélidas para cada q > 1,

S ldyl 0 < KR,
=1

se deduce a fortiori que H;il (1 + >y \dq,e|9£) es convergente, es decir, que la serie de potencias
P(xy1,xa,...) es absol. conv en la regién |z,,| < 0 (m =1,2,...). Con esto el teorema IVb queda probado.

También se cumple el siguiente resultado, de otro estilo, sobre las series de potencias de infinitas
variables de tipo general.

Teorema V. Sea (G,,) una sucesidn de nimeros positivos y supongamos que la serie de potencias (B1)
estd acotada en la region |xpy| < Gn (m=1,2,...). Entonces la serie

[e%S)
D leal Ga
a=1

es convergente.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer G,,, = 1 para todo m > 1. Entonces partimos
de que, para cada m > 1, la seccién m-ésima (B2) de la serie (B1) es absol. conv. en la regién |z1| < 1,
coi|zm| <1y ademds |Pp,(z1,xa, ..., 2m)| < K en la misma regién, con K independiente de m. Sean
Ca = |ca| €= y, para m fijo pongamos en la seccién m-ésima Py, (x1, T2, . .., Tm),

x1 = e 0%, zg=e 2t L, = e 0,

donde t es una nueva variable compleja. Esto convierte Py, (x1,2s2,...,%,) en una serie de potencias
absolutamente convergente para |t| < 1,

Ft)=c+t Z cae 0o 442 Z ca”ge_w“e_wﬁ +....

a=1,....m a,f=1,....m
as<p

De aqui resulta, para |t| < 1, que |F(t)] < K y, mediante una valoracién de Cauchy, que

m
Z Coe 00 = Z lea] < K.
a=1,....m a=1

Esto vale para cada m > 1. Luego la serie Y o, |cq| es convergente, c.q.d.

Finalmente se va a probar el siguiente teorema:
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Teorema VI. Supongamos que la sucesion de nimeros (e,,), 0 < &, < 1, posee la siguiente propiedad:
“Toda serie de potencias P(xy,Ta,...) acotada en la region |z1| < 1, |xo| <1, ..., 13 es absol. conv. para
x] = €1, g = €9, ...". Sea adicionalmente (¢! ), 0 < e, < 1, otra sucesién de nimeros tal que para
todos los miumeros enteros m > 1 salvo a lo sumo para un nidmero finito de ellos my, mo, ..., M, se
tiene e, < &p.

Entonces la sucesion (g),) tiene la misma propiedad que la sucesion (e,,), es decir, toda serie de
potencias P(x1,xa,...) acotada para |x1| < 1, |zo| <1, ..., es absol. conv. para x1 = €'y, o = €9, ....

Nota previa. Sea (Ey,), 0 < E,, < 1, una sucesién de nimeros tal que existe una serie de potencias
P(xy1,xa,...) acotada para |x1| < 1, |z2| < 1, ...y que no es absol. conv. para x; = Ey, 90 = Fs, ....
Sea adicionalmente (E),), 0 < E/, < 1, otra sucesién de niimeros tal que para todos los nimeros enteros
m > 1 salvo a lo sumo para un ntmero finito de ellos my, ma, ..., m,, se tiene E/, > E,,. Del teorema
VI se seguird inmediatamente la existencia de una serie de potencias Q(x1, 2, ...) acotada para |z1] < 1,
|z2| < 1, ...y que no es absol. conv. para x1 = Ef, x5 = E, .... Esto se va a utilizar mds adelante.

Demostracion. No se pierde generalidad al suponer r =1, my =1y &}, = &,,, para todo m > 2. Sea
P(ml,xz,...) = P(O)(.’K2,l‘3,...) +$1P(1)(JZ2,$37...) 4+ ... —|—.I‘711P(n)(l‘2,333,) 4+ ...

una serie de potencias cualquiera, acotada para |x1] < 1, |z2| < 1, ..., ordenada formalmente en po-
tencias de x7 y de la que ademds se puede suponer, lo que puede conseguirse dividiendo por una cons-
tante seleccionada adecuadamente, que para todo m > 1y |z1| < 1, ..., |zm| < 1, la seccién m-ésima
Pp(x1, @2, ..., Tm) es de médulo < 1. Aqui, P (zy,x3,...) es una serie de potencias de las infinitas
variables xo, T3, ....

Designemos por s, la suma de los médulos de los términos de P() (z2,x3,...) en el punto zg = ea,

x3 = €3, .. .. Si pudiéramos demostrar la afirmacién de que para todo n > 0 se tiene |s,| < K, donde K no
depende de n, el teorema, a saber, que la serie P(x1,x3,...) es absol. conv. para x; = €'y, 29 = &'y = &9,
Ty =& = Em, ..., se seguirfa de un modo natural, ya que entonces el radio de la serie de potencias

F(z1) =so+s1x1+ ...+ 827 + ...

es igual a 1.
En primer lugar, de la identidad

0
Pm+1($1,l’2, e ,$m+1) = P&)(ZQ,.’bg, . 71'm+1) + ...+ .’ﬂ?P?Sln)((EQ, T3y ,il'erl) + ... y
donde Pf(nn)(xg, Z3,...,Tms1) denota la seccién m-ésima de P(”)(xg, Z3,...), se sigue que para cada n > 0,
m > 1, la seccién m-ésima de P("™) (x4, x3,...) es absol. conv. en |zo| < 1, ..., |[Zmy1]| < 1, asi como que,

seguin una valoracién de Cauchy, en la misma region se verifica
n
Pr(n )(.’E2,1L'37 e 7xm+1) S 1.

La afirmacién en cuestién anterior: |s, | < K, quedard probada a fortiori si podemos probar esta otra:
existe una constante K > 0 que solo depende de la sucesién de ntimeros (g,,) tal que, para toda serie de
potencias en las infinitas variables xq, x3, ..., acotada en la regién |zo| < 1, |z3] < 1, ...y tal que para
cada m > 1 su m-ésima seccién es de médulo < 1 en la regién |za| < 1, ..., |Zmy1| < 1, la suma de los
moédulos de los términos en el punto

o = €9, X3 =E€3, ... Tm — Em,

(en cuyo punto la serie de potencias es evidentemente, segun las hipdtesis del teorema VI, absol. conv.)
es < K.

Y, de hecho, si no existiera una tal constante K = K (e1, €9, ...), habria una sucesién infinita de series
de potencias en las infinitas variables xo, 3, ...

0 1
Q( )(an'r?n .- ')a Q( )(332,333, .- ')7 L) Q(n)(x27x37 .. ')7
'3 Hemos escrito intencionadamente |z.,| < 1y no |z1| < 1. Que P(x1,%2,...) estd acotada en |z1| < G1,
|z2| < Ga, ..., donde los G, son nuimeros positivos debe significar: Para cada m > 1 la seccién m-ésima
P, (z1,22,...,%m) es absol. conv. para |z1| < Gi, ..., |Tm| < Gm, y su médulo es < K, donde K no depende

de m. De nuevo aqui hay que sefalar que la acotacién de una serie de potencias es una propiedad invariante por
reordenamiento de la sucesién de las variables z1, z2, ... en la serie.
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tal que, para cada n > 0y m > 1, la seccién m-ésima de Q") (z2,x3,...) serfa absol. conv. y de médulo
<1len|za| <1,...,|Tmst1| < 1, mientrar que por otro lado la suma de los médulos de los términos de

, +1
QM (x5, x3,...) serfa > 2;11,

Considerariamos entonces la serie de potencias en las infinitas variables x1, xs, 3, ...

en el punto o = €9, T3 = €3, ..., Ty = Emy « v+

1 T z?
Q(x1,xa,...) = 3 QO (zg,x3,...) + 5 QW (g, x3,...) 4+ ...+ 2n~1'rl QM (g, x3,...) +....
Esta serie Q(z1, xa, . . .) es acotada para |z1| < 1, |za] < 1, ... porque en primer lugar, como se sigue de una
valoracién de Cauchy, para cada n > 0 todos los coeficientes de Q™) (29, z3,...) y asf a fortiori todos los
coeficientes de Q(z1, 22, . ..) tiene médulo < 1, lo que implica que la seccién m-ésima Qp,(z1, 22, ..., Tm)
es absolutamente convergente para |z1| < 1, ...|z;| < 1, y en segundo lugar se deduce, para cada m > 1,
que para |z1] <1, ...|z,;,| < 1 se tiene
1 1 1
Qi (1,22, ..., )| < sttt =L

Sin embargo, la serie de potencias Q(x1,x2,...) no es absol. conv. en el punto z; = €1, 2 = €9, ...

Tm = Em, -+ -, Y& qUe
o n 2n+1 oo

22217:21

n=0 1 n=0

es divergente. Esto contradice la hipétesis de que toda serie de potencias acotada para |z1| < 1, |z < 1,
...es absol. conv. en 1 = €1, T3 = €9, .... Con ello el teorema VI queda demostrado.

(seccién 4 completa, p. 472—480):
84

En esta seccién voy a estudiar la convergencia absoluta de las series de Dirichlet (B3) con ayuda del
resultado de la seccién §3 sobre series de potencias en infinitas variables. A este respecto desempenian un
papel importante los dos teoremas siguientes, que presentan una relacién entre la convergencia uniforme
de una serie de Dirichlet y la acotacion de la correspondiente serie de potencias en infinitas variables.

Teorema VII. Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) posee un dominio [no vacio] de convergencia
y sea o =C (—oo < C < 00) su recta de convergencia uniforme. Entonces la serie de potencias asociada
con (B3)

o0
v 1%
P(zy,xo,... Ty, ..) = g anxnllumn’;:chg cazoﬂrg Ca,BTalg+ -
n=1 a a,f

es acotada en la region

1 1 1
lz1] < <55 72| € =5, - Tm| £ =55 -
1 2 m

para cada oo > C.
Demostracion. Se ve inmediatamente que para cada m > 1 la seccién m-ésima
P (x1,29,...,&m) =c+ E Co Ta + E Ca,B Takg+ -
a=1,2,...m a,f=1,2,...m
a<p

es absolutamente convergente en la regién

1 1
lzo| < =5 - lzml| £ =5
Y2 p

1| <

o ?
m

porque de la convergencia de la serie
o0

Qp
Z not’

n=1
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donde o7 es un ndmero fijo en el intervalo C' < o < 0y, se sigue la existencia de un namero k; > 0

independiente de n tal que, para todon =1,2,...

|an|
F S kla

y de aqui se sigue inmediatamente que es

1 1 1
o+ Cal 55 + Ca Bl —5g 5 T
S gt Y leasl g g

a=1,2,..m « a,f=1,2,..m
a<p

1 1 1
<k(1+ ) prar + Y e e

a=1,2,..m ¥ a,f=1,2,..m Pa pﬁ
a<p
m
1
= ki H 1 17
¢=1" " pro—e1

es decir, que es convergente.

Hay que probar atn la existencia de un nimero K > 0 independiente de m de modo que para todo

m > 1 se cumpla
|Pm($1vx2a"~7xm)‘ < K

en la region |z1| < L5, ... |2m| < 5.
Dy Pm

De la convergencia uniforme de la serie (B3) para o = o se sigue la existencia de un niimero entero

N; > 1 tal que para cada Ny > Nj y cada punto s en la recta o = g se tiene
No

> %<1.

n=Ni1+1

Entonces es evidente que para cada entero N > 1, para cada punto s de la recta 0 = gy se tiene

Na Ny |a|

n n

ZE<ZTLJO+1:K’
n=1

n=1

donde K no depende de N. Yo digo: este K tiene la propiedad anterior.

Sea m > 1 un ntmero entero cualquiera fijo. Consideremos para cada N > p,,4+1 la serie de Dirichlet

es decir, la serie de Dirichlet

n=1

donde b, = a, paral <n < N y b, =0 paran > N. Sea

00 N
v Vp v Vr
Qn(z1,22,...) = E bpwyl - x)r = E anyt - x)"
n=1

n=1

la correspondiente serie de potencias en las infinitas variables x1, xa, .... Entonces Qn(z1, zo, ..

.) es un

polinomio en las p variables 21, w2, ...x,, donde u > m es el mayor entero para el cual es p, < N.
Sea M el méximo de |Qn(x1,22,...)| para |z1]| < ﬁ, s xu] < ﬁ, es decir, ya que el mdximo se
1 I3

alcanza en el borde, el midximo de |v| cuando v recorre todos los valores del conjunto V' de valores que
toma Qn(21,22,...) cuando las variables x1, x9, ...z, recorren independientemente una de otra las

circunferencias || = p%o, BNEAES ﬂ%. Entonces yo digo: se tiene
1 w

M < K.
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De hecho, supongamos que fuese M > K; entonces habria un ntmero v € V tal que para todo ¢,
—00 < t < o0, seria

Qnp
no’o+it

v —

M=

>M-—-K,

n=1

N a

lo que contradice el teorema I de la seccién §1 aplicado a la serie de Dirichlet 307 | 22 = 5% | 92 segtin

el cual para cada nimero v € V' y cada € > 0 existe un nimero real ty tal que

N

G
v — E — | < E.
nootito

n=1

Designemos ahora con Qn m (21, .. Tm), para cada N > py,11, a la seccién m-ésima de Qn (1, z2, . . .),
es decir, el polinomio en las m variables x1, xa, ...z, que se obtiene a partir de Qn(z1,x2,...) cuando
en este ultimo polinomio se hacen las variables z,41, ... %, todas igual a cero. Entonces, a fortiori, para
|z | < Pi%’ T < p%"? se tiene

‘QN,m(xla‘/E27 .. xm)| <M<K.

Sean ahora z1, ¥, . ..Z,, nimeros arbitrariamente elegidos en la regién |z;| < ﬁ, | < pTlo. Es
i B
evidente entonces que
lim QN m(z1,22,. .. Tm) = Pp(T1,22,. .. Tm).
N—o0

Y dada la desigualdad, probada para todo N > p,,+1,

QN m(x1,22,...xm)] < K

se sigue, para cada punto x1, xa, . .. T, perteneciente a la region |z1| < pi%, s x| =< ﬁ, la estimacién

| P (21, 22y )| < K.

Esto vale para todo m > 1. Con ello el teorema VII queda probado.

Teorema VIII. Sea (B3) una serie de Dirichlet y supongamos que la serie de potencias en infinitas
variables P(x1,22,...%m,...) asociada con (B3) es acotada en

1

?0, e
2 m

1 1
[71] < =5 22| € =5, o |Tm] <

Entonces para cada € > 0 la serie (B3) es uniformemente convergente para o > og+¢; es decir, la abscisa
de convergencia uniforme C de la serie es < og.

Demostracion. Es evidente que podemos suponer en la demostracién og = 0; de no ser asi pondriamos

Gn

s =09 + s y considerarfamos la serie de Dirichlet Z:‘, , donde a;, = Sz La hipdtesis es entonces que
para cada m > 1 la seccién m-ésima Py, (z1, 22, . . . Z;) €s absolutamente convergente en la regién |zq| < 1,
oo ]zm] €1y de médulo < K donde K es independiente de m. De aqui se deduce primero, mediante
una valoraciéon de Cauchy, que todos los coeficientes de la serie P(x1,x2,...Tm,...), es decir, todos los
coeficientes de a,, de la serie (B3), son todos de mddulo que K. Por consiguiente (B3) es absolutamente
convergente para o > 1.

Pongamos ahora, para cada m > 1,

by

fm(s) = Z

la serie de Dirichlet que tiene asociada como serie de potencias de infinitas variables z1, zs, ... la seccién
m-ésima Py, (z1, T2, . .. &, ) de nuestra serie de potencias P(x1, %2, ... Ty, .. .); €s entonces respectivamen-

nS

te b%m) = a, o = 0, segin que, respectivamente, n no contenga ninguno o contenga al menos uno, de
los factores primos P41, Pm+2, - --en su descomposicién en factores. Como P, (x1,xa,...2.,) es abso-
lutamente convergente para |z1] < 1, ...|x,| < 1y sumddulo es < K, entonces f,(s) es absolutamente
convergente para o > 0, y para o > 0 es

| fm(s)] < K.
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Afirmo ahora: Supongamos que para todo € < 1 la funcién f(s), definida para o > 1 por la serie absoluta-
mente convergente alli (B3), es regular y acotada para o > €; de aqui entonces se sigue inmediatamente,
aplicando un teorema mencionado en la Introduccién (C' = D), que C < 0.

Obviamente basta probar que, para cada 7 real, f(s) es regular y de médulo < K en un circulo de centro
24147 y radio 2 — ¢, donde K es la constante que ha aparecido antes. Pero esto se deduce inmediatamente
de que, por un lado, en el circulo més pequeno |s — (2 +i7)| < %, contenido completamente en el interior
del semiplano o > 1, se tiene uniformemente

lim f,.(s) = f(s),

m—r 00

mientras que por otro lado todas las funciones

f1(8), fa(s), o fm(s), ...

son regulares para |s — (2+i7)| < 2 — e y en médulo son < K. Entonces segin un conocido teorema de
Stieltjes'* existe la funcién f(s) y es regular en todo el circulo |s — (2 +iT)| < 2 — € y se tiene

asi como

Con ello el teorema VIII queda demostrado.

Sean S (2 < S < o0)y T > 0 con el significado que se aclaré en la Introduccién; ahora ya podemos
demostrar facilmente el siguiente teorema capital que mencionamos alli:

Teorema IX. Se tiene

1
T=-—.
S
Demostracion. 1. Se tiene T' < %; es decir, cuando la serie de Dirichlet (B3) tiene una recta de convergencia
o = C situada en el plano finito, entonces la abscisa de convergencia absoluta B cumple B < C' + %, por
tanto para cada § > 0 la serie (B3) es absolutamente convergente para o > C' + % + 4.

De hecho, segtin el Teorema VII, la serie de potencias P(z1,z3,...) asociada con (B3) estd acotada
para

—(C+$ —(C+$¢
21l <p7 T, fal <P T,
Pongamos
1 3 1 26
=735 =g T3
sT3 s 3
y, para todo m =1,2,3,...,
1
Em = —.
m pgl

Entonces es a < S, 0 < e <1y, dado que af > 1,

oo o0 1
ZE%ZZ@

m=1 m=1P

1 Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, Paris, 1905, Bd. II, pags. 369-370. Escribe Stieltjes en 1894:

Sea fr(z) = S0 A¥2? (k = 1,2,...) una sucesidn de funciones analiticas, siendo las series que las definen
convergentes para |z| < R e incluso un poco mds alld (es decir, para |z| = R+ € con € > 0 tan pequerio como se
quiera,).

Supongamos ademds que se sabe que la serie Y ° fr(z) es uniformemente convergente para |z| < Ri, con
Ri1 < R, y ademds que en todo el dominio |z| < R e incluso un poco mds alld las sumas parciales Y| fr(z) tiene
mddulo inferior a un nimero fijo C (independiente de n).

Entonces yo digo que la serie > 7° fr(z) necesariamente es convergente (e incluso uniformemente convergente)
para |z| < R, y (segin un teorema de Weierstrass) la suma de esta serie es una funcion analitica de z que puede
adoptar la forma de una serie convergente F(z) = c;27, |2| < R.
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es convergente. Por tanto, segiin la definicién del nimero S, la serie de potencias P(x1, 22, ...) es abso-
lutamente convergente para
(C+8) _

(128 _ 3 — L
m(5+3).pm(c+3):pm(c+s+6) (m:172’,,,)’

[Zm| < €m Pm D

es decir, la serie (B3) es absolutamente convergente para o > C' + % + § como habia que demostrar.

2. Se tiene T' > % Como T > 0, en el caso S = 0o no hay nada que demostrar; por lo tanto en la
demostracién podemos partir de que la constante absoluta S < co. Entonces la afirmacién dice: Para cada
d > 0 existe una serie de Dirichlet (B3) con abscisa de convergencia absoluta B y abscisa de convergencia
uniforme C tales que

1
B-C> 5~ 0;
aqui obviamente puede suponerse § < %
De hecho, dado que
1
a=5—5> S,
57 2
existe una serie de potencias Q(z1,xa, . ..) acotada para |z1| < 1, |zo| <1, ... y una sucesién de nimeros
asociada
Ei, Es, ..., E,, ... (O<Em<1)

tales que la serie

oo

[e3

> B

m=1
converge, mientras que Q(x1,x2,...) no es absolutamente convergente para

T :Ela JTQZEQ, cey xm:EnLa s
podemos aqui suponer obviamente
El ZEQ Z --~2Em 2 U

Dada la convergencia de la serie Y, E% de términos positivos y formando una sucesién monétona decre-
ciente, sabemos que

; «
lim mE}, =0,
m—o0

1 1
B =o(r) = ol g).
meo msS— 2

donde la estimacién se refiere al entero creciente m.
Pongamos ahora, para todo m =1,2,...,

por tanto

entonces, por la conocida estimacién p,, = O(mlogm) se tiene

£y,
por tanto
E,
=o(1).
Se sigue que para todo m = 1,2, ... salvo un nimero finito es

El > E,,.
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Segin la Nota al Teorema VI existe por lo tanto una serie de potencias P(x1, 22, ...) acotada para
|z1| <1, |z2| <1, ...y que para

no es absolutamente convergente. Sea entonces (B3) la serie de Dirichlet que posee como serie de poten-
cias asociada la serie P(z1,2,...); dado € > 0, segin el Teorema VIII la serie (B3) es uniformemente
convergente para o > 2¢ ya que la serie de potencias asociada P(x1,xs,...) estd acotada para

1
Pm
Por lo tanto la abscisa C de convergencia uniforme de nuestra serie es < 0. Pero como P(x1,2,...) no
es absolutamente convergente para z,, = E/. (m =1,2,...), la serie (B3) no es absol. convergente para
o= % — §; asi que su abscisa de convergencia absoluta B es > % — 9.
Se tiene por tanto, para la serie (B3) considerada,

B-C>

—5-0==—4.

1
S

W+

Con esto el Teorema IX queda demostrado.
Dado que S > 2, se sigue de este Teorema IX que T < %, y por tanto:

Teorema X. Supongamos que la serie de Dirichlet (B3) posee dominio de convergencia, y sea B su
abscisa de convergencia absoluta. Sea ademds D < B el extremo inferior de los numeros d para los cuales
la funcion f(s) definida por la serie (B3) es regular y acotada en el semiplano o > d. Entonces se cumple

1
B<D+ -.
<D+ 5
(Suplemento, p. 487-488)
Suplemento.
Siendo, por el Teorema IX de la Seccién 4,

1

T=—

S

tengo un problema importante en la teorfa de la convergencia absoluta de las series de Dirichlet (B1)
que se acompana de la determinacién de una constante absoluta S en la teoria de las series de potencias
de infinitas variables. Sobre el nimero S puedo probar sin dificultad que es > 2, de donde se sigue que
T< % Pero por el otro lado no puedo decir nada sobre el nimero S; en particular no puedo contestar
a una pregunta muy esencial para mis propositos, sobre si es S = 0o 0 .S < o0; e. d., si me ayudo del
teorema recién mencionado, sobre siesT =00 T > 0.

Pero resulta ahora, después de la presentacién de este trabajo, que el Sr. Toeplitz, a quien le plan-
teé por carta recientemente el problema de la determinacién de S, ha conseguido demostrar mediante
una construccién muy ingeniosa que S < oo, de hecho S < 4. El Sr. Toeplitz a saber pruebal® que para
cada s > 0 existe una serie de potencias P(x1,Z2,...,%Zm,...) (incluso una forma cuadratica) acotada
para

|z <1, |zo| < 1,...  |zm| < 1,...

y una sucesién de nimeros &, asociada, (0 < &, < 1) para las que valen las dos propiedades siguientes:

150. Toeplitz: Uber eine bei den Dirichletschen Reihen auftretende Aufgabe aus der Theorie der Potenzreihen
von unendlichvielen Verdnderlichen. Este trabajo aparecerd pronto en estas Nachrichten. (N. del T.: Ver el si-
guiente Anexo 3.)
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1) La serie

%)
4+e
> e

m=1
es convergente.
2) La serie P(x1,22,...,Zm,.-.) N0 es absolutamente convergente para
T1 =E1, T2 = E€2y.+ .y Lm = Emy.v--

Del resultado de Toeplitz se sigue para las series de Dirichlet (B1) que T > 0, de hecho que es
T> %; por consiguiente: Una serie de Dirichlet (B1) no necesita ser absolutamente convergente para que
la funcion representada por la serie sea reqular y permanezca acotada; mas exactamente: La diferencia
B — D puede ser tan proxima a i cOmo se quiera.

De modo que se puede afirmar que es 2 < S < 4, y por consiguiente % <T < % El problema de
determinar el valor exacto de S, e. d. de T', sigue atin abierto.



O1TO TOEPLITZ, Uber eine bei den Dirichletschen Reihen auftretende Aufgabe aus der Theorie der
Potenzreihen von unendlichvielen Veranderlichen, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-Phys. Klasse 1913,
Heft 3, 417-432. http://eudml.org/doc/58883

Sobre una cuestion relativa a las series de Dirichlet que aparece en la teoria
de las series de potencias en infinitas variables.

Por
Otto Toeplitz de Gottingen.
Presentado por D. Hilbert en la sesién de 19 de julio de 1913.

El sr. Bohr, en un trabajo reciente que se acaba de imprimir (estas Nachrichten, sesién de 21 de junio
de 1913) y cuyos resultados me ha comunicado en una carta, ha convertido un problema de la teoria de
las series de Dirichlet

en una cuestién sobre series de potencias de infinitas variables complejas
P(zy,29,...) =c+ an To + Z CoB TaXs + Z Cafy LalBley + ... (T2)
o a<f a<lp<y

Se sabe que en torno al asunto del semiplano de convergencia de una serie de Dirichlet son necesarias unas
precisiones sin andlogo en la teoria de las series de potencias de una variable compleja: en alguna ocasién
el semiplano de convergencia absoluta puede unirse a su izquierda a una banda paralela de convergencia
condicional que puede alcanzar hasta 1 unidad de anchura. Pero ademés no habré dificultad en reconocer
en qué medida el teorema de Weierstrass, que hace llegar el circulo de convergencia de una serie de
potencias hasta el punto singular mas proximo de la funcién representada, encuentra su andlogo en la
teoria de las series de Dirichlet, es decir, si ocurre que el cese de la convergencia absoluta esta asociado a
la naturaleza de la funcién representada o bien, como precisa Bohr, si acaso el semiplano de convergencia
absoluta puede extenderse tanto como el semiplano de regularidad y acotacién de la funcién representada.
Este es mas bien un problema, que Bohr ha reducido en el curso de sus sucesivas investigaciones a la
siguiente cuestién sobre funciones del tipo (T2):
Una serie de potencias del tipo (T2) estd limitada [begrentz]! cuando la serie de potencias

P, (x1,22,...,2n) = P(x1,29,...,2,,0,0,...),

para todos los x1, ..., x, de mddulo < 1 es: primero, absolutamente convergente, y sequndo,vale la
acotacion | Py, (x1, xa,...,x,)| < M con la misma constante fija independiente de n.

Se ve inmediatamente que P estd limitada cuando la suma de todos sus coeficientes es absolutamente
convergente:

le| + Z [cal + Z lcag| + ... converge. (T3)
o a<p

Lo que es ya menos evidente es que el reciproco de este resultado no es cierto, es decir, que P puede estar
limitada sin que la serie en (3) converja, o por decirlo de otra manera, que no es necesario que una serie
de potencias P limitada sea absolutamente convergente para todos los sistemas de valores x1, x2, ...que
satisfacen las condiciones

Bohr ha tenido éxito en probar, mediante una estimacion corriente en teoria de funciones, que una P
limitada es siempre absolutamente convergente para los z1, 2, ...que satisfacen la condicién
2 2

'Hilbert usa la palabra acotada [beschrdnkt]. Nosotros preferimos usar la palabra begrentz para el caso especifico
de las series de potencias en infinitas variables que se reducen a formas cuadraticas, justamente aquellas en las que
se centrara nuestra atencion en este trabajo; este término no coincide con el de la acotacién que establecié Hilbert
en la teoria de formas cuadraticas en infinitas variables (estos Nach., 1906, 157-227), sino que es esencialmente
mds restringido [enger].
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converge. Su cuestidn consiste ahora en la pregunta de si, en vez de la convergencia de (T5), no seria
suficiente la convergencia de
|z + 22" +... (v >2) (T6)

para garantizar la convergencia absoluta de cualquier P limitada, y cudl es la seccion A entre los valores
de v para los que basta la convergencia de (T6), de modo que para cada sistema de valores para el que
(T6) sea convergente puede afirmarse la convergencia absoluta de cualquier serie de potencias limitada,
y cudl es el mayor valor de v para el que esto ya no se cumple. En particular llegar a saber después de
esto si es A = 00 0 no; en el ultimo caso llegar a dar, en base a la investigacion de Bohr, una serie de
Dirichlet para la cual el semiplano de convergencia absoluta no se extienda tanto hacia la izquierda como
el semiplano de regularidad y acotacion de la funcion representada. El valor mas exacto de A dara la
posible anchura de esta banda sobresaliente que, como muestra Bohr, es igual a 1/A. De la observacién
A > 2 Bohr ha podido concluir ya que toda banda puede tener a lo sumo anchura 1/2. El nicleo del
problema es si la anchura de la banda puede reducirse siempre a cero o no.

Esta pregunta se contesta en en el presente trabajo en sentido negativo; mediante la construccion de
un ejemplo se probard que es A < 4. Y se da también una serie de Dirichlet para la cual existe la banda
en cuestion y tiene una anchura arbitrariamente préxima al valor 1/4. La pregunta de si hay una serie
de Dirichlet en la que la anchura 1/2 conocida como cota superior se alcanza en realidad o al menos se
aproxima arbitrariamente a ella, permanece abierta.

De hecho el ejemplo que se construirad a continuaciéon nos da més que lo que se acaba de decir de él. Pues
no se trata de una verdadera serie de potencias de grado infinitamente alto como lo es la expresién (T2) en
general, sino de una forma cuadrdtica, es decir, solamente estd presente el tercer término de (T2), faltando
los dos primeros y el resto desde el cuarto. Designando con A, la seccion obtenida cuando se toman en
consideracion, en vez de funciones limitadas arbitrarias, solamente formas cuadrdticas homogéneas de
grado n-ésimo, se tiene

At > Ay = A

Porque si F), es una forma limitada de grado n y para un sistema de valores x1, o, ...para el que (T6)
converge con un determinado valor de v, resultase ser F,, no absolutamente convergente, entonces x1 F,
serfa una una forma limitada de grado n + 1 que se comportaria exactamente igual para ese valor de v.
De ahi se sigue A, 11 < A,,. Que ademds es A < A,, se entiende por si mismo.

Ademds es A = oo. Porque segin la definicién, la forma lineal

P=cm+corg+---
estd limitada cuando, para |z1| =1, ..., |z, =1, es
|Po| = |1z + - 4 cpan| < M

con M independiente de los x, y de n. Si se asignan al arco de variables x1, ..., x,, que son libremente
disponibles, valores tales que cada término c,x, sea real y no negativo, se deduce que

lex] + -+ en] < M,

y a partir de ello la convergencia absoluta de 3 ¢,,. En consecuencia Y ¢, z,, es absolutamente convergente
cuando |z, | es una sucesién acotada, lo cual es seguro si lim,,_,~ x,, = 0, y esto se sigue de la convergencia
de (T6) en cualquier caso, por grande que pudiera ser el valor v.

Con esta notacion el resultado de nuestro trabajo se puede precisar con mayor exactitud: no solo es
A < 4, sino que es ya Ay < 4. La relacién definitiva es As = 4 como probablemente dé la impresion. En el
lenguaje de las series de Dirichlet la naturaleza de mi ejemplo significa, segin lo que Bohr atentamente
me indicd, que en la expresién (T1) son iguales a cero todos los a,, cuyos indices n se descomponen en
menos o mas de dos factores primos (iguales o distintos).

La solucién de la tarea de Bohr, que se va a dar en lo que sigue, se basa principalmente en la observacién
de que entre ella y ciertas cuestiones de la teoria de formas cuadraticas de infinitas variables a su vez,
como es conocido para mi desde hace tiempo, curiosamente relacionadas entre si, existe una relacién
inesperada y no del todo sencilla. La hilacién entre tantas tareas diferentes nace de los principios que yo
desarrollé en mi tesis de Habilitacion (Math. Ann. 70, 351-376). Sin embargo prefiero renunciar de aqui en
adelante a esa linea de pensamiento que me ha guiado, porque de este modo se puede dar la respuesta a
la cuestion de Bohr en una forma que no requiere ningtin conocimiento previo. Para los demads resultados
mencionados remito a la segunda parte de de este trabajo.
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Primera parte: la cuestién de Bohr.

1. La primera cuestién algebraica. Sustituiré la cuestiéon de Bohr por la siguiente cuestién alge-
braica elemental. Sea M; el valor méximo del médulo de una forma cuadratica dada en n variables con
coeficientes complejos

Az, x) = Z ApgTpTq (Apg = Qgp)

p,q=1

bajo las condiciones
|zl =1,..., |z, = 1; (T7)

Sea ademds

My = Z |apql -

p,q=1

Evidentemente es M; < My, de manera que My /M; > 1. Si ahora hacemos variar la forma cuadratica, es
decir, los n? coeficientes complejos apq, de modo que solamente se mantiene fijo el nimero n de variables,
las cantidades M7 y M; irdn variando y de hecho, como sale de una consideracién féicil, de una manera
continua respecto de los a,y. Como My /M sélo depende de los a,, como una razén, es permisible limitarse
a acotar formas para las cuales sea M; = 1; y para todas estas, que ahora forman un dominio acotado
finito, como M;/M; es una funcién continua, debe tener un valor maximo. Este maximo solo puede
depender del ntimero n; llamemos ¢ (n) a esta funcién tedrico-numérica que resulta. La primera cuestién
algebraica estriba en el estudio de esta funcién ¢1(n).
Senalemos aqui que esta primera cuestiéon algebraica no se modifica cuando las restricciones (T7) se
sustituyen por esta otras
|z < 1,..., |2, < 1. (T8)

Porque una funcién analitica, también si es de méas de una variable, pero de un nimero finito de variables,
nunca alcanza el maximo valor de su médulo en el interior de un dominio.

La relacién exacta entre esta cuestién y la de Bohr puede ser mejor tratarla después, de la mano de
un resultado sobre ¢1(n).

2. La segunda cuestion algebraica. Sea M5 el valor méximo del médulo de una forma cuadrética
en n variables complejas con coeficientes reales

Az, z) = Z ApgTply

P,q=1
bajo la condicién
el = 1
Sea Mg la cantidad andloga para la forma

n

Alz,z) = Z |apq| Tp2q-

p,q=1

Aqui es también inmediato que My < Ms, luego que My /Ms > 1. El méximo valor de este cociente para
todas las formas de un nimero de variables n fijo y con coeficientes reales lo denotaremos por ps(n). La
segunda cuestién algebraica consiste en el estudio de esta funcién.

3. Tratamiento de la segunda cuestién. Demostraré que p2(n) > /n para todo n que es una
potencia de 4 si doy un ejemplo de una forma II, de 4% incégnitas para la cual sea My/My = 2¢
(o =1,2,...). Empezaré definiendo, para o = 1, IT;(x1,...,24) como la forma cuadrética en z1,..., x4
con matriz de coeficientes

II; =
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Es facil determinar My para esta forma, porque todos los coeficientes se sustituyen por sus valores ab-
solutos, asf que la forma A(x,z) es (z1 + 22 + 23 + 24)?, y su maximo se desprende del muy elemental
resultado auxiliar siguiente.

Lema 1. El mdximo valor de |($1 + -+ a:n)2} para Ti,. .., T, complejos bajo la condicion
1”4l =1

es My = n.
L 2 (o
Demostracién. Como |z1 + -+ + x,|" < (21| + -+ + |2,])?, esta forma alcanza su valor méximo
para x reales positivos. Es suficiente también estudiar el maximo de (xy + --- + x,,)? condicionado a

22 + .-+ 22 = 1 para argumentos reales, y la respuesta, segiin las reglas elementales, es que debe ser

(w1 + -+ x)* + Maf + - +a7)]
0xq

=2(x1 4+ +x,) + 2 x4 =0,

luego 1 =--- =z, = ﬁ; y aqui la forma tiene el valor n. Por tanto para II; en particular es My = 4.
Para la determinacion de Ms usaremos el siguiente lema.

Lema 2. Una forma ortogonal con coeficientes reales, es decir, una forma cuadrdtica cuyos coeficientes

cumplen
= _Jo sip#q,
a=1 stp=4q
tiene, para x1,...,x, complejos bajo la condicion

|$1‘2++‘$n‘2:1

un valor mdximo a lo sumo igual a 1.

Demostracién. Denotaremos el conjugado del nimero complejo z con Z. Escribiendo la forma del
siguiente modo:

n
A(.T, 1‘) = Z ma(aalxl +--- aanwn)v
a=1

la aplicacién de la denominada desigualdad de Schwarz para nimeros complejos, es decir, la desigualdad

n 2 n n
E UgVo| < E UaUq E VaUq
a=1 a=1 a=1

da en el presente caso
n n
|A(£L’, x)‘Q S Z xafa Z(aalxl + - aanxn)(aalfl + - aanTn)~
a=1 a=1

Pero por la ortogonalidad la ultima suma es igual a
n n
E AaplagTpTq = E Talas
a,p,q=1 a=1

como 7 = |z|?, dada la restriccién el segundo miembro de nuestra desigualdad es igual a 1, luego
|A(z,z)| <1y queda probado el Lema.
Que el maximo es exactamente igual a 1 es facil de demostrar aunque aqui no lo haremos.

Ahora, la forma ﬁl_h(fm, -+ ,x4) es ortogonal por su formacién, luego su valor maximo es < 1.
Entonces para la propia forma II; se tiene My < 2 y como para x1 = -+ = T4 = ﬁ alcanza el valor 2,

se tiene My = 2 y con ello My /My = % =92 =/4.
A continuacién se construye una matriz de coeficientes 16 x 16 para la forma IIs segin el esquema

—II; II 11, II,
M, — I, -1, I, IL
2l o, -y, 1 |

11, I, 1, -II;
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donde II; es la matriz anterior, y —II; dicha matriz con todos los signos cambiados.

Aqui My es el méximo de |z + -+ + a:16|2, luego es = 16 = 42 por el Lema 1. Adems4s, si se multiplica
por un factor conveniente, Ils es ortogonal. Porque si se multiplican dos filas de Il cuyas numeraciones
no se diferencian en un multiplo de 4, esas composiciones de 16 términos resultan ser cero dada la
ortogonalidad de %Hl y como se forma cada grupo de cuatro términos consecutivos en ellas. Si las
numeraciones se diferencian en un miltiplo de 4, esos grupos de cuatro términos consecutivos no dan cero,
sino que dos de ellos dan +4 y otros dos —4, resultando asi las composiciones iguales a cero de nuevo. Y
las composiciones de las filas individuales consigo mismas dan 16, de modo que la forma %Hg (x1,- -+ ,x16)
es ortogonal; de aqui se sigue que para Il es My < 4, y como para 1 = -+ = T16 = i la forma es igual
a 8H1(%, i, i, %) =4, se sigue que es My =4y My/My = %6 =4 =+/16.

Ahora podemos establecer facilmente una conclusién, pues a partir de II; se puede formar exacta-
mente del mismo modo una forma Ilg(x1, -+ ,zg4), a partir de I3 una forma II4 en 256 variables, y asi
sucesivamente. Entonces,

Resultado. FExiste una forma I, en n = 4% variables, con coeficientes +1, para la cual Mo = 4%,
My = 2% de modo que My/My = 2% = /4%, Esta forma alcanza su mdzimo para

1 1
T

es decir, para valores positivos iguales sin excepcion.

I =

4. Relacién entre ambas cuestiones algebraicas. La conexién entre ambas cuestiones quedara
marcada por la breve advertencia preliminar de que para una forma cuadratica, en general su maximo

M5 no se alcanza exactamente para sistemas de valores x1, ..., x, todos del mismo mdédulo, pero este es
precisamente el caso para las formas II, que, como acabamos de demostrar, proporcionan un valor alto
para My /Ms.

En detalle consiste en lo siguiente. En primer lugar, para la forma I1, de n = 4% variables se tiene
M; = n?, My = 4% = n, luego M; = nMs,. Para averiguar la relacién entre M; y My demos a las variables,
por un lado, los valores 1, ..., x, para los cuales II, alcanza su maximo en el sentido de nuestra primera
cuestién. Se trata de un sistema de valores todos ellos de médulo 1; si en lugar de ellos sustituimos en

II, los valores
X1 iy

\/ﬁ? M) \/ﬁ’
ahora tenemos un sistema de valores para el cual se cumple

2
+ .o+

2
€1 T

Vi Vn

por consiguiente un sistema de valores que satisface la restriccién de la segunda cuestién. Entonces el
valor de Il para este sistema de valores serd < Ms. Pero ese valor, teniendo en cuenta los factores de
proporcionalidad, es igual a %Ml; luego %Ml < My y My < nM,. Esta conclusiéon no ha usado ain del
todo la especificidad de la forma II,.

Pero ahora por otra parte demos a x4, ..., z,, un cierto sistema de valores que provea el maximo de
II,; por ejemplo, en base a las propiedades demostradas de esta forma, el sistema de valores

a1 | ||
— . +...+T:17

1 1
xlzﬁ,...,xn:%;
para estos es II, = Ms; entonces para el sistema r1 = ... = x,, = 1 se obtiene el valor nMs; pero este

sistema de valores de ahora satisface las restricciones de la primera cuestién, ya que son todos ellos valores
iguales a 1. Luego nMy < M.

Resumiendo, hemos obtenido M; < nMs v nMy < My, luego con ello My = nM,. Por otra parte, era
M; = nMs. Con esto se tiene, para la forma Il,:

My /My = My /My = VAo = /n = 2%

Resultado. Para los n que son potencia de 4 se tiene también pi(n) > \/n.
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5. La cuestion de Bohr. El ejemplo de una forma cuadratica en infinitas variables con ayuda del
cual voy a contestar a la pregunta de Bohr lo construyo a continuacién a partir de las formas II,, definidas
en el No. 3. Para ello formo

II = &Hl(l‘l, ce ,.7,‘4) + %H2($4+1, ce ,x4+42) + &

3 3 3 (242 4aq1s -5 Tazqpaqas) + 00

donde he usado siempre diferentes variables en cada II,, y tras multiplicacién por unos factores positivos
constantes que se determinaran después con mas detalle las he sumado todas. Como segtn el No. 4 para
11, tenemos M; = nM; y esto segtin el No. 3 es igual a n - 2% = 4% . 2% = 8% el factor 8% sirve para que
el maximo del sumando a-ésimo de II sea M; = . Si ahora

(1)) p1 + o+ es una serie convergente,

entonces II serd una funcién limitada [begrentze| de sus infinitas variables. Porque la seccién de la funcién
I0, (xq,...,2,,0,0,...), que la deja cortada exactamente al final de un sumando completo de los que
definen la serie de arriba, por ejemplo

M1

Ha
§H1+"'+87Ha,
y tiene el maximo w1 + - -+ + u, para todos los x1,...,x, iguales a 1, queda entonces por debajo de la
cota fija M = ZZO=1 Lo, que es también independiente de n. Y todas las demas secciones también quedan

por debajo de esta misma cota. Porque de la consideracién final del No. 1 se sigue que
méx [II(z1,...,2,,0,0,...)] <max|(xy,...,2n4+1,0,0,...)],

y por lo tanto que el maximo del médulo de una secciéon cualquiera de II queda por debajo del de la
siguiente seccion mas amplia que ella en la antes considerada subsucesion de secciones.
La suma de los médulos de todos los coeficientes de II es

1231 H2 2 _ @
((a)) g 16+ 5516 o= 2%,
Es por consiguiente muy fécil elegir los u, de modo que se cumpla ((1)) y que esta suma ((a)) diverja.
En esto consiste un primer resultado:

Incluso para una forma cuadrdtica de infinitas variables que es limitada, no es necesario que la suma
de los mddulos de todos sus coeficientes sea convergente.?

En lo que se refiere en cambio a la verdadera cuestién de Bohr, voy a formar ahora un sistema de
valores para los cuales

x411+e +x‘21+5 4.

converge y sin embargo I1(x1, xs, . . .) no es absolutamente convergente. Més especificamente voy a demos-
trar que, para un € dado arbitrariamente pequeno se pueden elegir las cantidades aun libres p, verificando
((1)) y los z1, 9, ..., de forma que se satisfagan los dos requisitos recién propuestos. En otras palabras,
por lo tanto, voy a conseguir, no una forma fija II que cumpla con lo requerido por pequeno que sea &,
sino para cada e una forma adecuada de tipo II.

Nos acercamos mucho a ello si optamos por que los z,, que aparecen en la misma I, sean iguales,
iguales ademds a un nitmero h, > 0. Las otras dos condiciones que se afiaden a ((1)) se reescriben
entonces como

((2) 4hTre 4 4%hyte 4 es convergente,

((3)) % 16h2 + % 16202 + -+ = 2u1h2 + 22p0h2 + 233h2 + -+ es divergente.

Si tenemos éxito en encontrar nimeros positivos pi, ho que satisfagan estos tres requisitos, con ello habra
quedado probado que es Ay < 4.

2Para funciones P de grado infinitamente alto esto ya lo conocia Bohr.
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Observemos en primer lugar que h, debe tener aproximadamente el orden de magnitud \/127 para que

la divergencia de ((3)), no innecesariamente fuerte, permita también que la convergencia de ((2)) entre
en el ambito de lo posible. Segun ello, pongamos por comodidad

h2 Fa

a:27a

y € = 2k. Asi, los tres requisitos son

1) Z lo convergente,

k2+r€

2) Z QQM convergente,

3) Z ok divergente.

Es suficiente proponer para p, y k. progresiones geométricas. Sean entonces
Ba =K ko = k%,
de modo que ahora las condiciones ya hay que disponerlas sobre vy k, quedando
1) Z u®  convergente,
2) Z 27 (25 convergente,
3) Z u*k®  divergente,

y estas equivalen a su vez a las siguientes:

1) p<l,
2) 277k <1,
3) uk>1.

La comparacién entre 2) y 3) da que debe ser k£ > 1; como por otra parte p no aparece en 2), para
determinar el k£ > 1 es suficiente que se cumpla 2), porque poniendo p = 1/k se cumplirdn 1) y 3). Resta

asi determinar k tal que sea
k>1, k*r<or

Pero como la segunda de estas condiciones,
k< 2%%

se cumple para todo x > 0 suficientemente pequeiio dependiendo del niimero k > 1, queda ya completa-
mente demostrado lo que se afirmé en la introduccién, a saber, que As < 4.

Resultado. Para cada € eziste una forma cuadrdtica en infinitas variables y un sistema de valores 1,
Za, ... (0 < |an| < 1) de modo que Y |an|*te converge mientras que la forma cuadrdtica para dicho
sistema de valores no es absolutamente convergente. Sirve de hecho la forma IT dada al comienzo de este
No. si se eligen los

=¥

Mo = 27 5.

Segunda parte: otros resultados.

6. Continuacién de la primera cuestiéon algebraica. Para probar con técnicas de teoria de
funciones la estimacién servida por Bohr A > 2 que mencionamos en la introducciéon se puede usar,
acerca de la funcién ¢; (n), no solo la estimacién inferior utilizada hasta aqui, sino también una estimacién
superior. Aquel método se basaba en el conocido teorema de que la suma de los cuadrados de los médulos
de los coeficientes de una serie de potencias, luego en particular también de un polinomio cg+ci1z+ -+
cpz™, es

lcol? + -+ + |eal® < M2,
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siendo M el maximo del médulo del polinomio a lo largo de la circunferencia unidad, y en la observacién
de que es védlido también el teorema andlogo para polinomios de varias (en nimero finito) variables. Al

aplicar este teorema a la forma cuadratica Z; g=1 OpqTpZq como en el No. 1, resulta
a=

n
Z lapq| < M?.

p,q=1

Ahora ademds por la desigualdad de Schwarz (ver Hellinger-Toeplitz, Math. Ann. 69, pag. 293),

n 2 n n
<Z |apg| |zp| |xq> < Z |apq|2 Z |x12,’ |$3}7

p,q=1 p,q=1 p,q=1

y la segunda suma de la derecha es el cuadrado de Zp |:cf,| Si ahora cada |zp| = 1, esta suma es igual a
n, y la suma del primer miembro es My, luego

2 2, 2
M7 < Min”,
M
2o,
1
Es por lo tanto ¢1(n) < n, mientras que antes se demostré que para los n que son potencias de 4 se tiene
p1(n) > n.

Con esto la tarea no ha quedado bien terminada. Pero incluso en ese caso, si se hubiera demostrado
que ¢1(n) = n, se podria, como ya mencionamos casualmente en relacién con la tarea original de Bohr,
no concluir que es Ay = 4. Al cabo, y considerando que ¢1(2) = v/2, es probable que esto, aunque no sin
esfuerzo, se pueda demostrar.

7. Soluciéon de la segunda cuestion algebraica. Con mayor generalidad se puede resolver la
segunda cuestién, en la que se ensena que es

©2 (n) g \/ﬁa

y que pa(n) = +/n para los n que son potencias de 4.

La segunda cuestién difiere de la formulacién en la que se presenta muy a menudo, en que las variables
pueden también tomar valores complejos. Sin embargo hemos encontrado que esta distincién no es esencial,
yva que hemos demostrado el siguiente teorema general:

. Z . z .7 n - . .
St M es el mdzimo del mddulo de la forma bilineal anzl ApgTpYq con coeficientes complejos arbitra-
ri0s y para valores de ambas series de variables sujetos a las condiciones

n n
2 2
§ :|$p| <1, E lyq” < 1,
p=1 p=1
y M es el mdzimo de la forma ZZ a=11apg| Tpyq bajo las mismas condiciones, entonces se tiene

M
17 SV

. . . [ - - —

La demostracién se basa en considerar, en la notacién del cdlculo matricial, la forma bilineal AA y
notar que Y |apq|” es la suma de los términos diagonales de esta forma hermitiana definida. Si Aq, ... A,
son los n valores propios (positivos) de esta forma hermitiana, entonces es

Z|apq|2:)\1+"'+>\n-

Ahora bien, M? es igual al maximo de la forma AA (ver Hellinger-Toeplitz, Math. Ann. 69, pdg. 304 y
306 nota), y esto no es sino el mayor de los nimeros A, ... \,. Se tiene entonces

2
M? < Z|apq| :
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Ademas, la media aritmética de las cantidades A1, ...\, no es mayor que el mayor de ellos, luego
1 2
— lapg|® < M.
~ Japl” <

. .’ . .z n
Finalmente vale también la misma argumentacién para la forma Zn q=1 OpqTplq; PETO cOMO para esta,
la suma de los cuadrados de los mdédulos de los coeficientes tiene exactamente el mismo valor que el que

tiene para A(z,x), se sigue
2
M? < Z |apq|”

luego, por division de las dos tltimas desigualdades,

M

MS\/ﬁa

como queriamos demostrar.

8. Aplicacién de la segunda cuestiéon algebraica a la teoria de formas cuadraticas en
infinitas variables.

Las formas II,, construidas en el No. 3 se pueden usar para dar una contestacion muy elemental a la
pregunta de si una forma cuadratica en infinitas variables que esta acotada estd absolutamente acotada,
es decir, si con [el médulo de] Y apqzpx, siempre estd acotada también Y |apq| zpze (ver Schur, Jour. f.
Math. 140, pdg. 20). A este fin se construye la forma

1 1 1
K= §H1($1, ceeyZy) 2—21_[2(:544_1, oy Tyqg2) + 27H3(I42+4+1, R FEEWEDLY S
Cada sumando individual tiene, en el sentido de la segunda cuestion, el maximo Ms = 1, mientras que
Mgy = 2%, segtin el teorema del No. 3. Ahora bien, en general, el maximo Ms de una suma de dos formas
cuadraticas de distintas series de variables,

Ql(.i?l, N ,xn) + QQ(JSn_H, . ,.Z’n_;,_y)

es igual al mayor de los maximos formas individuales @1 y Q2. Por aplicacién sucesiva de este principio
resulta la acotacién de la forma K, pero a la vez también la no-acotaciéon de la forma que resulta de K
cuando se sustituyen todos los coeficientes por sus médulos.

Se puede sin embargo, con los mismos medios, despachar una pregunta mucho mas nitida, la de si una
forma completamente continua debe estar absolutamente acotada. A este efecto se necesita, en lo que
concierne a la construccién de K, solo anadir en el sumando a-ésimo un factor u, y elegir estos p, de
modo que sea im0 1o = 0 pero sin que converja la serie Y p,2%. Los valores i, = é o bien p, = 2%
por ejemplo, satisfacen este requisito. Entonces esa forma modificada K’ es completamente continua pero
no esta absolutamente acotada.

Exziste una forma cuadrdtica real y ortogonal en infinitas variables, acotada e incluso completamente
continua pero que no es absolutamente acotada. Dicha forma completamente continua no necesita entonces
originar, para cada sistema de valores de las variables de suma de cuadrados convergente una serie doble
absolutamente convergente.

9. Relaciéon con un teorema de determinantes de Hadamard. Adn vamos a presentar una
tercera situacién algebraica en donde el valor maximo también lo proporcionan las formas I, del No. 3.
Se trata de la pregunta de para qué determinantes la desigualdad de Hadamard

|apq| <vnm,

en el caso de ser |ay,| < 1 [para todo p, g] se convierte en una igualdad. La forma ortogonal Q%Ha tiene
determinante 1, luego la propia II,, cuyos coeficientes son todos 41, proporciona el determinante

() = (Vae)

y asi una contestacién a la demanda para los n que son potencias de 4.

He mencionado esto solamente para destacar que siempre se pueden utilizar las formas II, con motivo
de esta cuestion, y que la esencia de esta aplicaciéon ha reposado en la observacién de que las misma
técnicas que se han usado en las anteriores investigaciones pueden jugar un papel en otras muy distintas.



BuUsEMANN, H. y FELLER, W., Zur Differentiation der Lebesgueschen Integrale. Fundamenta Mathema-
ticae 22.1 (1934), 226-256. http://eudml.org/doc/212688

Sobre la derivacion de la Integral de Lebesgue.

Por
H. Busemann y W. Feller (Copenhague).

La siguiente investigacién se refiere a la cuestién de saber segin qué conjuntos pueden ser derivadas las
funciones aditivas de conjunto absolutamente continuas [Carathéodory, p. 477] o, lo que es lo mismo, las
integrales indefinidas de Lebesgue, es decir, lo que queda planteado asi: Dado un sistema R de conjuntos
medibles de medida positiva tales que para cada punto @ del espacio hay una sucesién {p,} C R que se
contrae a @, jcémo debe ser el sistema R a fin de que para cada funcién integrable f(P) y para cada
punto Q fuera de un conjunto de medida nula se verifique!

1
Koo m(pr)

f(P)dP = f(Q)?

Pk

Se prueba usualmente? con ayuda del teorema de Vitali que el sistema formado por los cubos de
lados paralelos a los ejes (o uno equivalente) es de este tipo. Ademds, un simple corolario muestra que se
puede entonces derivar también segin los conjuntos de cualquier familia de conjuntos reqular® respecto
del sistema manejado en primer lugar. No se sabe si es posible derivar también segin algin sistema dado
de conjuntos que no es regular con respecto a los cubos de lados paralelos a los ejes. En particular, no se
sabe nada en este sentido sobre intervalos* cualesquiera®. Para la funcién

Fla) = | ) / " fe,mydean,

siendo f(z,y) integrable, solo se puede demostrar que el cociente diferencial

1 z+h  py+k 1
%/w /y JEm)dgdn = o [F(a+ hy + k) = Fle+h.y) = Fla,y + k) + F,y)]

tiende hacia un limite, si h y k tienden a 0 de modo que la razén |%| permanezca acotada entre dos
constantes positivas. Y la existencia del correspondiente limite doble no viene implicada por eso.

Cuando se trata la cuestién general acerca de la condicién que deben cumplir los sistemas de conjuntos
segun los cuales se pueda derivar aparece una diferencia, que no ocurria en los resultados anteriores, entre
el comportamiento de las integrales de funciones acotadas y el de las no acotadas. En particular se ve
que las primeras se pueden derivar segin los intervalos, mientras que las tltimas no siempre.

El caso de integrando acotado se puede reducir al tratamiento de la integral de las funciones que solo
toman los valores 0 y 1. Por lo tanto aqui la validez de la propiedad de densidad relativa a ‘R es necesaria
y suficiente para la diferenciabilidad. Decimos que para R wvale la propiedad de densidad cuando para cada
conjunto medible x, en casi todos los puntos @Q del espacio y para cualquier sucesidn {py} de conjuntos
de R que se contrae a QQ, existe el limite

i Pk N X)
k— o0 m(pk)

'La notacién m(-) significa siempre la medida de Lebesgue.

2Cf. por ejemplo C. Carathéodory: [Vorlesungen iiber] Reelle Funktionen, 2* ed. [1927], Cap. IX.

3La propia definicién, asi como la demostracién del corolario mencionado, se encuentran en la Nota al §1 de
este trabajo.

4Entendemos aqui por intervalo siempre un paralelepipedo de aristas paralelas a los ejes del espacio euclideo
E".

SPara este sistema no vale el teorema de Vitali, como han demostrado Banach y H. Bohr. Cf. Carathéodory,
op. cit., Anhang [Apéndice: Note L., p. 689]. Por cierto que también se deduce ocasionalmente de los resultados
del §4 de este trabajo.
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Yy, a saber, es igual a 1 cuando Q) € x e igual a 0 en otro caso.

Para la propiedad de densidad se puede dar un criterio, basico para lo que sigue, que es féacil de
enunciar cuando se introduce la unién o, (x) de todos los conjuntos p de R en los cuales la “densidad
media” de x es mayor que un numero « comprendido entre 0 y 1; es decir, para los que se cumple

m(pNx)

mip) "

Como se vera después (§1), para la validez de la propiedad de densidad resulta ser suficiente que para
cada conjunto acotado y medible x y cada « entre 0 y 1 se satisfaga una relacién de la forma

m(oa(x)) < Cla)m(x), (BF1)

donde C(«a) denota una constante que solo depende de o y de R, pero no de x. La condicién (BF1) no es
necesaria en general, pero si lo es cuando R contiene con cada conjunto también todos los semejantemente
colocados®. En este caso (BF1) es equivalente a la exigencia de que, para cada conjunto y de medida finita,
el conjunto o, (x) tenga también medida finita. Resulta ahora curiosamente (§2) que el sistema de los
intervalos satisface la condicién (BF1) mientras que el sistema de todos los paralelepipedos rectangulares
no, de manera que para aquel vale la propiedad de densidad y para este no.

Por consiguiente se pueden (§3) derivar segin los intervalos las integrales indefinidas de las funciones
medibles f(x1,...,2,). De aqui se sigue que la funcién

F(xl,...,azr):AmlAIQ-~-/Ozrf(§1,...,£,«)d§1-~dfr

posee, para s < r, salvo en un conjunto de medida nula, la derivada mixta

F(r,,l,...,x,,s)a Vi #Vk parai;ék

en el sentido del limite s-ple (del correspondiente cociente diferencial), y que éste, para cada permutacién
1, 2y - .., s de los nimeros vy, va, ..., Vs, es igual a

0°F
0z, -+ 0y,

No se requiere asi en este caso una demostracién particular de la permutabilidad del orden de las sucesivas
derivaciones.

Finalmente (§4) proponemos una condicién necesaria y suficiente, andloga a (BF1), para que pueda
derivarse la integral indefinida de cualquier funcién integrable, respecto de un sistema que con cada
conjunto contiene todos sus homotéticos. Se verd inmediatamente que por ejemplo los cubos y las esferas
satisfacen esa condicién, mientras que los intervalos no. También se dan ejemplos de funciones aditivas
de conjunto absolutamente continuas que no se pueden derivar segtin los intervalos y para las cuales
las derivadas mixtas de las funciones de punto asociadas mo existen en general en el sentido de limites
multiples. (Cf. la Adicidon durante la correccion al final del trabajo).

§1.

Criterios para la validez de la propiedad de densidad.

Sea R = {p} un sistema de conjuntos abiertos acotados del espacio euclideo r-dimensional E” tal que
para cada punto del espacio hay una sucesién {p;} de conjuntos de R que se contrae a él. La hipdtesis de
que los conjuntos p sean abiertos no supone una restricciéon esencial, ya que los resultados se transfieren
sin mucho esfuerzo a sistemas de conjuntos medibles cualesquiera de medida positiva. Cuando x es un
conjunto medible, entendemos por densidad media de x en un conjunto p el cociente

m(x N p)
m(p)

5Por semejantemente colocados entendemos aqui y en lo que sigue “semejantes y semejantemente colocados” [es
decir, homotéticos].



164 H. Busemann, W. Feller, FM 22 (1934)

Compongamos en primer lugar el limite inferior de las densidades medias [de x en {pi}] para una
sucesién cualquiera {py} de conjuntos de R que se contrae a un punto dado P. El infimo de estos limites
inferiores, extendido sobre todas las sucesiones {pr} C R que se contraen al punto P, lo designaremos,
con Lebesgue, como la densidad inferior de x respecto de R en P. Correspondientemente llamaremos
densidad superior de x respecto de R en P al supremo de los limites superiores de las mismas sucesiones.
Si en un punto estas dos densidades son iguales, hablaremos de la densidad [respecto de R en P] a secas.
En particular, la densidad existe en todos aquellos puntos en los que o bien la densidad superior es igual
a cero, o bien la densidad inferior es igual a 1.

Decimos entonces que para el sistema R wvale la propiedad de densidad, cuando para cada conjunto
medible la densidad (inferior) es 1 en casi todos los puntos del conjunto, o bien, lo que es lo mismo,
cuando para cada conjunto medible la densidad (superior) se anula en casi todos los puntos de su conjunto
complementario.

Introduzcamos ahora algunas notaciones: d(\) significa siempre el didmetro del conjunto de puntos A;
la letra N con o sin subindice se reserva para conjuntos de medida nula. Sean 0 < « < 1,9 >0y x un
conjunto medible. Por 04,5(x) entendemos la union de todos los conjuntos p de R de didmetro menor
que 6 en los cuales la densidad media de x es mayor que «, para los cuales por consiguiente se cumplen
las condiciones

1) m(pnx)>a-m(p),
2) d(p) <.

Mientras que o4 (x) es, como se ha declarado en la Introduccién, la unidn de todos los conjuntos de R
que estan sujetos solo a la primera de las condiciones anteriores.
A partir de la definicién se observa que para la unién de una familia cualquiera de conjuntos medibles

) siempre se tiene
7as(JA) 2 JoasV), (BF2)

y ademads, que para a1 < «, 01 >0y X1 D X, siempre es

Oay,81 (Xl) 2 Ua,ﬁ(X)' (BF3)

Segtin esto, la interseccién ()55 0a,s(x) para a fijo contiene a todos los puntos del espacio en los cuales
la densidad superior de x es mayor que «, y aparte de ellos, a lo sumo aquellos puntos en los cuales dicha
densidad superior es igual a a.

Cuando vale la propiedad de densidad, se sigue de esto

(n Ua,é(X)) U N1 = x U No; (BF4)
5>0

y reciprocamente, cuando se cumple (BF4) para todo « entre 0 y 1, resulta, debido a (BF3),

N N Ua,s(x)) U N3 = x U Ny,

0<a<146>0

es decir, la densidad superior de y es igual a 0 en casi todos los puntos de E" \ x.

Consideremos ahora una sucesion monétona decreciente de conjuntos medibles acotados X, con inter-
seccién vacia, y una sucesion monétona decreciente de nimeros positivos 9, que tiende a 0. Cuando vale
la propiedad de densidad, para cada « entre 0 y 1 se tiene

m(o’wsu (Xu)) — 0; (BF5)
porque segin (BF3) es, para v > n,

m(ca.s, (X)) <m(0a,s,(xn))

y segin (BF4)
lim m(awsy (Xn)) =m(xn),

V—r00
por consiguiente
lim m(amau (Xy)) < m(xn)

V—00
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para todo n, de donde se sigue (BF5) dado que m(x,) — 0.

La condicién (BF5), necesaria por lo tanto para la validez de la propiedad de densidad, es mds débil
que (BF4), pero sin embargo es suficiente. Para [ver| esto tenemos que demostrar que, para cada conjunto
medible acotado A, el subconjunto de puntos en los que la densidad respecto de R no es 1 es de medida
nula. Sea A el subconjunto de A en el cual la densidad inferior de A respecto de R es menor que 1 — a.
Tenemos que probar que cada subconjunto cerrado ¢ de A tiene medida cero. Por hipétesis, a cada punto
de ¢ se contrae una sucesién {p;} de conjuntos de R cumpliéndose

m(p N pi) <mANp;) < (1—a)m(p;). (BF6)

Elegimos de entre estos conjuntos un ntimero finito, denotémosles pi, ..., ,0;1, con didmetros menores
que 1, de modo que cubran ¢, y pongamos (i, p; = v1. Una vez definidos ya 71, ..., y,—1, elegiremos
un nimero finito de los conjuntos que satisfacen (BF6), denotémosles pf, ..., p¥ , que estén contenidos

Sn

en y,—1, cuyos didmetros sean menores que 1/n y que cubran ¢, y pondremos [ J;”; pi" = 5. Se tiene
entonces v, C y,—1 y ademas

m(e) < m(y,) = m(p) +e,, donde e, — 0.

Los conjuntos x, = ¥» \ ¢ forman asi una sucesién monondtona decreciente con interseccién vacia.
. ” .
Debido a que p;* C vy, se tiene

m(pi) = m(xn N pg) +meNpi);

ademds, segin (BF6), se cumple
m(e N p}) < (1—a)m(p;),
luego
m(xn N p;') > a-m(p});
de donde se deduce que
P C 04,1 (Xn)-

1
Como los conjuntos x, cumplen las hipétesis para (BF5), resulta de (BF5): m(oa,;(xn)) — 0, luego
m(p) = 0. Con ello hemos probado:

I. Para el sistema R wvale la propiedad de densidad si y solo si para cada o entre 0 y 1, para cada
sucesion mondtona decreciente de conjuntos medibles acotados x, y cada sucesion mondtona decreciente
de niimeros positivos 6, — 0, se verifica la condicion (BF5).

En particular la propiedad de densidad se cumple cuando para cada conjunto medible acotado x se
verifica la estimacion

m(oa(x)) < Cla)-m(x), (BET7)

donde C(«) solo depende del sistema R y de «, pero no de x. Que la condicién (BFT7) no tiene por qué ser
necesaria en general, es trivial. Por otro lado, lo es cuando el sistema R contiene con cada conjunto p
también todos los homotéticos a él. Para la prueba de esta afirmacién proponemos previamente el siguiente
teorema auxiliar:

Si x es un conjunto medible acotado de medida positiva, entonces para cada € > 0, en cada conjunto
abierto I' hay una familia numerable x1, X2, ...de conjuntos homotéticos a x, de modo que

1) m(Jx) =m@),
2) Y mlxw) <m(l) +e.

Ademds los conjuntos x, pueden someterse a la restriccion de que sus didmetros sean menores que un
ndmero § dado previamente”.
Sea I un intervalo abierto que contenga a x, y sea
m(x) _

m(D) "

"Cuando x es nach aussen quadrierbar [es decir, m(X \ x) = 0 Carath., p. 289], se puede tomar £ = 0, lo que
es un caso especial del teorema de Vitali.
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se puede suponer a < 1, en caso contrario no hay nada que probar. Senalemos en primer lugar lo siguiente:
Sea A un subconjunto cualquiera de I' que es unién de conjuntos homotéticos a x, y pongamos

mA)

m(T)

Entonces, para cada 1 > 0 hay en I' una sucesiéon de conjuntos y, homotéticos a x y disjuntos dos a dos
tales que para su unién A = J x, se verifican las dos desigualdades siguientes:

m(AUA) 1—g¢q
a) (D) >q+a 5

b) m(ANA)<n.

Para probar esto cubramos A = T'\ A por un conjunto abierto A’ de modo que sea

2

m(A"\ A) > min(n, a—12 m(F)).

Podemos presentar A’, salvo un conjunto de medida nula, como la unién de un niimero finito de intervalos
I, homotéticos a I y disjuntos dos a dos. La homotecia que lleva I en I,,, lleva x sobre x,. Sea A = | x,.

Se tiene entonces
m(A) = m(U X,,) = Zm(xl,) =a Zm([,,) =am(A’)

mANA) <m(ANA") < min(n, a L—q m(F)).

Para probar (a), tengamos en cuenta que

mAUA) =m(A\) +m(A) —mANA) >m\) +am(A') —a 1—q m(T).

Considerando que m(\) = ¢ - m(T") y que
m(A") > m(A) =m(T) —m(X),

resulta

mAUA) > (q+a=—2)m(T).

A partir de esta observacién se deduce el teorema auxiliar como sigue:

Sea x! un subconjunto de I homotético a x. Supongamos por induccién que esté definido ya el conjunto
X", ¥ a saber, como la unién de ciertos subconjuntos x7' de I' homotéticos a y, tales que

> m(x) < m(x™) + (1 - 2%)6 (BFS)

Sea
m(x")
m(T) -

qn =

Aplicamos el método de la observacién anterior a

€
A=X", q¢=qn, n:W-

De este modo queda determinado un conjunto A = ] x,,, donde los conjuntos x, son homotéticos a x, y
dado que x, Nx, = 0 para v # py (BFS),

ast que Y"1 = x" U A cumple la desigualdad (BFS8) con n + 1 y ademés la relacién

m(x"*") > (qn +al _Qq")m(F)-
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Si ponemos de nuevo

entonces por construccién es
—qn
5 -

Los numeros ¢, forman una sucesion monotona creciente que tiende evidentemente a 1. El conjunto
limite de los x™ por lo tanto tiene la misma medida que I'; es la unién de subconjuntos de I' homotéticos
a x que, segin (BF8), satisfacen también la segunda condicién del teorema auxiliar. Finalmente es claro
que a lo largo de la construccién completa nos podriamos limitar a considerar conjuntos homotéticos a x
cuyos diametros fueran menores que §. Con esto el teorema auxiliar queda demostrado.

Nuestra afirmacién acerca de la desigualdad (BF7) consiste en lo siguiente: Cuando el sistema R
contiene con cada conjunto p también a todos sus homotéticos, y no se satisface la estimaciéon (BF7),
entonces la propiedad de densidad no vale para R. Veamos que, bajo las hipétesis especificadas, dentro
de cada intervalo abierto I se puede dar un conjunto medible x verificando

dn+1 > Adn +a

m(x) < 3 m(1)

que tiene densidad superior positiva respecto de R en todos los puntos de I.
Como la desigualdad (BF7) no se cumple para R, para cada a > 0 fijo y cada nimero positivo C
existe un conjunto medible acotado y tal que

m(oa(x)) > C - m(x).
Sea {xn} una sucesién de tales conjuntos verificando

m(aa(Xn)) > 4" m(Xn)~

El conjunto o4 (xn) es la unién de los conjuntos p del sistema R en los cuales la densidad media de x,
es mayor que «. Podemos escoger un niimero finito de entre ellos de manera que su unién 7, esté acotada
y que para su medida se cumpla la desigualdad

m(ﬂ—n) > 4" m(Xn)

Ahora construimos para cada n, segin nuestro teorema auxiliar en /, una sucesién de conjuntos 7}
homotéticos a m,, cuyos didmetros sean d(n%) < 1/n y para los que se verifique

m(I)=m (U ) Zm ) < 2-m(I).
Sea ahora x” la imagen de x, en 7%: y ademds sean
== xr=Uxs
v 14
Se tiene entonces

i) = m(D),

"< Yomid) < Zm ) < (D).

Para el conjunto x = (J,, X" se tiene por tanto

2
m(x) < < m(D);
pero este conjunto tiene densidad superior respecto de R mayor o igual que a en casi todo punto del
intervalo I. Cada conjunto 77 es unién de conjuntos p del sistema R en los cuales x%, y dado que
X D Xn D XY, con mayor razén el conjunto x, tiene densidad media mayor que «. Ahora, para cada n,
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casi todos los puntos de I estdn en algin 7%". Dado que d(7%) < 1/n, de hecho a casi todo punto de I se
contrae una sucesion de conjuntos p de nuestro sistema, en los cuales la densidad media de y es mayor
que «. Hemos demostrado con ello el siguiente teorema:

II. Supongamos que con cada conjunto p pertenezcan también al sistema R todos los conjuntos ho-
motéticos a p; entonces para la validez de la propiedad de densidad respecto de R es necesario y suficiente
que para cada o entre 0 y 1 y para todo conjunto medible y acotado x se satisfaga la desigualdad

m(oa(x)) < Cla)-m(x),

donde C(a) solo depende de o y del sistema R, pero no de x.
Criterio que admite esta otra versién:
IT'. Para el sistema R, que contiene con cada conjunto todos los homotéticos a él, es vdlida la propiedad

de densidad si y solo si para cada o entre 0 y 1 y cada conjunto medible x de medida finita® también el
conjunto o,(x) tiene medida finita.

Sea y un conjunto de medida finita y tal que m(o4(x)) = oo. Para un C' determinado elegimos, entre
los conjuntos p que forman o, (x) —es decir, para los que se cumple m(p N x) > « - m(p)—, un ndmero
finito de ellos, p1, ..., pn, de modo que sea

m(p1U---Upp) >C-m(x),

y denotemos por Y’ la interseccién x N (U?:l pi). Entonces x’ estd acotado, y por otra parte o, (x’) D
p1 U Upp, asi que

m(oa(x') = m(prU---Upp) > C-m(x) > C-m(x).

Ahora demostramos que la condicién es necesaria. Si la propiedad de densidad no es valida respecto
de R, entonces existe para cierto a apropiado una sucesién de conjuntos acotados medibles x,, para los
cuales es

m(oa(Xn)) > n? “m(Xn)-

Vamos a denotar por y/, un conjunto homotético a x, con m(x,) = 1/n% y por s, un subconjunto
acotado de o,(x’) para el que se verifique igualmente

2

m(s,) >n*-m(x,) = 1.

Desplacemos los conjuntos x;, de modo que los correspondientes conjuntos s, sean disjuntos dos a dos.
Entonces se tiene

() < S =3
m(Usn) =00

Oa (U X;) > Uaa(x'n) ») US”'

Nota. Cuando la propiedad de densidad es véalida para un sistema R, también es valida, segin
Lebesgue, para todas las familias de conjuntos regulares respecto del sistema R. La familia de conjuntos

8Lo esencial es que ahora y no se supone acotado.

9Existe un sistema R para el cual se cumple el criterio I, pero no el II. En §2 se mostrard que esto es cierto
para el sistema de todos los rectdngulos p del plano para los que la proporcién entre los lados es mayor o igual
que l%rt, siendo t la distancia del origen al centro de p. Este sistema tiene en efecto la propiedad de satisfacer la
condicién (BF7) en cada dominio acotado; existen también ejemplos sencillos de sistemas que cumplen (BF5) y
donde hay de todos modos un conjunto de medida positiva tal que la condicién (BF7) no se cumple en ningin

entorno de un punto de este conjunto.
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7 se denomina regular respecto de R cuando a cada punto P se contrae una sucesién de conjuntos {my}
de 7 con la propiedad de que cada 7 esta contenido en un p; de R y se cumple

> 0(P) >0,

donde #(P) es una funcién positiva arbitraria que depende de P pero no de la sucesién particular {m}
[que se contraiga a P]. Algo mds en general la familia de conjuntos 7 se denomina regular en P respecto
de R, cuando para cada sucesién de conjuntos {7} de ™ que converge hacia P existe una sucesioén {px}
de R contrayéndose a P, tal que

m(m)

m(pr)

(A diferencia de antes, ahora no se requiere P € 7).
Cuando para un conjunto medible arbitrario x y y una sucesién {px} que se contrae a P se cumple

>0>0.

Pk D T,

n
lfm m(x N pr) —1,
k— o0 m(pk)
también se cumple
n
i PXOTR)

k—oco  m(mg)

Porque, si C es el conjunto complementario de x, se tiene

~_mxNm) _ m(CNm) _m(CNpk) mpr) 1 (1 ~ m(x N pk)

1 = < . < =
m(p)

m(m) mim) = mlpr)  m(m) 0 ) o

Por consiguiente, cuando un conjunto medible tiene densidad 0 o 1 en un punto P cualquiera del
espacio respecto de R, tendra en ese punto la misma densidad para toda familia de conjuntos regular
respecto de R en P.

§2.

Sistemas particulares de conjuntos para los que vale, o no vale,
la propiedad de densidad.

A. Los intervalos.

Sea R = {p} ahora el sistema de todos los intervalos [ver la nota 4) a pie] abiertos de E". Segtin (BFT),
la propiedad de densidad vale respecto de los intervalos si podemos demostrar:

Para cada conjunto medible acotado x de E" se cumple

m(oa(x)) <27 -0 m(x). (BF9)

Haremos la demostracién por induccién sobre 7. Antes sefialemos que x puede considerarse un conjunto
abierto, porque si (BF9) se cumple para conjuntos abiertos, se deduce la misma relacién para conjuntos
medibles arbitrarios mediante paso al limite.

1). Sea r = 1 y v un conjunto abierto acotado de la recta E'. El conjunto o, (7) es la unién de los
intervalos abiertos p tales que

a-m(p) <m(pN~).

De estos p elegimos un numero finito, pongamos p1, ..., pg, verificando

-

m(oa(7)) —m(| ) pi) <e.

i=1

Si tres de estos p; tuvieran una interseccién no vacia, al menos uno de ellos estaria contenido en la unién
de los otros dos. Segin esto podemos suponer | J;_; p; como la unién de ciertos p;, pongamos que p;, ,
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..+, pi,, de modo que cada punto de o,(7) se encuentra a lo sumo en dos de los p;, . Entonces también
cada punto de v N (U pi) pertenece a lo sumo a dos de los conjuntos abiertos v N p;, ; por consiguiente

k s s s
1 2 2
m(oa(v)) — € < m(U pi) <D mlpi) < = > m(yNpi,) < Em(U vN pik) < “m(y).
i=1 k=1 k=1 k=1
Una consideracién més profunda proporciona'? la estimacién exacta
2
m(oa()) < (= = 1)m().

que no necesitamos.

2) Para el resto de la demostracién introduciremos unas notaciones: 1, . .. , &, z serdn las coordenadas
en E"Y1 E" el (z1,...,2,)-plano. m'( ), m"( ), m"T1( ) designardn respectivamente las medidas lineal,

r-dimensional y (r + 1)-dimensional. Si A es un conjunto arbitrario de E"+!, \; designaré la interseccién
de A con el plano z = t, y AF la interseccién de \ con la recta paralela al eje z que pasa por el punto P. Si
A¢ es m"-medible y AT es m!-medible, entonces ag()\t) es la unién de todos los intervalos r-dimensionales
e del plano z =t tales que

m'(AeNe) > B-m"(e),

y 0[13()\13 ) la unién de todos los intervalos lineales i de la recta paralela al eje z pasando por P tales que
m*\F ni) > B-m).

3) Supongamos ya demostrado (BF9) para el indice r. Sea v un conjunto abierto acotado arbitrario de
E"*1. Decimos que o, (7) estd contenido en el conjunto I' construido de la siguiente manera: sustituimos
cada 7, por el conjunto o7, (1), y formamos

oo

I, = U 0-2/2(,7%)'

t=—o00

El conjunto I', es abierto'!. A continuacién sustituimos cada seccién lineal 'L’ de T', por el conjunto
03/2 (I'Y) y definimos

I'= U Ui/Q(F*P)-
PeET

De nuevo el conjunto I' es abierto. Para ver que en efecto o, (y) C I', hay que probar que cada intervalo

(r 4+ 1)-dimensional p que cumple

"(p)

estd contenido en I'. Sea j el intervalo proyeccién de p en el eje z, sea £ el conjunto proyeccion de p en
E", vy ademas sea e cualquier subconjunto del intervalo j para el cual se cumpla

m™(ynp) >a-m

m” (v N pe) > % -m"(py) [t € €. (BF10)

10Ct. por ejemplo H. Lebesgue: Ann. de I’école Norm. sup. (3) 27, 1910.
A saber, si Q € E; es un punto de Iy, existe un intervalo r-dimensional p; en E; tal que

r a
m (e 0 pr) > 5 (o).

Ahora bien, v N p: consta de puntos interiores de -; para cada punto de : N p; existe entonces un intervalo
(r 4+ 1)-dimensional que lo contiene y que estd contenido en 7. De entre estos intervalos buscamos un ndmero
finito de ellos, I', ..., I, cuya unién cumpla todavia también la desigualdad

@

m (pe N (IMU---UTM)) > 5 m” (pt).
Las secciones (I'U---UT h)T son congruentes para |t — 7| suficientemente pequeno, asi que también los corres-
pondientes U;/Q((I1 U---UI"),) son congruentes. Por otro lado, todos ellos estédn contenidos en I'., de manera
que entonces, junto con @) € p;, todo un entorno suyo estd contenido en I'..
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El conjunto e es abierto, y de hecho se verifica

m'(e) > = -m'(5); (BF11)

o
2

porque, dado que m"(p;) = m"(§) parat € j y m"(y: Np;) < §m"(p) parat € j\ e, se tiene

a-m'(j)-m"(€) = a-m"™(p) <m(pn~y) = mr(%ﬂpt)dH/mT(%ﬂpt)dt
j\€ e

« « .

<5 [ mredet [mr(pde < (@) (Gmi)+mi).
i\e e

Segun (BF10), para t € e se cumple

T s2(1t) D 04 2(1 N pt) D p,y

por tanto
Upe cT (BF12)

tee

Cada paralela al eje z por un punto P de § corta a | J,, p+ en un conjunto congruente a e. Por tanto,
segtin (BF11) y (BF12) resulta, entre las secciones p” y 'Y N p?| 1a relacién

ol

ml (") = L mi(j) <mi(e) <m (TP N oY) (P e).

| R

Por lo tanto se tiene
pt C Ué/Q(Ff) para P € ¢

y, con ello,

p=r"cJal,@)cr,
Peg Peg

conque también o, (y) C I
4) Vamos a ver ahora que

mr+1(F> S 2(r+1)2 . oz_(H_l) -mH—l(’y).

Por hipétesis de induccion es
27"2 . 27"
m” (02/2(%)) < P m" (),

asi que

m™(T,) = / m” (07, /5(n)) dt < 27T m ().

— 00

Ademsds se tiene, como se mostré en el paso 1),

*

4
(o} o(T0)) < = m (T,

por tanto

e

m (o4 (7)) < mHHT) = / m! (0h)5(T7)) dP < —m™(T.) < 20+07. = (4D gt (),

r

Q

Con ello (BF9) queda probado, y hemos demostrado:

Respecto del sistema de todos los paralelepipedos de aristas paralelas a los ejes de E™ es vdlida la
propiedad de densidad.

Aqui no es esencial, como queda de manifiesto en la prueba, que los ejes sean mutuamente perpendicu-
lares, de modo que la propiedad de densidad sigue siendo valida para el sistema de los paralelepipedos
que son semejantes a uno fijo.
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Miés en general, se demuestra ficimente, [lo enunciamos] por ejemplo en el plano, que la propiedad de
densidad es vdlida para el sistema de todos los poligonos convexos cuyos lados son paralelos a un nimero
finito fijo de direcciones dadas.

B. Primer ejemplo de un sistema para el que no es valida la propiedad de densidad.

Es muy facil de manejar el sistema de todos los conjuntos del plano con forma de letra I', que estan
compuestos por dos rectangulos de lados paralelos a los ejes:

p={(z,y):zo <z < Xp, Yo<y<Yop; Xo<z<Xi, yo<Y1 <y<Yo}

Si se considera el cuadrado unidad W, se ve sin dificultad que para 0 < « < 1 el conjunto o, (W) contiene
la semibanda completa 0 < y < 1, x > 0. Como nuestro sistema con cada conjunto contiene a todos los
homotéticos al mismo, se sigue inmediatamente del criterio II' que no es valida en él la propiedad de
densidad.

C. El sistema de todos los paralelepipedos.

Ahora demostraremos que la propiedad de densidad no es valida para el sistema de todos los rectangu-
los del plano, de lo cual se deduce inmediatamente el hecho correspondiente para todas las dimensiones
superiores.

Como el sistema con cada conjunto contiene también a todos los homotéticos al mismo, segin II' es
suficiente dar un conjunto x de medida finita para el cual se tenga!?

m(oy(x) = o0

1) Sea ABC un tridngulo abierto. Duplicamos los lados AB y AC prolongéndolos méds alld de By C'y
obtenemos de esa manera los puntos B’ y C’. Entonces, para cada punto @ del tridngulo abierto AB'C”,
mas de la mitad del segmento QA estd dentro de ABC'; entonces hay un rectdngulo abierto que contiene
@, un par de cuyos lados es paralelo a QA, la mitad de cuya drea [al menos] estd cubierta por ABC'. Por
lo tanto

AB'C' C o1 (ABC).

La siguiente construcciéon da una sucesion de tridngulos A, B, C,, cuya union tiene medida finita, pero la
unién de los correspondientes tridngulos A, B, C!, va a tener medida infinita.

2) Se designa con D el tridngulo abierto ABC' (ver la Figura), cuya base BC estd en el eje x y el
vértice A en el semiplano superior. Sea h la longitud de la altura y a la de la base BC; los puntos B’ y
C’ tienen el mismo significado que arriba en 1).

Sea 0 < h' < h. Cortamos las rectas y = h+ h', y = h—h' yy = —(h + h') con las rectas AB y
AC. Denominamos los puntos de interseccion, en el orden que se muestra en la Figura, P, Q, R, S, B”,
C". Las rectas paralelas PQ y RS cortan los segmentos BC'y B”C"” en U, V y U”, V" respectivamente.
Designaremos a los tridngulos abiertos PUC y SV B como D y Ds.

Haremos el siguiente uso de esta construccion:

La altura de los tridngulos D1 y Dy es h+h'. La longitud del segmento QR es % -a. Los dos tridngulos
SAR y PAQ juntos forman la mitad del paralelogramo PQRS, y por lo tanto

h/
m(Dy U Dy) —m(D) =h' - 5 a

La suma de las longitudes de las bases BV y CU de D1 y D es

h a
a+—a=—-(h+h).
o= )
La unién de los tridngulos SB”V" y PU”C" correspondientes a Dy y Do contiene al AB”C"”. El drea del
trapecio B’C'C"” B” es mayor que 2a - h'. Para lo que sigue es esencial la consideracién de que esta drea
crece linealmente con b/, mientras que m(Dy U Dy) — m(D) es proporcional a h'>.

12F] siguiente ejemplo es la recreacién de una construccién que ha hecho O. Perron para simplificar la solucién
que dio Besicovitch al problema de Kakeya (ver Math. Zeitschr. 28, 1928, 383/6). Casualmente la misma sirve
también para nuestros propositos.
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Y
h+h Lid B
M

h /\

h—h Q L
C
o B U \4 b
—h B ¢
} ] , B/// U” V// \ C//
—h —h

3) Comenzamos desde la configuracion que acabamos de describir y ponemos, para proceder por
induccién (v en a” y otros significa siempre un superindice):

D=A'=y!, a=al
Dy =A}, Dy=A3 AIUA=x%
h = hl B/ — Bl O/ — Cl B// — B2 C/l _ 02'

Ademads tomemos en particular b’ = %, de modo que sea h? = h+ h/ = %h Denotemos la base del
tridngulo A}, con aj,. Supongamos que se hayan definido ya los tridngulos

vok=1,2,...,2"

Se establece que sea X" = |J, A}. La base de A} estd en el eje x y su longitud es aj. Los tridngulos A}
tiene todos la misma altura h™ y podemos suponer ciertas las siguientes ecuaciones (correctas para n = 1
yn=2):

1 1
a) h”:h1<1+§+...+—),

n
b n n n _ 1hn
) af +ay +...+al,, =a AR
ny _— A" A" < gl 1 1 1 al.hl
c) m(x") =m(ATU...UAL ) <a ~h(1+2—2+...+ﬁ)— 5

d) El conjunto o 1 (x™) contiene al tridngulo AB™"C", siendo B™ y C" los puntos de interseccién de
las rectas AB'y AC con y = —h™.

El paso (n + 1)-ésimo cousiste en lo siguiente: aplicamos la construccién de 2) en cada uno de los

.. / k' .z n+1
triangulos A}, tomando ahora A’ = 71+ Los dos tridngulos Dy y Ds se corresponden ahora con AST
n+1

y ALY de bases ajit !, y alf'. Denotamos su altura comiin por A"*1. Se tiene
n+1 n / 1 1 1
B =B b = (1 S ).
2 n+1

Vamos a probar que también se cumplen para el indice n + 1 las relaciones b), ¢) y d). Pongamos de
nuevo "1 = Ui:l AZ’H; se tiene, igual que se demuestra en 2),

%
hn

n+1

n+1 _ n+1
Aop_1 a9y = R,
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por tanto
on n+1 271.71 n+1
n+1 h’ an _ CLl h
k - hn E : k hl
k=1 k=1
Ademas es

por lo tanto

on 271,—1 2”*1
m(x"*!) =m (U A:“) =m (U ai ) +m | U [A52 uagi Al

k=1 k=1 k=1

<1h1(1+1+ +1> al-h1+(h1 )2 1 Tzfn

a - —+...+ =) - C— a
= 22 n? 2 n+1/) hro =

1 1 a' - ht
171

—at (14 e )- .

“ TRt e 2

Finalmente, sean B"t! y C™*! los puntos de interseccién de la recta y = —h"™*! con las rectas AB y

AC. Es evidente que Uill oL (AZH) contiene al tridngulo completo AB"T!C"*!, asi que también

2n
AB"TIonT! ¢ o1 (U AZ'H) = U%(X"Jrl).

k=1

Con esto los conjuntos x” estan definidos para todo n y, dado que x™ C x™t!, se tiene, para xy = lim x",

. n i~ L d'h!
m(x) =lmm(x") <a'h Z—Z— 5
n=1

Por otra parte se tiene
o1 (x") Co1(x),

y como o1 (x™) contiene el tridngulo AB™C™, cuya altura

|
M+nr=hn'(1 -
e (153)

tiende a oo, el sector interior completo del dngulo formado por las semirrectas AB y AC estd contenido
en 01 (x). Hemos encontrado asf:

Para el sistema de todos los paralelepipedos rectangulares de E™ (r > 2) no es vdlida la propiedad de
densidad.

Notas.

a) La manera en que concluimos la demostracién de la necesidad de la condicién (BF7) proporciona
un procedimiento para construir, a partir de los conjuntos x", un conjunto medible acotado que tiene
densidad positiva respecto del sistema de los rectangulos en un conjunto de medida positiva disjunto con
él.

b) Refiriéndonos de nuevo a 1) y 2), nos damos cuenta de que cada punto del tridngulo AB¥C" estd en
un rectdngulo que tiene dos lados paralelos a uno de los lados del dngulo BAC'. Si (W) es un conjunto
de rectas que pasan por A que es denso en BAC, este rectangulo también se puede elegir de modo que
el par de lados mencionado sea paralelo a una direccién conveniente de (W). Como el dngulo BAC no
esta sometido a ninguna restriccién, vemos que:

La propiedad de densidad no es vélida siquiera respecto del sistema de los rectangulos que tienen
dos de sus lados paralelos a una cualquiera de las rectas de un conjunto de rectas denso en un
sector angular arbitrario.
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83.
La derivacion de las integrales indefinidas con integrando acotado.

La funcion de conjunto ¢(x) se dice derivable en el punto P respecto de R, cuando para cada sucesion
{pr} de R que se contrae a P existe el limite

1 PPR)
k—o00 m(pk)

Suponemos de entrada que para el sistema R vale la propiedad de densidad, y queremos averiguar
qué se puede concluir de ello sobre la derivabilidad de las funciones de conjunto aditivas absolutamente
continuas o, lo que es lo mismo!?, de las integrales indefinidas de Lebesgue. La propia propiedad de
densidad responde a esa pregunta para las funciones medibles que solo toman los valores 0 y 1.

Sea f(P) una funcién integrable y M, g, o < f, el conjunto de los puntos para los cuales es a <
f(P) < B,

M,pg={P: o< f(P) < p}.

Sea N, g el conjunto de los puntos de M, g en los que la densidad inferior de M, g es menor que 1. N, g
tiene medida cero. Pongamos

Ny = | Nasg,
a<f

donde (a, B) recorre todos los pares de nimeros racionales que cumplen a < .

Como una sencilla consecuencia de la propiedad de densidad resulta: Si f(P) es acotada, entonces la
integral fx f(P)-dP es derivable en todo punto Q que no pertenece al conjunto de medida nula Ny, y su
derivada alli tiene el valor f(Q).

Pues sea, a saber, |f(P)| < C, a@ < § ndmeros racionales,  un punto de M, g que no pertenece a

Ny sea M, (’x s el conjunto complementario de Mq g y pr una sucesion arbitraria de R que se contrae a Q.
Entonces es

~Com(Mys p) o (Mo (p) < [ F(P)AP < B miMas 0 pi) +C (Mo ),
Pk

de lo que sigue

[, f(P)dp
m(pr)

Segun esto, la integral de una funcién acotada es derivable, en particular, respecto de los intervalos.
Podemos formular este resultado, en la forma acostumbrada, como un teorema acerca de la funcién de
punto

a<limg

F(xl,...,:cr):/Ozl/oz2-~-/0zrf(X)dX7 f(2)] < C.

Consideremos los cocientes diferenciales mixtos de orden r de la funcién F(z1,...,x,) en el punto X =
(21,...,2,); se pueden escribir en la forma integral

ATF(:Elu e 7./,57’) 1 /(E1+h1 /WT+’l7~
= X)dX;
hy--h, hi-he Jo ; f(X)dX;

para r = 2, por ejemplo, es

A2F(,I1,I2) - F(Il + hl,IQ + hg) — F(l‘l + hhl‘g) — F(Il,l‘g + hg) +F(I1,,I2)
hi-hy hi - he

Para la formacién de estos cocientes diferenciales, geométricamente hablando, se utiliza un intervalo
del que X es un vértice. Estos intervalos forman, en el punto X, una familia de conjuntos regular (en el
sentido anteriormente visto) con respecto al sistema de los intervalos, asi que respecto de ella se puede

13Para probar esto, como es sabido, solo se necesita la més sencilla derivacién segin los conjuntos de una red
de mallas cuadradas encajadas, cf. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue ..., Paris 1916, p. 61 ss.
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derivar. Pero eso significa que eziste en casi todo punto y a saber, en el sentido de los limites r-ples, la
derivada mixta de orden T, Flay,,...;z,,), como valor limite de los cocientes diferenciales considerados.
La existencia de este limite no resulta del procedimiento habitual, donde se presupone que los intervalos
segun los cuales se puede derivar son regulares respecto de los cubos, porque para ello las proporciones
h;: hy deberian estar acotadas.
La existencia del limite doble

1
hm [F(SL’l +h1,1’2 +h2) 7F(£L’1 +h1,l’2) — F(l’l,ICQ +h2) +F(£L'1,(E2)]

h1—0 hl hg
ho—0
hace innecesaria, cuando se conoce la existencia de las derivadas parciales primeras (% y gﬁj , una demos-

92 F
8a: 8y y oy ox*

Andlogamente, en r dimensiones, existen en casi todo punto las derivadas mixtas de orden s
(s <),y se tiene

tracién particular de la existencia e igualdad de las derivadas parciales cruzadas

0°F
—— =F , Vi #£ v para i # k, BF13
aLUVl . axus (myl,‘..,l'ys) 1 # k p # ( )
donde la derivada en el lado derecho estd definida como limite s-ple de los correspondientes
cocientes diferenciales. (Aqui queda incluida, por supuesto, la permutabilidad entre derivadas por la
izquierda sucesivas.)

Cuando se conoce que existen, salvo en un conjunto de medida r-dimensional nula, las derivadas
Fla, ,.z0,) (vi # v, para i # k) para todo s < r, se deduce también de conocidos teoremas sobre
limites la existencia de las derivadas iteradas y la igualdad (BF13). Pero ademds, para probar que
F(zu],_n)mys)7 para s < r, existe en casi todo punto, basta saber que el el conjunto donde F(Iulv---@us)
no existe es r-dimensional medible. Porque su seccién con todos los hiperplanos s-dimensionales paralelos
a (zy,,...,%,,), en los que F es absolutamente continua, tiene medida s-dimensional cero. Consideramos
los cocientes diferenciales de orden s, a través de cuyo limite queda definida Fiy, . ., ), y construimos
el conjunto de los puntos en los que el limite superior es distinto del inferior. Obviamente estd permitido
limitarse a racionales crecientes h,,, ..., h,. . Podemos ordenar todas las combinaciones de racionales
(huys--- hy,) tales que >0, h?j < % en una sucesién y formar la correspondiente sucesién de cocientes
diferenciales. Sean L, (P) y I, (P) sus limites superior e inferior. Como ambas sucesiones L, (P) y {,,(P)
son mondtonas, repectivamente decreciente y creciente, existen L(P) = lim L, (P) y I(P) = lim 1, (P). Las
funciones L(P) y I(P) son medibles y por consiguiente lo es también el conjunto donde es L(P) > I(P);
que consta exactamente de los puntos en los que el cociente diferencial no tiene limite.

84.
Derivacién de una integral indefinida cualquiera.

En este paragrafo va a quedar demostrado que de la propiedad de densidad no se sigue la derivabi-
lidad de la integral de una funcién integrable cualquiera, ya sea por ejemplo respecto del sistema de los
intervalos.

Con este objetivo demostramos el siguiente teorema, andlogo al criterio IT':

Supongamos que el sistema R contiene con cada conjunto p también todos los conjuntos homotéticos
al mismo. Una funcion de conjunto aditiva absolutamente continua es derivable respecto de R si y solo

st para cualesquiera numeros positivos ai, ..., a, Yy cualesquiera conjuntos medibles acotados disjuntos
dos a dos X1, ..., Xn, €l conjunto s, union de todos los conjuntos p de R tales que
Z ay - m(xy N p) > m(p) (BF14)

satisface la condicion

)< C- Z ay - m(xw), (BF15)
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donde C depende solamente del sistema R.

1) Suficiencia. Notemos que (BF15) es esencialmente mds fuerte que (BF7), luego la propiedad de
densidad es valida para R. Evidentemente basta considerar la integral de una funcién integrable positiva;
sea

o00 = [ s(P)ar. 12 >0,
X
la funcién a examinar: sea X, el conjunto de los puntos que cumplen v — 1 < f(P) < v,
xv ={P:v—1< f(P) <v}.

Entonces la serie >~ v-m(x,) es convergente. Sea sy, . la unién de los conjuntos p de R tales que

Z v-m(x,Np)>e-m(p), &>0.

v=ng

Para ¢ fijo los conjuntos s, . decrecen [respecto de la inclusién] mondtonamente; la interseccién, dado
(BF15)!4, es un conjunto de medida nula. Formamos la unién N de estos conjuntos de medida nula para
€= %, %, ....Sea Ny el conjunto de medida nula correspondiente a f definido en la pagina 15. Vamos a
probar ahora esto: Si P ¢ Ny U N, entonces para cada sucesién {pi} de R que se contrae a P, se tiene

k—o00 m(pk)

im 2P _ p(p).

Elijamos, para ¢ fijo, el niimero ng lo suficientemente grande como para que P no pertenezca ya a
Sn,c- Entonces se tiene

olor) XM ook X)) Doy Pk N X))
m(pr) m(pr) m(p) '

La elecciéon de ng implica que el segundo sumando del lado derecho es a lo sumo igual a €. Por otro lado
se sigue de la propiedad de densidad que el primer sumando tiende a f(P) cuando k crece.

2) Necesidad. La argumentacién es exactamente como en la prueba de la necesidad de II. Si (BF15) no

se cumple, entonces para cada n existen ciertos nimeros af, ..., a, , que obviamente pueden suponerse
mayores que 1, y ciertos conjuntos medibles acotados y disjuntos dos a dos x7, ..., xy, , tales que existe
un conjunto medible y acotado s™, que es la unién de los conjuntos p de R tales que
> ar m(pnyd) > mip), (BF16)
i
y satisface la desigualdad
m(s™) > 4" - Za? -m(x7). (BF17)
i
Sea
» para P € s" Nx>,
h(P;s") = i par RS (BF18)
0  en otro caso.
Entonces es "
1
/ h(P;s™)dP = Za? -m(s" N x) < 1 m(s"), (BF19)
S’IL /L
y cada punto de s™ pertenece a un conjunto p de R tal que
/h(P; s™)dP > m(p). (BF20)
P

Mediante transformaciones de semejanza se define h(P;7) para todos los conjuntos 7 homotéticos a
s™. Las desigualdades (BF19) y (BF20) se transmiten a h(P;7), ya que R contiene con un conjunto p

1De 1a validez de (BF15) para un numero finito cualquiera de conjuntos x, se sigue inmediatamente la validez
también para una familia x, numerable (eventualmente con “<” en lugar de “<”).
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a todos los homotéticos a p. De acuerdo con el teorema auxiliar de la pag. 5, podemos cubrir el cubo
unidad W con conjuntos s} homotéticos a s™ de manera que se cumpla

d(s}) < %, Zm(s?) <2, m(U s?) =1.

J

Pongamos ademas

Como se verifican (BF17) y (BF19), f™ es integrable y
/Wf (P)dP < Ezj:m(sj) < Yex

Entonces la funcién f = >°7 | f™ es también integrable y

/ f(P dP<QZ4

n=1

Como hemos supuesto que todos los a}' eran mayores que 1, la funcién f tendrd al menos el valor 1
cuando no se anule. Por lo tanto el conjunto de puntos donde f > 0 tiene medida a lo sumo 2/3. Por otro
lado, a excepcién de un conjunto de medida nula, cada punto @ de W para cada n esta en un s}, por
tanto también en un conjunto p de R tal que (cf. (BF20))

[z [ s ap > mip)

p

Como para el didmetro se tiene
1
d(SgL) < E,
estos conjuntos p se contraen a @; la derivada superior de la funcién f respecto de R es por consiguiente
igual a 1 en casi todo punto de W, mientras que f se anula como minimo en un subconjunto de W de

medida 2/3, con lo cual la proposicién queda probada.

Es bien conocido que toda funcién absolutamente continua se puede derivar respecto de R si para el
sistema R es valida la propiedad o teorema de recubrimiento de Vitali. De esto debe seguirse por lo tanto
la condicién (BF15). Entonces la demostracién de la necesidad que hemos dado prueba ahora que si no
se cumple (BF15), entonces el sistema R no puede satisfacer la propiedad de Vitali. De los conjuntos p
andalogos a los de aquella demostracién se puede extraer una sucesién que se contrae, a saber, a casi todo
punto de W. Sin embargo: Como quiera que se elija una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a
dos de entre los p, su unién siempre tendrd medida a lo sumo 2/3. Sean p¥ cualesquiera, [mutuamente]
disjuntos, de aquellos conjuntos p con cuya unién se definié s™. Para ellos es valida (BF16), de donde
segiin (BF17) se sigue

m Up” :Zm( ZZ@ P’ Nxi) <Za <in-m(s”).
U)-3 4

Esta estimacién vale para cada sistema de conjuntos p en un sj cualquiera. Para un sistema arbitrario
de conjuntos p disjuntos dos a dos también vale

(Ur) < E S =S =

Pero para probar (BF15) no hace falta el desvio a través del teorema de Vitali. Porque se ve muy
facilmente:

Si p es un conjunto cualquiera del sistema R, d(p) su didmetro, U(p) el conjunto de los puntos cuya
distancia a p es menor que 2-d(p), y se cumple

m(U(p))

) S 8, (BF21)
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donde B denota un nimero independiente de p, entonces el sistema R cumple la condicion (BF15).
Sistemas de este tipo los forman, por ejemplo, las esferas, los cubos y ademés todos los paralelepipedos
rectangulares en los que las proporciones entre las longitudes de las aristas estan acotadas.

Sea s la unién, definida como arriba, de los p que cumplen (BF14). Probaremos que se cumple (BF15)
con C' = (3, usando una idea que aparece también en la demostracién usual del teorema de Vitali. De
entre los p que forman s, elegimos una sucesién p}, ph, ..., que cubra s. Tomamos p; = p}, y designamos
con py al primer p, de la sucesién que no esté contenido en U(p;). En general sea p,,11 el primer p;- de la
sucesion p!, que no esté contenido en (J,,_; U(p,). Asi obtenemos una sucesién U(p,,) cuya unién cubre
s. Consideremos que ya hemos eliminado de esta sucesién cada U(p;) que esté contenido completamente
en otro. Entonces los p, seran disjuntos dos a dos. Porque para n > m el conjunto p,, contiene un punto
que esta fuera de U(pm,). Si p,, contuviera también un punto de py,, se tendria d(pyn) > 2 - d(psm,). Por lo
tanto U(p,) contendria todos los puntos que estan a menos de 4 - d(p,,) de distancia de P; pero un punto
de U(pm ) estd a lo sumo a distancia 3-d(py,) de P, con lo que seria U(p,,) C U(py). Por lo tanto se tiene

1 1 1
m(Upi) = Yomie) > 5> mUp) = zm(JU(e) = 5mls).
i i 4 B i p
Por otra parte, dado (BF14) y que los p; son disjuntos,

Zmpz <ZZGV' Xllﬁpz <Zau' Xlla

con lo cual queda demostrado que

<,BZCL1,- V

Generalmente es més fdcil determinar que no se cumple la relacién (BF15) para un sistema R, por
ejemplo es inmediato verlo para el sistema de los rectangulos de lados paralelos a los ejes en el plano. Si
W denota un cuadrado de lados paralelos a los ejes, para este sistema se tiene

m(a%(W)) = (4n-logn+1) - m(W).

Asf que para x; = W, a; =n, x, = 0 para v > 1, (BF15) no se cumple'®

Tampoco se pueden derivar respecto del sistema de los rectdngulos de lados paralelos a los ejes, en
general, las integrales indefinidas de funciones mo acotadas, o, en otras palabras: Cuando la funcién
f(x,y) no es acotada, no tiene por qué existir la derivada segunda mixta F\, ,y de la funcién

Fla,y) =/Om /Oyf(g,m dé dn

en el sentido del limite doble.

Adicién durante la correccion de pruebas.

Después de completar el trabajo hemos notado que algunas declaraciones de la Introduccién quedan
desactualizadas por el nuevo libro de S. Saks: Théorie de I'Intégrale, Warzawa 1933. La propiedad de
densidad para el sistema de los intervalos ya ha sido probada por el sr. Saks (cf. p. 231 s.). Ademds el sr.
Saks también ha senalado que la integral de integrandos no acotados no tiene por qué ser diferenciable
segun los intervalos; tenemos que agradecer una prueba, basada en el concepto de categoria de Baire,
que refuerza esta declaracién, a una amistosa comunicaciéon por carta del Sr. Saks. Finalmente hay que
mencionar que también segiin una nota de O. Nikodym a un ejemplo de A. Zygmund disefiado para otros
fines, se puede concluir que la propiedad de densidad no es valida para el sistema de todos los rectangulos
del plano (cf. p. 232 del libro citado).

Copenhague, 30 de noviembre de 1933.

15Con esto se demuestra de nuevo que para el sistema de los rectdngulos de lados paralelos a los ejes no vale la
propiedad de Vitali.
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ESPACIOS Ly; CON NORMA MIXTA
EN EL TORO INFINITO-DIMENSIONAL

1. Introduccion. El propésito de este trabajo es presentar el estudio de los espacios Lz con norma mixta
de funciones definidas en un producto cartesiano infinito y por lo tanto dependientes de un ntimero infinito
de variables. En el caso de un producto cartesiano finito son bien conocidos los espacios de funciones con
norma mixta y sus aplicaciones a los teoremas de inmersién ([PS-1]'-—[PS-4] et al.). Los resultados
principales de este estudio establecen las condiciones sobre el comportamiento de las coordenadas py
cuando k — oo en el vector p = (p1,p2,...) bajo las cuales son vélidos los teoremas ordinarios de
convergencia mondétona en Ly y la convexidad uniforme de estos espacios.

Como producto cartesiano, elegimos un toro de dimensién infinita T°° = H;ozl Ty, donde Ty, = T,
la circunferencia unidad. En nuestra opinién este es uno de los casos més importantes, porque en 7°°
es natural plantear preguntas acerca de la acotacién del operador de Riesz vectorial (introducido por
primera vez en [PS-5]), de los teoremas de inmersién (para el espacio ordinario L,(T>°) A. D. Bendikov
ha obtenido algunos resultados recientemente) y sobre la conexién con procesos probabilisticos (resultados
en esta direccion fueron reportados por los autores en marzo de 1984 al XVIII Coloquio de Probabilidad
y Estadistica matematica, y serdn objeto de otra publicacién).

2. Definicion de espacio Lz(T°) y alguna de sus propiedades. Sea Ty, = T la circunferencia unidad con-
siderada como grupo topolégico (k= 1,2,3,...), T™ := [[}_y Tk, T°° =152y Ta, T == TTpe i1 Ths
y dxg, ", v, v°°7" las medidas de Haar respectivamente en los grupos T}, T, T, T~ ",

Mediante L,(T™) (o bien L,(T>)) denotaremos el espacio de las funciones definidas en T™ (o respec-
tivamente en 7°°) de p-ésima potencia integrable respecto de la medida v™ (o bien respecto de v). Sea
e" la medida de Dirac en el origen de T™.2 Consideremos en T°° las medidas

Up =" @v>®"" (n=1,2,3,...),

singulares respecto de la medida v. Las medidas v, nos permiten construir una aproximaciéon de las
funciones de un numero infinito de variables mediante funciones que dependen de un nimero finito de
variables.

PROPOSICION 1.
1) Si f € L,(T*), entonces f v, € Lpy(T™) C Lp(T*) (1 < p < o00).

2) [ fllp = sup, |Lf * vallp = 1y, o0 ||f Unllp y fovn — fr-ae.
3) frvy — fenLy(T®) sil<p<oo.

3

Estas circunstancias®, asi como los resultados de [PS-1], conducen a la siguiente definicién:

DEFINICION 1. Sea p = (p1, p2, - - -) un vector de dimensién infinita donde 1 < p,, < oo (k =1,2,3,...).
Denotemos por p" = (p1,...,pn) y supongamos que Li (7). El conjunto de las funciones f tales que
Hf”? ‘= Supy, ”f * Vn‘ pn < 00, donde

Hf * Vn

" = H e H ||f * Vn(:El? ceey Tn—1, In)”pnvmn Hpn—lvmn—l e lerrl’

1Las citas son a las referencias listadas al final del propio articulo.
*Es decir, e"(A) =0si0¢ A, e"(A) =15si0 € A.
3Son los teoremas de Jessen.
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asi como

1/pk
(ka |g(xla"'7xk)|p’c dwk) y  Pr < 00

ess sup,, e, [9(21,. .., 21)], P = 00,

9@, 2)lpy.an =

es el espacio con norma mixta que se denota como Lz(T°) = L.
Se verifica la siguiente:
PROPOSICION 2.
1) Sipr=p (k=1,2,3,...), entonces Lz = L,(T*).

2) Para todo n se cumple la desigualdad || f * vn||pe < || f * vny1llgner y, por lo tanto,
IFllp = lim | vl

3) El espacio Ly es un espacio ideal normado ([PS-6], p. 95). Es decir, si f € Ly y |g| < |f], entonces
lgllz < I1f1I7*

De acuerdo con el apartado 3) de esta proposicién es natural considerar que si f ¢ L, entonces

1f1lp = [[1£] |5 = oc.

TEOREMA 1. Supongamos que 1 < pp < oo, k = 1,2,3,..., y sea ¢ = (q1,q2,-..) el vector tal que
ﬁ+i =1,k=1,2,3,.... Entonces

1]l = sup / foldv=sup [ fodv,

g€ Mg gEMq J T

donde f es una funcion medible en T y Mz es el conjunto de las funciones finitas y que dependen solo
de un nidmero finito de variables y tales que ||g|lg = 1.

A partir del Teorema 1, aplicando los resultados [PS-6], Thm. IV.3.7 [p. 105] y Lem. IV.3.4 [p. 98],
obtenemos:

COROLARIO 1. En el espacio Lz se cumple la condicién (B) ([PS-6], p. 99)°: Si la sucesién (f,) C Ly,
fn > 0 es mondtona creciente a.e. y se tiene sup,, || f»||z < 00, entonces existe una funcién f € Ly tal que

fn 1 fae.

COROLARIO 2. En el espacio Ly se cumple la condicién (C) ([PS-6], p. 98)%: Si 0 < f, * f ae. y
[ € Ly, entonces || fullz — [|f[|7-

COROLARIO 3. En el espacio Ly se cumple la propiedad de Fatou: Si f,,, f € Ly y fn — f en medida
v, entonces

1l < tmin | £l

Ademés se sigue de [PS-6], Thm. IV.3.4, p. 99, que Lz es un espacio de Banach.

“Sea (T, M, ) un espacio de medida o-finita y sea S = S(T, M, 1) el espacio de las funciones medibles en
(T, M, ), reales o complejas. Para z,y € S, la notacién |z| > |y| significa que |z(t)| > |y(t)| p-a.e. Un espacio
ideal es un subespacio X de S tal que

ze X, yeS, |yl <|x|] implican y € X.

Una norma || - || en un espacio ideal X se llama mondtona si z,y € X, |z| < |y| implican ||z|| < ||y||. Un espacio
ideal normado es un espacio ideal equipado con una norma mondétona.
5Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma monétona completa, o que satisface la condicidn
(B), si
0<zp?T, zn € X (n €N), sup||z,| < oo

implican x, T z, para un cierto x € X.
5Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma semicontinua respecto del orden, o que satisface la
condicion (C), si
0<z,T ze€X implica |zn| — |z].
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Consideramos ahora la cuestién de cudndo se cumple en el espacio Ly la condicién (A) [PS-6], p. 987,
es decir, cuando, de f,, | 0 a.e., f, € Ly, se deduce || f,||5 4 0.

TEOREMA 2. La condicion (A) se cumple en cada uno de los casos siguientes:
o0
1) Hpk<0<>; 2) suppk < oo y liminfpg > 1.
b1 k k—o00

Veamos, por otra parte, que si sup, pr = oo la condicién (A) no se cumple en Lz. Si existe un k tal
que pr = 00 eso es trivial. Suponer que p, < oo para todo k = 1,2,3,...; podemos suponer, sin perder
generalidad, que [];2, (1 — p%) > 0. Consideremos subconjuntos Ay C T} cuyas medidas de Haar sean

o 1 Pk
ay = (1 Pk) . Sean entonces

B, = H Ay x H Ty, fo=1Ip,.
k=1 k=n+1
Por un lado, v(B,) = [[;_, ax L 0 ya que ay — e~! < 1, y por tanto f, | 0 a.e. Y por otro lado,
o= Lo = T1(1- L) > TI(1- L) >0
' k=1 * k=1 Pk k=1 Pk

COROLARIO 4. Si se cumple alguna de las condiciones del Teorema 2, entonces Ly tiene las siguientes
propiedades:

1) Ly es separable.®
2) Si f € Ly, entonces f x v, — f en Ly.

3) Ly = Lg (con el mismo vector g que en el Teorema 1).

3. Resultados adicionales. Son validas las siguientes afirmaciones:

TEOREMA 3. El espacio Ly es uniformemente convexzo® si y solo si se cumple que

suppr <00 Yy iréfpk > 1.
k

TEOREMA 4. Supongamos que fp, f € Lz y que ||frllz = || fllz- Supongamos que se cumple una de las
condiciones siguientes:

1) fn — f débilmente, supy, pr < oo e infypr > 1;
2) fn— f ae., sup, pr < 0o e infypg > 1;
3) fo— f ae, [lhey vk < 0.

Entonces, ||f — fullz = 0.

TEOREMA 5. Sea K un subconjunto de funciones de Ly y supongamos que se cumplen las dos condi-
ciones stguientes:

1) supsexc [ fllp < oo;

"Un espacio ideal normado X se dice que tiene una norma continua respecto del orden, o que satisface la
condicion (A), si
zn L 0 implica |[z,] — 0.

8V. [PS-6], Thm. TV.3.3, p. 98.

9Un espacio de Banach es uniformemente convezo si para todo e, 0 < ¢ < 2, existe un d(g) > 0 tal que
lz|| = lyll = 1y ||l= — y|| > € implican [|(z +y)/2|| < 1 - (J. A. Clarkson, Uniformly convex spaces. Trans.
Amer. Math. Soc. 40(1936), 396-414).
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2) para todo € > 0 existe un entorno V de cero en T tal que
lf(x+vy)— f@)|ps <& paratoda f € K, todoy e V.

Entonces, el conjunto K es relativamente compacto en L.

El reciproco es cierto cuando se cumple alguna de las condiciones del Teorema 2.

Para terminar los autores agradecen a S. F. Samko y a A. N. Shiryaev por la atencién que ha prestado
a nuestro trabajo, y también a A. D. Bendikov por diversas discusiones ttiles.

En Rostov del Don Recibido el 07/06/1984
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