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Introduccion

El problema de resolver una ecuaciéon no lineal ha interesado a los
matemaéticos desde siempre. Generalmente no es posible determinar ex-
plicitamente las soluciones de estas ecuaciones. Basandonos en el trabajo
de Knill, [77], parece ser que ya las civilizaciones mesopotamicas, casi dos
mil anos antes de Cristo, conocian algoritmos, como la famosa férmula de
Herén, para aproximar la raiz cuadrada de un nimero real positivo. Mas
de trescientos anos han pasado desde que un procedimiento para resolver
una ecuacion algebraica fue propuesto por Newton en 1669 y més tarde
por Raphson en 1690 [26]. El método es ahora llamado método de Newton
o método de Newton-Raphson, siendo una técnica central hoy en dia para
resolver ecuaciones no lineales. Esta segunda denominaciéon para el método
de Newton es consecuencia de la contribucion de Joseph Raphson a la técni-
ca ya propuesta por Newton, aportando la idea de iteracion y simplificando
el aspecto operacional. Es por esta razon por la que muchos autores deno-
minan el proceso dado por Newton como método de Newton-Raphson, que
es actualmente el método iterativo mas conocido y empleado para aproxi-
mar soluciones de ecuaciones no lineales. Es bien sabido que este método
iterativo bautizado por Fourier ([55]) como la méthode newtonniene tiene
convergencia cuadratica.

Con la notacion
f(z) =0,

englobamos el problema de encontrar una incégnita x, que puede ser un
numero real o complejo, un vector, una funcion, etc., a partir de los datos
que nos proporciona la funciéon f, que puede ser, por ejemplo, una funciéon
escalar, un sistema de ecuaciones, una ecuacién diferencial, una ecuacién
integral, etc. Incluso en el caso de que f sea una funciéon de variable real
es bien conocido que, en general, no es posible resolver de forma exacta
la ecuacion. Es por ello que se recurre a técnicas iterativas para obtener
aproximaciones de la solucién.

La técnica iterativa mas simple consiste en aplicar un algoritmo o un
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esquema iterativo de la forma x,,1 = G(x,) a partir de una aproximaciéon

inicial xy, de manera que se genera una sucesion {z,} de aproximaciones

a una solucién de la ecuacion a resolver. Asi, h’rf x, = x*, donde z* es
n——+0oo

una solucién de la ecuacidon considerada.

Dos de los méas importantes problemas en el estudio de técnicas ite-
rativas son: jcuando la iteracion convergerd? y ;como de rapido es esa
convergencia?

Una vez que el algoritmo esta propiamente formulado, el siguiente obje-
tivo que se plantea es conocer exactamente cuales son las condiciones bajo
las que el esquema iterativo aproxima una solucién del problema considera-
do; esto es, bajo qué condiciones la sucesion de aproximaciones generadas
es convergente a una solucion de la ecuaciéon correspondiente. Los resul-
tados de convergencia que se establecen pueden ser de tres tipos: local,
semilocal y global, dependiendo de cuéles son las condiciones que se im-
pongan: sobre la soluciéon, sobre la aproximacion inicial xg o simplemente
sobre la funcion que define la ecuacion, respectivamente.

También cuando una sucesion {x,} converge a z*, a veces, es relati-
vamente facil sacar conclusiones sobre el comportamiento asintotico del
error ||z, —x*||, esto es, sobre su comportamiento cuando n tiende a +oo,
mientras que, habitualmente, poco se puede decir sobre ello cuando n es
pequeno. Analogamente, es frecuentemente mucho mas simple afirmar la
convergencia para un proceso iterativo si suponemos que las aproximacio-
nes iniciales estan cerca del limite deseado x* que si permitimos que varien
en algin dominio mas grande. Asi, los resultados de teoremas locales son
de considerable importancia no solo porque proporcionen la convergencia,
sino, y més importante, porque caracterizan el comportamiento asintotico
de ciertos procesos iterativos en la proximidad de la solucion.

Con el objetivo de aproximar una soluciéon « de una ecuacién no lineal
f(z) = 0, el método de Newton consiste en construir, a partir de una
aproximacion inicial zy de «, una sucesién de la forma

I’n+1:$n—m7 TLZO
n

Bajo condiciones adecuadas, la sucesién anterior converge a la solucion
buscada a.

En 1818, Fourier probo la convergencia del método en R [55]. En 1829,
Cauchy probé primero la convergencia del método suponiendo la no exis-
tencia de ninguna solucion [34].
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En 1916, Fine [54] fue el primero que establecié un teorema de conver-
gencia semilocal para el método de Newton en R™ o en C™ con m > 1.
Se puede ver una comparacion entre las condiciones de Cauchy y las de
Fine y Ostrowski para el caso de una sola ecuacion (m = 1) en una nota
historica del libro de Ostrowski [96].

Mas generalmente, el método ha sido considerado en espacios lineales
topologicos, Hirasawa [67]. El método de Newton ha sido estudiado ex-
tensamente en espacios de Banach por muchos autores, el més notable L.
Kantorovich[] y sus colegas [75], asf como L. Collatz [35] y R. Bellman
y sus asociados bajo el nombre de cuasilinealizacion [23]. Esos resultados
afirman que si z( satisface ciertas condiciones, entonces, la ecuacién

F(z) =0, (1)

donde F' es un operador no lineal diferenciable definido entre dos espacios
de Banach X e Y, tiene una solucién y la iteracion

dado zg, Tpy1 =2, — [F'(2,)] ' F(z,), n >0,

siendo F'(z,) la derivada de Fréchet del operador F(z) en el punto x, y
[F'(z,)]~! su operador inverso, tiene convergencia cuadratica a la solucion.

La técnica més utilizada para abordar el estudio de la convergencia de
un proceso iterativo en espacios de Banach se basa en el conocido principio
de la mayorante (véanse |7, [8, 00, 131]), idea que surge a partir de la de
sucesion mayorizante introducida por Kantorovich ([69, [72] [75]) para de-
mostrar la convergencia semilocal del método de Newton en estos espacios.

Inicialmente, Kantorovich [70] publico en 1939 un articulo sobre méto-
dos iterativos para ecuaciones funcionales en un espacio de tipo Banach y
aplicod su teoria desarrollada alli para obtener un resultado de convergen-
cia para el método de Newton sobre la base del principio de asignacion
de contraccion de Banach. Mas tarde, en 1948, Kantorovich [72] establecio
un teorema de convergencia semilocal para el método de Newton en un
espacio de Banach, el cual es ahora conocido como el teorema de Kanto-
rovich o de Newton-Kantorovich. La demostracion de dicho resultado de
Kantorovich se basa en el estudio de sucesiones recurrentes. Tres anos des-
pués, Kantorovich [73] introdujo el principio de la mayorante para dar una

L' Ademas de sus aportaciones al estudio del método de Newton, Kantorovich es co-
nocido por sus trabajos sobre asignacién 6ptima de recursos escasos, por los cuales
fue galardonado con el Premio Nobel en Economia en 1975, compartido con Tjalling
Koopmans.
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nueva demostracion de la convergencia semilocal del método de Newton.
Asi, combinando técnicas de anélisis funcional y de anélisis numérico, la
teoria de Kantorovich permite abordar numerosos problemas no lineales
tales como la resoluciéon de ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales
ordinarias y en derivadas parciales, o problemas de calculo variacional.

Para ecuaciones en una dimensién, la convergencia cuadratica del mé-
todo de Newton fue establecida por Cauchy [34]. Para ecuaciones en R™,
un teorema de punto de atraccion fue dado por Runge [112], el cual tam-
bién recalco la convergencia cuadratica. Independientemente, un resultado
para m = 2 fue dado por Blutel [27].

Bennett [24] formulé resultados relacionados con operadores en espacios
de dimension infinita, pero en las demostraciones se remitia a Fine. Veinte
afnos después Ostrowski [95] presentd, de manera independiente, nuevos
teoremas de convergencia y también planted estimaciones del error. Al
mismo tiempo, Willerts [119] también probé similares teoremas de conver-
gencia. Aunque estos autores observaron que sus resultados se extendian
inmediatamente al caso general m, solo lo probaron para m =2y m = 3.
Bussmann [29], en un trabajo no publicado, probo esos resultados y alguna
extension general para m. Los teoremas de Bussmann son citados por Reh-
bock [I09]. Luego Kantorovich |71} [72] dio su ahora famoso resultado de
convergencia semilocal para el método de Newton en espacios de Banach.
Un ano después Kantorovich [69] presenté una nueva demostracion usando
por primera vez el principio de la mayorante (ver también 73] [74] y [75]).
Esto llevé a una nueva demostracion de la convergencia para el método
de Newton por Ortega [93] y la teoria general de convergencia para pro-
cesos relacionados con Newton por Rheinboldt [IT10]. Ambos resultados y
sus demostraciones se dan en espacios de Banach con operadores lineales
acotados definidos en todo el rango del espacio.

El método de Newton ha sido aplicado en varias ecuaciones funciona-
les y es imposible dar una lista de publicaciones relevantes aqui. Para un
estudio de aplicaciones de ecuaciones integrales, ver Anselone [6] y, en par-
ticular, los articulos de Moore [89] y Noble [92]. Para problemas de dos
puntos con valores en la frontera, ver, por ejemplo, los libros de Henrici
[63], Keller [76], y Lee [80]. Para problemas de valor en la frontera de tipo
eliptico, ver Bellman y Kalaba [23] y Collatz [35]. Observamos también
que el teorema de Newton-Kantorovich o resultados relacionados han si-
do frecuentemente usados como herramientas para obtener teoremas de
existencia; ver, por ejemplo, Moser [91] y Mamedov [84].

Una caracteristica destacable de los resultados de Kantorovich es que
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no asumen la existencia de soluciones de la ecuacion . Asi, el teorema de
Newton-Kantorovich no es sélo un resultado sobre la convergencia del mé-
todo de Newton, sino también un resultado sobre existencia de soluciones
de la ecuacion ([1)).

Después de la aparicion del teorema de Newton-Kantorovich, cotas su-
periores e inferiores para los errores del método de Newton han sido obte-
nidas por muchos autores, por ejemplo por Dennis [45], Doring [47], Rall-
Tapia [107], Tapia [116], Ostrowski [98], Gragg-Tapia [58], Kornstaedt [78],
Miel [85], 86, [87], Potra-Ptak [101], Potra [100], Ptak [T05], Moret [90], etc.
En la serie de articulos [125] 126, 127, 128 129] Yamamoto mostrd que
sus resultados se seguian del teorema de Kantorovich y se detallaban com-
paraciones entre las cotas obtenidas, las cuales fueron una parada por la
carrera de encontrar cotas del error para el método de Newton.

Muchos tépicos relacionados con el método de Newton todavia atraen
la atencién de los investigadores. Por ejemplo, la construccion de conver-
gencia global efectiva en métodos iterativos para resolver ecuaciones no
diferenciables en R™ o en C" es un importante area de investigacion en los
campos de Anélisis Numérico y Optimizacion.

Otras cuestiones que se plantean sobre el comportamiento de un método
iterativo son la velocidad de convergencia con la que la sucesion conver-
ge a una solucion y el error cometido al aproximar esa soluciéon. Existen
distintos indicadores para medir la velocidad de convergencia de una su-
cesion como son el orden de convergencia, el QQ-orden y el R-orden, que
estan relacionados estrechamente entré si (ver [94] 102]). Concretamente,
en este trabajo, usaremos para establecer la velocidad de convergencia de
una sucesion el R-orden de convergencia, que es el mas utilizado.

Con respecto a la estructura de esta memoria, indicaremos que en el
capitulo [1| veremos una introduccién a los espacios de Banach. La conside-
racion de estos espacios hace que podamos abarcar una gran amplitud de
situaciones, tales como ecuaciones en el campo real o complejo, sistemas de
ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecuaciones inte-
grales. También anadimos una seccién dedicada a la teoria clasica de Kan-
torovich, cuyas ideas principales pueden encontrarse en [75], aunque desa-
rrolladas de forma un poco diferente, aqui hemos pretendido facilitar su
lectura y entendimiento. Presentamos el teorema de Newton-Kantorovich
en sus dos versiones, la general y la clasica, esta tltima garantiza una
mayor aplicacion.

En el capitulo [2| suavizaremos la condicion clasica impuesta por Kan-
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torovich al operador F', dada por
|F" ()| <k, con xz€Q, k>0, (2)

donde €2 es un subconjunto del espacio de Banach X. Esta condicion no
siempre se verifica, como por ejemplo en las ecuaciones integrales no linea-
les de tipo Hammerstein mixto

(s) +Z Gst ((t))dt, s € [a,b],

=172

donde —o0 < a < b < 400, G, H; (1 = 1,2,...,m) y u son funciones
conocidas y x es una funcion continua (solucion) a determinar. Tampoco
es sencillo localizar un dominio donde se cumple y que ademas con-
tenga una solucion. Para solventar la dificultad anterior, una alternativa
es prelocalizar la solucion en algin dominio 2y C € y buscar en ¢l una
cota superior para ||[F”(z)|| (véase [52]). Notemos que ademas tendremos
que asegurar que existe una soluciéon en €2y. Como veremos, considerando
la ecuacion de Bratu

b
5) = A/ G(s,0)e* D dt, s € [a,b],

donde —00 < a < b < 00, A pertenece a un intervalo real para que la
ecuacion tenga dos soluciones y el niicleo G(s,t) es la funcion de Green,
esta prelocalizacion la podremos utilizar para aproximar la solucién de
menor norma, sin embargo en el caso de la solucién de mayor norma no
es posible fijar €} sin tener informacion de ella. Una alternativa mejor y
méas elegante que la prelocalizacion, consiste, tal y como se hace en [51],
en suavizar la condicién anterior exigiendo que la segunda derivada
verifique una condiciéon del tipo

IF (@) < w(lizll), =€, (3)

donde w : Ry U {0} — R es una funciéon continua no decreciente, que es
lo que aqui hacemos. Notamos que para el caso de la ecuaciéon integral
anterior es mas facil encontrar una funcion w que verifique (3|) que buscar
una cota superior para ||[F”(z)|| en un dominio apropiado.

La mayoria de los trabajos que han analizado la convergencia semi-
local del método de Newton son modificaciones del teorema de Newton-
Kantorovich que pasan por suavizar las condiciones de convergencia an-
teriores, en especial la condici6on , de manera que se le exija menos al



Introduccion 7

operador F'. Ahora bien, si exigimos al operador F' una condicién méas sua-
ve que la anterior, como puede verse en los trabajos [10, 1], 50} 51, 10T,
110l [130], esta condicion suele llevar consigo una resolucién del dominio
de puntos de salida validos para el método de Newton. En el capitulo [3]
el principal objetivo no es exigir al operador F' condiciones més suaves
que (2)), sino mas fuertes, que persiguen una modificacion, que no una res-
triccion, del dominio de puntos de salida para el método de Newton, de
manera que podamos empezar el método de Newton en puntos a partir de
los cuales el teorema de Newton-Kantorovich no puede asegurar la conver-
gencia semilocal del método de Newton, asi como ofrecer una mejora de
los dominios de existencia y unicidad de soluciéon y de las cotas a priori
del error. Para ello exigiremos al operador F' condiciones centradas para la
segunda derivada de F'. Al igual que Kantorovich, nuestro planteamiento
pasa por obtener un resultado general de convergencia semilocal utilizando
el conocido principio de la mayorante que él desarrolld para el método de
Newton. A partir de este resultado general, veremos los obtenidos por otros
autores [61], [132] como casos particulares de nuestro resultado general.

Finalmente, en el capitulo |4, daremos una alternativa a la situacion de
prelocalizar las raices de ecuaciones de la forma

(s) = u(s) + )\/bG(s,t)H(x(t)) dt, sclab), AeR,

donde —o0 < a < b < +00, la funcion u(s) es continua en [a,b] y dada,
el nticleo G(s,t) es la funcion de Green y H () es una funcion polinémica
y que ademés dé respuesta a situaciones que no resuelve la prelocalizacion
de raices. Asi, la idea consistird en modificar las hipotesis del teorema de
Newton-Kantorovich de forma conveniente.

Para ver todo lo anterior utilizamos el principio de la mayorante desa-
rrollado por Kantorovich, tal y como hemos indicado anteriormente, pero
con pequenas variaciones que se ajustan al tipo de condiciones de conver-
gencia semilocal que se utilicen en cada momento. Todas las variaciones
presentadas tienen un elemento comiin y es que la construcciéon de las su-
cesiones mayorizantes que utiliza el principio de la mayorante se obtienen
mediante la resoluciéon de problemas de valor inicial. En este caso diferimos
de la técnica de construccion dada por Kantorovich, que se basa en ajustes
interpolatorios.






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Banach

El origen de la teoria de los espacios de Banach se encuentra en la publi-
cacion en 1932 del clasico “Théorie des opérateurs linéaires” [20] por parte
del matematico polaco Stefan Banach (1892-1945). Desde su nacimiento,
esta teoria estuvo relacionada con el resto de ramas del analisis.

Tras unos anos de auge, la teoria parecia condenada al ostracismo. Sin
embargo, durante los anos setenta y principios de los ochenta del siglo
XX, la teorfa tuvo un nuevo periodo de gran actividad, se resolvieron vie-
jos problemas y lo que es més importante, se plantearon otros nuevos y
se establecieron nuevas conexiones con otras ramas del andlisis, tales co-
mo analisis armoénico, funciones de variable compleja, series ortonormales,
teoria de aproximacion o probabilidad. De la bibliografia acerca de los es-
pacios de Banach podemos destacar los textos clasicos de Dunford-Schwarz
[48] y Day [42] donde se recogen los principales resultados de la época com-
prendida entre los anos treinta y cincuenta. Resultados mas recientes se
pueden encontrar en Lindenstrauss-Tzafriri [81], [82] y Beauzamy [22].

Como dice Wojtaszezyk [120] en su introduccion, de los espacios de
Banach no podemos esperar que nos resuelvan los problemas que estemos
tratando, pero si que nos hagan ver dichos problemas con un nuevo enfoque
y nos permitan aislar sus caracteristicas esenciales. Obtendremos asi una
gran generalidad en los resultados que obtengamos. Ademas en muchos
casos, el utilizar las técnicas y los teoremas generales de los espacios de
Banach nos puede sugerir nuevos problemas.

Al trabajar con espacios de Banach abarcamos una gran amplitud de
situaciones, tales como ecuaciones en el campo real o complejo, sistemas
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de ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecuaciones in-
tegrales, etc.

A continuaciéon haremos una introducciéon, lo mas escueta posible de
los espacios de Banach. Para un estudio més detallado se puede consultar
cualquiera de los numerosos tratados sobre el tema que hay en la biblio-
grafia matematica, entre los que citamos los de Berberian [25], Rudin [111]
y Curtain-Pritchard [40].

1.1.1. [Espacios lineales normados

La estructura métrica considerada aqui se basa en la generalizacion
de la idea de valor absoluto de un ntimero real o moédulo de un namero
complejo.

Para cada elemento x de un espacio lineal X, se define norma de x al
namero real no negativo ||z|| que satisface las siguientes tres condiciones:

o llall > 0siz£0, [0 =0,
e ||A\z|| = |\|||z|| para todo A € K,

o [z +yl <l + [yl
Ademaés, X se llama espacio lineal normado.

A continuacion indicamos como relacionar las diferentes normas que
podemos definir en un espacio lineal. El concepto que las relaciona es el de
normas equivalentes. Asi, dos normas diferentes ||z|| v ||z||" de un espacio
lineal, se dice que son equivalentes si existen constantes a, b tales que
O<a<by

allz]] < ||z||" < b||z|| paratodo z € X.

Es conocido que en un espacio lineal de dimension finita todas las nor-
mas son equivalentes [79].

1.1.2. Operadores lineales y acotados en espacios de
Banach. Inversién de operadores

Una clase importante de los espacios lineales normados son los llama-
dos espacios de Banach. En la solucién de muchos problemas el asunto a
tratar es la existencia de un limite z* de una sucesion {z,} en un espacio
normado X; situacién familiar en el andlisis clasico vinculada a la idea de
completitud.
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Definicién 1 Se dice que un espacio normado X es completo si toda
sucesion de Cauchy es convergente a un limite que es un elemento de X.

Definiciéon 2 Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

En célculo se trabaja con funciones reales definidas sobre un intervalo
real. En anélisis funcional, consideramos espacios méas generales, tales como
espacios métricos o normados y aplicaciones entre dichos espacios. En este
caso, a estas aplicaciones se les llama operadores. Diremos que un operador
T aplica el espacio X en Y si a un elemento x € X le hace corresponder un
elemento T'(z) € Y. En principio T no tiene por qué estar definido sobre
todo el espacio X ni recorrer todos los valores de Y. Al conjunto de puntos
de X donde esta definido 7" lo llamamos dominio de 7', y lo denotaremos
D(T), y al conjunto de valores de Y que toma el operador T' lo llamamos
rango de T', y lo denotamos R (7).

De especial interés son aquellos operadores que conservan las operacio-
nes algebraicas de los espacios donde estan definidos.

Definiciéon 3 Un operador L que aplica un espacio lineal X en otro
espacio lineal Y, ambos espacios sobre el mismo cuerpo K, se dice lineal
st tenemos para todo x1,xs € X

L(.Tl + ZEQ) = L(l’l) + L(l‘g),
y para todo x € X y todo A € K
L(Ax) = AL(x).

Notar que a partir de ahora emplearemos indistintamente la notacién
L(z) o Lz para denotar al mismo operador lineal.

Definicion 4 Un operador T entre dos espacios normados X e Y se
dice acotado si existe un nimero real ¢ tal que, para todo x € D(T), se
cumple

1T (@) < efl]l. (1.1)

Observar que la norma de la izquierda es la del espacio Y y la derecha
la del espacio X, aunque las hayamos denotado igual.

Notar que en el caso de operadores acotados, la imagen no tiene por
qué estar acotada, lo que verifican estos operadores es que transforman
conjuntos acotados en conjuntos también acotados.
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Al conjunto de los operadores lineales y acotados entre dos espacios
lineales X e Y lo denotaremos £(X,Y). Si X =Y, denotaremos simple-
mente L£(X). Es facil ver que £(X,Y) es un espacio lineal sobre el mismo
cuerpo K.

A continuaciéon vamos a definir una norma en el conjunto de operadores
acotados. Dejando a un lado el caso en que x = 0, nos podemos preguntar
cual es el menor niimero ¢ que verifica . De aqui surge la idea para
definir norma de un operador.

Definicién 5 Sea T un operador acotado. Definimos la norma de T
como

Como consecuencia, si T' es acotado, entonces
1T ()] < [Tl

Otra formula alternativa, cuando ademas el operador T es lineal, para
la norma anterior es la siguiente:

T = sup || T(z)]]. (1.2)
z€D(T)
ll=]|=1
Que estas formulas son equivalentes y que todas ellas son en efecto nor-
mas puede verse en [79]. Ademés, también se tiene que el espacio L(X,Y)
con Y completo y la norma (1.2 es un espacio completo.

Teorema 1.1.1 Si un espacio normado X es de dimension finita, enton-
ces cada operador lineal en X es acotado.

Definiciéon 6 Un operador T entre dos espacios normados X e Y se
dice continuo en un punto T € X si para toda sucesion {x,} tal que

Aim z, =& se tiene que  lm T(x,) =T(Z).

Diremos que un operador es continuo si lo es en todos los puntos de su
dominio.

Esta definicion generaliza la idea de funcién continua del célculo. Los
operadores lineales tienen la siguiente propiedad:
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Teorema 1.1.2 Sea T un operador lineal entre dos espacios normados.
Entonces,

(1) T es continuo si y solo si T es acotado.

(17) Si T es continuo en un punto, entonces T' es continuo en todos los
puntos de su dominio.

A continuacion introducimos el operador inverso de uno dado, operador
fundamental para resolver ecuaciones de la forma Lz = y, donde L es un
operador lineal.

Definicion 7 Sea L un operador lineal y acotado de X enY . Si existe
un operador L' que aplica R(L) en D(L), de manera que

L™ 'Ly =z, para todo v € D(L),

LL7'y =y, para todoy € R(L),
diremos que L es inversible y que L™ es el inverso de L.

Se puede probar que si L~! existe, entonces también es un operador
lineal. Necesitaremos entonces una caracterizacion analitica del concepto
de inversion. Para ello, los siguientes resultados son fundamentales [75]
106]. Observar que estos resultados estan dados para operadores de un
espacio X en X, de manera que sus inversos también son operadores de X
en X.

Lema 1.1.3 (Banach) Sea L € £(X) verificando que

IIL|| < k < 1.
Entonces el operador I — L tiene inverso continuo y ademds
1
I-D)7Y < —.
-0 <

Unas ligeras variantes del lema anterior son los siguientes dos lemas.
Lema 1.1.4 Sea L € L(X). Existe L™ si y sdlo si existe un operador
inversible M € L(X) tal que

|l — ML| < 1.
En este caso,

L= (-ML"M <] :

n=0
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Lema 1.1.5 Sea L € L(X). Eziste L™ si y sélo si existe un operador
inversible M € L(X) tal que

1
|M = L|| < 7
M|
En este caso,
L=y (I-M'Ly"M
n=0
Y 1 1
M| - [ M|

LY < '
s T =3y S o =1

1.1.3. Diferenciacién de operadores

En esta seccion presentamos algunos de los conceptos y resultados ba-
sicos del célculo diferencial en espacios de Banach. A parte del interés que
esta seccion pueda tener por si misma, se establecera el contexto que per-
mitird resolver ecuaciones en las que intervengan operadores no lineales.

1.1.3.1. Derivadas primeras

Comenzamos dando una primera definicion de derivada para funciones
definidas en espacios de Banach.

Definicién 8 Dado zy € X, si eviste un operador L € L(X,Y) de
manera que para todo v € X se cumple

lim F(zo+ hz) — F(x0)
h—0 h

= L(x), (1.3)

entonces se dice que F' es diferenciable Gateaux (o diferenciable débilmen-
te) en xo. En esta situacion, el operador lineal L es la derivada de F en
xo y lo denotaremos L = F'(xy).

Sin embargo, la derivada Gateaux no es una buena generalizacion del
concepto de derivada para funciones escalares, como pone de manifiesto
la existencia de funciones derivables Gateaux y no continuas. Para estar
seguros de que las funciones diferenciables son continuas, introducimos a
continuaciéon un concepto de derivada mas fuerte.
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Definicién 9 Si el limite de la ecuacion es uniforme en el con-
junto {x € X;||z|| = 1}, entonces se dice que F es diferenciable Fré-
chet o, simplemente, diferenciable en xo. En este caso, el operador lineal
L = F'(xg) se llama derivada de F en xq.

Equivalentemente, el concepto de diferenciabilidad se puede expresar
de la siguiente forma. Si dado zy € X, existe un operador lineal y continuo
L de X en Y de manera que

- | F(xo + v) — F(xo) — Lo|| 0,

Ioli—0 o]

entonces I es diferenciable Fréchet en xy y el operador F'(zy) = L se
denomina derivada de F' en x .

Notar que en el calculo diferencial en espacios de Banach los operadores
lineales acotados juegan un papel similar al de las constantes en el calculo
diferencial real o complejo.

Uno de los resultados que se pierden al pasar de los niimeros reales a
espacios mas generales es el teorema del valor medio, que asegura que si f
es una funcion diferenciable en un intervalo [a, b] entonces

f(0) = fla) = f(E)(b—a),
donde & es un numero tal que £ € (a,b).

Veremos ahora una desigualdad que generaliza al teorema del valor
medio. Dados dos puntos x,y en un espacio definimos el segmento que los
une

[z,y] ={z + Ay —2); A € [0,1]}.
Diremos que un conjunto ) es convexo si para cualesquiera z,y € () el
segmento [z, y| que los une esta contenido en €.

Teorema 1.1.6 (Teorema del valor medio) Sean X ¢ Y dos espacios
de Banach y F : X — Y un operador diferenciable en un conjunto convexo
Q C X. Entonces, si xg,x, € (), se liene

1F(21) = F(xo)|l < sup [|F'(wo + 0(wy — o)) |ll21 — o
0<o<1
Corolario 1.1.7 Con la notacion anterior se tiene que
|1F (1) — F(z0) — F'(Z) (1 — @0) |

< sup HF/(CL’O +0(x1 — .Cl]g)) — F’(:Z’)HHxl — x| con T € [xg,x1].
0<0<1
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1.1.3.2. Derivadas segundas y operadores bilineales

Sea F' un operador entre dos espacios de Banach X e Y. Supongamos
que F es diferenciable, entonces podemos interpretar F’ como un operador
de X en L(X,Y). El espacio £(X,Y) también es un espacio de Banach
con la norma

ILI = sup |[Za]].

[|z||=1

En consecuencia, se puede pensar en derivar el operador F”. El resultado
de derivar este operador en un punto x es lo que se conoce como la derivada
segunda de F' en zy y se denota por F"(zy).

Observar que F"(xy) € L(X,L(X,Y)) y que F” es un operador de
X en L(X,L(X,Y)), que también es un espacio de Banach. Si volvemos
a derivar este operador en un punto xy, obtenemos la derivada tercera,
F"(zy). Continuando este proceso, en el caso de que existan las derivadas
que van apareciendo, se obtienen las derivadas de 6rdenes superiores.

Nos centraremos ahora en la derivada segunda. Para entender un poco
mejor como son los elementos de £(X,L£(X,Y)) vamos a introducir un
nuevo concepto.

Sea B un operador binario que asigna a cada par de elementos xq, 2
de X un elemento y de Y, cumpliendo las siguientes condiciones:

(1) Para todo x1, 2!, xe, 2, € X y para todo a, € R,
Blaxy + fry,12) = aB(x1,22) + BB(2], 72)
B(x1,axs + fx)) = aB(x1,x2) + SB(x1, 2).
(17) Existe M > 0 tal que para todo z1,xs € X,

1Bz, 22)[| < M|z ][]l

En este caso, diremos que B es un operador bilineal acotado. El conjunto
de los operadores bilineales con la norma

Bl = sup [|B(x1,22)]|

llzg (=1
llzall=1

es un espacio de Banach, que se denota B(X?,Y).

El espacio B(X?,Y) que acabamos de introducir estd4 muy relacionado
con el espacio L£(X,L(X,Y)) definido con anterioridad. En concreto se
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tiene que estos dos espacios son linealmente isométricos [75]. Asi, dado
B € B(X?,Y) y fijado un elemento z; € X, podemos definir el operador
lineal

L(z1) = B(z1,-) € L(X,Y)
que actia de la siguiente manera
L(z1)(z) = B(zy,2) €Y.
A partir de ahora, y teniendo en cuenta esta isometria, identificaremos los
elementos de B(X?%Y) y L(X,L(X,Y)).

Si X e Y son de dimension finita, podemos representar los elementos
de B(X?,Y) por una matriz.

Volviendo al concepto de derivada segunda de un operador F', tenemos

que si I es diferenciable dos veces en un punto zg € X, entonces F"(zg) €
B(X%Y)y

lim F'(xg + ha') — F'(x0)

lim - = F"(xo)(2',-). (1.4)

En consecuencia para todo = € X tenemos

/ N TV
F"(20)(', ) = Tim F'(xo + ha')z — F'(zo)x

lim Y (1.5)

Notar que (1.4) y (1.5) no son equivalentes. Puede suceder que exista
un operador B € B(X?,Y) tal que para todo x,2’ € X se cumpla

B(«/.z) = lim F'(xg + ha')x — F'(xo)x
’ h—0 h ’

y sin embargo no existir F'(zg). La condicién necesaria y suficiente para
que exista F"(xq) es que, para cada o’ € X, el limite de la ecuacion ([1.5))
sea uniforme para todo z € X con ||z|| = 1.

En general, dado un operador bilineal B € B(X?%Y), se tiene que
B(zq,x2) # B(wxg,71), x1,22 € X. Cuando B(xy,z) = B(z2,x1) para
todo 1,29 € X, diremos que B es un operador bilineal simétrico. El
siguiente resultado seniala que F”(xy) es un operador bilineal simétrico,
cuya demostracion puede verse en [106].

Teorema 1.1.8 Sila derivada sequnda F"(xq) de un operador F de X en

Y existe en un punto o € X, entonces es un operador bilineal simétrico
de X% enY.
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1.1.4. Integral de Riemann

A continuacién comentaremos algunos aspectos sobre el cilculo integral
en espacios de Banach. En primer lugar, definiremos la integral en el sentido
de Riemann para una funcién de variable real y con valores en un espacio
de Banach, para a continuacion, apoyandonos en esta definicion, definir la
integral de una funcion entre dos espacios de Banach en general.

Definicion 10 Sea F definida en un intervalo real [a,b] y con valores
en un espacio de Banach Y. Entonces podemos definir su integral como el
limite de las siguientes sumas

n—1

> F(7) (ter — te)

k=0
donde a =ty <ty <--+<t,=0byTk € [tg,trr1], cuando Il’(l]?;’)x{tk_t'_l — tr}

tiende a cero. Si el limite dirigido anterior existe, lo llamaremos integral
de ' y lo denotaremos

/ "P(t) dt.

Evidentemente, si la integral existe, es un elemento de Y. Una condicion
suficiente para que exista dicha integral es que la funcién F' sea continua
en el intervalo cerrado [a, b].

Las propiedades de esta integral se deducen de las conocidas para la
integral de Riemann en el caso real (ver [75]).

Definicién 11 Supongamos ahora que T es un operador definido en un
segmento [zo, 1] C X y con valores en el espacio L(X,Y). En este caso
definimos:

/;1 T(:E) dr = /01 T(:L“o + t(ml - xo)) ({El — 1‘0) dt.

0

Notar que la funcion T(J:0+ -] (21 —xo)) (x1—mp) esta en las condiciones
de la definicion [10] con [a, b] = [0, 1].

Si en la definicion anterior se considera el caso particular 7' = F”, donde
F es un operador de X en Y que tiene derivada continua en el segmento
[0, 1], tenemos el siguiente teorema que generaliza la conocida regla de
Barrow del célculo.
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Teorema 1.1.9 En la situacidon anterior

/ﬂ; F'(2)de = F(z1) — F(zo).

Es importante recordar el siguiente resultado que permite acotar la
integral de un operador que esté acotado por una funcion real.

Lema 1.1.10 Sea T un operador en las condiciones de la definicion [11]
y ¢(t) una funcidn real definida en [0, 1] e integrable. Si se verifican

|7 (20 + 7(21 = 0)) | < B(to + 7(t1 — t0)), 7€ [0,1]

|x1 — x| <ty — to,

entonces

</ " o)t

to

/:1 T(x)dx

0

Como caso particular del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.1.11 Si se cumple la desigualdad
1T (2)]| < ¢(t)

para x y t verificando
[ = zoll <t —to,

entonces

< [“owar,

to

/:1 T(x)dx

0

donde 1 es un elemento que cumple ||x; — zol| <t — to.

Terminamos esta breve introduccién a los espacios de Banach con el
conocido teorema de Taylor. Aunque hay varios enunciados similares (ver
[33]), hemos elegido el siguiente por su comodidad a la hora de utilizarlo.

Teorema 1.1.12 (Teorema de Taylor) Supongamos que F es un ope-
rador n veces diferenciable en la bola B(zo,7), r > 0, y que F™ es inte-
grable en el segmento [xg, x1] con ¥y € B(xo, ). Entonces

F(x1) = F(xo) + Zz:: kl!F(k) (20) (71 — 0)" + Ry(wo, 1)
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donde
1

R, (xg, 1) = m

/ac1 FO(z)(xy — )" da

zo
1

= m /(;1 F(”) (1’0 + t($1 - [L‘O)) (gpl — x[])n(l _ t)n_l dt.

Notemos que también podemos considerar

1

R,(xo, 1) = m

/: (F(”_l)(x) - F(”_l)(xg)) (1 —2)" ? du.

1.2. El método de Newton en espacios de Ba-
nach: el teorema de Newton-Kantorovich

Recogemos en esta seccion alguno de los principales resultados obte-
nidos por Kantorovich sobre la convergencia del método de Newton en
espacios de Banach.

En 1948, Kantorovich [72] establecio, utilizando relaciones de recurren-
cia, un resultado conocido actualmente como Teorema de Kantorovich y
que resume los resultados bésicos referentes a convergencia del método, es-
timacion del error y unicidad de soluciones (ver también [75], [94] y [96]).
Un ano mas tarde, utilizando sucesiones mayorizantes, el mismo Kantoro-
vich [69], dio otra demostracién del mismo teorema.

La técnica de Kantorovich no es la tnica forma de abordar el estudio
del método de Newton en espacios de Banach. Posteriormente, otros au-
tores han estudiado dicho método en distintos contextos. Asi, Rheinboldt
[110] obtiene resultados acerca de la convergencia del método de Newton
como caso particular de unos resultados sobre ecuaciones en diferencias.
Destacamos también el estudio realizado por Ptéak [104], [I05] ¥ en colabo-
racion con Potra [I01], a partir del método llamado induccion no discreta
o induccion continua. La aplicacion de este método a los procesos iterati-
vos [102] abrié nuevas vias de estudio, sobre todo en lo relativo al anélisis
del error [7], [8], [90], [131]. Por altimo, citamos también los trabajos de
Alefeld-Herzberger [2] y Moore [88|, en los que se aplican las herramientas
del analisis de intervalos para probar la convergencia de procesos iterativos
(método de Newton y similares) para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales.

En esta seccion nos ocuparemos del conocido teorema de Newton-
Kantorovich. Empezamos introduciendo el concepto de sucesiéon mayori-
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zante y viendo co6mo se emplea para probar la convergencia de sucesiones
en espacios de Banach.

Definicion 12 Sea {z,} una sucesion en un espacio de Banach X
{tn} una sucesion de nimeros reales. Diremos que la sucesion {t,} mayo-
riza a {x,} si se verifica la condicion

||xn+1_xn|| Stpyr —tn, n=0,1,2,...

Observar que del hecho de ser mayorizante se sigue que la sucesion {t, }
debe ser creciente. El interés de las sucesiones mayorizantes es que de su
convergencia se puede deducir la convergencia de la sucesion en el espacio
de Banach. En efecto, si {t,} converge a t* < oo, entonces existe z* € X
tal que la sucesion {z,} converge a z* y ademés

|le* —z,|| <t*—t,, n=0,1,2,...

La desigualdad anterior nos permite también obtener cotas del error para la
sucesion definida en espacios de Banach en términos de su correspondiente
mayorizante.

Introducimos ahora la siguiente notacion que utilizaremos a lo largo de
toda la memoria:

B(zg,r) ={z e X;|lz —xo|| <r} y Blxo,r)={xr € X;|x— x| <r}.

Una vez introducido el concepto de sucesion mayorizante, ya estamos
en condiciones de exponer la teoria de Kantorovich para el método de
Newton en espacios de Banach. En [75], Kantorovich y Akilov establecen
la convergencia del método de Newton exigiendo condiciones al punto de
salida de la sucesion y acotando la derivada segunda del operador. Sea F
una aplicacion entre dos espacios de Banach X e Y de clase C? () con
Qg = B(zg,7m9) C X. Dichos autores aproximan la soluciéon de la ecuacion

F(z)=0 (1.6)
mediante el método de Newton
Tpi1 = T — [F(x,)] ' F(z,), n>0. (1.7)

Para ello, consideran una funcién real auxiliar f de clase C®([to,#]) con
t' —to < 19, y prueban, bajo las hipotesis descritas a continuacion (que
llamaremos condiciones generales de Kantorovich), que la convergencia de
la sucesion de Newton esta garantizada en el espacio de Banach X.
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Teorema 1.2.1 Sea F : Qg C X — Y un operador dos veces continua-
mente diferenciable Fréchet definido en el dominio Qo = B(zo,10) conte-
nido en un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach
Y. Sea f € CO([ty,t']) una funcidn escalar. Supongamos que se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) Ewmiste el operador inverso Ty = [F'(xo)]™ € L(Y, X) para un x5 € Q
1
f'(to)’

y es tal que ||Ty|| < —

f(to)
f'(to)’

(i) [E"(2)[| < F7() si [l = wol| <t —to <o,

(i2) ToF (o)l < —

(1) la ecuacion f(t) =0 tiene una raiz en [to,t'].

Entonces el método de Newton 7 empezando en xo, Proporciona una
suceston convergente a una raiz x* de la ecuacion . Ademds,

|o* —z,|| < t* —t,, n>0,
donde t* es la menor raiz de

ft)=0 (1.8)

en el intervalo [to,t']. Finalmente, si f(t') <0y (1.8§) tiene una sola raiz
en [to, '], =* es la dnica raiz de en Q.

En correspondencia con las condiciones de convergencia, el resultado
anterior se conoce como teorema general de convergencia semilocal del
método de Newton para operadores con derivada segunda acotada.

En la préctica, la aplicacion del teorema anterior resulta complicada,
ya que en ¢l aparece una funciéon f desconocida. Por ello el siguiente re-
sultado tiene especial interés, puesto que si el operador F' cumple ciertas
condiciones, podemos considerar en el teorema [1.2.1] como funcion f el
polinomio de segundo grado

ps) = 5l -0 = 524 2,

y obtener asi el teorema clasico de Newton-Kantorovich, que prueba la
convergencia semilocal del método de Newton a partir de las siguien-
tes condiciones, que llamaremos condiciones clasicas de Kantorovich (no
confundir con las condiciones generales de Kantorovich, que son las del

teorema anterior [1.2.1)):
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(C1) [IToll < 8,
(C) [IToF (o)l <,
(Cs) [F'(@)[ <k, 2e,

(C) kpn <5,

1— /1= 2kBy
%] ’

donde se supone que el operador 'y = [F'(z¢)]7! € L(Y, X) y existe para
algin zy € €.

(Cs) B(xg,s* — sp) C €, siendo s* = s¢ +

Teorema 1.2.2 (Teorema clasico de Newton-Kantorovich) Sea F :
Q C X — Y un operador dos veces continuamente diferenciable Fréchet
definido en un dominio abierto convexo no vacio €2 de un espacio de Ba-
nach X y con valores en un espacio de Banach Y. Supongamos que se
verifican las condiciones (C1)—(Cs). Entonces la ecuacion tiene una
solucion x* y la sucesion de Newton dada por es convergente a esta
solucion x* a partir de xq, verificdndose que x,,x* € B(xg, s* — sg), para

todo n > 0. Ademds, si kfn < o1 x* es la unica solucion de F(z) =0 en

14+ 1 —2k0n
+ % ;

1
B(xzg, s — s0) NQ con s = sg y si kPn = 3 entonces

x* es unica en B(xg, s* — sp).

La demostracion de los dos teoremas anteriores puede verse en [75].

Por otra parte, sabemos que las propiedades de convergencia dependen
de la eleccion de la distancia || - ||, pero la velocidad de convergencia de
una sucesion {z,}, para una distancia dada, se caracteriza por la veloci-
dad de convergencia de la sucesién de niimeros no negativos {||z, — z*||},

donde z* = LIIJP Z,. Una medida muy utilizada habitualmente de la velo-

cidad de convergencia es el R-orden de convergencia [102] que definimos a
continuacion.

Sean {z,} una sucesion en espacios de Banach (X, || - ||) que converge
a un punto z* € X, un nimero 7 > 1y

n sit=1,

en(T)—{ n n > 0.

T siT > 1,
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(i) Decimos que 7 es un R-orden de convergencia de la sucesion {z,} si
existen dos constantes b € (0,1) y B € (0, +00) tales que

|z, — 2*|| < Bbe(™).

(i7) Decimos que 7 es el R-orden de convergencia de la sucesion {z,} si
existen constantes a,b € (0,1) y A, B € (0, +00) tales que

Aa*) < ||z, — 2*|| < B, n > 0.

En general, comprobar la doble acotacion de (ii) es complicado, por
eso normalmente solo se buscan acotaciones superiores como las de (7).
Por tanto, si encontramos un R-orden de convergencia 7 de la sucesion
{2}, entonces diremos que la sucesion {z,} tiene R-orden de convergencia
al menos 7. Este es el argumento utilizado habitualmente para estudiar el
orden de convergencia de un método iterativo.

Utilizando la definicién anterior de R-orden de convergencia, es conoci-
do que el método de Newton ((1.7)) tiene R-orden de convergencia al menos
dos ([75]).



Capitulo 2

(zeneralizacion de las condiciones
clasicas de
Newton-Kantorovich

2.1. Introducciéon

Como se ha indicado en la introduccion, uno de los objetivos de esta
memoria es modificar las condiciones clésicas de Kantorovich; méas en con-
creto la condicion (C3) del teorema de Kantorovich. En este capitulo
suavizaremos dicha condicién por la siguiente:

IF" (@) <w(l=l), =€, (2.1)

donde w : Ry U{0} — Ry es una funcién continua no decreciente. Obvia-
mente la condicion (2.1)) generaliza la condicion (C3) del teorema de
Newton-Kantorovich.

A partir de las condiciones (C1)—(C3) del teorema de Newton-
Kantorovich, Kantorovich construye su sucesién mayorizante aplicando el
método de Newton,

f(sn)

dado S0, Sn+1 = Sp — f/(Sn)’ n Z OJ
a una funcion escalar f por determinar que verifique:
1 f(SO) " /
— =3, - = s)=k, s€|lsg,s],

donde sp > 0, s € Ry s — sy < s* — 50, siendo s* la solucion real mas
pequefia mayor que so de la ecuacion f(s) = 0.

25
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Para obtener la funcion escalar f, Kantorovich considera, a partir de
(C3), que ésta es un polinomio de segundo grado y ajusta los coeficientes
de este polinomio mediante las tres condiciones anteriores, obteniendo

k

—fS—SOQ—L_SO Q :
pls) = 55 =) = =57+ 2 (2:2)

Observamos que este problema es un ejercicio de ajuste interpolatorio.

A partir de la convergencia de la sucesion escalar anterior {s,}, Kanto-
rovich prueba la convergencia semilocal del método de Newton en espacios
de Banach. Asi, nuestro siguiente objetivo es construir, a partir de la con-
dicion , una funciéon que nos permita definir una sucesion escalar que
mayorice la sucesion de Newton en espacios de Banach. El tratamiento
que vamos a hacer del problema que acabamos de plantear es paralelo al
realizado por Kantorovich pero con algunas modificaciones.

En primer lugar, observamos que en general w no serd una funcion
constante, como en el caso de Kantorovich, lo que nos lleva a construir
una sucesion mayorizante ad hoc, adaptandola al problema considerado,
yva que la condicién da mas informacién sobre el operador F' que la
condicion (Cy).

En segundo lugar, mientras Kantorovich construye el polinomio ([2.2))
mediante ajuste interpolatorio, en nuestro caso, si consideramos (C4), (Cs)
y no podemos obtener una funcién escalar f resolviendo un problema
de tipo interpolatorio, tal y como se hace para el polinomio de Kantorovich,
ya que no permite determinar la clase de funciones a las que pode-
mos aplicar (Cy) y (Cy). Veremos que en nuestro caso podemos obtener las
funciones escalares, a partir de las cuales se construyen las sucesiones mayo-
rizantes para el método de Newton, resolviendo problemas de valor inicial.
Analizaremos aqui dos situaciones. La primera que sale de forma natural,
seccion 2.2] y la segunda que se desarrolla para solventar el problema que
presenta la primera y que esta relacionado con la independencia entre las
aproximaciones iniciales del método de Newton en el espacio de Banach
X y de su sucesién mayorizante en la recta real, seccion Veremos que
la segunda situacion cuando la funcién w es constante es precisamente la
correspondiente al teorema de Newton-Kantorovich.

En tercer lugar, utilizaremos el significado teérico del método de New-
ton para obtener conclusiones acerca de la existencia y unicidad de solucion
de la ecuacién no lineal a resolver. Ademas, también ajustaremos las co-
tas a priori del error para el método de Newton siguiendo la técnica de
Ostrowski [96]. Asimismo, bajo las nuevas condiciones de convergencia,
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conseguiremos también un resultado de convergencia local que generaliza
el dado por Dennis y Schnabel en [46].

En cuarto lugar, veremos dos aplicaciones del método de Newton que
aparecen frecuentemente en problemas de la vida real. En concreto, anali-
zaremos la resolucion, mediante el método de Newton, de ecuaciones inte-
grales no lineales de tipo Hammerstein mixto y de la ecuacion de Bratu.
En ambos casos se utilizard todo lo desarrollado teéricamente a lo largo
del capitulo.

2.2. Planteamiento de partida

2.2.1. Resultados principales

Siguiendo la teoria de Kantorovich, necesitamos en primer lugar un
resultado general de convergencia semilocal que, bajo la condicién ,
resulta una modificaciéon del teorema general de Kantorovich. En
nuestro caso, a partir de (2.1)), tendremos que

IE" (@) < w(ll]]) < w(t) = (1),

siempre que ||z|| <t por ser w no decreciente.

Comenzamos enunciando el siguiente resultado general de convergencia
semilocal.

Teorema 2.2.1 Sean el operador F' definido en las condiciones habituales,
zo € Q y una funcion escalar f € C([||zol|,t]). Tomamos ty € R tal que
|xo|| < to y ademds se verifican las siguientes condiciones:

(K1) el operador T = [F'(x9)]" estd definido y |To|| < — -
f'(to)
(K>) IToF (o) < — fiif))

(Ks) [F" ()] < f7(t) si[lzll <t, con 2z e Qyte |l 1],
(Ky) f(t) =0 tiene una unica raiz t* en [||zol], 1],

(K5) Blao,t* — Jzoll) < .
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Entonces la ecuacion F(z) = 0 tiene una solucion x* y la sucesion de New-
ton (1.7) es convergente a esta solucion a partir de xo. Ademds, x,,z* €
B(xo, t* — [lzoll) y

|o* —z,|| <t* —t,, n>0,

f(tn—l)

donde t, =t, 1 — ~——=, para todon > 1.

n n—1 f/<tn—1>’ p -
Demostraciéon. En primer lugar, probaremos que la sucesion {t¢,} es cre-
ciente y converge a t*. Para ello, comenzamos viendo que la sucesion {t,}
es monoétona y acotada.

Es facil probar por induccion que t,, < t* para todo n. Como f(tg) > 0,
tenemos que ty — t* < 0. Ademas,

ty — " = Ny(to) — Ny(t") = Ny(&o)(to — £7), &0 € (to, "),

f(t) f) ")
IZG) TGE
que f decrece en [ty,t*) por ser f'(to) < 0y f'(t) < 0 en [to,t*), como
consecuencia de que f’ es creciente al ser f”(t) > 0 en [||zo]|,t']. En con-
secuencia, t; < t*. Suponemos ahora que t; < t*, para j =1,2,...,n — 1.
Como

tn - t* - Nf(tnfl) - Nf(fk) - N}(fnfl)(tnfl - t*), fn,1 € (tnfl,t*%

se sigue analogamente al caso j = 1 que t,, < t*.

y Ny(t) =t —

Notemos que Ni(t) = > 0 en [tg,t*), puesto

Por otra parte, observamos que

f(tnfl)

bn —th1=—5,7—5 2 07

f/(tnfl>
yva que f(t) >0y f'(t) <0 en [ty,t*). Luego la sucesion {¢,} es creciente.

En consecuencia, {t,} es convergente por ser monétona y acotada. Por

tanto, existe u € [[|zol,t'], v < t*, tal que u = lim ¢,. Tomando ahora
n—+o0o

limites en ¢,41 = Nf(t,), n > 0, obtenemos que f(u) = 0. Como t* es la
tinica raiz de f(t) = 0 en [||zol|, '], se sigue que u = t*.

En segundo lugar, probaremos por induccion que z, € €2, para todo
n. Observamos que x; esta bien definido porque x; = xo — I'oF(x0) v [
existe. Ademas, como

|1 = 2ol| = [IToF (o) || < — =11 —to < 1" —to <" — [|zol,
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es claro que x; € B(xg, t* — ||xo]|) C Q.

A continuacion, notamos que

11 =ToF @)l < IClIlF (@) = Fao)] < [1Toll | [ (@) de
< ol [ (0 + e = 20)) 1 — o) |
< ~ 5 1t0 / I (to + t(ts — to) ) (tr — to) dt
1 !/ !
< f% / L AOREAD)
o (751)
f’(to)
mquwn>fw@4mwmf%w20mwww¢myo<?23<me

ser f'(t1) <0,
|20 +t(z1—20)|| < [lwoll +tllzr —zol < tot+t(ti—to) si [zl < to (2.3)

v ||z1 — xo]| < t1 — to. Luego existe I'y y por el lema de Banach sobre
inversion de operadores [75],

1Tl ~ J'(to) 1
Iy < < TG _ 1
ITll < 7= 11 = ToF"(z1)[| ~ ?E?g f'(t)
0

Ademas, utilizando ([1.7]), observamos que
F(zy) = F(xo) + F(w)(w —wo) + [ F'(@)(@y — 2) da
o
= F" )z, — z)dx

FN ZL'O —f-t Ty — .1]0))(]_ — t)(l’l — IL‘())2 dt

I
o\&

W@M==Awﬂ@ﬁﬂm—%wm—mm—%wﬁ

< /01 f”(to +t(t —to))(l —t)(t, — to)*dt = /ttl f ()t —t)dt
= f<t1)7
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por cumplirse (2.3)), tenemos que ||xe—x1|| = ||y F(x1)]| < ||Ty|[|F(x1)]| <
_ft) T
f'(t)
Por tanto, ||I2 — l‘o” S ||ZE2 — .I‘1|| + ||l’1 — l’o” S tQ — tl + tl — t[) =
to —tg < tF —tyg <t*— H.CE()” Yy Xo € B(Qfg,t* — ||.CEOH) C Q.

Si suponemos ahora que existe I'; con

1
1Tl < ===, [[F(x)|| < ft), Nzjer — 5] < tjpa — ¢

f(t5)

y i1 € B(xo, t* —||zol|) C Q, para todo j =1,2,...,n—1, probamos por
induccion y andlogamente al caso j = 1 que z,41 € B(xo, t* — ||x0]]) C Q,
para todo n.

Como ||z, — xp_1|| < t, — t,_1, observamos que

1 =TnaF (@)l < Tt F'(2n) — F' (1)

< Il [ Py de
Tn—1
1
< Tl [P (e = ) ) ]
1 ! 1
S _f/(tn_l) /0 f (tn—l + t(tn - tn—l)) dtHxn - xn—l”
< 1 /t" F(t)dt
o f/(tn—l) tn—1
1 / !
= ——— (f'(ty) = 't
) (f/(tn) = F(tn))
f'(tn)
= 1- <1,
f/(tnfl)
ya que
[Zn-1+ (@n — zno) | < Jlwn—1 = @ol| + [[zol| + tl|zn — 2o
<ty —to+to Ft(t, —th1) <tns

it (ty — tay).

Luego, por el lema de Banach sobre inversion de operadores, existe I',, y

1
[y o Tl _ 1

1- H[ - anlF,(xn)H N ff(/t(ji)l) B f,<tn)

Tl <
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Volviendo a utilizar (1.7 para desarrollar
Fea) = Flon)+ F(on)(@n— o)+ [ (@)@, —2)d
Tn—1
_ / " F(2)(z, — 2) dx
17,71
_ / F' (1 4t — 200) ) (1= ) (2 — @)? dt
0
y utilizando (2.3)), se sigue que
! ! 2
1EG@ = [ (v 4+ tan = 20-)) | (= Ol = o d
1
< / f”(tn,l + t(t, — tn,l))(l —t)(tn — tn1)?dt
0
tﬂ,
= () (t, — t)dt = f(t,),

tn—1

ftn)
o bgt — tn.

En consecuencia, ||x,11 — 2ol < ||Xns1 — xnl| + |20 — zol| < bty —tn +
tn — to = tn+1 — to S t* — to S t* — ”l’o” Yy Tpta c B(l’o,t* — H.CL"()”) C Q.

de manera que ||z,11 — z,|| < ||Toll[|F(zn)]| < —

Por tanto, la sucesion {z, } esté bien definida, contenida en Q y cumple
que ||z, — 1] < t, — t,—1, para todo n. Luego, ¢, es una sucesion
mayorizante de {z, }. Entonces, existe lim,, x,, = * y ||z* — z,|| < t* —t,,
para todo n.

Ahora, a partir de la expresion que tiene el método de Newton, esta
claro que F(x,)+F'(x,)(pi1—xn) = 0,y como {||F'(z,)||} es una sucesion
acotada, ya que

[F' @l < IF @)l + sup |[F” (w0 + 0(zn — 20) ) ||llz0 — o]
0<0<1

< F o)l + poix, |7 (tn + 0t — 10)) |87~ to),

tomando limites en la igualdad anterior, obtenemos F(z*) = 0 por la
continuidad del operador F'. Por consiguiente, x* es solucion de F(x) =
0. m

Notemos que el anterior teorema general de convergencia (teorema
para el método de Newton se diferencia del establecido por Kan-
torovich en la dependencia que presenta del valor t; y su relacién con
||zo||, lo que se pone de manifiesto posteriormente.
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Una vez visto este teorema, vamos a obtener dos resultados de conver-
gencia en funcion de las condiciones que elijamos para construir la funcion
f. Estos casos dependeran de si w(||z]|) es una funcién constante o no en
. El caso constante corresponde a la situacién considerada por Kan-
torovich.

En el primer caso acotamos la segunda derivada del operador F' por
una constante k y mediante interpolacion (al igual que hace Kantorovich)
obtenemos que la funcion f es un polinomio, lo que nos lleva al siguiente
resultado.

Teorema 2.2.2 Sea el operador F' definido en las condiciones habituales.
Supongamos que ||xo|| < to, con xg € Q, y que se verifican las siguientes
condiciones:

(C1) el operador Ty = [F'(x0)]™" estd definido y ||To] < B,
(C2) [IToF (o)l <,
(Cs) [|[F"(x)]| < k en €,

() kBn <3,

(C5) B(zo,p1 — ||zol]) € Q, donde py es la raiz positiva mds pequena del
polinomio
k t— t() n
ft) =5t —to)* - + (2.4)
2 BB
Entonces la ecuacion F(z) = 0 tiene una solucion x* y la sucesion de New-
ton dada por (1.7) es convergente a esta solucion a partir de xo. Ademds,

Ty, 2" € B(x0, p1 — ||20]]) ¥

2" = x|l < p1r —tn, 120,

. f(tnﬂ)
n—1 7f/(tn71)

Demostraciéon. La demostracion del teorema [2.2.2] se sigue del teore-
ma [2.2.1} Debemos entonces determinar la funcién f en primer lugar. Ob-
servamos que a partir de las condiciones (C1), (C2) v (C3) podemos calcular
f mediante el polinomio de interpolacion de segundo grado que se ajusta
a las siguientes condiciones:

I _ f(t) _
)~ T ()

donde t, =t , para todo n > 1.

1) = k.
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k t—1t
Asi, f(t) = 5(75 —1g)? — 3 s +Z, definido en [to,t].

A continuacion vemos que el polinomio f obtenido en la linea anterior
cumple las condiciones del teorema [2.2.1} Esta claro que f € C?([to,t]),

1 v1—-2
siendo t' > p; = + kbto —i_kﬁ kzﬂn. Las condiciones (K1) y (K3) del

teorema se siguen obviamente y la condicion (K3) es trivial, ya que

IF" (@)l < f(t) =k para |lz| <t € [[lzoll, ')

Las condiciones (K,) y (K5) son inmediatas sin mas que tener en cuenta
que

1+ kBto + 1 — 2kfn 1+ kBty — /1 — 2kfn
P1 = %) y p2= % :

1
son las raices reales de f(t) = 0, puesto que kfn < 5 t* = p;. Finalmente,
tenemos que ||z* —xo|| < p1—||7ol| por ser ||z* —xg|] < t*—tg < t*—||xp]]. ™

Observamos que, a diferencia del teorema clasico de Newton-Kantorovich
(teorema , en este caso existe una dependencia entre los puntos de
salida ty de la sucesién mayorizante y los puntos de salida x( de la sucesion
en el espacio de Banach X, puesto que necesitamos que ||xo| < to.

En el caso anterior, en el que w(||z||) = k, podemos encontrar la funcion
escalar f tal y como lo hace Kantorovich, resolviendo un problema de
tipo interpolatorio. Por otra parte, también observamos que el polinomio
dado en se puede construir de forma diferente, sin utilizar un ajuste
interpolatorio, sin mas que resolver el siguiente problema de valor inicial:

y'(s) — k=0,
noo 1
y(so) = =, Y(s0) = —7%
5 5
En efecto, integrando la ecuaciéon diferencial y teniendo en cuenta que

; e integrando de nuevo y te-

y'(s0) = g tenemos Y'(s) = k(s — s0) — 7

niendo en cuenta y(sg) = Z, se sigue

y(s) = ];(3—30)2— S_BSO —I-Z- (2.5)

Obviamente, obtenemos el mismo polinomio (2.2) que Kantorovich.
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Este nuevo enfoque para obtener el polinomio de Kantorovich tiene una
ventaja: permite generalizar el procedimiento anterior a las condiciones
(CY), (Cy) y (2.1). Para ello, en primer lugar, observamos que

F" (@) < w(llz]]) < w(®),

siempre que ||z|| <t por ser w no decreciente. Por tanto, en vez de (2.1)),
consideramos

[1F" ()] < w(?t), para [[z]| <t,

con w : [ty,+00) — R continua, no decreciente y tal que w(ty) > 0. El
correspondiente problema de valor inicial a resolver sera entomnces:

y'(t) —w(t) =0,

y(to) = Z J (ty) = _;_ (2.6)

A partir de los comentarios anteriores enunciamos el siguiente resulta-

do.

Teorema 2.2.3 Supongamos que w(t) es una funcion conlinua para todo
t € [to,t']. Entonces, para cualesquiera nimeros reales § # 0 y n, existe
una dnica solucion f(t) en [to,t'] del problema de valor inicial (2.6), que
es:

(1) = /tt /tjw(ﬁ) de df — t_ﬁto + Z, (2.7)

donde w es la funcion que se define a partir de .

Observar que (2.7) se reduce al polinomio (2.5 si w(t) es una funciéon
constante y tyg = sg.

A partir de ahora supondremos entonces que se verifican las siguientes
condiciones:

(A1) 2o € Q, el operador Ty = [F'(x0)] ! esta definido y || Ty < 3,
(A2) [IToF (zo)ll <,

(Az) ||F"(2)|| < w(]|z]]), con z € €, donde w : Ry U {0} — R es una
funcion continua no decreciente,

(A4) f(a) <0, donde f(t) es la funcion definida en (2.7) y « es una solu-
cion positiva de W (t) — W(ty) —
de w(t),

= 0, siendo W (t) una primitiva

™|~
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(As) B(xo,t* — ||zo]]) € Q, donde t* es la menor raiz de f(t) = 0 en
[t07+00).

Como se puede ver en el teorema de Kantorovich, la sucesion
mayorizante {s,} que alli se construye, a partir del método de Newton y
utilizando el polinomio con sy = 0, converge a la menor raiz positiva
s* de la ecuacion p(s) = 0. Esta convergencia es evidente debido a que el
polinomio p(s) es una funcion decreciente y convexa en [sg, s'|. Por tanto,
si queremos aplicar la técnica de las sucesiones mayorizantes a nuestra
situacion particular, por analogia con Kantorovich, la ecuacion f(t) = 0
tendré que tener al menos una raiz mayor que ¢y a la cual tendremos que
asegurar la convergencia de la sucesion escalar

) Sy (2.8)

f'(tn)
a partir de tg, para poder obtener asi una sucesién mayorizante bajo las
condiciones (C4), (Cs) y (2.1). Resulta evidente que lo primero que ne-
cesitamos es estudiar la funcién f dada en con el objetivo de que
esto nos conduzca al correspondiente resultado de convergencia semilocal
para el método de Newton bajo las condiciones (A;)—(As5). Comenzamos
obteniendo algunas propiedades de la funcion (2.7)).

lny1 = Nf<tn) =1n

Lema 2.2.4 Secan f la funcion definida en y w la funcion dada en
(A3).

a) Si W es una primitiva de la funcion w en Ry y eziste una solucion
a >0 de la ecuacion
1
W(t) = Wi(to) — 5= 0,

entonces a es el unico minimo de f en R,.
b) to < a y la funcion [ decrece en (ty, ).

c) Si f(a) < 0, entonces la ecuacion f(t) = 0 tiene al menos una
solucion en Ry. St denotamos por t* a la raiz positiva mds pequena
de f(t) =0, se tiene ademds que to < t* < a.

Demostracion.

a) Como f'(a) = W(a) — Wty) — ; — 0y f"(t) = w(t) > 0, Vi € R,

entonces « es un minimo de f en R,. Ademas, al ser f convexa en
Ry, « es el tinico minimo de f en R,.
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b) Sabemos que f es convexa, luego f’ es creciente. Como f'(ty) = 3

< 0y f'(a) =0, entonces to < o'y f'(t) < 0 en (to, ). Luego f
decrece en (to, @).

c) Si f(a) < 0, como f(ty) = Z >0y f(a) < 0, entonces f tiene al

menos una raiz en R, por ser una funcion continua. Como f es de-
creciente en (¢, v), entonces t* esraiz de fy tg < t* < a. Si f(«) =0,
entonces a es una raiz doble de f y tomamos t* =«a. R

Enunciamos ahora el resultado de convergencia semilocal para la suce-
sion de Newton (1.7 en el espacio de Banach X.

Teorema 2.2.5 Sea el operador F definido en las condiciones habituales.
Supongamos que ||zo|| < to, con xy € Q, y que se verifican las condiciones
(A1)—~(As). Entonces, la ecuacion F(x) = 0 tiene una solucion xz* y la
sucesion de Newton (1.7) es convergente a esta solucion a partir de x.
Ademds, x,,x* € B(xo,t* — ||xo||), para todo n, y

|e* —z,|| < t" —t,, n>0,

tp—
donde t, =t, 1 — J{/((tnl))’ para todo n > 1, y [ definida en .
n—1

Demostracion. Demostramos el teorema a partir del teorema [2.2.1
Para ello, tenemos que ver que la funcién cumple las condiciones del
teorema[2.2.1} Esta claro que f € C?([to,t']), con ¢’ > t*. El cumplimiento
de (K1) y (K3) es obvio y el de (K3) se sigue de forma inmediata, ya que

[F" (@)l < w(llz])) < w(t) = f(t) para [z <t con t€ [[zo]l,t].

Para que se cumplan las condiciones (K,) y (K5), basta tener en cuenta
que f(a) < 0. Para terminar vemos que ||z* —xo|| < t*—tg < t*—||zo||. W

1
Nota 2.2.6 Notemos que si kfn = 3 o el teorema |2.2.2 y f(a) = 0

en el teorema |2.2.5, entonces las respectivas funciones f tienen una raiz
doble.
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2.2.2. Aplicacién al calculo de la raiz n-ésima

Veamos a continuaciéon un ejemplo en el que se pone de manifiesto
todo lo estudiado anteriormente. Discutiremos la aplicacion del método de
Newton a partir de los teoremas y cuando se quiere aproximar
la rafz n-ésima de un ntimero real positivo a.

Consideramos entonces la ecuacion F'(z) = 0, donde F' : Q = (—=M, M) —
R, M €R,y F(z) =2"—a,con M" >a,n €N (n>2)yacRy. En este
caso,

1 1

ITol |F'(x0)|  n|xol™? B ILoF (o)l ‘

F(xo)
F' (o)

_ w5 =l _

©on|zelrt T

|E" (@) =nin —D)]z|"2, k=nn—1)M"? y w(t)=nn-1t""2

En primer lugar, analizamos la aplicacion del método de Newton a
partir del teorema Por tanto, se tiene que cumplir

1 ne1 ol —al _ Jeh—d n

> kfn =

- 2.9
9 n || 272 2022 = 2(n — 1) M2 (2.9)

y que |xg| < to. Para ver (2.9) consideramos cuatro situaciones diferentes
que se pueden dar:

19 € (=M, —3/a), x¢€ (—/a,0), € (0,a), x5 (Va,M).
(2.10)
Si xg € (=M, —{/a), hay que distinguir si n es par o impar. Comen-
zando con el caso en que n es impar, esta claro que (2.9) se cumple si
nrg" 2+ 2(n — 1)M" 2z — 2(n — 1)M" %a = g(x9, M) > 0,

puesto que |z{ — a| = a — zf. Pero la desigualdad anterior no se cumple
nunca porque g es creciente en (—M, M) para la primera variable por ser
02+ M2>0y
ag(:c(]a M)
8$0

Si ahora consideramos que n es par, entonces (2.9) se cumple si

= (@02 + M H2n(n — D2l > 0.

nxg" 2 = 2(n — )M a4 2(n — )M"*a = h(wo, M) > 0,

puesto que |z} — a| = 2% — a. Como x> — M2 < 0, entonces h es
creciente en (—M, M) para la primera variable puesto que
Oh(xqg, M)

dre (02— M" *)2n(n — V)it >0,
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de manera que
h(zo, M) > h(=M, M) = M"*((2 = n)M" + 2(n — 1)a).

Notemos ahora que si (2—n)M"+2(n—1)a > 0, entonces h(xg, M) > 0
siempre. En caso contrario, como h es continua, h(zq, M) se anulard para
algin xg, que denotamos por s** (es decir, h(s™, M) = 0). Para que se
cumpla que h(xg, M) > 0, es necesario que zo € (s, —3/a), puesto que

ro < —{fay s € (=M, —</a).

Los otros tres casos se analizan de forma similar y se llega a las siguien-
tes conclusiones. Si n es impar, entonces

2(1 —

xo € (r*, Ya) U (Va,s*) si M > n(2n)a7
—n

R : .2(1 —n)a

xo € (r*, Va)U ({fa, M) si M < 5 :
-n

donde 7* es tal que g(r*, M) =0y s* tal que h(s*, M) =0.Y sin es par,
vemos que

2(1 —n)a
2—n

2(1 —
v € (M, UG YA U (va ) s M < 21
2n—2
_n Kk . M< n—2 na n
zo € (—/a,r*) si < "\ -1

donde r* y 7** son tales que g(r*, M) =0 = g(r*™, M), y s* y s** tales que
h(s*, M) =0 = h(s™, M).

1o € (8™, —a) U (r*, —/a) U ({a,s*) si M >

En segundo lugar, analizamos la aplicacién del método de Newton a
partir del teorema [2.2.5] En este caso, como w(t) = n(n — 1)t"~2, tenemos
que

1
W(t) — W(to) — 5 nt" ! —ntg~!t — nlze|"t =0,

de manera que o = "Vt + |zo|*! > 0. Ademés, como
0 0 )

Ft) = t" = n(ty" o+ fao" )t — <tg —n(tp + |:1:0|”_1)t0) + |2 = al,
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se sigue que
Fla) = (U =n)(tg™" +lao" )" T =5 4+ n(tg ™ + o to + [2f — al.

Para aplicar el teorema tenemos que ver cuando se cumplen |xo| < ¢
v f(a) < 0. Para ver esto, estudiamos, como en el caso anterior, las cuatro
situaciones diferentes que se pueden dar y que aparecen en (2.10).

» Sizg € (—M,—/a), hay que distinguir en principio los casos en que
n es par o impar. Sin es impar, entonces es facil ver que no hay region
del plano zgty que satisfaga las desigualdades f(a) = (1 — n)(tg_l +

|x0|"’1> n —t8+n(tg_1+|x0|"*1)tg+|x6‘—a| <0yty>—x9=|x0].
Por el contrario, si n es par, se puede comprobar que si existe una
region del plano zoty cumpliendo f(a) < 0y tg > —xg = |xo].
Denotando f(«) como

filwo, to) = (L=n)(tg ™ —ag ™) ™ ~t5n(ty ™ —ag ™ tota—ag = f(a),

es facil comprobar que las curvas fi(xo,tg) =0y tg = —x¢ se cortan
en el punto (zg, —x¢), donde

a
Top=—p n < —+/a,
’ \/(l—n)Qn—l—l—Qn Va

puesto que (1 —n)271 4+ 2n > 0, ¥Yn > 2.

» Sizg € (—1{/a,0), razonando como en el caso anterior se observa que
fla) <0y tg > |xg| = —xo solo se cumplen a la vez si n es par. En
este caso, denotando f(a) como

falwo, to) = (1=n)(tg ™' —ag ™)™ T ~t5+n(ts ™ —ag ™o tag—a = f(a),

se comprueba que las curvas fa(xo,tg) = 0y to = —x se cortan en
el punto (zg, —x0), donde

Top=—p a4 —— > —/a,
2n + (1 —n)2n1

puesto que 2n + (1 — n)Zfl > 0, Vn > 2, de manera que existe una
region del plano zgty donde se cumple que f(a) < 0y tg > —zg =
|ol.
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= En los dos casos en que xy > 0, no hay que distinguir si n es par o
impar. En ambos casos se puede ver que existe una region del plano
xoto en la que f(a) < 0y tog > xg = |zo| ala vez. Sizg € (0, {/a), las
curvas f3(xg,to) = 0, donde

fs(xo, to) = (1—n)(t8_1+x8_1)%— o (td Hay Dtgta—af = f(a),

y to = xp se cortan en el punto (zg,xg) con

o @2@—1)(251 ~1)

Si zg € (/a, M), entonces las curvas fy(xg,to) = 0, donde

< Va.

falzo, to) = (1—n) (t2 4ap ™) 7T =0 4n(th 42l Dtg+ai—a = f(a),

y to = xp se cortan ahora en el punto (xg,z) con

IO p— n, a/ L > / a-
2n + (1 —n)2n1

Una vez analizada la aplicacion del método de Newton a partir de los
teoremas y nuestro siguiente paso es comparar graficamente
las situaciones definidas por los dos teoremas. Como esto es dificil de ver
desde una situacion tan general como la planteada hasta ahora, vamos a
particularizarla mediante el ejemplo concreto del calculo de la raiz ctbica
de 2. Para este ejemplo consideramos F(z) = 2° -2y F : Q = (-2,2) — R.
Por tanto,

1
33

_2|

|3
| Tol| = =B, |ToF(x0)ll = 7% s> |[F"(2)]| = 6|z],
Lo

k=12 y w(t) =6t

1
Las condiciones kfn < 57 |zo| < to del teorema [2.2.2[se reducen ahora

‘ 3
lzp — 2| < gxg v |zo| <t & mo € [1,12085,2) vy 30 < to.

Es decir, para los puntos (zg, t9) del plano xgty que cumplen las condiciones
anteriores, podemos garantizar la convergencia del método de Newton a
V/2 mediante el teorema . En la figura podemos ver la region del
plano xgty en la que se mueven estos puntos.
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Figura 2.1: Region de puntos de salida correspondiente al teorema m

Por otra parte, las condiciones f(a) < 0y |zo| < to del teorema [2.2.5]
se transforman ahora en:

fla)= =22 +a2)2 + 28+ 3tga2 + |25 —2| <0y |zo| < to.

Por tanto, para el conjunto de puntos (zo, ty) del plano oty que cumplan las
dos condiciones anteriores, podemos garantizar la convergencia del método

de Newton a v/2 a partir del teorema [2.2.5| En la figura vemos cudl es
la region del plano xgtg que se deriva del teorema [2.2.5]

En la figura aparece la region de puntos de salida a partir de los
cuales podemos asegurar la convergencia del método de Newton a {/2 me-
diante el teorema [2.2.5 pero no mediante el teorema [2.2.2]

Si tomamos por ejemplo zy = 1,1, entonces no podemos asegurar la
convergencia del método de Newton mediante el teorema [2.2.2] pero si
mediante el teorema [2.2.5] siempre que ¢, esté en la regiéon dada en la Figura
[2.3]que esta definida por los puntos (o, to) tales que 2o € [1,06475, 1,12085]
y to moviéndose entre las curvas

to=mz0 y —2(2422)7 — 3432+ a)tg+2— a2 =0.
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10

1,79963 . .. 3F
1,06475... .|

T

—

1,06475. .. 1,79963 . ..

Figura 2.2: Region de puntos de salida correspondiente al teorema m

Tomando por ejemplo ty = 1,2, tenemos que f(t) = t3—7,95t+8,481. En

consecuencia, la solucion positiva mas pequena de W (t) — W (ty) — 3 =0

es = 1,62788..., y cumple que f(«a) < 0. En este caso, la raiz positiva
mas pequena de f(t) = 0est* = 1,4513.. ., que verifica que ty < t* < a. En
consecuencia, podemos garantizar la convergencia del método de Newton
a la raiz ¥/2 de la ecuacion F(r) = 2° — 2 = 0 a partir del teorema
Utilizando 16 cifras significativas la solucion se alcanza después de 5
iteraciones tomando como punto de partida zo = 1,1.

A continuacion calculamos las estimaciones del error a priori que se
cometen cuando fijamos previamente el valor del punto de partida de zq y
vamos variando el valor de t.

Cuando fijamos el valor o = 1,1, obtenemos la siguiente funcién que
depende del valor ¢ y del punto de partida t,

ft) =1 =32+ 1,21)t — (3 — 3(¢2 + 1,21)t) + 0,669.

Por las condiciones ||zo|| < to vy f(a) < 0, tenemos que ¢y € [1,1,1,52065].
Para cada ty que elijamos en este intervalo, obtendremos una funciéon f(t)
con su correspondiente raiz t*. Calculando las primeras iteraciones para
dicha funcién mediante el método de Newton, obtenemos la tabla con
las estimaciones del error cometido.
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to o (1,12085,1,89658)

A * (1,12085,1,12085)
(1,06475, 1,06475)

Zo

Figura 2.3: Ampliacién de la region de puntos de salida cuando se aproxima

\3/§

Notar que si tg = ||zol|, obtenemos 6ptimas estimaciones a priori del
error, ademas de optimizar el dominio de existencia de solucion.

n to= 1,1 to =114 to = 1,18 to = 1,24

0| 0,240011... | 0,244798... | 0,289031... | 0,356191...
1] 0,056613... | 0,060500... | 0,079277... | 0,110288...
2 1| 0,005420... | 0,006510... | 0,011080... | 0,020927...
31 0,000061... | 0,000095... | 0,000294... | 0,001136...
48,2137 x 1079 | 2,1525 x 1078 | 2,2151 x 107 | 3,7695 x 10~°

Tabla 2.1: Estimaciones del error |t, — t*| a partir de diferentes ¢,

Observamos que si fijamos previamente un xy, cuanto mas proximo esté
el valor de inicio ¢y a ||zg]|, el error que se comete es menor.

Nota 2.2.7 Notemos que lo importante es el dominio de los puntos
porque variar to no aporta ninguna mejora en cuanto a los puntos de salida.
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2.2.3. Unicidad de solucion

A continuacion vemos el resultado de unicidad de soluciéon correspon-
diente al teorema 2.2.5] anterior.

Notemos que si w(0) > 0, entonces f’ es creciente y f'(f) > 0 en
(o, +00), y por tanto f es estrictamente creciente en («, +00). Lo anterior
garantiza que la funcion f tenga dos ceros reales ry y ro tales que t, <
r1 < ro. En el caso en que w(0) = 0, para que la funcion f tenga dos ceros
reales positivos hay que exigir que w sea estrictamente creciente. Notemos
que esta situacion no es restrictiva porque solo elimina el caso lineal.

Teorema 2.2.8 FEn las condiciones del teoremal|2.2.5, si f tiene dos ceros
reales t* y t** tales que ty < t* < t**, entonces la solucion x* de F(x) =0
es unica en B(xo, t™ —19) N si t* < t** 0 en B(xg, t* —ty) si t* = t*.

Demostracién. Supongamos que t* < t** y que y* es otra solucion de
F(z) =0 en B(zg, t"™ —ty) N Q. Como

0= F(y") — F(a*) = /f F'(x)dz = /01 F'(a + tly" — ") (y" — "),

*

es suficiente ver que existe el operador
1 -1
{1"0/ F’(:z:* +t(y" — x*))dt} : (2.11)
0
De hecho, de
1 1
1-Ty [ F'(a* + 1y — o))t = FO[/ F' (o) dt

0 0

1
—/ F’(m* +t(y" — w*))dt]

0

1 *+t(y*—z*)
= ( / F”(z)dz)dt.
0 xo

si tomamos normas, se sigue que

1 pa*+t(y*—z*)
/ / F”(z)dzdtH
0 Jx

HI — T /01 F’(x* +i(y" — 3;*))dtH < ||To| 0
’F” (xo + v((a:* — o) +t(y* — x*)))

<o)
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X ((a:* —x0) +t(y" — :z:*)) dvdt

N R s R ) |
X|[(z* — o) + t(y* — x¥)||dvdt
< 8 [ e o)+ 15" )]
X (/01 HF” (a;o - v((a:* —x0) +t(y* — x*))) dv)dt
< 5 [ (=0l = aoll + ey — ol

x(/l (;po+v((x — o) +t(y* — 2" )H)dv)
< / (1—1& (t* —to)+t(**—t0)>
ool + (o = 20) + " 0 — 20 — ) | ) v )

<(f
/(1—t Fto) + (T — t))
(

IN

<t0+v (" = to) +t(t™ —t*)))dv)dt

t** —to to+u
= / (/ w(z)dz du>
t** — t* Jr—t, to

= fU") - f)+1=1,

por el lema de Banach, existe el operador (2.11)).

Sea ahora t* = t** y supongamos que y* es otra solucion de F(z) = 0
en B(xzg,t* —tg). Ya que ||y* — x¢|| < t* — to, por induccién matematica,
suponemos que ||y* — x| < t*—t; para k = 0,1, ..., n. Entonces, teniendo
en cuenta que F(y*) =0y x,41 =z, — [',F(x,) podemos escribir

1
Y — Ty = T, /0 F" (i + ty" — @) (1= 0)(y" — ) dt,

como ||z, + t(y* — z,)| < t, + t(y* — t,), obtenemos

M
ol < — *— zall?, 2.12
Iy = reall <~ I =l (2.12)

1
siendo M = / w(tn +t(y" — tn))(l —t)dt.
0
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De la misma manera para la funcién f, tenemos

1 1
t —t, :——/ "ty + " —t) ) (1 — )t —t,)% dt,
+1 F(tn) Jo f( +1( ))( ) )
y por lo tanto, obtenemos

t =t = — (t —t,)% (2.13)

Fi(ta)

Luego, de @2 @I probamos ave [y | < £ ~ty1- |y

x| < t*—t, para todo n, por lo tanto como nhm t, =t"y ngrfoo T, =1

se sigue que y* =z*. W

Si ahora aplicamos los teoremas 2 oy |2 8 al calculo de \/_ tenemos
que para o = 1,1 y t; = 1,2, t* = 1,4513... y t** = 1,7983.... Luego
vemos que ty < t* < t**. Entonces, los dominios de existencia y unicidad
de soluciéon son respectivamente:

0,7487...,1,4513.. ] y (0,5017...,1,6983...).

2.2.4. Abplicacién a las ecuaciones integrales de Ham-
merstein

No podemos analizar la convergencia del método de Newton a una so-
luciéon de una ecuacion donde la segunda derivada del operador en cuestion
no esta acotada en un dominio, lo que suele ocurrir en algunas ecuaciones
integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto [56]; i.e.:

—l—z G s, t)H, ( (t))dt, s € [a, b],
=172
donde —oco < a < b < 400, G;, H; (i =1,2,...,m) y u son funciones co-
nocidas y z es una funcion continua (solucién) a determinar. En particular,
para ecuaciones integrales de la forma

1
+/' st( %ﬁ+2ﬂ)ﬂdu selab),  (214)
con p € [0, 1], donde u es una funciéon continua y el niicleo G es la funcion
de Green ) .
LTS
G(s,t) = —a
za)b-t

b—a ’
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Ecuaciones integrales de este tipo son frecuentes en muchas aplicacio-
nes del mundo real. Por ejemplo, en problemas de modelos dinamicos de
reactores quimicos [28], asi como en problemas de la teorfa del trafico vehi-
cular, la biologia y la teoria de colas [44]. Las ecuaciones de Hammerstein
aparecen en la dinamica de fluidos electromagnéticos, y en la reformulacion
de problemas de valores en la frontera de dos puntos con ciertas condicio-
nes de contorno no lineales y analogos multidimensionales que aparecen
como reformulaciones de una ecuacion en derivadas parciales eliptica con
condiciones de contorno no lineales (véase [108] y las referencias que alli
aparecen).

Resolver (2.14) es equivalente a resolver F'(z) = 0, donde
F:QCC([a,b]) = C([a,b]), Q={xeC(a,b]); x(s) >0, s € [a,b]},

(F@)](s) = 2(s) — uls) — /  Gs.) [x(t)“p + ;x(t)Q] dt, pe0,1].

Teniendo en cuenta la expresiéon de F', obtenemos
[ @al(s) = ols) ~ [ Gls, 02+ p)e(t) 7+ n(t)]e)
F/@)wa)(s) =~ [ Glo.0)[@+p)(1 + plalty +1]=(0(r) dr.

Observar que la condicion (C3) del teorema clasico de Newton-
Kantorovich no se verifica ya que ||F”(z)|| no esta acotada en todo 2. Para
ver esto, usamos reduccion al absurdo. Suponemos que ||F”(x)|| < k en

b

con la norma del méaximo y denotamos M = IF%TC/ |G(s,t)| dt. Entonces,

k—M+e
i M—k i M >k 0
si x(t M2+p 1+ )conee( , +00) si o€ € (0,400)

siM < k,ey(t =1, se sigue que

@I = | [ 660l rna+ e

B HkJre

a

(s t)dtH:k:—i-e>k;.

Por lo tanto, lo altimo es contradictorio, ya que no existe una constante k
tal que ||[F”(x)|| < k en todo .

Por el contrario, vemos en lo siguiente que la condicion alternativa
dada por (A3) en el teorema se verifica, y como consecuencia la con-
vergencia del método de Newton a una solucion de (2.14) queda entonces
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garantizada por este teorema. De (Aj3) deducimos que
w(z) = M(1+ (2+p)(1+p)z). (2.15)
Ademas, fijado z((s), tenemos
1T = F'(wo)|| < M((2+p)llzo™Il + [l2o]l),

y por el lema de Banach, obtenemos

1

ITo| <
1= M ((2+p)|lag™ | + [[oll)

:/67

siempre que M ((2 + )z + ||x0]|> < 1. Ademas, ya que ||F(xg)| <
o — ull + M (Jlz5* | + 3ll23]), se sigue que

lzo — ull + M (5™ + 3ll23])

IToF (o)l < ITollllF (o) | < —n.
1= M (24Pl ™[ + o))

Una vez que los parametros § y n estan calculados y la funcion ([2.15))
es conocida, usamos el teorema para probar la existencia de solucion
de la ecuacion (2.14) y garantizar la convergencia del método de Newton.

Para determinar el dominio de existencia de solucién, consideramos la
siguiente ecuacion particular (2.14)):

() =1+ Gis ) (0" + ;x(t)2> dt, se0.1].

Si repetimos lo que se ha hecho para (2.14) con u(s) =1, p = 5 [a,b] =

1
[0,1] y elegimos zo(s) = 2 podemos garantizar por el lema de Banach que

32
el operador I'y existe y ||Tg]| < %(12 +/2), ya que

I[(Z = F'(x0))yl(s)]| < 614(4+5\/§)||y|| y = Flzo)] < 1.

Ademas, ||F(zo)| < —(33+V2) y

2|~

B=12091..., n=06501..., w(z)=

ool —
w
RN
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1 [
Como ty > ||xo]| = 5 en el teorema [2.2.3) tomamos ty = 5» asi que la
ecuacion
1 1
W (t) — W(t) — 5= %(Wﬂ 12t — 7V/2 — 96) = 0,

tiene solo una raiz: a = 5,1992. ..
Si construimos la funciéon f(t) del teorema obtenemos
f(t) = (0,0083.. )2Vt + (0,0625.. )t — (0,8968 .. .)t + (0,9690. . ),

asi que f(a) = —1,4908... < 0. La raiz positiva mas pequena de f(t) =0
est*=1,1943... y t* —ty = 0,6943 .. ., asi que el dominio de existencia de
solucion es:

1
{gp e c([0,1]); 'w _ 2” < 0,6943. .. }
Ademés, como t** — ty = 8,5193. .., entonces, el dominio de unicidad
de solucién es:
1
{(,0 e c((0,1]); | — 2” < 85193... } na.

Notemos que en la practica, como ya se ha indicado anteriormente, el
dominio de existencia de solucion es 6ptimo cuando ty = ||zo]|.

2.3. Mejora del planteamiento de partida

Como hemos visto en la secciéon anterior, la construccion de sucesiones
mayorizantes alli planteada tiene la dificultad importante de la dependen-
cia entre los valores iniciales, los puntos de salida, de la sucesion en el
espacio de Banach X y su correspondiente sucesion mayorizante. Hemos
visto la necesidad de que ||xo|| < to, lo que nos lleva, como puede verse en
el ensayo numeérico realizado, a restringir el dominio de puntos de salida.
Esta situacion puede evitarse mediante cierta “normalizaciéon”, de manera
que las condiciones no incluyan ninguna relacion directa entre los valores
de xg y to.

2.3.1. Resultados principales

El problema de “normalizar” la situacion anterior ya fue resuelto por
Kantorovich con el siguiente teorema general de convergencia. Aqui pre-
sentamos, de forma diferente a como lo hace Kantorovich, este resultado y
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su demostracion. Kantorovich se apoya en el método de Newton modifica-
do y utiliza el concepto de ecuacion mayorizante ([75]). En esencia, ambos
resultados y sus demostraciones dicen lo mismo.

Teorema 2.3.1 Sean el operador F' definido en las condiciones habitua-
les y f € CA([ty,t"]) una funcidn escalar. Si se verifican las siguientes
condiciones:
—~ 1
(K1) mo € Q, eaiste el operador To = [F'(z0)] ™" y [|To|| < )
0
f(to)
f'(to)”

(Ks) |1F" ()]l < f7(1) si llz = xoll <t — to,

(K2) |ToF (zo)l| < —

(/KV4) f(t) =0 tiene una dnica raiz t* en [to,t'],
(K5) B(wo,t* —tg) C Q,

entonces el método de Newton empezando en xqy, Proporciona una
sucesion convergente a una raiz x* de F(x) = 0. Ademds

|z* — x| <t* —t,, n>0,

donde t, estd definida en (@

Demostraciéon. Vamos a demostrar este teorema siguiendo un procedi-
miento andlogo al de la demostracion del teorema Empezamos por
tanto demostrando que la sucesion {¢,} es creciente y converge a t*. Para
ello, vemos de forma totalmente anédloga a lo hecho en el teorema [2.2.1
que t, < t*y t,y1 < t,, para todo n > 0. Por tanto, {t,} es convergente
por ser mono6tona y acotada. Entonces existe u € [to, ], u > t*, tal que
u= lim ¢,. Tomando limites en 1) obtenemos f(u) = 0. Como t* es

n——+oo
la tnica raiz de f(t) = 0 en [to, t], entonces u = t*.

A continuaciéon probamos por induccién que z,, € €2, para todo n. La
aproximacion x; esta bien definida porque z1 = xg — ToF'(z9) y Ty existe.
Ademas,

f(to)

|1 = o < |[ToF (z0)]| < — =ty —to < 1" —to.

f'(to)

Luego 1 € B(xg,t* —ty) C €.
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Obsérvese ahora que si € [zg, 1], tenemos que = = xy + s(x; — o)
con s € [0,1], de manera que

Hﬂf — ‘%0“ < SHSL’l — .CL’OH < S(tl — to) = to + S(tl - t(]) — t(] =1t— to, (216)

con t =ty + s(ty —to) € [to, 1], ¥y

1 =ToF' (z0)[| < (Lol £ (x1) = F'(wo) || < [IToll

/%1 F"(z)dz
zo

< ol H/ /(v + s(er — 20)) (21 — o) ds

< ||r0||/ |77 (20 + 81 — 20)) | (2 — o)l ds
< féw/v%m+su—m)m—m

= _f(lto) ) UL f’Etoi b

puesto que f no puede tener un minimo a la izquierda de t*, por ser f”(7) >
0 en [to,t'] y f(to) >0,y f'(t1) <O, por ser t; < t*y f’(to) < 0. Luego,
existe ['; y por el lema de Banach sobre inversién de operadores, tenemos

Tl !
Il < < — .
I < T o PG =~ Fi

A continuacion utilizamos el desarrollo de Taylor y (1.7) para obtener
que

F(a) = / F"(a)(z1 — ) da.

Tomando normas en la igualdad anterior, se sigue que
1

/ F"(z)(xy — x)dx
Zo

/01 F”(l’o + s(x; — xo))(l — 8)(z1 — x0)?ds| .

[F ()] =

Procediendo como en (2.16), si z € [zg, z1], entonces ||z — zo]| < t — to,
donde t € [to, t1], ¥y

IFl = [ (t0+ stt = ) (1= )0 — t0)* ds

_ ﬁﬁ%mn—wﬁ
= f(t1)7
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Por lo tanto,

_ f(t)
f'(t)

En consecuencia, ||zo — zo|| < ||wg — 21| + ||21 — 20l < ta —ti +t1 —to =
tQ —to St*—to Yy Xo € B(l’o,t*—to) c Q.

2o — 21| = [|[T1F(z0)|| < |IT ][ F(20)]] < =ty — t1.

Si suponemos ahora que existe I'; con

1
D[l < =7~ 1F@)I < ) Nz —all <t —
f'(t5)

y i1 € B(xo, t* — ||zol|) C Q, para todo j =1,2,...,n—1, probamos por
induccion y andlogamente al caso j = 1 que 2,1 € B(xq,t* — ||x0]|) C £,
para todo n.

Notemos que si x € [z, z, 1], entonces © = x,,_1 + $(x, — x,_1) con
s€10,1], y
lo = 2ol < lnos + (5 — 20 1) = 0ll < 701 — 2ol + 52 — 201

<
< (b1 —to) + 8(ty, — th_1) =t — to,

cont=t, 1+ (tn —th1) € [tn_1,ts]. Asi,

1 = T F ()| = / T F(x) de
Tn—1

1
f; ‘L/‘:Fn_lfwﬂ<xn_q%—t(xn'—'xn_l))(xn‘_.rn_1>CﬁH
0

Y L AT
X||xp — xp_q|| dt
S _f/<t1nl) /01 f// (tnfl + S(tn — tn,1>> (tn — tnfl) ds
1

o . f/(tn>
< —7]”(15”_1) - fft)ydt=1-— Pt 1) <1,

va que f"(t) > 0en [t,_1,t'] v f(tn—1) > 0, la funcion f no puede alcanzar
un minimo a la izquierda de t*, y como t, < t*y f'(t,—1) < 0, tenemos
f'(t,) < 0. Entonces, por el lema de Banach sobre inversion de operadores,
existe [',, y

T

|11 = Do F' () || — _f/(tn)'

Pl < =
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Por el desarrollo de Taylor y (1.7), tenemos

F(z,) = / F"(@) (2, — ) dz.

| F(z,)| = H/Ti1 F"(xn_l + s(x, — xn_1)>(1 —8)(zp — Tp_1)’ds

Procediendo como en el caso j =1, si z € [z,_1,x,], entonces ||z — xg| <
t —to, donde t € [t,_1,t,], ¥

1P < [ 7 (b 5l = ta)) (L= )00 — t0)?ds
= [ P - it = (),

En consecuencia,

S (tn)

[Znt1 — znl| < TullllF(2n)] < _f/(tn) = lnt1 — ln,

de manera que
Hanrl_xOH < "$n+l_'xn“+|’xn_$0|’ < tn+1_tn+tn_t0 = tn+1_t0 < Zf*_tO

Y Tnt1 € Bz, t* —ty) C Q.

Por consiguiente, la sucesion {z,} esta bien definida, contenida en €

y cumpliendo que ||z, — z,_1|| < t, — t,—1, para todo n. Luego, t, es

una sucesion mayorizante de {x,}. Entonces, existe h’rf T, ="y ||z* —
n—-+0o0

x| < t* —t,, para todo n.
Para terminar, de (1.7)) se sigue que
F(z,) + F'(2,)(xp — ) =0 (n=0,1,...). (2.17)

Entonces, para un x € ( arbitrario, por el teorema del valor medio, obte-
nemos

IF'(@) = F'ao)ll <l = aoll sup [F" (w0 + 0w = 20))|
< (" —to) max{f"(t)},

[to »t,]

de donde se deduce que la sucesion {||F’(x,)||} esta acotada. Por tanto,
tomando limites en (2.17]), obtenemos F'(x*) = 0 por la continuidad de F.
Luego, z* es solucion de F(z) =0. ®
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Como podemos observar en el resultado anterior no existe dependencia
entre los valores xy v to. Asi, en general suele considerarse ¢y = 0 para una
mayor simplificacion. Como aplicacion al teorema anterior vamos a con-
siderar, como en la seccion anterior, dos situaciones: la correspondiente a
las condiciones clasicas de Kantorovich y, posteriormente, la generalizacion
dada por la condicion (2.1).

En el primer caso vemos el resultado que dio Kantorovich [75] para
demostrar la convergencia semilocal del método de Newton a una solucion

de F(z) =0.

Teorema 2.3.2 Sea el operador F definido en las condiciones habituales.
Supongamos que xo € 1 y que se cumplen las siguientes condiciones:

(Ch) el operador Ty = [F'(x0)]™" estd definido y |Tol| < 8,
(C2) |IToF (zo)|| <,
(Co) [IF"(@)] < k en Q,

(Cy) kBn < ;

(55) B(xg, p1 — to) € Q, donde py es la raiz positiva mds pequena del
polinomio
Entonces la ecuacion F(z) = 0 tiene una solucion x* y la sucesion de New-

ton dada por (-) es convergente a esta solucion a partir de xo. Ademds,
'I’rwx* S B(I()vlol - tO) Y

l2" = 2|l < p1r —tn, 120,

[ .
donde t, =t, 1 — JJ:/((tl))’ para todo n > 1, y f definida en .
n—1

Demostracién. La base de la demostracion esta en la aplicacion del teore-
ma [2.3.1} Luego para poder aplicar el teorema [2.3.1] tenemos que construir
la funcién f. Procedemos entonces como en el teorema y obtenemos
de nuevo que f es el polinomio (2.4)), definido en [to,¢']. Veamos que este
polinomio verifica las condiciones del teorema [2.3.1]

1—Jﬁjﬁﬁn

kB
Ademaés las comprobaciones de (K1), (K32) y (K3) son inmediatas. La con-
dicion (K4) resulta evidente, ya que las raices del polinomio 1} son

1 —+/1—=2kpn 14+ +/1—2kpn
p1 = n y P2 = R
kpBn kfn

Obviamente f € C?([ty,t]) siendo t' > p;, con p; =
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1
La condicion kfn < 5 asegura que p; y pe son reales y que t* = p; € [to, t'].
Ademas, [|z* —zo|| < p1, ya que ||x* —xo|| < t*—to por el teoremaf2.3.1 m

A las condiciones del teorema las llamaremos a partir de aho-
ra condiciones clasicas de Kantorovich (no confundir con las condiciones
generales de Kantorovich, que son las del teorema [2.3.1)).

En el segundo caso, si queremos aplicar el teorema [2.3.2| suponiendo las
condiciones que hemos considerado como una generalizacién de las condi-
ciones clasicas de Kantorovich, como hicimos en la secciéon anterior, necesi-
tamos de algunos resultados previos. En este caso, llamado “normalizado”,
por la forma de la condicion (K3), consideramos

1F" (@) < w(llz]]) < w(t —to + [lzoll) = w(t; o), (2.18)

siempre que ||z|| — ||zo|| < ||x — xo|| <t — to por ser w no decreciente. Por
tanto, en vez de ({2.1)), consideramos

[1F"(2) || < w(t;to), para ||z — x| <t — to,

con w : [ty,+00) — R continua, no decreciente y tal que w(to;tp) > 0. El
correspondiente problema de valor inicial a resolver sera entonces:

n _ (2.19)

A partir de los comentarios anteriores enunciamos el siguiente resulta-

do.

Teorema 2.3.3 Supongamos que la funcion w(t;ty) es conlinua para todo
t € [to,t']. Entonces, para cualesquiera nimeros reales 3 # 0 eziste
una dnica solucion f(t) en [ty,t'] del problema de valor inicial (2 19)7 que
es:

() = /tt /t:w(ﬁ;to)dfde _ t_ﬁto + Z,, (2.20)

donde w es la funcion que se define a partir de .

Observar que (22.20) se reduce al polinomio (2.5 si w es una funcion
constante y to = Sg.

En este caso, suponemos que se cumplen las siguientes condiciones:
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(A) 0 € Q, el operador Ty = [F'(x0)] " esta definido y ||To|| < 3,
(A3) [ToF (wo)]| <,

(113) |1 (2)|| < w(t;ty), para ||z — xo]| < t — tg, con w : [tg, +00) — R
continua no decreciente y tal que w(to;ty) > 0,
(;41) ]7(07) < 0, donde f es la funcion definida en 1} y & es una soluciéon
- N 1 —
positiva de W (t) — W (ty) — 5 0, siendo W(t) una primitiva de
w(t; ty),
(As) B(xo,t* —t) C Q, donde t* es la menor raiz de f(t) = 0 en [ty, +00).

Si w(t;to) es una funcion constante, se reduce al caso anterior y f es el
polinomio ([2.5)).

Enunciamos a continuaciéon un lema anéalogo al lema [2.2.4

Lema 2.3.4 Sean f la funcién definida en y w(t;to) la funcion
dada en (As).

(a) Si W es una primitiva de w(t;ty) en [ty, +00) y existe una solucion
a >ty de la ecuacion

W(t) — W(ty) —

B

entonces & es el unico minimo de f en [to, +00).

=0,

(b) la funcion f decrece en (to, ).
(¢) Si f(@) < 0, entonces la ecuacion f(t) = 0 tiene al menos una

solucion en [ty, +00). Si denotamos por t* a la menor raiz de f(t) =0
en [to, +00), se tiene ademds que to < t* < a.

A partir de este resultado, ya podemos enunciar el teorema de conver-
gencia semilocal para el método de Newton en condiciones “generalizadas”
de Kantorovich.

Teorema 2.3.5 Sea el operador F' definido en las condiciones habituales.
Supongamos que se cumplen las condiciones (A1)—(As). Entonces, la ecua-
cion F(x) = 0 tiene una solucion x* y la sucesion converge a T* a
partir de xo. Ademds, x,,x* € B(xo,t* —ty), para todo n, y

|a* —z,|| < t* —t,, n>0,
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th ~ )
donde t, = t,_1 — LI), para todo n > 1, y f definida en (2.20).

f/<tn71)

Demostraciéon. La demostracion de este teorema es anédloga a la del teo-
rema pero aplicando aqui el teorema [2.3.1] en vez del teorema [2.2.1]
puesto que la funciéon f definida en satisface todas las condiciones
del teorema [ |

1 _
Nota 2.3.6 Notemos que si kfn = 5 o el teorema|2.3.9y f(a) =0 en

el teorema m entonces las respectivas funciones f y f tienen una raiz
doble.

2.3.2. Aplicacién al calculo de la raiz n-ésima

Retomamos de nuevo el ejemplo del calculo de la raiz n-ésima de un ni-
mero real positivo a. Ahora discutimos la aplicacion del método de Newton

a partir de los teoremas y [2.3.5

Consideramos en primer lugar el teorema En este caso, observa-
mos que se tienen que cumplir las mismas condiciones que en el teorema
excepto la condicion |xg| < to. Por tanto, vale la discusion vista
anteriormente para el teorema [2.2.2} sin més que eliminar |zy| < ¢,.

Si a continuacion consideramos el teorema vemos que como w(t; tg)

n—2
n(n — 1)(t —to+ |:1:0|) , tenemos que

—~ —~ 1 n—1
W(t) — W(ty) — 7 = n(t—to+wol)" = nlze|" ! = nla|"!

- n(t + |x0]>n_1 — 2nxo|"

siempre que ty; = 0. Notemos que podemos tomar t, = 0, puesto que no

supone ninguna restriccion en las condiciones del teorema Por tanto,
1

a = (2m - 1)|x0| > 0. Ademas, si top = 0, como

Ft) = (t—to+lzol)" — lwo|" — 2nlao[" "' (t — to) + |2 — al
= (t+1wol)" = lwo|™ = 2nlao|" 't + |2f — al,
tenemos que

f(@) = (2711 = n) + (2n = 1)) [zo" + [f — al.
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Para poder aplicar el teorema hay que ver cuando se cumple
f(&) < 0. Estudiamos entonces las cuatro situaciones diferentes que se
pueden dar, las que aparecen en . Obtenemos que si n es impar,
entonces f(a) < 0 se cumple si

a

e <l?(n—1)(2nil ~1)

m=min M, » a 0
2n + (1 —n)2n—1

y si n es par, entonces f(&) < 0 se cumple siempre que

) C/a U ((l/av m)7 donde

xOG(_Mv_%)U(_%aO>U <IZ(7L—1)<2"11—1)7% U(%ﬂ”)'

Comparamos a continuacion la aplicacion del método de Newton a
partir de los teoremas y para el ejemplo concreto de la raiz
ctibica de 2. Como ahora no tenemos restriccion alguna para ty, podemos
garantizar la convergencia del método de Newton a v/2, a partir del teorema
saliendo desde cualquier punto de la region del plano oty que aparece
marcada en la figura [2.4

Si aplicamos el teorema [2.3.5, la condicién f(a) < 0 se reduce ahora a

F(@) = (28(=2) + 5) |mo* + |25 — 2| < 0.

De nuevo, como no hay ninguna restricciéon para ty,, podemos garantizar
la convergencia del método de Newton a v/2, a partir del teorema
saliendo desde cualquier punto de la regiéon del plano x¢ty que aparece
marcada en la figura 2.5

En la figura marcamos la region de puntos de salida a partir de los
cuales podemos garantizar la convergencia del método de Newton a /2
mediante el teorema pero no mediante el teorema Asi, pode-
mos garantizar la convergencia del método de Newton mediante el teorema
pero no mediante el teoremal2.3.2] siempre que z, € [1,06475,1,12085].
Si tomamos de nuevo o = 1,1, hemos visto antes que alcanzamos la raiz
V/2 con 16 cifras significativas después de 5 iteraciones del método de New-
ton.
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to
sor | ;
Jﬁll}ia Lo

1,12085. ..
z* =1,2599. ..

Figura 2.4: Regién de puntos de salida correspondientes al teorema m

Nota 2.3.7 Notemos que lo importante es el dominio de los puntos
porque variar ty no aporta ninguna mejora en cuanto a los puntos de salida.

A continuacion calculamos las estimaciones del error a priori que se
cometen cuando vamos variando el valor de zy. Obtenemos la tabla
con las estimaciones del error cometido. Observar que, como es logico,
cuanto mas proximo esté el valor de zo a /2, el error que se comete es
menor.

Tabla 2.2: Estimaciones del error |z* — z,,| a partir de diferentes x

2.3.3.

n o= 1,1 ro=1,2 o= 1,3 xo= 1,5

0 [ 0,019475... | 0,009901... | 0,005688... | 0,001469. ..
1] 0,070668... | 0,013668... | 0,006937... | 0,042198...
2 11 0,076027 ... | 0,013683... | 0,006938... | 0,044153...

Unicidad de solucion

A continuacién damos un resultado de unicidad de soluciéon respecto al
teorema [2.3.5| anterior. .o demostraremos de dos formas diferentes. Una,
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10

o8 e 12 W 15 % xo
1,06475. .. 1,7996. ..

s

Figura 2.5: Region de puntos de salida correspondientes al teorema

utilizando la misma técnica de demostracion que en el teorema y
dos, utilizando una técnica diferente.

Notar que si w(0) > 0, entonces f’ es creciente y f'(t) > 0 en (a, +00),
y por tanto f es estrictamente creciente en («, +00). Lo anterior garantiza
que la funcién f tenga dos ceros reales r; y ro tales que ty < r; < ro.
En el caso en que w(0) = 0, para que la funciéon f tenga dos ceros reales
positivos hay que exigir que w sea estrictamente creciente. Notemos que
esta situacion no es restrictiva porque solo elimina el caso lineal.

Teorema 2.3.8 En las condiciones del teorema[2.53.5, si [ tiene dos ceros
reales t* y t** tales que to < t* < t**, entonces la solucion x* de F(x) =0
es unica en B(xg, ™ —t9) N Q si t* < t** 0 en B(xo, t* — to) si t* = t**.

Demostracion. Comenzamos con el caso t* < t**. Para probar la unicidad
de x*, supondremos que existe otra solucion y* de F(x) = 0 en B(zo, t** —
to) NQ y veremos que y* = z*. Para ello, basta con probar que el operador

i
P= / F’ (3:* +t(y* — x*)) dt es invertible, puesto que
0

0= F(y*) — F(z*) = /:* F'(a) de = /O1 F/(a* +t(y" — ")) (y" — ") dt.

*
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Figura 2.6: Ampliacién de la region de puntos de salida cuando se aproxima

o

Comenzamos entonces viendo que

1 1 pr*4r(y*—z*)
HI — Fo/ F’(m* +7(y* — x*)) dr|| = —Fo/ / F"(2)dzdr
0 0 Jxo

e [ o)
X ((x* —x0) +T(y" — x*)) dsdr

1Tl /01 /01 HF”(mo + s((a:* —x0) +7(y" — x*)))H

X ||x* —xo+7(y* — x¥)|| dsdr

< ||ITo|| /01 (/01 F”(:Eo + 3((95* —x0) +T(y" — a:*))) H ds)

x((1=7)(t" —to) + 7(t™ — 1)) dr

ITo | /01 (/01w<t0 + s((l —7)(t" —to) + T(t" — to));to) ds)

< ((1=7)(t" —to) + 7(t™ — 1)) dr

1 [ et —t%)
ﬂ/ (/ w(z;to) dz) dr
0 to
[ u
- t**ﬁ—t* /t* </t0 w(z;to) dz) du

IN

IN

IA
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A t*—ty s putto
= / (/ w(z;to)dz> du
tr — t* t*—to to
— ) - ) +1=1
Luego, por el lema de Banach, existe el operador
1 -1
{FO/ F' (:1:* +t(y" — :c*)) dt} ,
0

o equivalentemente, P~!,

En segundo lugar, suponemos que t* = t** y que y* es otra soluciéon
de F(z) = 0 en B(xo,t* —ty). Ya que ||y* — zo|| < t* — ty, por induccion
matematica, suponemos que ||y* — x| < t* — ¢ parar k = 0,1,...,n.
Entonces, teniendo en cuenta que F(y*) = 0y 2,01 = x, — [ F(x,)
podemos escribir

1
U= T = _rn/o F" (2 + t(y" —2,) ) (1= Oy —2,) dt,
y como

[0 = @oll + lly™ — @]

|zn +t(y" — 20) — 20| <
<ty —to F (T —ty) =ty + LT — 1) — 1o,

obtenemos

M
_f/(tn) Hy* - an27 (2'21)

|y = Tpga]] <
siendo

1
M= [ty —t) —to+ o) (1 t) dt

_ /01 Wty +HE™ = ta);to) (1 — 1) dt.

De la misma manera para la funciéon f, tenemos

* ]- ! " * * 2
t _t”“:_f'(tn)/o P (tn 4t = 1)) (L = 1) — )2 dt,

y por lo tanto,
M

" — 1 = —
()
Luego, de (2.21)) y (2.22)) probamos que ||y* =z, 41 || < t*—t,11. Asi ||y*—

x| < t* —t, para todo n, por lo tanto como lim,, t,, = t* y ngrfoo T, =1,

(t" —t,)% (2.22)

se sigue que y* =z*. N

A continuacién, demostramos el resultado anterior utilizando otra téc-
nica.
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Teorema 2.3.9 En las condiciones del teorema la solucion x* es
inica en B(xo, t™ —to) N Q si t* < t** 0 en B(xo,t* —ty)) NQ si t* = t**.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que t* < t** y que y* es otra
solucion de F(x) = 0 en B(xg, t™ — tg) N 2. Entonces

ly" — ol < p(t™" —to) con p€(0,1).

Probaremos por induccion que ||y* — zi|| < p* (" — ti), k > 0. Por
hipotesis de induccion consideramos que la desigualdad anterior se verifica
para k=0,1,...,n. Asi, tenemos que

y* — Tpy1 = y* — Ty + FnF(mn)
= —Du(F(y") = Flaa) = Faa)(y" — )

= 1, [ Py -2)d

JITn

- P (w4t — ) (1= (" — 3) dt.

Por lo tanto,

1
Iy = ol S ITall [ F” (20 + 25" = 2)) | (0 = O)lly" = 0
Observamos ahora que

[ + (" = 2n) = @oll < lwn = wol| + Y™ — wnll <t —to + (1 1)

= t, +t{t"™ —t,) — to,
y, como ||y* — z,|| < p*" (1 —t,) < t** — 1, se sigue que

—1
f'(tn)
—M
f'(tn)

1
ly* = 2ol < /0 W(tn +HE™ = to) — to + o] ) (1 = 8) dtl|y” — 2

zal?,

donde

1
w(tn + (7 = 1) — to + o] ) (1 — 1) dt

1

i
_ %;w (tn + (™ — ta)it0) (1 — 1) dt.
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Por otra parte tenemos que

*x ok f(tn) _ —1 ok / *x
b = t-¢n+f()—j%%gﬂt>—f@»—f@n@ —tn))
= —2z)dz

P (b + (" = 1)) (L= ) — t)dt

W(tn + (" = 1) — to + [l | ) (1 = 8) dt(t™ — 1,,)?

ot + 10— £):10) (1 — ) (™ — 1,)°

t**
f’( n)
En consecuencia,
-M £ — b
ly* =zl = - —55 v
f'(tn) (T —tn)?

™ — Zfn Tk 2 n *k
< e (P =) = — ),

(= t)?

de manera que y* = z*, puesto que lim =z, = x".
n—-4o0o

ly* =zl < —

Si en segundo lugar consideramos que t* = t** y que y* es otra solucion
de F(x) = 0 en B(xg,t*™ —ty) N§), entonces ||y* — zo|| < t** — to. Proce-
diendo de manera anéloga al caso anterior, se prueba por induccion que

ly* —z,|| < t**—t, =t*—t,. Como 1_1}111 t, = t* =t se sigue facilmente

la unicidad. =

Nota 2.3.10 Notemos que la funcion f definida en tiene la pro-
piedad de que f(t +1t9) = g(t), donde

// (€:0) déd@—g%—g

Por lo tanto, las sucesiones escalares del método de Newton que se ob-
tienen a partir de f y g se pueden obtener, una a partir de la otra, me-
diante traslacion. Luego los resultados anteriores son independientes del
valor de ty. Por ello, habitualmente tomaremos tg = 0, lo que simplifica
considerablemente las expresiones utilizadas. Obsérvese que el polinomio
de Kantorovich también tiene esta misma propiedad, de manera que
Kantorovich siempre considera so = 0 [75)].
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2.3.4. Mejora del dominio de puntos de salida, de los
dominios de existencia y unicidad de solucién y
de las cotas a priori del error

Veamos a continuacion un ejemplo en el que se pone de manifiesto que
utilizando las condiciones (Cy), (Cs) v (2.1) se puede mejorar el dominio
de puntos de salida para el método de Newton y obtener cotas a priori del
error mas finas con respecto a las condiciones (Cy)—(Cs) del teorema [1.2.2]
de Newton-Kantorovich.

Consideramos la ecuacion F(z) = 0, donde F' : Q = (0,a) = Ry
F(z) =2 — a, con a > 1. En este caso,

1 |23 — al

Dol = =— = IWF = — 5
IToll = 5z =B IToF ()l = 74

de manera que k = 6a (teorema [1.2.2)) v w(t;to) = w(t;0) = w(t + ||zo||) =

A la hora de analizar el dominio de puntos de salida del método de
Newton a partir de los teoremas y nos centraremos inicamente
en la situacion en la que xy € (0, /a), puesto que en el otro caso, xy €
(¢/a,a), como la funcion es creciente y convexa siempre vamos a obtener
convergencia del método de Newton para todo o € (/a,a).

=n, [F"(@)ll = 6lxl,

o

Figura 2.7: Grafica de F(z) = z* —a

En primer lugar, estudiamos la aplicacién del método de Newton a
partir del teorema de Kantorovich. Para el teorema[1.2.2]se tiene que
cumplir que

1
5 > kBn < 4alzy —al < 3xp,
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que es equivalente a que 3xg +4axi —4a® = g(xg) > 0 por ser zo € (0, Va).
Entonces vemos que zy € (r*, /a), donde r* es tal que g(r*) = 0.

En segundo lugar, para aplicar el método de Newton a partir del teo-
rema [2.2.5] se tiene que cumplir que f(a) < 0 donde « es una solucion de
f'(t) =0, es decir,

0> f(a) = (5~ 4vV2)|zol* + |25 — al,

que es equivalente a que 4(1 — v/2)z3 + a < 0 por ser zy € (0, ¢/a). Por lo

a
3 —
tanto, xg > 4(\/5_ 1)

Comparamos a continuacién los dominios de puntos de salida que se
obtienen para el método de Newton a partir de los teoremas [1.2.2]y [2.2.5]
para el ejemplo concreto de v/2011. Si aplicamos el teorema [1.2.2] entonces
xo € (12,6026 . ..,+/2011), mientras que si aplicamos el teorema , en-
tonces zo € (10,6670...,+/2011). Por lo tanto, hemos ampliado el dominio
de puntos de salida para poder aplicar el método de Newton, mediante el
teorema con respecto al teorema de Kantorovich, a la hora de
calcular v/2011.

Considerando xo = 12,61 y utilizando el resultado de Kantorovich,
teorema|l.2.2] obtenemos los valores de s* = 0,01520...y s* = 0,06387 . ..
Entonces, los dominios de existencia y unicidad son respectivamente:

{u € (0,2011); Ju—xo| <0,01520...} y {u € (0,2011); Jlu—zo| < 0,06387...}.

Para la funciéon f, tenemos que t* = 0,01229... y t** = 9,96796. .. son
las raices reales de f(t) = 0. Por los teoremas y los dominios

de existencia y unicidad son respectivamente:
{u € (0,2011); |[u—zo| < 0,01229...} y {u € (0,2011); ju—xo| < 9,96796 .. .}.

Obsérvese que los dominios de existencia y unicidad que se obtienen res-
pectivamente a partir de los teoremas y SON menor y mayor
que los dados por Kantorovich, asi que se obtiene una mejora de ambos
dominios.

Ademas, podemos ver en la siguiente tabla que también obtenemos me-
jores estimaciones a priori del error mediante la sucesion mayorizante {¢, }
que se construye a partir de con f dada por (2.20), correspondiente
al teorema que las dadas a partir de con f siendo el polinomio
de Kantorovich dado en , correspondiente al teorema Notemos
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que esta tltima sucesion la hemos denotado en la tabla2.3| por {s,} v don-
de s* es la raiz positiva mas pequena del polinomio (£2.2); hemos tomado
Ty = 12,61 y to = Sg = 0.

n |z* — x| |t* —t,] |s* — sy

0 0,012266 . .. 0,012290. .. 0,015201 . ..
1 0,000011 ... 0,000011 ... 0,002922. ..
2 11 1,12905 x 1011 | 1,14214 x 10" | 0,000156 ..

Tabla 2.3: Error absoluto y estimaciones a partir del error para z* =
V2011, t* = 0,012290... v s* = 0,015201 . ..

Observar la precision de las estimaciones del error que se obtienen a
partir de la sucesion mayorizante {t,}, asi como la amplitud del dominio
de unicidad de soluciéon. Notar que son dos hechos destacables.

2.3.5. Resultado de convergencia local y orden de con-
vergencia

A continuaciéon obtenemos un nuevo resultado de convergencia para
el método de Newton, que en este caso es local, en el que el operador F
verifica la condicion . Para ello, seguiremos las ideas dadas por Dennis
y Schnabel en [46].

Teorema 2.3.11 Sea el operador F' : Q2 C X — Y dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convero no vacio
Q de un espacio de Banach X con valores en un espacio de Banach'Y, y
sea ©* una solucién de F(x) = 0 tal que existe [F'(z*)]™!, B(z*,r) C Q
y |[F' ()] < v con 7,y > 0. Supongamos que se cumple Y que
existe R > 0, la menor raiz positiva de la ecuacion

2qw(||z*|| + )t — 1 = 0. (2.23)

Entonces, eziste ¢ > 0 tal que, para todo xo € B(x*,¢), la sucesion de
Newton {x,} estd bien definida y converge a x*. Ademds,

1
|lz* — 2, < 5 |z — 2 1]]?, n > 1. (2.24)

2|
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Demostraciéon. Sea ¢ = min{r, R}. En primer lugar probaremos que,
para todo T € B(z*,¢), existe [F'(Z)]™! con ||[F'(Z)]7!]] < 2v. Para ello,
consideramos:

I = [F' @) F@)] < H[F’(SC*)]*IHIIF’( )= F@)

= FEE | [ e
< mwuw1wAWM%f+wﬁ—fDHﬁmf—ﬂ
< F @) w2 + &)l — 7|
< IF @) w (2] + e,
puesto que ||z + t(z* — Z)|| = [|[z* + (1 —¢)(z — 2*)|| < [|z*|| + €, y como

e < Ry R satisface (2.23]), entonces
1
1= [F'@)] 7 F@] <w(le| + RIR =5 < 1.

Luego, por el lema de Banach, existe [F'(Z)] "ty [|[F"(Z)] '] < 2||[F'(z*)] 7| <
27.

Tomando ahora xy € B(z*,¢), existe Ty = [F'(x0)]* con ||To|| < 2y y
11 esta bien definido. Ademés,

ry— 2" = xg—DoF(xy) —a* = FO(F(QJ*) — F(xg) — F'(xo)(2* — xo))
= T, /:: F'(z)(x* — 2)dz
_— /01 F (g + " — 20)) (1 — £)(2" — 2)? dt.

de manera que

1
oy =" < Tl [ B (20 + te" = 20)|| (2 = 1) dtlla” =
< ||r0|y/ o + t(a" — wo)|| ) (1 — 1) dtl|a” — o
< ITollo(le®l +2)3 o = zl?
< (]l + R)la = ol
< (o’ + B)Rlla” = o]
< Shoo— ]
= 9 Zo x ||.
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A continuacién, utilizando los mismos argumentos, se prueba por in-
ducciéon que

* * * 1 *
lzn = 2"l < (|2l + B)llzns = 27|1* < Sllana = 2"[, n>1.

En consecuencia, tenemos que

* 1 *
lzn = 27| < Fllzo — 27, n 21
Por tanto, lim =z, = z*.
n—+oo
1
Por otra parte, teniendo en cuenta que yw(||z*|| + R) = IR ¢ sigue

R21). m

Nota 2.3.12 Notemos que a partir de se deduce que el método de
Newton tiene Q-orden de convergencia [102] al menos cuadrdtica. Ademds,

st € < 2, entonces
1\ H2te2nt .
) 7o — |

2e

T

Por lo tanto, el método de Newton tiene R-orden de convergencia [102] al
menos cuadrdtico.

1
law =o'l < ollans =) < (

Nota 2.3.13 Observemos que en el caso en que w sea una constante k

(caso de Kantorovich), R existe y es R = , lo que generaliza el resultado

27k
ya conocido de Dennis y Schnabel en [{6)].

[lustramos el teorema anterior con el siguiente ejemplo, que aparece en
[46]. Por simplicidad hemos elegido la norma del méximo en su desarrollo.

Ejemplo 2.3.14 Dado el sistema no lineal F(x,y,z) = 0, donde F :
QCR >Ry Fa,y,2) = (z,y* +y, & — 1), estd claro que (0,0,0) = T*
es solucion.

Denotando T = (z,vy, 2) y teniendo en cuenta la expresion matricial de
la deriwada primera de F', tenemos que

1 0 0
Flz)=[ 0 2y+1 0 y F'(z%) = diag{1,1,1}.
0 0 e*
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Por tanto, [F'(z*)]™! = diag{1,1,1} y v = 1.

Ademds, como

0
01,

eZ

F'(z) =

o O O
o O O
o O O
o O O
o N O
o O O
o O O
o O O

entonces |[F"(T)|| < max{2, ell},
Asi, se pueden dar dos situaciones. Una, si Q0 = B(T*,r) con r < In2,

entonces | F"(7)|| <2 yw(t) =2, de manera que R = —. En consecuencia,

el método de Newton serd convergente si tomamos como punto de salida
1
cualquier T € B <;E*, 4). Y dos, si Q = B(T*,r) con r > In2, entonces

|F"(@)| < el®l, w(t) = & y la ecuacion se reduce a 2e't — 1 =
0, cuya unica solucion es R = 0,351734... Por lo tanto, el método de
Newton serd convergente si tomamos como punto de salida cualquier T €

B(7*,0,351734..).

Si comparamos los resultados que hemos obtenido con los de Dennis y
Schnabel, podemos destacar dos cosas. La primera, si v < In2, obtenemos
el mismo dominio de puntos de salida que Dennis y Schnabel. Y la sequn-
da, st v > 1n 2, nuestro resultado presenta dos ventajas sobre el de Dennis
y Schnabel. La primera y mds importante es que nuestro resultado es inde-
pendiente del valor r, mientras que el de Dennis y Schnabel no. Y la sequn-
da es que ampliamos el dominio de puntos de salida que obtienen Dennis

1 1
y Schnabel, puesto que, como k = ¢€", entonces ok = 9ar < 0,351734 ...
vk 2e

para todo r > In 2.

2.3.6. Estimaciones a priori del error

Si f tiene dos raices reales positivas t* y t** tales que t* < t**, entonces
podemos escribir

f@) = (" =)t = t)g(t) (2.25)

con g(t*) # 0y g(t**) # 0. A continuacion, damos un resultado de tipo
Ostrowski [96] que proporciona estimaciones del error para el método de
Newton. Notemos que antes del segundo teorema de unicidad de solucion
hemos comentado cémo tiene que ser la funcion w para que f tenga dos
raices reales positivas.



2.3. Mejora del planteamiento de partida 71

Teorema 2.3.15 Sea la funcion [ definida en , de manera que tenga
dos raices reales positivas t* y t**.

(1) Sit* <t™, entonces

wk k)27 kK gk 2n
(t — 1) (™ — 1A -

g — 67" VML AT e

donde 0 — f\/m—1 A- ttm my = min{H,(t): ¢ € 0,1},
(™ —t)g'(t) —g(t)
(t* = t)g'(t) — g(t)

<t'—t, <

M1 = méX{Hl(t),t € [O,t*]}7 Hl(t) =
que 0 <1y A<1.

y siempre

(17) Sit* =t*, entonces
mitt <ttt —t, <MD,

donde my = min{Hy(t);t € [0,t"]}, My = max{H,(t);t € [0,t"]},
Hg(t) _ (t* — t)g/(t) — g(t)
(t —)g'(t) — 29(?)

Demostracion. A partir de (2.25)), en el caso de que t* < ¢**, tenemos
que

y stempre que moy < 1 y My < 1.

£ = (=0 =050 = (¢ =0+ (" = 1) )g(t).
Si denotamos a,, = t* —t, y b, = t** — t,, para todo n > 0, entonces

f(tn) = anbng(tn), ['(tn) = anbng' (tn) — (an +bn)g(tn) ¥

o () - o)
 apbng (tn) — (an + bn)g(tn) .

, Se sigue que

bn bn—i—l o bn
y en consecuencia,
n n+1
Uit A\ 2 o1 gyt A2
<M (—) < < M, — =
b b b v M
n+1 n 0 1
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y
(pt1 U\ 2 o goontt g2
Zml(i) > >my 2 (7> - )
bn+1 bn bO v

Como b,1 = (£ —t*) + ay41, obtenemos
(t* — 14)62""
\/ﬁl _ 92n+1
Si t* = t**, entonces a, = b,, y por tanto,
an(ang (1) — 9(1))
ang'(t) — 29(tn)

Por consiguiente, moa, < a,11 < Msa, y

. - (t** o t*)A2”+1
n+1 /_]\41 . A2n+1

< t'—

Apy1 =

myt <t —t, g < My, m

Nota 2.3.16 Observamos a partir del teorema anterior que si t* < t**,
obtenemos que el R-orden de convergencia del método de Newton es cua-
drdtico, mientras que sit* = t**, obtenemos R-orden de convergencia lineal.

2.3.7. Aplicacion: anilisis de la ecuacién de Bratu a
partir del método de Newton

Ilustramos a continuacion la nueva teoria de tipo Kantorovich que he-
mos desarrollado para la convergencia semilocal del método de Newton
bajo las condiciones (A;)—(A3) con la ecuacion integral de Bratu:

z(s) = )\/ab G(s,t)e" D dt, s € [a,b], (2.26)

donde —0o0 < a < b < oo, A € Ry y el niicleo G(s,t) es la funcion de Green.

La ecuacion de Bratu (2.26)) también se puede ver como el siguiente
problema de contorno:

d'z(t) | .
T T Ae®™ =,
z(a) = x(b) = 0.

Es conocido que la ecuaciéon de Bratu tiene dos soluciones si A € (0, A)
3,01375. ..

B (ver |[41]), con lo que a partir de ahora tomaremos A

con \; =
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*%

a=20 b
Figura 2.8: Soluciones de la ecuacion de Bratu 1}

en ese intervalo. Las graficas de las soluciones son las que aparecen en la

figura

Problemas de este tipo aparecen habitualmente en las ciencias y las
ingenierfas para describir complicados modelos fisicos y quimicos (véase
[30] y las referencias que alli aparecen).

Resolver la ecuacion es equivalente a resolver F/(z) = 0, donde
F:Q CC([a,b]) = C([a,b]) es un operador definido en un dominio abierto
convexo no vacio € del espacio de las funciones continuas en [a,b] y con
valores en ese mismo espacio, de manera que

[F(2))(s) = 2(s) — A / G, )" dt. (2.27)

En esta seccién aproximaremos las soluciones de F(z) = 0, donde F
esta definido en (2.27)), mediante el método de Newton y utilizaremos su
significado teorico para obtener resultados de existencia y unicidad de so-
luciones para esta ecuacion.

La condiciéon original (C’Vg,) impuesta por Kantorovich a la segunda de-
rivada del operador F', no se verifica. Para ello, observamos que

[ @)al(s) = yls) = A [ Gl 01 y()

[F@)yel(s) = A [ Glo, e O=(e)y(t) .
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de manera que es facil ver que F”(z) no esta acotada en un dominio general
Q). Tampoco es sencillo localizar un dominio donde lo esté y que ademas
contenga una solucion.

Para solventar la dificultad anterior, una alternativa es prelocalizar una
solucion en algiin dominio 2y C 2 y buscar en él una cota superior para
| ()|l (véase [52]). Notemos que ademds tendremos que asegurar que
existe una solucion en €2y, que en el caso de querer aproximar z* puede
resultar relativamente sencillo a partir de la prelocalizacion. Sin embargo,
para el caso de querer aproximar x** resulta practicamente imposible si no
tenemos informacién de esta solucién, salvo una cota inferior de su norma.

Como veremos, considerando la ecuacién de Bratu, esta prelocaliza-
ci6n la podremos utilizar para aproximar la soluciéon de menor norma, sin
embargo en el caso de la otra solucién no es posible fijar €}y sin tener
informacion de ella.

Una alternativa mejor y més elegante que la prelocalizaciéon, consiste,
tal y como hemos indicado anteriormente, en suavizar la condicion anterior
(C3) exigiendo que la segunda derivada verifique una condicion del tipo
(As3). Notamos que para la ecuacion integral de Bratu anterior es mas facil
encontrar una funcion w que verifique (A3) que buscar una cota superior
para ||[F”(z)|| en un dominio apropiado. Ahora nuestro problema consistira
en localizar una sucesion mayorizante para esta nueva situacion.

Seguiremos un proceso de discretizacion que transforme la ecuacion de
Bratu en un sistema de ecuaciones no lineales y aplicaremos el méto-
do de Newton para obtener aproximaciones numéricas de las soluciones del
sistema. Es interesante notar que, para hacer esto, no podremos utilizar los
resultados clasicos de convergencia semilocal del método de Newton bajo
condiciones de Kantorovich o de tipo Kantorovich, en los que la segunda
derivada del operador correspondiente estd acotada [75] o suavizaciones
habituales de esta condicion (ver [50] y [51]).

2.3.7.1. Planteamiento del problema

Cuando queremos aproximar una solucién de la ecuacion F(Z) = 0,
donde el operador F' esta definido por F': 2 C R™ — R™ en un dominio
abierto convexo no vacio (), mediante el método de Newton lo que hacemos
es resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en cada paso

F'(Z0)(Tp1 — Tp) = —F(T0). (2.28)
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En cambio, si el operador es de la forma F : C([a,b]) — C([a,b]), no po-
demos utilizar la idea anterior puesto que no sabemos resolver la ecuaciéon
integral que corresponderia a la ecuacion a partir de . Tampoco
podemos aplicar directamente el método de Newton ya que no conocemos
[F'(x,)]7'. Esto es lo que ocurre cuando buscamos las soluciones de la
ecuacion de Bratu (2.26)).

Entonces, como primer paso, discretizamos la ecuacién (2.26) para
transformarla en un problema de dimension finita y aplicamos para
obtener una solucién aproximada. El procedimiento consiste en aproximar
la integral que aparece en por una férmula de cuadratura numérica.
Usamos la formula de Gauss-Legendre para aproximar la integral

[ s> s

donde los nodos t; y los pesos [3; estan determinados.

Si denotamos la aproximacion de z(t;) por x; (1 = 1,2,...,m), (2.20])
es ahora equivalente al siguiente sistema de ecuaciones no lineales

m
ZEi:AZCLijezj, i:1,2,...,m,
j=1

donde bt
MU UL R
—a
ai; = B;G(t;, ;) =
(b—t)ti—a) . _
ﬂj bj— a , ] >
El sistema anterior se puede escribir en la forma
T =A™, e ... ™) con A= (ay),
0 equivalentemente
F(@) =7 — MMu(z) =0, (2.29)

donde T = (xq,...,2,)7, w(@) = (e™,..., ey

xr1 — )\Z;nzl alje‘rﬂ'

To — A ZTzl agjewj

T — A Z}”:l A€
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En este caso F'(Z) = («y;), donde

1 — dape™ —dape*™ - =daypetm
—Aag1e™ 1 — Aagpe™ - —Aag,et™
(i) =
— A €™t —A@p0e™2 o 1 — Aapme’™

Luego
F'(T)=1—-XAD(z) con D(7)=diag{e™,..., e"}.
También obtenemos que la segunda derivada del operador F' es
F'@gz = (W, Ym) F"(@) (21, ..., 2m) "
aj1e™y1z1 + a1eysz + -+ 1€ " YmZm
= -\ : )
1€ Y121 + Am2e™ Y22 + - -+ A€ " Y Zm
donde = (y1,-- -, ym)T vy Z=(21,...,2m)". Luego
F'(@)gz = —AA(e™ y121, ..., € Ypzm) T

Estudiamos la aplicacion del teorema de Kantorovich a este problema.
Si el operador F' estd definido en las condiciones anteriores y F(T) =
T — AAu(T), entonces tenemos que:

1
L= AAID (o)l

IToll = I[F"@o)] ™I = [ = AAD(zo)] || = =B,

(2.30)
siempre que | A]|[|D@@o)] < 1, ¥

_ lm—um)] _
L= AATID@)] "
2.31

IToF (o) || = [T = AAD(T0)] ™ (To — MAu(To) ) |

o~

donde u(zo) = (e, e, ..., e")T con Ty = (%1, Za, . .., Tm)’. Ademés,

IF" @) = sup [|F(@)7z])
IZli-1
luego
ey
I1F"(@)gz]| < Al Al

€T
€ YmZm
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Si tomamos la norma del maximo, entonces

(€™ y1z1, .o € Yzm) e = max |eiy;z] < 1rgéx le™ | |y;||2i]
<i<m

1<i<m

< mix e ]|[7llolZllo < el [[Foo 12| -

1<i<m

Luego [|[F”(Z)|lee < A||A]|se!®l> v vemos, evidentemente, que ||F"(Z)||s
no esta acotado, puesto que el®l~ es una funcion creciente. Luego, no
podemos aplicar el resultado de Kantorovich. Incluso aunque F’ fuera de
tipo Lipschitz, tampoco podriamos utilizar dicho resultado.

Para solventar la dificultad anterior y poder aplicar el teorema de Kan-
torovich, como ya se ha indicado anteriormente, una alternativa es preloca-
lizar la raiz en algiin dominio y buscar alguna cota superior para || F”(z)||
en él (véase [52]). Para ello, si T*" es solucion de F'(T) = 0, tenemos

" — MNMu(T*) =0
y —%
17 lo0 — All Al el < 0.
La inecuacion anterior se verifica si ||T%]| € [0,71] U [re, +00], siendo
0 < r1 < r9, donde r; y 79 son las dos soluciones reales positivas de

la ecuacion escalar t — \||Al|oe” = 0. Representamos graficamente esta re-
gion en la figura 2.9

Figura 2.9: |7*||s € [0,71] U [r, +00)

Mediante las condiciones de Kantorovich solo podemos aproximar la
solucion del tipo [|Z*]|« € [0, 71]. Para ello tomaremos el punto de salida
Ty tal que Tg € B(0,p), con r; < p < ra.
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Entonces, si por ejemplo consideramos la ecuaciéon de Bratu (2.26) con
A=1,a =0y b =1, obtenemos los valores de r; = 0,14248... y
ry = 3,27839... Tomando entonces p = 3 y eligiendo m = 8 y 7y =
0=(0,...,0)” como punto de salida, vemos entonces que se cumplen las
condiciones del teorema de Kantorovich con sy = 0, ya que

1F" ()]0 < (0,123559)e!HIPolle = 2. 48175 ... = k,

1
B=113821.... n=0138214... y kpy=0390423..< .

Ademas, obtenemos también la solucion s* = 0,1882... y vemos que
B(mg, s*) € Q = B(0,p). Luego, el método de Newton converge a una
solucion 7*, la dada por el vector T8 = (x%,...,25)7 en la tabla , des-
pués de tres iteraciones.

n T n x

110,010934...{ 5| 0,139301...
21 0,051801... || 6 | 0,103646. ..
31 0,103646... || 7 | 0,051801...
410,139301... || 8 | 0,010934...

Tabla 2.4: Soluciéon numérica de 1} cona=0,b=1yA=1

En este caso hemos considerado el polinomio de Kantorovich €como
funciéon mayorizante para construir la sucesion mayorizante {s, }. Observa-
mos que obtenemos p(s) mediante interpolacion natural de las condiciones
de Kantorovich y que el teorema de Kantorovich es independiente del
valor de sg. Entonces, mediante el método de Newton y tomando sqg = 0,
construimos la sucesion

p(8n)
P (sn)

Sp41 = Sp — n >0, (2.32)

que mayoriza a la sucesion {T,}, es decir

an+1 - fnH S Spn4+1 — Sn-

1 —+/1—2kpn
kB
nomio p(s). Entonces, podemos considerar ||[Z* —7Z, || < |s*—s,|, y conside-
rando el valor Z* obtenido como la aproximacioén a la solucion del problema,

Ademas, la sucesion {s,} converge a la raiz s* = del poli-
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17" — 7| B
0,139301... | 0,188285...
0,001087... | 0,050070...
7,02 x 1078 | 0,005808.. ..

N~ O3

Tabla 2.5: Error absoluto y estimaciones a priori del error

comparamos en la tabla las estimaciones a priori del error dadas por
la sucesion mayorizante y el error absoluto.

Nos quedaria por localizar la otra soluciéon. No sabemos como elegir
otra bola en la que esté dicha soluciéon, ya que, elegida al azar, la bola
podria no contener la solucion o cortarla. Por tanto no podemos aproxi-
mar una solucion T tal que ||| > ry. Utilizaremos aqui el procedi-
miento desarrollado en las secciones anteriores, que consiste en suavizar
la condicion ||[F"(Z)|| < k, T € 0, ex1g1end0 que la segunda derivada del
operador verifique una condicion del tipo (2.1 . ). Ademas, veremos que con
este procedimiento, obtenemos también la primera solucion, en cuyo caso
mejoraremos las estimaciones a priori del error dadas por el resultado de
Kantorovich para el polinomio mayorizante p(s).

2.3.7.2. Construccién de la sucesién mayorizante

Realizaremos una construccion ad hoc de la sucesiéon mayorizante. Co-
menzamos entonces por construir una funcién mayorizante f. Para ello,
consideramos la condicion ||F"(Z)|| < w(||7||), T € Q, pero buscando una
condicion de la forma ||F"(Z)| < f"(t) para ||T — Zo|| < t — to, que junto
con las condiciones (A;) y (As) nos permite construir la correspondiente
funcién mayorizante. Asi, como w es no decreciente, consideramos

IF" @) < w(([Z]]) < w(t—to+[[Toll) = w(t;to) para |7 —Tol| <t —to,

y planteamos el correspondiente problema de valor inicial (2.19), cuya so-
N/

lucioén es: -
= [ [ w(en) 2

Para nuestlo caso partlcular tenemos w(t —to+ ||Tol|) = A|| Al|et—toFlIzoll

de manera que se reduce a

F(t) = M AlelPol=t0 (ef 4 efo(ty — 1 — 1)) —

(2.33)

t—to n,
R

+

(2.34)
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con 3y n definidas en (2.30) y (2.31)).

A continuacion, damos las propiedades de la funcion (2.34) correspon-
dientes al lema [2.3.4] anterior y que tienen un interés posterior.

Lema 2.3.17 Sea f la funcion definida en y

I o eto—HEOH 5
o= ( +BAHAH>' (2:35)

Entonces se verifica:
(a) « es el dnico minimo de f en [to, +00).
(b) f es una funcidn no creciente en (ty, @).

1+ to + 1 + toBA|| Al el™]

c) Sta> — , entonces la funcion f tiene al me-
) Sia 2 = g\ Al Juncion ]
nos un cero en (to, +00). Ademds, f(t) =0 tiene una raiz t* tal que
to < t* <oa.
Demostracién.

(a) Como () = Al ATt (e )L = A Allelol-to+a x| Ajelol—
% =0y f'(t) = \||A||etIFol=t0 > 0, V¢ € [t,, +00), entonces o es un
minimo de f en [ty, +00). Ademés, como f es convexa en [tg, +00),

« es el Gnico minimo de f en [ty, +00).

(b) Como f es convexa, f’ es creciente. Ademas, como f'(tg) = —= < 0

v /() =0, entonces to < ay f'(t) <0 en (to, ).

1+ to +n + toBA|| Allel®l
L+ BA[|Afeli7ol

al menos una raiz en (to,«) por ser f continua. Ademéas, como f es

decreciente en (fo, «v), entonces f tiene una raiz, t*, en (to, ). En el

1+ to + 1 + toBA|| Alle™]

L+ AN[Afel
doble de f y tomamos t* =«a. B

() Sia> , como f(ty) = g, entonces f tiene

Caso en que o = s entonces o es una raiz

A continuacion definimos la sucesion escalar {t,},

dado t,

B f(tn) (2.36)
tn+1 =1n — M7
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donde f esta definida en (2.34), v damos algunas propiedades de esta

sucesion.

Lema 2.3.18 Sean f la funcion definida en y a en (2.35). Si

1+ to + 1 + toSA[| A el ™l
T AR

« (2.37)

entonces la sucesion {t,} definida por es creciente y converge a t*.

Demostracién. Como t; —ty =n > 0, es claro que t; > t;.

Como t1—t* = N(tg)—N(t*) = N'(§)(to—t*) con & € (to,t*), N(t) = t—
/(@)
f(t)
f(t) > 0vyaque f(ty) >0y f convexay ademas f”(t) > 0 en (to,t").

y to — t* < 0, entonces t; < t* si N'(§) > 0, lo que es cierto porque

Suponemos entonces que tg < t; < --- < t, < t*. Vemos entonces por
induccion que t, < t,4q < t*.
A, o
Como tp11 —t, = RTINS f(tn) > 0porque t, € (t,—1,t")y f'(tn) <O
n

por ser f no decreciente en (t,.1,t"), se sigue que t,, < t,41.

Por otra parte, t,.1 — t* = N(t,) — N(t*) = N'(&,)(tn—1 — t*) con
&n € (ty,t*) y por el mismo razonamiento que antes N’(&,) > 0, de manera
que t,.1 —t* < 0 por ser t, 1 <t*.

En consecuencia, {t,} es creciente y acotada superiormente por ¢*. Lue-
CY)
f' ()
fy flu*) =0. Como t* es la tnica raiz de f(t) = 0 en (o, ), entonces
ut=t". n

go, existe h;m t, = u*. Por tanto, u* — = u" por la continuidad de
n o0

A continuacion probamos que si B(To,t* — ty) C €, la sucesion de
Newton {Z,} estd bien definida y es mayorizada por {t, }. Comenzaremos
viendo que 7y € B(To, t* — to):

[T — Tol| = [|[F'(@o)] " F(Zo) | Sm=t1—to <t —to.
En el siguiente resultado, veremos que T, € B(Ty,t* — ty), para todo

n > 1y que la sucesion {t,} mayoriza a la sucesion de Newton {Z,} para
todo n > 1.
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Lema 2.3.19 Sea F : Q C R™ — R™ el operador definido en (2.29),

donde 2 es un dominio abierto convezxo no vacio. Sean f la funcion definida

en y « en ([2.35). Si se verifica (2.37), entonces T, € B(To, t* — 1),

Vn > 1. Ademds, {t,} es mayorizante de {T,}, i. e.:
HTnJrl - Tn” S tn+1 - tna n Z 0.

Demostraciéon. Para cada n > 1, probaremos lo siguiente:

L e 1
(i) existe Iy = [F'(Z,)] 7' v [ITa]| < T
(@) |[F @) < f(tn),

(111) [[Tnt1 — Zull < tpsr — tn,

() |[Tosr — To|| < t* — to.

Comenzamos con el caso n = 1.

(1) Sabemos por el lema de Banach sobre inversion de operadores que si

1
III-ToF'(71)|| < 1, entonces existe I'; y probaremos que ||T'; || < _f’(t ;-
1
A partir de
I=ToF' @)l = || ToF"(@)da
Zo
1
= | f roF (@0 + 7@~ 70)) @1 - 70) dr
! !
< 0ol [ 770+ 762 ~0)| el ~ ol
1 . — p—
< 5HT1—EOH/ A AllelFotr@ =Tl g
0
1 -y —_— p—
< Bl —oll [ AlAfellri—zol gr
0
= 5)\"A"(erollﬂ\fl—zO” . e||50||)
= 5/\||A||euzol\(eum—zo” —1)
< 6/\”14”6“50”(6151*150 _ 1)’
AMIA IZoll (at—to _ 1) —1 1
como f'(t) = BA|Alle (; ) v f(to) = 5 se sigue que

11 =ToF'(z)] <1 -
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Entonces por el lema de Banach, podemos garantizar la existencia
de I'1 y que

[ITo
[ = To " ()]

T < PoF @)] ™ HIToll < 57—
f'(te) —1 1

IA

Ft) i)~ f(t)
(i1) Sabemos por el desarrollo de la serie de Taylor y que
F@) = F@)+Fa)@ -+ [ F'@@ -o)ds
= /01 F”(To +7(Z1 — fg))(l + 7) d7(T1 — To)*

Luego, CcCOomo ||fg + T(Tl — TQ) — fo” S THfl — fo” S T(tl — to) =
to + 7(t1 — to) — to, obtenemos

1 p—
IF@ < [ A=t (14 7) dr(ey — to)?

= AAflelmol=to (e — (14, — t)e).

Por otra parte, como

F(t2) = XAl (e 4 efo(t — 1 1)) — gt(’ + Z
y
_tl — to ﬂ _
5 ="
se sigue ||F@)|| < f(t).
(i) 72 =l = P <~ =t~

(1) ||Ta—To|| < ||To—T1 || +||T1 —Tol| L ta—t1+t1—tg = ta—ty < t*—1o.
Por tanto Ty € B(Tg,t* — ty) C Q.

Aplicamos ahora induccion. Supongamos que se cumplen (i)—(iv) para
todo k=1,2,...,n— 1. Veamoslo para k = n.
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(i) Procediendo como en el cason = 1,si |[[—T',,_1F'(T,)|| < 1, entonces

1
f'(tn)

an,1 + T(Tn - fnfl) - fOH S tnfl + T(tn - tn71> - t07

por el lema de Banach existe I', y ||T']| < — En efecto, como

|1 =T F' (7)) || / Ly F' (xn 1+ 7(Tn xnfl))
X (Tp — Tp_1) dTH

< Wl = Fcsl| [ [P s + 7@ = 70m0) | o

< Tl [ (b 7l = tas) = to ol (= toa)

1 ! !
- urnlu/ Dt < o (70 = F'(t0)

1—

<1,

f/( n—1>

y por el lema de Banach obtenemos

[Tl
— I =Toa B (@)

Tl < ICna F' @) Tl < 5

< f,<tn—1) —1 _ _1_
T ft) fa) o ()

(74) Teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor, podemos escribir

F(z,) = /01 F' (Tt 4 7(T0 — Taet)) (14 7) dr(@, — Toa)?,
de manera que, como
| ZTn1+7 (T —Tp1)—To|| < tn—to+7(tn—tn-1) = tn+7(tn—tn-1)—to,
tenemos

R A A o L)
3 (ty — tn1) dr(tn — tn1)
[ 5@ - e = fta)

D(tn = tna) + f(tn)

.
= f(tn)
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f(tn)

(#00) [[Tns1 = Tn| = ([T F(@n) || < Tl F (@) < NI tnt1 — ln.

(iv) ”fnJrl - TOH < HTnJrl - Tn” + an - TOH < tn+1 - tn + Zfn - tO =
bny1 — to < % — to.

2.3.7.3. Convergencia semilocal del método de Newton y domi-
nios de existencia y unicidad de soluciones

Una vez vistas las propiedades anteriores, supondremos a partir de
ahora que se verifican las siguientes condiciones:

(i) T € Q tal que existe el operador Ty = [F"(To)] ™ y ||To|| < 5,
(id) (Lo (To)|| < m,
)
)

(@) |F"(@)]] < w(t — to + ||Tol|) = w(t: to) para ||T — Tol| < t — to,

(’iU B(To,t* — to) g Q.

Ademés, como w(0) > 0, entonces f’' es creciente y f'(t) > 0 en
(a, +00), ¥ por tanto f es estrictamente creciente en («, +00), lo que ga-
rantiza que f tenga dos ceros reales positivos t* y t** tales que t* < t**.

Enunciamos ahora el resultado de convergencia semilocal para la suce-
sion de Newton {7, }.

Teorema 2.3.20 Sea F : Q C R™ — R™ el operador definido en (2.29),
donde € es un dominio abierto convexo no vacio. Supongamos que se ve-
rifican (i)—(iv). Si se verifica ([2.37), entonces la ecuacion F(T) =0 tiene
una solucion T y la sucesion de Newton {T,} converge a T empezando
en Ty. Ademds, T,,T" € B(To,t* —t9), n >0, y |75 — T,|| < t* —t,,, para
todo n > 0, donde {t,} estd dada en (2.36). Finalmente, la solucidn T* es
inica en B(To, t™ —to) N si ™ > t*.

Demostracion. Como {¢,} es una sucesion mayorizante de {Z,} y con-
verge a t*, entonces {T,} es convergente, de manera que lim T, =7"y

n—-+00
|z* —=,| < t*—t,. Veamos entonces que T* es solucion de F'(z) = 0. Como
= lm T,y [F@)]| = [[F'(Z0) @ = To)l| < [F' @) | |Znir = Tl

por la continuidad del operador F', F(Z*) = 0, siempre que la sucesion
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! (= . ’ — = o
{||F'(z,)||} esté acotada, ya que ngrfoo |Tps1 — Tnl| = 0. Veamos entonces

que {||F'(Z,)||} estd acotada. Como

/jcn F"(z)dx
JTo

|z, — x| /01 HF”(JEO +7(x, — xo)) dTH

1F(Zn) — F'(Zo)| =

IN

1 TP
< an_%u/o A A elFllo+7@n=T0) g

ool +Zn—Zoll _ Il

IN

1Zn — Tol| Al A

7=l
= AlAfelle - 1)

v |F' (@) < ||IF'(@n) — F'(To)|| + ||F'(Zo)]||, es claro que la sucesion
{I|F"(z,)||} esta acotada.

Para probar la unicidad de T*, supondremos primero que y* es otra
solucion de F(z) = 0 en B(zy,r) N Como

0=F(F") - FF) = /y F'(z)dr = /01 F(@ + 77 — 7)) dr(y’ — "),

1
si el operador T = / F (T* +t(y* — T*)) dt es invertible, obtendremos que
0

T* = y*. Para ver que T es invertible, probaremos equivalentemente que

existe el operador

-1

1
pP= [FO/ F'(z +7(@7 - 7)) dr}
0
Asi, si denotamos t* —tg = Ry t** — tg = r, tenemos
1 1
I ro/ F(z (g —7))dr = FO/ <F’(a;0)
0 0

—F'(7 + T(g* - x))) dr

= —Fo// F” (2) dzdr,

HI — T, /1 F'(z +7(@ — 7)) dr

1 (T 47 (7" —T") .
<ol | [ [ F'(2) dzdr
To

F”(xOJrs((x —To) + Ty — T )H
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X [|Z" — Ty + 7(y" —T")|| dsdr

< [ [ |+ s(a-n@ w0+ -2))|

X ||(1 = 7)(ZT" —To) +7(T" — To)|| dsdr
< [ [(a =l =l + 717" - )

X / HF"(xO + s((l —7) (T —To) + (7" —xo))> H ds} dr
< 8 [ [(a =Dl =l + 715" - )

/ Al A ol +5( (1)l ol -7 7ol ) ds] dr
< 5/[ (1= 7)l|7" — Toll + 7ll7" — 7o)
x / AHAHe”fO”“(R”(’"—R)) ds] dr
0
1
< 5/0 [(R—FT(T— R) AHAHe"CO”/ R+T >ds] dr
1 _
_ 5/ A Aflelol (F+r=R) _ 1) g7
0
= paafell ([ ererem g 1)
0
r R
— Al [ ) = ety — ) 1 = 1.
BA||Alle — fE) = f(#) +

Luego, por el lema de Banach, esta claro que existe el operador P y obte-
nemos unicidad de solucion en B(Zo, t** —t;) N . W

A partir del nuevo resultado de convergencia semilocal obtenido para el
método de Newton, veremos a continuacion que podemos aproximar ambas
soluciones de la ecuacion de Bratu mediante el método de Newton, ademas
de mejorar las estimaciones a priori del error dadas por Kantorovich.

2.3.7.4. Caso particular de la ecuacién de Bratu

Consideramos de nuevo el caso particular de la ecuacion de Bratu (22.26])
dado anteriormente por

o(s)= | LGt dr, s e 0,1, (2.38)
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donde A = 1y [a,b] = [0,1] en (2.26). Discretizamos otra vez la ecuacion
(2.38]) v tomamos m = 8, de manera que a partir de

F(z) =7 — Au(T),
obtenemos las expresiones de

F'(T) = Is — Adiag{e™, ... "}

F'(T)gz = —A(e™ 121, . .., e"yszs)’.

Como ||F"(Z)|lso < ||Allsce!®l>, || F”(Z)||o no esta acotada. Para obte-
ner una solucion de F(Z) = 0, hemos visto que la solucion * debe cumplir
que [|[7*]|o < ||Al|oce!® =, obteniendo los valores de r; = 0,14248... y
ro = 3,27839... que nos permiten tomar una bola B(0, p) con p € (ry,rs)
tal que ||F" (T )||Oo esté acotada y contenga una solucion (figura 2.9). Eli-
giendo p = 3, hemos obtenido

IF"(Z)]|oo < ||Alloce” = (0,123559)e® = 2,48175... = k,

de manera que podemos utilizar el teorema de Kantorovich para garantizar
la convergencia del método de Newton a Z*.

Por otra parte, si consideramos el teorema [2.3.20] y elegimos ¢ty = 0,
obtenemos

IE" (@)l < (0,123559)e" 70l

y por tanto
_ t
t) = (0,12 Zolloo (ot — 1 —#) — ———— 40,121431
f(t) = (0,123559)e!"0l> (e ) [ 13s21 T 0121431,
que obviamente no es de tipo polindémico.
Si tomamos Zo = 0 = (0,...,0)T, obtenemos los valores ya calculados

de § = 1,13821... y n = 0,138241... Luego la condiciéon de Kantoro-
vich, kpfn < 57 Se verifica. También se verifica la condicion (2.37) o =
1+n

L+ G Al .
mos asegurada la convergencia del método de Newton a una solucion z*

de F(7) = 0 a partir de los teoremas de Kantorovich y [2.3.20

Utilizando el teorema de Kantorovich obtenemos los valores de
s* =0,188285...y s** =0,519739 ... Entonces, los dominios de existencia
y unicidad son respectivamente:

2,09317... > = 0,9979.. ., del teorema |2.3.20, Entonces, tene-

{7 € R® ||U]|oo < 0,188285...} y {u € RY; |1 < 0,519739...}.
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Para la funcion f, tenemos que t* = 0,139652 .. .. es la raiz positiva més
pequena de f(t) = 0. Por el teorema [2.3.20, los dominios de existencia y
unicidad son respectivamente:

{7 € R |[T]|oo <0,139652...} v {7 <€ R Ul <3,28237...}.

Vemos que estos dominios mejoran a los dados por el teorema de
Kantorovich, puesto que el de existencia es menor y el de unicidad mayor.
Obsérvese ademas que el dominio de existencia que obtenemos a partir del
teorema [2.3.20] es muy preciso, pues fija hasta tres decimales, y que el de
unicidad mejora considerablemente el que se obtendria por Kantorovich.

Una vez garantizada la convergencia del método de Newton, aplicando
este proceso iterativo, hemos visto después de tres iteraciones, obtenemos
una aproximacion de la solucion 7*, la dada por el vector T° = (z7, 23, ..., x3)
en la tabla[2.4] Interpolando estos valores y teniendo en cuenta que la so-
lucion de la ecuacion de Bratu ha de anularse en t = 0y ¢t = 1,
obtenemos la solucién representada en la figura [2.10

T

A continuacién vemos que la sucesion mayorizante , obtenida a
partir de la funcién (2.34), proporciona mejores estimaciones a priori del
error que las que se obtienen por el teorema a partir de (2.32). Las
estimaciones a priori del error y el error absoluto podemos verlos en la
tabla2.7] donde hemos considerado como solucion del problema la solucion
dada en la tabla 2.4 Observamos en la tabla la notable mejora de las
estimaciones a priori del error que obtenemos a partir de la nueva sucesiéon
mayorizante que hemos construido.

7" — | [t* — tn] |5 = 5n

0,139301... | 0,139651... | 0,188285...
0,001087... | 0,001437... | 0,050070...
7,02 x 107% | 1,704 x 107 | 0,005808.. ..

NN = O3

Tabla 2.6: Error absoluto y estimaciones a priori del error

Con respecto a la aproximacion de la otra solucion discreta de ([2.38)),
denotada por T, cumpliendo [|[Z%||o > 1o = 3,27839. .., tomamos como
punto de salida para el método de Newton el vector g = 4 = (4,4, ...,4)T,
que es un punto que esta en el exterior de la corona mostrada en la figura

2.9, puesto que
|Zo oo = 4 > 19 = 3,2783. ..
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En este caso recordamos que no podemos aplicar el teorema de Kan-
torovich puesto que como no sabemos donde puede estar la segunda solu-
cion de , no podemos coger una bola que la contenga, lo que implica
que no podemos acotar ||[F”(T)||. Si intentamos ahora aplicar el teorema
[2.3.20] vemos que tampoco se verifican las condiciones de convergencia pa-
ra este punto de salida, ya que no se cumple la condicion porque
a=0,61614... < L+

[+ B A] el
que mejorando esta aproximacion inicial se van a verificar las condiciones

del teorema [2.3.20l Asi, podemos iterar con el método de Newton hasta la
iteracion 6 y tomar como nuevo punto de salida

0,206543 . . .
1,052503 . ..
2,411149. ..
3,827142. ..
3,827142. ..
2,411149. ..
1,052503 . ..
0,206543 . . .

= 0,6798 ... Sin embargo parece claro

donde ya se verifican las condiciones del teorema [2.3.20| de convergencia
semilocal, ya que

£ =326003..., n=0,00820...

1+n
14+ /BHAHOOGHEU”OO
Si tg = 0, construimos para el teorema [2.3.20] la funcién

a=0,05264... > = 0,051699. ..

f(t) = (0,123559)e>%2H42 (o — 1 —¢) +0,002515.

3,26003

Para esta funcion f, tenemos que t* = 0,00894867 ... es la raiz positiva
mas pequena de f(t) = 0. Luego los dominios de existencia y unicidad son
respectivamente:

{1 € R®; [T — Zo||oo < 0,00894 ...} y {7 € R®; ||7 — Zpl|oo < 0,09571...}

Observemos de nuevo la precision del dominio de existencia que hemos
obtenido a partir del teorema [2.3.20, puesto que fija hasta 2 decimales.
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Como se ha indicado, tomando ahora como punto de salida Z,, vemos
que ||Zo]|eo = 3,82714... > 1y = 3,27839..., y aproximamos la segunda
soluciéon de la ecuacion de Bratu mediante el método de Newton después
de 3 iteraciones, que esta dada por el vector 7% = (x3*, 5%, ... 23*)T que
aparece en la tabla [2.7]

11]0,206096... || 5 | 3,818891...
2 11,050217... || 6 | 2,405892. ..
3| 2,405892... || 7| 1,050217...
41 3,818891... || 8 | 0,206096 ...

Tabla 2.7: Segunda soluciéon numeérica de 1)

Interpolando de nuevo los valores obtenidos anteriormente y teniendo
en cuenta que la solucion de la ecuacion de Bratu (2.38)) ha de anularse en
t =0y t=1, obtenemos la solucion =** representada en la figura [2.10

4

=k

Figura 2.10: Las dos soluciones de la ecuacion de Bratu (2.38))






Capitulo 3

Condiciones centradas para el
método de Newton

3.1. Introducciéon

Han aparecido numerosos trabajos que han analizado la convergencia
semilocal del método de Newton durante los altimos anos [3, 12, 15, 17,
18] 103, 113, 133], la mayoria de ellos son modificaciones del teorema de
Newton-Kantorovich que pasan por suavizar las condiciones de conver-
gencia, en especial la condicion (C3), de manera que se le exija menos al
operador I'. Ahora bien, si exigimos al operador F' una condicién méas sua-
ve que (C3), como puede verse en los trabajos [L0] 1T], 50, 51, 10T, TT0] 130],
entonces la condicion (Cy) se suele cambiar por otra condicion més restric-
tiva, que obligatoriamente nos lleva a que se reduzca el dominio de puntos
de salida validos para el método de Newton.

Nuestro objetivo en este capitulo no es exigir al operador F' condicio-
nes mas suaves que (C3), sino mas fuertes, que persiguen una modificacion,
que no una restriccion, del dominio de puntos de salida para el método de
Newton, de manera que podamos empezar el método de Newton en puntos
a partir de los cuales el teorema clasico de Newton-Kantorovich no
puede asegurar la convergencia semilocal del método de Newton, asi como
ofrecer mejoras de los dominios de existencia y unicidad de soluciéon y de
las cotas a priori del error. Para ello exigiremos al operador F' condiciones
centradas para la segunda derivada de F. Al igual que Kantorovich, nues-
tro planteamiento pasa por obtener un resultado general de convergencia
semilocal utilizando el conocido principio de la mayorante que él desarrollo
para el método de Newton. A partir de este resultado general, veremos los
resultados obtenidos por otros autores [61], 132] como casos particulares de

93
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nuestro resultado general.

Comenzamos en la seccion introduciendo las nuevas condiciones de
convergencia para el caso general y damos un nuevo resultado general de
convergencia semilocal para el método de Newton indicando c6mo se cons-
truyen las nuevas sucesiones mayorizantes. Incluimos también en la misma
seccion un resultado sobre unicidad de soluciéon junto con otro sobre es-
timaciones a priori del error que conducen a la convergencia cuadratica
del método de Newton bajo las condiciones de convergencia semilocal aqui
presentadas. En la seccion destacamos tres casos particulares de nues-
tro resultado general dado en la seccién que han sido estudiados por
otros autores. Finalizamos con la secciéon donde se presentan dos apli-
caciones del método de Newton cuando se quieren aproximar soluciones
de ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto. Con ellas
se pone claramente de manifiesto las ventajas que pueden presentar las
condiciones de convergencia aqui dadas con respecto a las de Kantorovich.

3.2. Convergencia semilocal

Como ya se ha indicado anteriormente, la condicion (Cs) limita la apli-
cacion del teorema clasico [L2.2] de Newton-Kantorovich. En la seccion B.4]
se pondra de manifiesto este hecho con dos ejemplos. Nuestra idea en esta
seccion consiste en generalizar las hipotesis de Kantorovich, modificando
las condiciones (C3) y (Cy), y, como en el resultado general de Kantorovich,
construir una funcion real f verificando:

1
(A;) Existenciade I'g = [F'(z0)]7}, para algin xy € €, con || Ty < )
0
f(to) " "
y [PoF (@)l < =75, v [[F"(@o) || < f"(to).
f'(to)
(A2) [ F"(x) = F"(xo)|| < f"(t) — f"(to), para |l — zol| <t —to, z € Qy
t € [to, 1],

siendo f € C?([ty,t']) con ty,t' € R.

Como vamos a demostrar la convergencia semilocal del método de New-
ton bajo las condiciones (A;) y (Az) utilizando el principio de la mayorante,
construiremos una sucesion real {¢,} que mayorice a la sucesion de Newton
{z,,} en el espacio de Banach X. Para obtener la sucesion real mayorizante
{t,} utilizaremos una funcion real f(t) definida en [to,t'] C R, a partir de
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la cual construiremos dicha sucesién como:

f(tn)
f'(tn)’

Para construir la sucesién mayorizante {¢,} a partir de la funcion f(t),
es bien conocida ([75]) la necesidad de que f(t) tenga al menos un cero t*,
tal que t* > to, y que la sucesion {t,} converja a t* de forma creciente.
Cuando esto ocurra, tenemos garantizada la convergencia semilocal de la
sucesion {r,} dada por el método de Newton en el espacio de Banach X
a partir de la convergencia de la sucesion {t,}.

dado t(), tn+1 = N(tn) :tn_ 7’L:O,1,27... (31)

Para ello, estudiamos en primer lugar la convergencia de la sucesion
escalar {t,} dada en (3.1). Notemos que si se cumplen (4;), (4y) y existe
una solucion a € (tg,t') de f'(t) = 0 tal que f(a) < 0, entonces tenemos
que la ecuacion f(t) = 0 tiene una tnica raiz t* en (to, ). En efecto, si
fla) < 0, como f(ty) > 0, entonces f(t) tiene al menos un cero t* en
(to, ) por ser continua. Ademas, como f”(ty) > 0, se sigue facilmente de
(A2) que f”(t) > 0 para t € (to,«), de manera que f’(t) es creciente y
f'(t) < 0 para t € (tp, ). También, como f'(ty) < 0, tenemos que f(t) es
decreciente para t € [t, a). En consecuencia, t* es la tnica raiz de f(t) = 0
en (o, «). Por otra parte, si f(«) = 0, entonces « es raiz doble de f(t) =0
y tomamos t* = a.

La convergencia de la sucesion {t,} queda ahora garantizada en el si-
guiente teorema.

Teorema 3.2.1 Sea {t,} la sucesion escalar definida en con f €
CA([to,t']) y cumpliendo (A1) y (As). Supongamos que eviste una solucion
a € (to,t') de f'(t) =0 tal que f(a) < 0. Entonces, la sucesion {t,} es no
decreciente y converge a t*.

Demostraciéon. Comenzamos probando que la sucesion {¢,} es monotona
y acotada. Vemos entonces en primer lugar que t, < t* para todo n =
1,2,... Como f(ty) > 0, tenemos que tg < t*. Ademas

ty —t* = N(to) — N(t*) = N'(6p)(to — t*) con 6y € (to,t"),

y como N'(t) = M > 0 en [ty,t*), puesto que f(t) >0y f"(t) >0

f'(t)?

en [tg,t*), se sigue que t; < t*.

Supongamos ahora que tp < t*, para k =1,2,...,n — 1. Entonces,

tn —t' = N(tnfl) — N(t*) = N’(@n,l)(tn,l — t*) con Gn,l S (tnfl, t*)
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Luego, como en el caso k = 1, se sigue que t,, < t*.

Por otra parte, tenemos que

f(tn—l)

by —th1=—F—+% > 07

f/(tnfl)
puesto que f(t) >0y f'(t) <0en [ty,t*). Luego {t,} es no decreciente.

Por tanto, la sucesion {t,} es convergente por ser monédtona y acotada.
Luego, existe r = 1_131 tn tal que r € [to,t*]. Tomando ahora limites en
n o0

tnt1 = N(t,), n > 0, obtenemos que f(r) = 0, y como t* es la Gnica raiz
de f(t) =0 en [ty,t*], se sigue que r =t*. ®

Antes de ver que la sucesion {¢,} dada por es mayorizante de
la sucesion de Newton {z,} en el espacio de Banach X, probamos un
lema técnico que utilizaremos posteriormente. Este lema esta basado en el
operador

Lp(x) = [F'(2)] ' F"(2)[F'(2)] " F(z) € L(X, X),

que se conoce como grado de convexidad logaritmico (ver [57, [64] [65] [66]).
La idea fundamental que utilizaremos es que si ||T,11 — n|| <ty — tn,
se verifica:

|Tni1 — Znl| =

tn
g/ Li(t)dt = tusr — t.

tn—1

/.xn Lp(x)dx

Comenzamos obteniendo un lema técnico que de informacion sobre el
operador Lp.

Lema 3.2.2 Sea f € C?([ty,t']) con to,t' € R. Supongamos que se
cumplen las condiciones (A1) y (Ag), que existe a € (to,t') tal que f'(a) =
0 y que B(zo, . —tg) C Q. Entonces, para cada x € B(xg, —ty), existe el
operador Lp(z) = TF"(x)T'F(z), donde T' = [F'(z)]™', y es tal que

L@l < LOIF@I pors le-ml<t-n. (2

Demostracién. Comenzamos demostrando que existe I' = [F”(z)] 7!, para
todo x € B(xg, a0 — ty), v que, para t € (tp, ) con ||z — || < t — 1, se
cumple ademés que

/'(to)

IHON

ITEF (o) || < (3:3)
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1

WEST T

Para ello, consideramos
[-ToF(z) = To(F(z0) - F'(x))
S / F'(2) dz
20
- —IbLZ(F%z)+FW@@——F%m@)dz
— —FquF%x@dz—fbA:(F%zy—FW@@>dz

= —TF"(wo)( — ) ~To [ (F"() = F"(x0)) dz,

o

y tomando normas vemos que

I =ToF" (@)l < [ITollllF"(zo) [ |z — ol

Il | [ (F'() = F(a0)) d=
f”(t(]>
< —f,(to)(t—to)
+Mﬂ!A(Fﬂm+dx—mD—F%m»@—x@w.

Para z € [z, x], es decir, z = xo+7(x —x0) con 7 € [0,1], ¥ ||z — 20| <
t — 1y, tenemos

|z — zoll = 7|z — xol| < T(t —to) =to+ T(t — to) — to = u — to,
con u = tg+7(t —tg) € [to,t], de manera que a partir de (As) se sigue que
_fl/(to)

f'(to)
1

I =ToF(z)] <

(t —to)

/01 <f”(to +7(t - to)) - f”(to)) (t —to) dr

~ f'(to)
_ _f,/(t0> i . 1 t ") — f U
= ) = s (@) = 7)) d
- (10 - 7(w)

A

=1

<1,

f'(to)
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puesto que t € (to,a) y f"(t) > 0 para t € (to,«) al ser f"(to) > 0
y cumplirse (Ay), de manera que f’ es creciente y f'(to) < f'(t) < 0.
En consecuencia, por el lema de Banach sobre inversion de operadores,
tenemos que existe I' = [F'(z)] ™! y es tal que

1

_ Lol Pt 1
Ll < ||[0oF v < o < S
H H—H[ 0 (I)} H” H— 1—”]—FQF’(IE)H = '@ f’(t)’
f'(to)
1 (¢
IPF (o)) < < L)

L= [T =ToF'(z)] = f(t)
Por tanto, se cumplen (3.3) y (3.4).

Por otra parte, si z € B(xg,a—to) yt € (to, ) son tales que ||z — x| <
t — 1y, tenemos que

IE" @) < 1E" (o)l + 1 F” () = " (wo)ll < f"(t0) + (1) = f" (ko) = (1)

v (3.2) se sigue de forma inmediata. |

A continuacion, a partir del siguiente lema, vemos que {t,} es una su-
cesion mayorizante de la sucesion de Newton {x,,} en el espacio de Banach
X.

Lema 3.2.3 En las hipdtesis de lema anterior se verifican, para todo
n=20,1,2,..., las siguientes relaciones:

(Zn) Ty € B(l’g,t* — to),

f(tn)
f'(to)’

(1125) [|Zps1 — Tn|l < tppr — L.

(1in) [|[ToF (z,)|| < —

Demostraciéon. Probamos las tres relaciones (i, )—(iii,) por induccién ma-
tematica sobre n. En primer lugar, dado zg, es evidente que z; esta bien
definido y que

St .
o = aall = 0Pl < —FH00 — bty <1~
Luego se cumplen (ig)—(iiig).
Supongamos ahora que se cumplen (i )—(éiiy) paratodok = 0,1,... ,n—

1. Veamos que se cumplen también para k = n.
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Como x, =z, 1 — [F'(xn_1)] ' F(2,_1), obviamente z,, esta bien defi-
nido, puesto que existe [F'(z,_1)]"! por el lema anterior. Ademas,

[0 —@oll < [lzn = oo ll + [@a-1 — a2l + -+ + [J21 — 20|
< tp—th1+tng—th ot -+t —1
= t,—to <t —tp.
Luego, x,, € B(xo,t* — to) y se cumple (i,).
A continuacion, consideramos x € [z, 1,x,], es decir, z = z, 1 +

s(xy — xp—1) con s € [0, 1], de manera que ||z — z,_1]| = s||z, — 1| <
s(t, — ta—1). Por tanto,

|z = ol = [lwn—1 = @oll + sllwn — T
< tpr—tot S(tn - tnfl) =tlp1+ S(tn - tnfl) —to =1 — to,

cont=t, 1+ sty —tu_1) € [tn_1,tn], y como ||x —xo|| <t —ty < t* —to,
es claro que x € B(xg,t* — ty) para todo = € [z,_1,x,]. Aplicando ahora
el lema anterior se sigue que existen I' y Lp(z), asi como que

//(t)
f1(@)?

[1Lp(z)]| < [E@)[| con =ty +s(ty—tna) v sc01].

Ademés,

f() /' (to)
[Lp(2)] < = 0 f,()ll oF(2)]l;

sin mas que escribir Lp(x) = D'F"(x)I'F'(x9)ToF(x) v aplicar (3.3)) v (3.4)).

Ahora, teniendo en cuenta la tltima desigualdad y el desarrollo en serie
de Taylor, podemos escribir

ToF(z) = ToF(2n 1)+ ToF (2 1)(@ — zp 1) + / ToF"(2)(x — 2) dz

= T\F (:cn 1) + SFOF’(Q;n,l)(acn — ZTn_1)
+ F” + F"(x) — F"(xg)> (x —2)dz

- (- s>r0F(xn,1) + TR (20) (& — 7 1)’
[ Do) = ) (@ = =) de

= (= )T (1) + TP () (o — 0 1)
+ [ To(F (0 + (e = 20)

—F”(xo)> (2 — 20 1)2(1 = 7) dr.
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Como ||z — zp1]] = s||wn — Tnal] < sty — tho1) < t —t,q, para z =
Tp_1+7(x —x,-1) con T € [0,1], tenemos que

[Zn-1 — 2ol + 7|z — zp]]
(tn,1 — to) + TS(tn — tn,1> = tnfl + T(t — tnfl) — to =Uu— t(),

Iz =@l <
<

donde u = t,_1 + 7(t — t,—1). Tomando ahora normas en la desigualdad
anterior, se sigue que

1
IFoF (@)l < (1= 9)IToF (@)l + SITolll F* (o)llz = na ]

1 1A

Tl [ £ (s + 7o = 0)
0

—F"(z)|||lz — zp_1]|*(1 — 7) dr

1o ft) 1)
C=) )~ 2 i)

_f/(lto) /01 (fﬂ (tn—l +7(t — tn—l)) —
f//(t[))) (tn — tnfl)Q(l —T7)dT

IN

(t —tn_1)* —

= (= ) )+ )t = 1)
1 ¢ " —u)du
_ _ﬂwﬁkl_@ﬂm1y+ﬁﬂf<wa >d]
1 , B Y — ) du
= T [f (tn1)(t tn)+/tn1f (u)(t —u)d 1
1 / _
= 7 [f(tn_1)+f(tn_1)(t tn-1)
) ) d
_
f'(to)

Tomando s = 1 en lo anterior, obtenemos v = z,, t = ¢, v ||[ToF(z,,)| <

f(tn)
f'(to)

. Luego, se cumple (ii,,). Ademas, ||Lp(z)| < Ls(1).
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Finalmente, para probar (iii,), basta ver que

[zn1 =zl =

/In Lp(z)dx
Tn—1

1
/ L (xn_l + 7(z, — xn_l))(xn — Tp_1)dT
0

< [ (s e = 20) [l = s d

1
< / Ly (tn_l +7(t, — tn_l))(tn —t,q)dr

0
tn

- / Ly(¢)dt
tn—1

= lny1 — ln,
puesto que © = x,_1 + 7(2, — 1) con T € [0,1] y

|z — ol < |zp—1 — 2ol + Tllzn — Tp|
< tn—l - tO + T(tn - tn—l) - tn—l + T(tn - tn—l) - tO =t-— t07

donde t =t, 1 +7(t, —tp_1). M

Una vez visto que la sucesion {t,} mayoriza a la sucesion {z,}, ya
podemos demostrar la convergencia semilocal de la sucesion de Newton
{x,} en el espacio de Banach X.

Teorema 3.2.4 (Teorema general de convergencia semilocal) Sean
F:QCX — Y un operador dos veces diferenciable Fréchet definido en
un dominio abierto convero no vacio €2 de un espacio de Banach X y con
valores en un espacio de BanachY y f € C?([to,t']) con to, V' € R. Supon-
gamos que se verifican las condiciones (A1) y (Az2), que existe o € (to,t'),
tal que f'(a) =0y f(a) <0, y que B(xo, t* —ty) C Q. Entonces la suce-
sion de Newton dada por {x,} converge a una solucion x* de la ecuacidn
F(x) = 0, empezando en xo, y ademds x,,x* € B(xg,t* —ty), para todo
n=20,1,2,... También lenemos que

|e* — x| <t —t, para todo n=0,1,2,...

Demostracion. A partir del lema anterior, de los resultados conocidos
sobre sucesiones mayorizantes y del hecho de que la sucesion escalar {t,}
dada por (3.1) sea convergente, se sigue que la sucesion {z,} dada por

el método de Newton es convergente. Si z* = lim =z, € B(xo,t* — to),
n——+00

veamos entonces que x* es solucion de F'(z) = 0.
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ln
Por el apartado (ii,) del lema anterior, tenemos que || F'(z,,)|| < _]]:'<(t ))’
0
para todo n = 0,1,2,... Entonces, por continuidad y pasando al limite

cuando n — +00, obtenemos que F'(z*) = 0.

Ademas, para j > 0, tenemos que

J J
”xn—l—j - xn“ S Z Hxn—&—i - xn—l—i—l“ S Z ||tn+z - t7L+i—1|| - tn—i—j - tnv
=1 =1

y pasando al limite cuando j — +o00, obtenemos que ||z* — z,|| < t* —t,,
paratodon=0,1,2,... N

Como ocurria en el capitulo anterior, una vez visto el anterior teorema
general de convergencia semilocal tenemos la necesidad de construir la
funcién escalar f, lo que dependera de las condiciones que elijamos en
(A1) v (Ag). En la seccion siguiente estudiamos tres situaciones diferentes.

3.2.1. Unicidad de solucion

Damos a continuacién un resultado de unicidad de solucién cuando
estamos en las condiciones del teorema anterior.

Notemos que si f tiene dos ceros reales t* y t**, tales que ty < t* <
t**, entonces también podemos dar el siguiente resultado de unicidad de
solucion de la ecuacion F(x) = 0.

Teorema 3.2.5 Bajo las condiciones del teorema[3.2.4, la solucion x* es
anica en B(zg, t™ —to) NQ si t* < t** 0 en B(xo, t* — to) si t* = t**.

Demostracién. En primer lugar, suponemos que t* < t** y que y* es otra
solucion de F(z) = 0 en B(xg, ™ — tp) N 2. Entonces,

ly" = @oll < p(t™ —to) con pe (0,1).

Probaremos por induccion matematica que [jy* — || < p?" (£ — tp),

para todo k = 0,1,2,... Por hipotesis de induccién consideramos que la
desigualdad anterior se verifica para k = 0,1,...,n. En consecuencia se
sigue que

" = 2l = | = Tu(Fy) = Flza) = F'(2a)(y" — )

= |- [ (e - ) - 2
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3P o)y — )

— H — Fn(/ol (F”(mn +7(y* — xn))

~F"(w0) ) (1 = T)(y" — ) dr

5P )y — o)) |

Como ||, + 7(y* — x,) — xol| <t + 7(t* — t,,) — to, entonces

Iy = sl < IOl (G1F" o)l + |

—F @)1= 7 drlly =zl

F”(xn +7(y" — a:n))

1 1 " ! " *x
< i (3w [ (£ ot =)
~fa0) 1= 7))l =
H * 2
AL

donde u = ;f”(to) + /01 (f”(tn + 7t — tn)> - f”(to)> (1—7)dr.

Por otra parte, procediendo de manera analoga, tenemos que

fltn) _ 1
Fltn) — Flta)
—F () (" = 1))

T tn—i—l B tn +

(F(7) = £ (1)

- ([ ro=re)e—oa
ol )~ t)?)
"
+;f”(t0)) (" — t,)? = —f,én) (7 — 1),
b
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Por tanto,
o tn—‘rl
(t** _ tn)2

H tn—‘rl

* 2
YV — x| <
I =l < et

ly" =zl

(o (" = 1))

Consecuentemente, y* = x*, puesto que lim =z, = x".
n——+0o0o

En segundo lugar, si t** = t*, la unicidad de solucion se sigue de forma
analoga al caso t* < t**, probando ahora por inducciéon que ||y* — z,|| <

t** —t, =t* —t, y teniendo en cuenta que lim ¢, =¢*. N
n—-+0o00

3.2.2. Convergencia cuadratica del método de Newton

Terminaremos esta seccion viendo que la convergencia del método de
Newton es cuadratica bajo las condiciones (A;)—(A3). Para ello, utilizamos
la técnica de Ostrowski [97], a partir de la cual obtenemos el siguiente
resultado, cuya demostracion omitimos por ser totalmente analoga a la del
teorema [2.5.151

Si f tiene dos raices reales positivas t* y t** tales que t* < t**, entonces
podemos escribir

f@) = (" =)t = t)g(t)

con g(t*) # 0y g(t**) # 0. A continuaciéon, damos un resultado que pro-
porciona estimaciones del error para el método de Newton.

Teorema 3.2.6 Sea la funcion f € C?([ty,t]) con to,t’ € R cumpliendo
(A1) y (Az). Suponemos que f tiene dos raices reales positivas t* y t*™.
(i) Sit* < t**, entonces

/_ml _ 92’”

(t** o t*)AZ”
VM, — A2

<t'—t, < n >0,

£ t* ) .
donde 6§ = VI A = —\/M;, m; = min{H,(t);t € [0,t"]},

o
My = méx{H,(t);t € [0,£*]}, Hy(t) = ((tt* - tt))gg’((tt))—_ 5(%)

que 0 <1y A<1.

y siempre
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(1) Sit* =t**, entonces
mitt <t —t, < Mt*,
donde my = min{ Hy(t);t € [0,t*]}, My = max{H(t);t € [0,t"]},
Hy(t) = (t" —1)g'(t) — g(t)
(t* —1)g'(t) — 29(t)
Nota 3.2.7 Observamos a partir del teorema anterior que si t* < t**,

obtenemos que el R-orden de convergencia del método de Newton es cua-
drdtico, mientras que sit* = t**, obtenemos R-orden de convergencia lineal.

y stempre que mo < 1 y My < 1.

3.3. Casos particulares

Para obtener la funcién escalar, a partir de la cual se define la sucesién
escalar {t,}, dada por (3.I)), que mayoriza a la sucesién de Newton {z,}
en el espacio de Banach X, Kantorovich considera que esta funcién es
un polinomio de segundo grado y ajusta los coeficientes del polinomio
mediante las condiciones dadas en (C)—(C3), obteniendo como ya sabemos

el polinomio:
k 9 S—S80 7

p(s) = 5(8 —80)" — 3 = (3.5)

En nuestro caso, si consideramos (A1) y (As), no podemos obtener
una funcién escalar f resolviendo un problema de tipo interpolatorio, tal
y como se hace en el caso anterior, ya que (As) no permite determinar la
clase de funciones a las que podemos aplicar las condiciones dadas en (A;).

=

Para solventar este problema, podemos proceder de forma diferente.
Como ya sabemos, el polinomio (3.5 se puede construir de otra forma,
resolviendo el siguiente problema de valor inicial (ver la seccion [2.3.1)):

p”(S) — k’
p(so) = Z, p'(s0) = —;-

Notemos que el polinomio de Kantorovich (3.5) tiene la propiedad de
k
que p(s + so) = p(s), donde p(s) = 552 - ; + Z Por lo tanto, las suce-

siones escalares del método de Newton que se obtienen a partir de p y p
se pueden obtener, una a partir de la otra, mediante traslacion. Luego, los
resultados anteriores son independientes del valor de sy. Por ello, siempre
se toma so = 0, lo que simplifica considerablemente los célculos.
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Este nuevo enfoque para obtener el polinomio tiene la ventaja de que
permite generalizar el procedimiento anterior a las condiciones (A1) y (As),
y construir asi la funcién real f en las condiciones generales aqui plantea-
das. Veamos a continuacion tres casos distintos (ya conocidos) que se pue-
den ver como casos particulares de nuestro teorema general de convergencia
semilocal probado en la seccién anterior.

3.3.1. I es Lipschitz-centrada

Supongamos en primer lugar que las condiciones (A;) y (As) se reducen
respectivamente a las siguiente condiciones:

(A1) |ITo|l < B, [IToF (20)|| < n, |F"(20)|| < M,
(Ay) ||F"(z) — F"(x0)| < kl|lz — 20| con z € Q.

Observamos facilmente que la condicion (A,) implica la condicion (Cs)
del teorema de Newton-Kantorovich. Por otra parte, puede comprobarse
facilmente que para encontrar una funcion real, a partir de las condiciones

(A1) y (A2), basta con resolver el problema de valor inicial:
C"(t) = M+ k(t — to),

1
Clt) = 2, ((to) = —

B’ B’
cuya solucion es el polinomio ctibico
t)=—(t —to)* + —(t —to)* — = 3.6

~ Notemos que el polinomio (3.6)) tiene la propiedad de que ((t +ty) =
¢(t), donde

Asf que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos ¢y = 0.

Obsérvese que el polinomio ((t) satisface las condiciones del teorema
y por tanto podemos garantizar la convergencia semilocal del método
de Newton en el espacio de Banach X. En particular, a partir de nuestro
resultado general, se deduce facilmente el siguiente teorema de convergen-
cia.
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Teorema 3.3.1 Sea F' : Q@ C X — Y un operador dos veces conti-
nuamente diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convexo
no vacio ) de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de
Banach Y que satisface las condiciones (A1) y (As). Sea ((t) el polino-
mio definido eg con ty = 0. Supongamos que ((a) < 0, donde

o= , y B(xo,t*) C Q, donde t* es la raiz positi-
MpB+\/B(2k + M?p)

va mdas pequena de ((t) = 0 con to = 0. Entonces, la sucesion de Newton

dada por {x,} converge a una solucion x* de F(x) =0, empezando en xo,

y ademds x,,x* € B(xg,t*), para todon =0,1,2,...

Notemos que el polinomio (3.6) con ¢ty = 0 tiene un maximo en

2
MpB —\/B(M?B + 2k)
y un minimo en
2
t=a« > 0.

T MB+ JB(M2B + 2k)

Notemos también que si el polinomio (3.6]) con ¢, = 0 verifica {(a) < 0,
entonces tiene una raiz negativa y dos raices positivas t* y t**, tales que
t* < a < t**, siendo su gréfica como la que aparece en la figura [3.1]

+* o T

Figura 3.1: Grafica del polinomio ((t) con to =0

También deducimos del estudio realizado que la solucion z* de F'(z) = 0
es tnica en B(xo,t™) N Q si t* < t** 0 en B(x,t*) si t* = t**. Ademas,
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siguiendo la técnica de Ostrowski [97], se prueban ciertas estimaciones a
priori del error, que conducen a la convergencia cuadratica del método
de Newton cuando t* < t* y a la convergencia lineal del mismo cuando
t* = t**, teniendo en cuenta que se satisfagan las condiciones (A4;) y (A2).

En [61] aparecen estos resultados que se deducen de nuestro resultado
general. Ademas, recordamos que la condicion ((«) < 0 se puede sustituir
por otras equivalentes o més faciles de probar, véase de nuevo [61] y las
referencias que alli aparecen.

3.3.2. F" es Holder-centrada

En segundo lugar, suponemos que las condiciones (A;) y (Ay) se redu-
cen respectivamente a:

(A1) [IToll < B, [ToF (zo)|| < my [1F" (o) ]| < M,
(A2) [|F"(x) = F"(xo)|| < kllz — ol?, z € Q, p € [0, 1].

Como en el caso anterior, resulta facil ver que la condicion (Ay) implica
la condicion (C5) del teorema de Newton-Kantorovich. Analogamente a
la situacion anterior, puede comprobarse facilmente que para encontrar
una funcion real a partir de las condiciones (A1) y (Az), basta resolver el
problema de valor inicial:

O"(t) = M + k(t — to)?,
1
plto) = 5. ¢lto) =5,
cuya solucion es la funcion
k M t—t n
I — S il S E R A 3.7

Obsérvese que si p = 1, la funcion (3.7)) de reduce al polinomio (3.6)).

Notese que la funcion (3.7) tiene la propiedad de que p(t + to) = (1),

donde . M ,
o(t :—tp+2+ft2—*—|—ﬁ'
=inere” T2t et

Asf que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos ¢y = 0.

Observamos también que la funcion ¢(t) satisface las condiciones del
teorema y por tanto podemos garantizar la convergencia semilocal
del método de Newton en el espacio de Banach X. En particular, tenemos
el siguiente teorema de convergencia, que aparece en [61].
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Teorema 3.3.2 Sea ' : Q) C X — Y un operador dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convexo no vacio )
de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y que
satisface las condiciones (A7) y (A3). Sea o(t) la funcion definida en (3.7).
Supongamos que eziste una solucion o > 0 de ¢'(t) = 0, tal que p(a) <0,
y B(xg,t*) C Q, donde t* es la raiz positiva mds pequena de o(t) =0 con
to = 0. Entonces la sucesion de Newton dada por {z,} converge a una
solucion x* de F(x) = 0, empezando en xo, y ademds, x,,z* € B(x,t*),
para todon =0,1,2,...

Analizando las derivadas de ¢(t) con tg = 0, vemos que ¢'(t) es creciente
sit >0y, como ¢(0) <0y ¢(t) > 0 para t suficientemente grande, la
ecuacion ¢'(t) = 0 tiene una tnica raiz positiva a. Luego, a es un minimo
de ¢(t). La condicion necesaria y suficiente para que ¢(t) tenga raices
positivas es que p(a) < 0. Ademads, como ¢ es estrictamente creciente y
©(0) > 0 en («, +00), la funcion ¢ tiene dos raices reales positivas t* y **
tales que t* < o < t**.

También deducimos del estudio realizado que la solucion z* de F/(z) =0
es tnica en B(xo, t**)NQ sit* < t** o en B(xg,t*) si t* = t**. Siguiendo otra
vez la técnica de Ostrowski [97], se prueban ciertas estimaciones a priori
del error, que llevan, suponiendo que se cumplen las condiciones (A;) y
(Ay), a la convergencia cuadratica del método de Newton cuando t* < ¢**
y a la convergencia lineal del mismo cuando t* = t**.

3.3.3. [ es w-centrada

En tercer lugar, suponemos que las condiciones (A;) y (Asz) se reducen
respectivamente a:

(A1) IToll < B, IToF (zo)ll < . |[F" (o) < M,

(A2) |F"(x) — F"(z0)|| < w(||lz — aol), para ||z — zo|| <t —to y donde
w : [0,+00) — R es una funcién continua no decreciente y tal que

w(0) = 0.
El correspondiente problema de valor inicial a resolver en este caso es:

¢"(t) = M +w(t = to),

noy 1
o(to) = =, ¢'(to) = —7
(o) 3 (o) 3
En el siguiente resultado calculamos la funcion solucion del problema
de valor inicial anterior.
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Teorema 3.3.3 Supongamos que w(t — ty) es una funcion continua para
todo t € [to,t'], con t' > tg. Entonces, para cualesquiera nimeros reales
B #0,ny M, existe una unica solucion ¢(t) en [to,t'] del problema de
valor inicial anterior, que es:

t— to n

5 Ty to>0. (3.8)

Obsérvese que si w(z) = kz o w(z) = k2P, la funcion (3.8)) se reduce a
las funciones (3.6) o (3.7) respectivamente.

Para poder aplicar el teorema , la ecuacion ¢(t) = 0 tendra que
tener al menos una raiz mayor que ¢y a la que habra que asegurar la con-
vergencia de la sucesion escalar {t,}, a partir de ;. Estudiamos entonces
la funcion ¢(t) dada en (3.8]).

o(t) = /t: /t:w(z — to) dzds + ]\24@ ~ to)?

Teorema 3.3.4 Sean ¢(t) la funcion definida en (5.8) y w la funcion de-
finida en (Aj).

a) Si existe una solucion a >ty de la ecuacion

¢'(t):/tw(z—to)dquM(t—to)—;:0, (3.9)

to

entonces « es el inico minimo de ¢(t) en [tg, +00) y ¢(t) decrece en
[to, CE).

b) Si ¢p(a) <0, entonces la ecuacion ¢(t) = 0 tiene al menos una raiz
en [to, +00). Si denotamos por t* a la menor raiz de ¢p(t) = 0 en
[to, +00), se tiene ademds que to < t* < .

Demostracion.

a 1

(@) - Como ¢'(0) = [ w(Eto)de — 7 =
to

[to, +00), entonces « es un minimo de ¢ en [ty, +00). Ademas,

como ¢ es convexa en [tg, +00), se sigue que « es el inico minimo

de ¢ en [ty,+00) y ¢ es creciente en [ty, +00).

0y ¢"(t) = w(t;tg) > 0 en

1
- Por otra parte, como ¢'(tg) = 5 <0, ¢(a) =0y ¢ es cre-

ciente en [ty, +00), entonces ¢'(t) < 0 en [ty, ). Luego ¢ es
decreciente en [y, @).
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(b) - Si ¢(a) < 0, como ¢(tg) = Z > 0, entonces ¢ tiene al menos

una rafz t* en (ty, ) por ser continua. Como ¢ es decreciente
en [ty, ), entonces t* es la tnica raiz de ¢ en (to, a).

- Si ¢(a) = 0, entonces « es raiz doble de ¢ y tomamos t* = «.
|

Teniendo en cuenta las hipotesis del teorema anterior, la funcion ¢(t)
satisface las condiciones del teorema y garantiza asi la convergencia
semilocal del método de Newton en el espacio de Banach X. En particular,
tenemos el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 3.3.5 Sea ' : QQ C X — Y un operador dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convero no vacio
Q0 de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach'Y
que satisface las condiciones (A1) y (Az2). Sea ¢(t) la funcion definida en
(@. Supongamos que ¢(a) < 0, donde v es una raiz de (@) tal que
a > tg, y B(xo, t* —tg) C Q. Entonces la sucesion de Newton dada por
{z,} converge a una solucion x* de F(x) = 0, empezando en xq, y ademds,
T, x* € B(xo,t* — ty), para todon =0,1,2,...

Demostraciéon. Demostraremos el teorema [3.3.5] a partir del teorema
3.2.4] Para ello, tenemos que ver que la funcion ¢(¢) definida por (3.8)
cumple las condiciones (A;) y (As) del teorema Esta claro que
¢ € CH([ty,t']) con t > t*. El cumplimiento de (A;) es obvio y el de
(As) se sigue inmediatamente, ya que ||F"(x) — F"(xo)|| < w(||x — zo||) <
w(t —to) = @"(t) — ¢ (to) para ||z — xo|| <t —to. W

Noétese que la funcion (3.8)) tiene la propiedad de que ¢(t + to) = @(t),
donde

— _ Tt s M ¢ n
¢(t)—/0 '/0 w(z>d2d8+?t2_5+3.

Asi que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos ¢y = 0.

3.4. Aplicaciones

Como hemos indicado en la introduccion, el objetivo principal de este
capitulo es exigir condiciones mas fuertes que (C3) al operador I’y que
permitan una modificacién del dominio de puntos de salida para el método
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de Newton con respecto al dado por Kantorovich bajo las condiciones (C} )—
(C5) en el teorema de Newton-Kantorovich. Veamos a continuacion tres
situaciones diferentes en las que por un motivo u otro se mejora lo hecho
por Kantorovich a partir de las condiciones (A;) y (A2) aqui presentadas.

Las situaciones contempladas son casos particulares de las conocidas
ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto, que como ya
se ha indicado en el capitulo [2] son frecuentes en muchas aplicaciones del
mundo real y son de la forma

x(s) = u(s) + il/ab Gi(s,t)H; (a:(t)) dt, s € [a,bl,

donde —oco < a < b < 400, GG, H y u son funciones conocidas y x es una
funcion solucion a determinar.

En particular, nosotros consideramos en este capitulo ecuaciones de la
forma:

2(s) = u(s) + / bG(s,t)()\x(t)?’ +0x(t)*P)dt, s €fab],  (3.10)

p € [0,1] y \,0 € R, donde u es una funcion continua en [a, b] y el ntcleo
G es la funcion de Green en [a, b] X [a, b].

La resolucion de la ecuacion integral (3.10]) es equivalente a resolver
la ecuacion F(x) = 0, donde F : Q C C([a,b]) — C([a,b]), @ = {x €
C([a,b]); x(s) = 0,5 € [a, 0]} ¥

b

[F(@))(s) = a(s) = u(s) — [

a

G(s,t) (Ax(t)® + dx(t)*'7) dt,

s € [a,b], p€[0,1] y A\,6 € R. En este caso,
[F)l(s) = (s) — [ Glo ) (3Aalt)? + (2 + p)ae(t) ) y(r) i,

[F"(2)(y2)](s) = — /a G5, 1 (6A2(t) + (2 + p)(1 + p)ox(t)?) =(t)y(t) dt.

Obsérvese que la condicion (C3) del teorema de Newton-Kantorovich no
se cumple porque || F”(x)| no esta acotada en €2, y ademés no tiene por qué
ser sencillo localizar un dominio donde lo esté y que contenga alguna raiz
de F(z) = 0. Obsérvese también que no se cumplen ni la condicion (Ay)
ni la condicion (Ay), puesto que F”(z) no es Lipschitz continua ni Holder
continua en €2, de manera que tampoco podemos aplicar los resultados
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presentados en [61] para garantizar la convergencia semilocal del método
de Newton a una solucion de (3.10).

Como primer paso, discretizamos la ecuacion para transformarla
en un problema de dimension finita. Para ello, aproximamos la integral que
aparece en (|3.10) mediante una formula de cuadratura numérica, utilizando
la formula de Gauss-Legendre:

/bh(t) dt ~ iwih(ti)a

donde los nodos t; y los pesos w; estan determinados.

Si denotamos la aproximacion de z(t;) por z; y la de u(t;) por u; (i =
1,2,...,m), (3.10) es ahora equivalente al siguiente sistema de ecuaciones
no lineales:

{L‘Z:UZ+Zbl]()\[E?+5$?+p), i:1,2,...,m,

j=1
donde
b=t)—a) o,
! b—a -
T b—a S17 > 1.

El sistema anterior se puede escribir ahora de la forma

F(@)=7—u— B(\T+dz) =0, (3.11)
donde T = (21,22, ...,2m)", W= (ur,ug, ..., um)?, B= (by),
T= (2323, 23T y &= (a7 25", ..., 22)T. Luego

1 — Uy — Zznzl blj ()\33? + 5$?+p)
To — Uy — Z;rbzl bgj ()\CE? + 5$?+p)

T — U — 25y D (Ax? + (530?”)

A la vista de cudl es el dominio Q para la ecuacion (3.10), considera-
mos que F' : A C R™ — R™, donde A = {(z1,22,...,2y) € R™;2; >
0 para todo i = 1,2,...,m}.

Entonces

F'(z) =1 — B(3AD{(T) + (2 + p)d Dy(T)),
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donde Dy (7) = diag{z?, 22,... 22} v Dy(T) = diag{x; ™, a3y, ... zltr},
y

F'(@)yz = —B((wl + 2+ p) (1 +p)oat)yrz, ..,

T
(6)\xm +(2+p)(1+ p)éxﬁ)ymzm> )

donde ¥ = (y1,%2, -, Um)L v Z= (21,22, .., 2m) L.

Ademas, siempre que ||B[|(3|A|[| D1 (o) || + (2 + p)[d[|[ D2(To)ll) < 1

tenemos que

Mol = @) = (1= BAD: Go) + 2+ p) 303 ) )
1
1= || BII(3A Dy (o) || + (2 + p)|6]| D2(o) )

=5,

IToF'(@o)|| < [[Tol[[l (o)l
[Zo —u — B(|A[Zo + 6Z0) |

< — — =1,
1= || BII(3M D1(@o)| + (2 + p)[3][| D2 (o))
donde Ty = (&1, %o, ..., )7, To = (&3,23, ..., @)y &g = (@7, 5577, .. .,
22 P)T. También
IF"@)|| = sup |[F"(@)gzl| con ||F"@)gzl| < |IB|l|vz,7,2)l,

[7ll=1,Izl=1

donde v(T,7,7z) = ((6)\:1:1 +(2+p)(1 —|—p)5x{’)y1z1, ey (6)\xm—|— (2+p)(1+

p)5xﬁ1> ymzm>T.

Si tomamos la norma del maximo, se sigue que

1v(Z,7,2)||c = méx ‘(6)\% +(2+p)(1 +p)(5xf>yizi

1<i<m

< maX ‘6)\:1:'1 (2+p)(1 + p)oz?||yi|| 2]

IN

<m>7; (611l + 2+ p)(1+ p)Iol[271) ) Flecl 2]

< (61 1lloo + 2+ p)(L+ D)6l 2il1%) 1702l oo
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Luego,
IF" @)oo < 1Bl (61M |70 + (24 p) (1 + )] |72 ).
En consecuencia,

1E" (@) lloo < I1Blloo (611 Zolloc + (2 + p) (1 + p) 6] Tol|%) = M,

IF"(@) = F"(%0)lloo < I1Blloo (6IMIT = Folloc + (2 +p) (1 +p)[3][|7 — ol 12
y por tanto w(z) = HB|]OO(6])\|Z +(2+p)(1 +p)|5|zp).

Obsérvese que en este caso || F”(T)||. no esta acotada en general, puesto
que la funcion £(t) = 6|A[t + (2 + p)(1 + p)|0|t? es creciente. Luego no se
cumple la condicion (C3) del teorema de Newton-Kantorovich.

3.4.1. Aplicacién 1

Para solventar la dificultad que presenta la aplicaciéon de las condicio-
nes de Kantorovich, una alternativa comtn es prelocalizar las soluciones
en algin dominio {2 C A y buscar en él una cota superior para ||F"(Z)||
([52]). En el siguiente ejemplo vemos que esta alternativa tampoco la po-
demos utilizar porque no podemos encontrar a priori un dominio €2 donde
exista solucién de la ecuacion.

Sea la ecuacion del tipo (3.10) dada por
1 1
2(s) = 1 +/ G(s, 1) <x(t)3+ 41«@)3) dt, selo1]. (3.12)
0

Una vez discretizada, la solucién T* del correspondiente sistema no

lineal (3.11]) debe verificar que
¥ —* (|3 1 — % %
7l = 1= 1B (7", + 411 <o,

que no aporta restricciones para ||Z*||o, con lo que no podemos localizar
un dominio 2 C A donde ||F"(T)|« esté acotada y que contenga a la
solucion T*. Por lo tanto, no podemos asegurar la convergencia del método
de Newton a una solucién discretizada de a partir de Kantorovich.

Sin embargo, si que lo podemos hacer a partir del teorema puesto
que tomando por ejemplo m =8, to =0y Zo = (1,1,...,1)T, obtenemos
B=17248...,n=0,2499..., M =0,8571..., a = 0,5236.. .,
B(t) = (0,1449...)—(0,5797 .. .)t+(0,4285 . ..)t*+(0,0308 . . .)tg+(0,1235 Lo
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v ¢(a) = —0,0172... < 0. Asi, después de 5 iteraciones, obtenemos la
aproximacion numeérica de la solucion z* = (x%, 23, ..., z5)T que aparece en
la tabla 3.1} Ademas, como t* = 0,3596. ..y t** = 0,6822. .., los dominios
de existencia y unicidad son respectivamente:

{Teh|l Tl £0,3596...} v {le Al -1 <0,6822...}.

* *

n T, n x,
1 1,021626... || 5 | 1,302053 ...
2 11,105232... || 6 | 1,218581 ...
311,218581... || 7] 1,105232. ..
411,302053... | 8 | 1,021626. ..

Tabla 3.1: Solucién numérica de 1)

Interpolando los valores de la tabla y teniendo en cuenta que las
soluciones de (3.12) valen 1 en s = 0 y s = 1, obtenemos la solucién
representada en la figura [3.2

130
125[

1200

‘0.2“‘0.4‘ ‘0.6“‘0.8“‘1.0

Figura 3.2: Solucién aproximada de la ecuaciéon ((3.12))

3.4.2. Aplicacién 2
Sea ahora la ecuacion del tipo (3.10) dada por

Nt

2(s) =1 +/01 G(s,) (w(0)" + ;x(t) )ar sepa) (313
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Una vez discretizada la ecuacion (3.13)), con m = 8, la solucion z* del
correspondiente sistema no lineal (3.11)) debe verificar que

— —x 1 a 5
7l = 1= 1Bl (1771 + £ 17°1% ) <0,

que se cumple siempre que |[|T%]| < 71 = 1,38003... 0 ||T"||0c > 720 =
1,69922. .., donde 7r; y 79 son las dos raices reales positivas de la ecua-

1
cion escalar t — 1 — || Bl <t3 + 5t3) =0, donde ||Bl|s = 0,1235... No-

temos que mediante las condiciones (C1)—(Cs) del teorema de Newton-
Kantorovich solo podemos aproximar soluciones Z* tales que ||ZT%||. €
[0,71], puesto que podemos considerar 2 = B(0,7) N A, con r € (ry,73),
donde ||F"(T)|| esté acotada y tomar como punto de salida para el méto-
do de Newton un punto xy € €2 cumpliendo la condicion (Cy). Sin embargo,
si queremos aproximar soluciones T tales que ||7**|| > 79, no podemos
utilizar el teorema de Newton-Kantorovich porque no sabemos como elegir
una bola en la que esté 7%, ya que elegida al azar, la bola podria no conte-
ner la solucion o cortarla, en cuyo caso no podemos acotar || F”(Z)|| . Vere-
mos que utilizando las condiciones (A;) y (A4,) vy el teorema podemos
considerar ambos casos y que ademas en el primero, en el que se pueden
aplicar las condiciones (C1)—(Cs) del teorema de Newton-Kantorovich y
las condiciones (A1) y (As) junto con el teorema , mejoramos los do-
minios de existencia y unicidad de solucién, junto con las estimaciones a
priori del error que se obtienen a partir de Kantorovich.

Comenzamos con el caso en que @ = B(0,7) N A con r € (r1,rs).
Tomamos por ejemplo r = 5Y elegimos, como se hace habitualmente [50],

Zo = (1,1,...,1)T como punto de salida. En este caso

B=1,6854..., n=02349..., k=12255..., kBn=04853...<

DO | —

Luego, podemos aplicar la teoria de Kantorovich y garantizar la convergen-
cia semilocal del método de Newton a una solucion =* en Q = B(0,7) N A.
Teniendo en cuenta lo anterior y que p(s) = (0,1394...) — (0,5933...)t +
(0,6127...)t%, s* = 0,4013..., s** = 0,5669 ... y B(To,s*) C Q, obtenemos
que los dominios de existencia y unicidad de soluciéon son respectivamente:

el -1l £0,4013...} y {1 € — T <0,5669...}.

Por otra parte, si consideramos el teorema |3.3.5| y elegimos t, = 0,
obtenemos M = 0,8340..., a = 0,5479.. .,

£) = (0,1394...)—(0,5933 .. )t-+(0,4170 .. )t2+(0,0247 .. )3 +(0,1235 .. .)¢3
¢ 0,1394 0,5933 0,4170...)£2+(0,0247
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v ¢(a) = —0,0346... < 0, de manera que también tenemos garantiza-
da la convergencia semilocal del método de Newton a una solucion T* en
Q= B(0,r) N A a partir del teorema Teniendo en cuenta lo anterior
y que t* = 0,3119... y ¢ = 0,7729..., obtenemos que, bajo las condi-
ciones (A;) y (Asz), los dominios de existencia y unicidad de solucién son
respectivamente

el —T1)w<03119...} v {le||l—T|w <0,7729...}.

Vemos que estos nuevos dominios de existencia y unicidad de solucion
mejoran a los dados por Kantorovich.

Una vez garantizada la convergencia del método de Newton, aplicamos
el método y después de 5 iteraciones, obtenemos una aproximacion de
la solucion 7%, la dada por el vector T8 = (2%, 23, ..., 25)7 en la tabla
Interpolando estos valores y teniendo en cuenta que las soluciones de ((3.13])
valen 1 en s =0y s = 1, obtenemos la soluciéon x representada en la figura

3
Obsérvese que ||T"|| = 1,2763... < 3

111,019929... || 5| 1,276373. ..
21 1,096786... || 6 | 1,200456. ..
3| 1,200456... || 7 | 1,096786. ..
4| 1,276373 ... || 8 | 1,019929. ..

Tabla 3.2: Solucién numérica de 1)

A continuacion, vemos que también obtenemos mejores aproximaciones
a priori del error a partir del teorema|3.3.5[que a partir de la teoria de Kan-
torovich. Las estimaciones a priori del error y el error real podemos verlos
en la tabla 3.3} donde hemos considerado como solucion real la dada en la
tabla Observamos en la tabla [3.3]1a notable mejora de las estimaciones
a priori de error que se obtienen a partir del teorema |3.3.5) con respecto a
Kantorovich.

Por otra parte, hemos visto anteriormente que la ecuacion (3.13|) puede
tener una solucion discreta T tal que ||T%|| > re = 1,6992..., pe-
ro que no podemos garantizar la convergencia del método de Newton a
ella mediante el teorema de Newton-Kantorovich, porque no podemos fi-
jar una bola que la contenga y donde [|F"(T)||~ esté acotada. Veamos a
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22 7
2.0;
1.8; -
1.4;

12

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Soluciones aproximadas de la ecuacion (3.13])

n | 7" =7 |1 — ] Et

0 0276373... | 0,311999... | 0,401357 ...
1| 0,041380... | 0,077005... | 0,166363. ..
2 || 0,001366... | 0,008614... | 0,055542. ..
3 || 1,6157 x 107° | 0,000139... | 0,011150. ..

Tabla 3.3: Error absoluto y estimaciones a priori del error

continuacion que utilizando el teorema [3.3.5| si que podemos garantizar la
convergencia del método de Newton.

Tomamos por ejemplo Ty = (3,3,...,3)T como vector inicial para el

método de Newton, que verifica ||Zo|jco =3 > 12 = 1,6992... En un princi-
pio, tampoco podemos aplicar el teorema porque ¢(a) = 0,2910. .. >
0cona=0,0622...y

o(t) = (0,2957...)—(0,1507 .. )t+(1,1922.. )£2+(0,0247 .. )t3+(0,1235.. )3,

yaque §=6,6347...,7=1,9620...y M = 2,3845 ... Sin embargo, parece
claro que mejorando la aproximacion inicial se cumpliran las condiciones
del teorema [3.3.5] En efecto, iterando tres veces el método de Newton a



120 CAPITULO 3. Condiciones centradas para el método de Newton

partir de Ty = (3,3,...,3)T, obtenemos el vector

1,077814.. . .
1,392262. . .
1,866018. ..
2,267211. ..
2,267211. ..
1,866018. ..
1,392262. . .
1,077814.. ..

que ya si cumple las condiciones del teorema |3.3.5] puesto que tomando
como nuevo punto de salida T, = T3, obtenemos 8 = 29176..., n =
0,0423 ..., M =1,8203.. .,

o(t) = (0,0145. . )—(0,3427 .. )t+(0,9107. . )t2+(0,0247 .. )t3+(0,1235 .. )¢,

a=0,1791...y ¢(a) = —0,0166... < 0. Ademés, como t* = 0,0487...y
t** =0,3071.. ., los dominios de existencia y unicidad son respectivamente

(el —3|le<00487...} v {TeA;|l—3|lw <0,3071...}.

Observamos que el nuevo punto de salida 7, verifica que ||Zo|| = 2,2672. . .
> ry = 1,6992. .. Realizando cuatro iteraciones méas del método de New-
ton, obtenemos la solucién aproximada 7 = (z7*, 23", ..., 25*)7 dada en
la tabla|3.4] que es una solucion que esté fuera del alcance del teorema de
Newton-Kantorovich.

111,075236... || 5| 2,222620. ..
21 1,379101... || 6 | 1,836355...
3| 1,836355... || 7| 1,379101...
4| 2,222620... | 8 | 1,075236. ..

Tabla 3.4: Solucién numérica de 1)

Interpolando una vez mas los valores dados en la tabla [3.4] y teniendo
en cuenta que las soluciones de (3.13) valen 1 en s = 0y s = 1, obtenemos
la solucién z representada en la figura



Capitulo 4

Modificaciéon de las condiciones
clasicas de
Newton-Kantorovich

4.1. Introduccion

La ecuacion integral
b
2(s) = u(s) + /\/ G(s,O)H(z(t))dt, selab], AeRr,  (4.1)

donde —oco0 < a < b < +00, la funcion u(s) es continua en [a,b] y dada,
el nicleo G(s,t) es la funcion de Green y H(§) es una funciéon polinomica,
es un caso particular de ecuacion de Hammerstein de segunda clase [99].
Como ya hemos indicado, las ecuaciones de Hammerstein tienen un ori-
gen fisico importante y surgen de la dindmica de fluidos electromagnéticos
[108]. Estas ecuaciones aparecieron a principios de los anos 30 del siglo XX
como modelos generales del estudio de problemas de valores en la fron-
tera semilineales, donde el niicleo G(s,t) se presenta tipicamente como la
funcion de Green de un operador diferencial [53]. Asi, la ecuacion se
puede reformular como un problema de valores en la frontera de dos pun-
tos con una cierta condicién de contorno no lineal [19]. También aparecen
analogos multidimensionales de la ecuacion como reformulaciones de
una EDP eliptica con condiciones de contorno no lineales [83]. Ecuaciones
integrales como aparecen frecuentemente en numerosas aplicaciones
del mundo real [21]. Por ejemplo, algunos problemas considerados en la
teoria vehicular, la biologia y la teoria de colas llevan a ecuaciones integra-
les de este tipo [44]. Estas ecuaciones también se aplican en la teoria de

121
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la transferencia radiactiva, en la teoria del transporte de neutrones y en la
teoria cinética de gases (véase [68] entre otros). Destacamos ademés el pa-
pel significativo que juegan en varias aplicaciones [39], como por ejemplo
los modelos dinamicos de reactores quimicos [28], que estan gobernados
por ecuaciones de control, justificando asi su estudio y resolucion [56].

También sabemos que la resolucion de la ecuacion (4.1)) es equivalente
a resolver la ecuacion F'(x) = 0, donde F': C([a,b]) — C([a,b]) ¥

[F(2)](s) = 2(s) — u(s) — A / Gl ) H (1)) dt.
Ademas,

[F)lis) = (s) — A [ Glo, ) (0)y(0) i,

(@) (2))(s) = =2 [ Gl )" (0)=(2)y(0) .

Observamos que la condicion (C3) del teorema de Newton-Kantorovich no
se cumple en general porque || F”(x)|| no esta acotada en C([a, b]) salvo que
H sea una funcién polinémica de grado menor o igual que dos. En otro caso,
tal y como hemos visto en los capitulos anteriores, no es sencillo encontrar
un dominio © C C([a,b]) donde ||F"(x)]|| esté acotada y que contenga una
raiz de la ecuacion que pretendemos aproximar y no conocemos.

Hemos visto que para solventar el problema anterior una opcién comin
es prelocalizar una raiz x*(s) de la ecuacion en algiin dominio  C
C([a,b]) y buscar una cota superior para ||F”(x)|| en él ([52]). En este caso,
una solucion z*(s) de verificara que

2" ()] = L = [AIN][H (2" (s))]| <0, (4.2)

b
donde L = |ju(s)|| vy N = r[neg(/ |G(s,t)|dt. Entonces, a partir de 1)

se trata de encontrar una region Q2 C C([a, b]) que contenga a z*(s). Ahora
bien, sabemos que puede ocurrir que la ecuacion (4.2)), que debe verificar
x*(s), se cumpliese en diferentes regiones del espacio, de manera que si
la ecuaciéon tuviese méas de una solucién, solo podriamos prelocalizar
aquellas soluciones x*(s) que cumpliesen que ||z*(s)|| € [0,7] o ||z*(s)| €
[r1,72], donde r, r1 y r9 son soluciones reales positivas de la ecuacion escalar
¢ — L — |A\NJ|H()| = 0. En otro caso, es decir, cuando las soluciones
cumplan [|z*(s)|| > 73, donde r3 es una solucion real positiva de la ecuacion
escalar anterior, el problema queda abierto. Notemos que si la ecuaciéon
escalar anterior no tiene raices reales positivas, no obtendremos condiciones
para prelocalizar una raiz de la ecuacion.
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En este capitulo daremos una alternativa a la situacion anterior de
prelocalizar las raices de la ecuacion (4.1) que ademds dé respuesta a si-
tuaciones que no resuelve la prelocalizacion de raices. Notemos que, como
hemos indicado, si H(z(t)) = ap + a1x(t) + - - - + a;x(t)’, a; € R, se pueden
aplicar las condiciones dadas por Kantorovich en el caso en que ¢ < 2,
pero en general no es asi para ¢ > 2. Asi, nuestra idea en este capitulo
consiste en generalizar las hipotesis del teorema clasico de Newton-
Kantorovich, fundamentalmente modificando las condiciones (C)—(C3) de
la siguiente forma:

(I) existencia de 'y = [F’(xo)] e L(Y, X), para algtin zo € Q, ||| <
B, ICoF(x0)|| <1, ¥ |IFD(20)|| < bsyconb; €ERy i =2,3,...,m—1,

(I1) [|[FU™(z)]] < M para x € Q.

En esta situacion, siempre podemos conseguir, sea cual sea el valor de
i (i=2,3,...,m), que se verifiquen las condiciones anteriores de conver-
gencia, ya que |[F®(z)| estara acotado considerando apropiadamente el
valor de m.

Evidentemente esta generalizacion conduce a una variaciéon en la técnica
del principio de la mayorante utilizado por Kantorovich para probar la
convergencia semilocal del método de Newton. En concreto, habra que
sustituir el polinomio de segundo grado que obtiene Kantorovich a partir
de las condiciones <Cl)*<03) del teorema clasico de Newton-Kantorovich,

p(s) = 53 — E + B, para construir la sucesion mayorizante de la sucesion

de Newton en el espacio de Banach X, por un polinomio de grado m, y la

condicion kfBn < —, que garantiza la existencia de raices reales positivas del

polinomio de Kantorovich p, por la correspondiente condicion que garantice
la existencia de raices reales positivas del polinomio de grado m.

En [9] podemos ver un interesante trabajo en el que se presenta un
estudio analogo para ecuaciones polinémicas en espacios de Banach y en
el que se utiliza una técnica diferente a la de Kantorovich, que esta basada
en algunas ideas dadas en [61].

En la seccion establecemos la convergencia semilocal del método de
Newton en espacios de Banach bajo las condiciones (I) y (II). Para ello,
utilizaremos el principio de la mayorante construyendo la sucesion mayori-
zante adecuada a las condiciones (I) y (/). Obtenemos también dominios
de existencia y unicidad de solucion utilizando el significado teérico del
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método de Newton y damos un resultado general acerca de las estimacio-
nes a priori del error que conduce a la convergencia cuadratica del método
de Newton.

Terminamos el capitulo con la seccion estudiando dos ecuaciones
particulares de , en las que se pone de manifiesto la desventaja de las
condiciones del teorema de Newton-Kantorovich con respecto a las presen-
tadas en este capitulo. Adelantamos que Kantorovich necesita prelocalizar
la solucién de la ecuaciéon y elegir un buen punto de salida para poder
aplicar el método de Newton, mientras que nosotros, bajo las nuevas con-
diciones, solo necesitamos elegir un buen punto de salida para obtener la
convergencia del método de Newton.

4.2. Convergencia semilocal

Vamos a demostrar la convergencia semilocal del método de Newton
bajo las condiciones (I) y (I1) utilizando el principio de la mayorante tal
y como hace Kantorovich en [75] a partir de las condiciones (C1)—(C}3) del
teorema clasico de Newton-Kantorovich. Para ello, construiremos una
sucesion real {¢,} que mayorice a la sucesion de Newton {x,} en espacios
de Banach. Para obtener la sucesion real mayorizante {t,} definiremos en
primer lugar una funcion real f(t), definida en [to,t'] C R, a partir de la
cual construiremos dicha sucesiéon como:

dado tg, t,=t,.1—“"——=, MEN. (4.3)

Para obtener la funcion real f(t), procedemos como hace Kantorovich
a la hora de construir, a partir de (01)7(03) y teniendo en cuenta sy = 0,

su polinomio cuadrético p(s) = 53 - = —|— —. Resolvemos el problema de

tipo interpolatorio definido por las condiciones (I) y (/I), dadas para el
operador F', buscando una funcion real f(t) tal que

1 _ J(to) _
Fi) - T T

0)
fO%ty) =b;, con i=2,...,m—1.
(t

Fo(t) = M,

Asi, obtenemos que f(t) es el polinomio de grado m dado por

M b1 by

F(t) =~ (t—to)"+ o Ll

Ty (4.4)

H(t=to)" b T ()

(m—1)!
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Evidentemente el polinomio (4.4]) satisface todas las condiciones exigidas,
que son las condiciones de un problema de interpolacion de Taylor.

Nota 4.2.1 Para sequir con el mismo hilo conductor que hemos marca-
do a lo largo de esta memoria, notemos que el polinomio f(t) de grado m
dado en también se puede obtener de forma diferente, sin utilizar un
ajuste interpolatorio, sin mds que resolver el siquiente problema de valor
inicial de orden m:

1
y(ty) = g () ==
y”(t()) — b27 y”/(tO) - b3a e 7y(m71)(t0) — bm—1~

Como es bien conocido [75], necesitamos que este polinomio tenga al
menos una raiz real t* tal que t* > ¢, y que la sucesion {t,} definida en
converja a t* de forma creciente. La convergencia de {¢,} asegura-
rd entonces la convergencia de la sucesion {z,,} dada por el método de
Newton en el espacio de Banach X. Para ello, comenzamos analizando el
polinomio (4.4) en el siguiente resultado. A partir de ahora, denotaremos
q = min{t > to; f'(t) > 0} y f(t) el polinomio definido en (4.4).

Teorema 4.2.2 Si f(q) < 0, entonces el polinomio f(t) dado en
tiene dos raices reales t* y t** tales que to < t* < g < t**.

1
Demostracion. Como f'(ty) = ~5 <0, f"(t) > 0y f'(t) > 0 cuando

t — 400, entonces existe una tnica raiz de f'(t) = 0 en (to, +00), que
denotamos por ¢ y, en consecuencia, f(t) = 0 tiene dos raices reales t* y
t** en [tg, +00), tales que t* < ¢ <t*™*. B

A continuacion, probaremos que la sucesion {t,} dada por (4.3)) con-

verge a t* de forma creciente.

Teorema 4.2.3 Si f(q) < 0, entonces la sucesion {t,} dada por
converge de forma creciente a la raiz t* de la ecuacion f(t) = 0.

t
Demostracidén. Si definimos ¢ — }C/((t)) = ¢(t), resulta evidente que ¢(t) =
F(0"(1) , F(to)
S Oen [, t*]. Ad b —tg = — > 0.t
(D)2 > 0 en [to, t*]. Ademés, como t; — tg Pty = enemos que

ty1 > to. Por otra parte, como

tl — t* = g(to) — g(t*) = gl(eo)(to — t*) con 90 € (to,t*>,
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se sigue que t; < t*. En consecuencia, tg < t; < t*.

Procediendo analogamente por induccion, se sigue que la sucesion {t,}
es creciente y esté acotada por t*. Luego existe [ = lim t,. Pasando ahora

o 1)
(1)

al limite en la definicion de {t, } dada en (4.3)), obtenemos que [ =1 —
de donde se sigue que f(I) = 0. Por tanto, [ =t*. =

El siguiente paso es ver que {t,} es una sucesion mayorizante de la
sucesion de Newton {x,} en el espacio de Banach X. Para ello, probamos
las siguientes relaciones de recurrencia.

Lema 4.2.4 Supongamos que x, € Q, para todo n > 0, y f(q) < 0.

Entonces, para todo n > 1, se cumplen:
(&) (Tl = [I[F"(za)) 7| < -
()

(i) |FO ()| < fOtn), i=2,3,...,m—1,

(#i2) |[F(n)ll < f(tn),

(10) |[zn1 — 2l < tnsa — tn.
Demostracion. Demostraremos los items (i)—(iv) por induccion sobre n.
El caso n = 1 se sigue analogamente a como lo hacemos luego en el paso

inductivo. Supongamos entonces que se verifican paran =1,2,...,k —1
y veamos qué ocurre para n = k.

Para probar (i), vemos primero que existe 'y = [F’(z)]~!. Para ello,
observamos que

m—1 1

[ =Ty F'(z) = I- Fk—l( 2 (i—1)!

=1
1 T
F(m) . m—2d >
+7(m— ) /Ikl (2)(z) — 2) z ),

FO (2 1)(xp — 2p-1)""

sin mas que tener en cuenta el desarrollo en serie de Taylor. Tomando
ahora normas, tenemos que

m—1 1

1 = T P ()| < ka1|\< > WHF(")(MJHH% I
1=2 '

1 1 m
gy [P e+t = )|
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x(1—1)"2|lzp — 2| ™" dt)

+<m1_2)! /01 £ (tmr + tltx — trr) ) (1= O™ 2 (8 — o)™ dt>
= (5 et
+(m1_2)! tt £ (2) (1 — 2)m2 dt)
= g - ) =1 gt <
puesto que S(t) € (0,1) porser tp_1 <t <t*y f"(t) > 0en [tg,+00).

J'(t—1)

Por tanto, por el lema de Banach sobre inversién de operadores, existe I';,
y

I/ (te—1)
Iyl < = — .
f(tk-1)
Para probar (ii), consideramos cualquier ¢ € {2,3,...,m — 1} y por el

desarrollo en serie de Taylor vemos que
F(i)<$k) = FO (Tr-1) + F(iJrl)(xkfl)(xk — Tp_1)

1 ..
+§F(H—2) ($k,1)($k — l’k,1)2
1

. —F(m 1) _ m—1—i
+-+ (m—1—14) (xp—1)(x) — Tp—1)
1 Tk

(m—l—z)' Th 1

m—i
FOH=D (g ) (g — 2p_1)7 7

+

F () (z), — 2)™ 0 dz

]=1

+

1 z .
/ ’ F () (z), — 2)™ 1 dz.

(m - ]_ - /l:)! k—1
Tomando de nuevo normas, se sigue que

m—i

1 IF(”’ D(@r-) ok — zraalP

J=1
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1 -
(m—l—z)'/o |7 (s + tan = i)

X(l — t)miZHZEk — xklemii dt

_|_

= 7:_1 T - o ) (= )
+(m—11 i)!/ 7O (ties + (b — tie)
X (1 — )™ 2(tp — tpq)™ " dt
e [ I = ),

Para probar (iii), basta con aplicar de nuevo el desarrollo en serie de
Taylor:

mll

F(zy) = Z ZF(l (p—1) (2 — Tp1)’
i=0
1 Tk
+— F™ (2)(x — 2)™ dz

( = DM ays

| )
7F( )(SUk 1)(% - xqu
— U

1 1
(m) _
+(m —1)! /o F (xk_l +H Ik_1)>

X(l — t)m_l(l‘k — {L‘k_l)m dt,

ya que F(xg_q1)+ F'(zg_1)(zr — 25—1) = 0 sin més que utilizar la expresion
del método de Newton de forma conveniente. Tomando una vez mas normas
tenemos que

1
7\|F( )|z — Ky

<m /HF (i1 + = i)
x(1- >m e =z | dt

£ )(tkq)(tk —tp1)'

Il < mz

IN

|

f‘\»—

1=2

g ) 1 e+ = )

+
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x(1 =)ty — tp_q)™dt

— ; ;f(i) (tkfl)@k _ tk71)i
+(ml—1)! /t:: FM ()t — )"t dz
= f(tr)

sin mas que anadir la expresion f(tx_1) + f'(te—1)(tx — tx—1) = 0.

Finalmente, la demostracion de (iv) se sigue de manera inmediata,
puesto que

_ f(t)
f'(t)

ki1 = @l < ITRIIE ()] <

=1lpr1 —tx. N

Notemos que en los items (7), (ii) y (iv) del lema anterior son triviales
para n = 0 y que el item (ii7) no se necesita para probar el item (iv), ya
que se sigue de la condicion inicial ||ToF'(zo)|| < n.

Una vez visto que la sucesion {t,} mayoriza a la sucesion {x,}, ya esta-
mos en condiciones de garantizar la convergencia semilocal de la sucesion
de Newton {z,} en el espacio de Banach X, lo que hacemos en el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.5 Sea F : Q C X — Y un operador m (m > 2) veces conti-
nuamente diferenciable Fréchet definido en un dominio abierto convexro no
vacio 2 de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach
Y. Supongamos que se cumplen las condiciones (1) y (11). St f(q) <0,
donde f(t) es el polinomio definido en y q =min{t > to|f'(t) > 0}, y
B(zg, t*—tg) C Q, entonces la sucesion de Newton converge a una solucion
x* de la ecuacion F(x) = 0, empezando en xy, y x,,x* € B(xg,t* — ty),
para todo n > 0. Ademds,

|lo* — x| <" —tn, n>0.

Demostraciéon. A partir de (I) y (/1) es claro que z; esta bien definido
y que

f(to)
f'(to)

|21 = @ol| = [[ToF (zo)|| <n=— =t1— 1o <1" —to,

luego 1 € B(xo, t* — to) C L.
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Aplicamos induccion para ver que ,, € B(xg,t*—ty). Suponemos enton-
ces que x,, esté bien definido, z,, € B(zg,t* — 1) v ||Tni1 — Tn|| < ths1 —ta,
paran=12,....k—1.

Por el lema anterior tenemos que existe I'y_; y es tal que ||['y_q|| <

1
————. Luego, z; esta bien definido. Ademaés, como ||z,+1 — z,| <

J'(tr-1)

thi1 —ty, paran =1,2,... k— 1, entonces
ok —zoll < floe — kel + -+ + [lzn — 2o
< (tk—tk_1)+"'+(t1—tg):tk—t0<t*—t0.

Luego x; € B(xg,t* — tg). También por el lema anterior tenemos que
[F (@)l < f(te) y

;,((Z)) = lgt1 — k.

[k 1 — zill = ([T F (i) | < [Tell[[F ()] < —

En consecuencia, la sucesion {z,, } esta bien definida y z,, € B(xo,t*—to)
para todo n > 0. Ademads, como ||z,41 — x| < thi1 — t,, para to-
do n > 0, la sucesion {t,} mayoriza a {x,}, y en consecuencia, exis-
te 2" = limz, € B(zg,t* —tg). Veamos ahora que x* es solucion de la
ecuacion F(z) = 0. Por el apartado (ii7) del lema anterior, tenemos que
|F(x,)|| < f(tn), para todo n > 0. Entonces, por continuidad y pasando
al limite cuando n — +o00, obtenemos que F(z*) = 0.

Finalmente, para j > 0, tenemos que

J J
s — Toll <D NTnti — Togicall <D tnsi — tagict || = tars — tns
i=1 i=1
y pasando al limite cuando j — +00, obtenemos que ||z* — z,|| < t* —t,,
paran > 0. H

Notemos que como caso particular del resultado anterior se encuentra
el teorema clasico de Newton-Kantorovich.

A continuacion, damos un resultado sobre la unicidad de soluciéon. Des-
tacamos que también generaliza el resultado conocido de Kantorovich bajo
las condiciones clasicas (C})—(C3). Previamente, damos un resultado nece-
sario para la demostracion de la unicidad.

Lema 4.2.6 En las condiciones del teorema anterior, six € B(xo, t** — to)
NS, se verifica

[F"(z)]] < f(t) para |lw— x| <t —to.
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Demostracién. Por el desarrollo en serie de Taylor, tenemos que

—

F'(z) = ’; L PO a0
=3 / e — )" dz
B izl (i —12)!F(Z (o) (z — @)1
+(ml—3)! /(;l Fm (xo +t(z — %))(1 e syt

Tomando normas y teniendo en cuenta el lema anterior, ||F™ (z)|| < M,
para x € Q, y f™(t) = M, se sigue que

m—1
[1F(z)] < 2 (i_12)!||F(i)(x0)||”m_xOHi—Q
1 x .
=gy L [P (3o + e = a0
X (1= 1) — ol dt
m—1 1 . N
S = (i_2)!f()<t0)(t_t0) 2
L ' m m— m—
+(m_3)!/0 /! )(to+t(t—to))(1—t) St —to)™ 2 dt
= /0

para ||z — zo|| <t —t;. W

Ya podemos dar entonces el siguiente resultado de unicidad de solucioén.

Teorema 4.2.7 En las condiciones del teorema anterior, la solucion x*
es unica en B(xo, t™ —t9) N si t* < t** 0 en B(xg,t* —ty) si t** = t*.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que t* < t** y que y* es otra
solucion de F(x) = 0 en B(xo,t™ — t5) N 2. Entonces,

ly* —oll < p(t"* —t) con pe (0,1).

Probaremos por induccion que [|y* — ax| < p* (t** — t), k > 0. Por
hipotesis de induccion consideramos que la desigualdad anterior se verifica
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para k= 0,1,...,n. Asi, tenemos que

V' =y = = DaF()
= D (P - F(e) - Fla) " - )

"
= -T, F"(2)(y* — 2) dz

1
_ —rn/ F (i 4+ t(y" — 2)) (1= )" — ) dt.
0
Por tanto,
* ! " * * 2
Iy = @nsall < Tl [ B (@ + 20" = )| 0 = Olly” = 2l at.
Observamos ahora que
[0 +t(y" — 2n) — zoll < |2 — zoll + Elly" — wnll < o +EE™ —1n) — Lo,
y por el lema previo se sigue que
1 1
/ [P (20t — ) (1 =yt < / F (bt — )1~ ) dt =
0 0

de manera que

ly* — 2| < ly* — ||
* f’( n)

Por otra parte tenemos que

S (tn)
f(tn)
1

= iy () = ) = £ 1)
I ARG GRS
_ f,(lt / f// t 4 t(t** ))(1 . t)(t** . tn)Q dt

— _f’(lt ),u(t** — tn)Q.

En consecuencia,

> — thrl H

* K * 2 2
— < — —_— —
Hy anrl” - f/(tn> Hy ‘1'71H (t** ¢ ) xn“

t**_tn 1 T kK 2 ntl o kx
S e G ) Bl G S
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Por tanto, y* = z*, puesto que limx,, = x*.
n

Si en segundo lugar consideramos que t** = t*, la unicidad de solucion
se sigue de forma analoga a lo hecho anteriormente probando ahora por
induccion que |y* — x| < t** —t, = t* — t, y teniendo en cuenta que
h’Tan t,=t". ®

Nota 4.2.8 Notemos que el polinomio f definido en tiene la pro-
piedad de que f(t+ty) = g(t), donde

M bm—l -1 b 2 Ui
t)= g g el gty 2y 2 T
0 e L e T B+B

Por lo tanto, las sucesiones reales que se obtienen a partir del método
de Newton con f y g se pueden obtener, una a partir de la otra, mediante
traslacion. Luego, los resultados anteriores son independientes del valor ty.
Por ello, habitualmente tomaremos to = 0, lo que simplifica considerable-
mente las expresiones utilizadas hasta ahora. Observamos que el polinomio
de Kantorovich también tiene esta propiedad, de manera que Kantorovich
siempre toma ty = 0 [75].

Terminaremos esta seccion viendo que la convergencia del método de
Newton es cuadratica. Para ello, utilizamos la técnica de Ostrowski a partir
de la cual obtenemos el siguiente resultado, cuya demostracion es totalmen-
te analoga a la del teorema [2.3.15

Teorema 4.2.9 Sea f(t) el polinomio definido en cumpliendo que
f(t) =@t —t)(t™ —t)g(t), donde g(t) es un polinomio tal que g(t*) # 0 y
g(t*) #0, y fg) <0

(1) Sit* < t*™, entonces
P 62" PR A2"
( ) <tt—t ( ) n>0

T — pon n < T A7 Aon 0 -
ymy — 0" VM — A"

donde 0 = \/ 1, A= t**\/Ml’ my = min{H,(t);t € [0,t"]},

M, = mzix{Hl (t);t € [0,t"]}, Hi(t) = ((t:__tt))j ((t))— 5((;)) y siempre

que 0 <1y A<l.
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(17) Sit* =t**, entonces
mitt <t —t, < MJt*,
donde my = min{ Hy(t);t € [0,t*]}, My = max{H(t);t € [0,t"]},
Ht) = =090 =)
(T —=1)g'(t) —29(t)
Notemos que, a partir del teorema anterior, obtenemos que la conver-

gencia del método de Newton es R-cuadratica si t* < t** y R-lineal si
£ =t

y stempre que mo < 1 y My < 1.

4.3. Aplicaciones

[lustramos ahora el estudio anterior con dos ecuaciones integrales no
lineales de Hammerstein de segunda clase . Veremos que en ambas
aplicaciones mejoramos el estudio de la aplicacion del método de Newton
dado por Kantorovich para aproximar soluciones de las ecuaciones. Utili-
zaremos siempre la norma del maximo.

4.3.1. Aplicacién 1

Consideramos | )
2(s) = 5+ / G(s, t)z(t)* dt, (4.5)
0
donde x € C([0,1]), t € [0,1] ¥ el niicleo G es la funcion de Green.

La resolucion de (4.5)) es equivalente a resolver F(z) = 0, donde F :
© c c((0, 1)) = €([0,1]),

[F(2)](s) = z(s) — = — /01 G(s,t)z(t)*dt, s€]0,1],

y €2 es un dominio abierto convexo no vacio adecuado. En este caso,
1
[F'(x)y)(s) = yls) =3 [ Gls.0alt)y(t) .
1

[F(@)(y2)l(s) = =6 | G(s,)z(t)=(t)y(?) dt,

@) (yzw)l(s) = ~6 [ Gls. Duwl®)=(2)y() dt
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Observamos que ||F”(x)| no estd acotada en un dominio general €,
pero el operador F si que satisface la condicion (17) del teorema [4.2.5] sin
mas que tomar m = 3.

Teniendo en cuenta que una solucion x*(s) de (4.5) en C([0,1]) debe
satisfacer:

11, .
lz"l = 5 = glle"I” <0,
se sigue que ||z*|] < oy = 0,5173... o ||[z*|| > 02 = 2,5340..., donde 07 y
3

09 son las dos raices reales positivas de la ecuaciéon real — —t + — = 0. Por

tanto, mediante las condiciones de Kantorovich, solo podemos aproximar
una solucion z*(s) tal que ||z*|| € [0,01], puesto que podemos conside-
rar 2 = B(0,p), con p € (01,02), donde ||F”(z)| estd acotada, y tomar
como punto de salida zo € B(0, p). Sin embargo, si queremos aproximar
una solucién z**(s) tal que ||[z™*(s)|| > o2 = 2,5340. .., no podemos uti-
lizar la teoria de Kantorovich porque no sabemos cémo elegir una bola
en la que esté z**(s), ya que, elegida al azar, la bola podria no contener
la soluciéon o cortarla, en cuyo caso, aunque pudiéramos acotar ||F”(x)||
en un dominio Q, éste no contendria la solucion z**(s), y por tanto no
podriamos aproximarla utilizando la teoria de Kantorovich. Veremos que
con nuestras condiciones podemos considerar ambos casos y que ademas
en el primero, que podemos aplicar las condiciones de Kantorovich y las
nuestras, mejoramos las estimaciones a priori del error que se obtienen a
partir de Kantorovich.

Comenzamos con el caso en que Q = B(0,p) con p € (01,03). To-
mamos por ejemplo p = 2 y elegimos como se hace habitualmente [50]

1
zo(s) = 5 como punto de salida. Vemos que ||[I — F'(xg)]| < 35 < 1, de ma-
32 1
nera que ['g esta definido, ||| < 55 = By [|[ToF (xo)| < w5 = Ademas,

3 24
F// <7: - -
IF" @) <5 =k y kin= o -

el teorema de Newton-Kantorovich teniendo en cuenta que p(s) = ~s*—

4
29 1
Es—i— 6 s* = 0,0174..., B(xg,s*) € Q = B(0,p) y usar el método de
Newton para aproximar una solucion z*(s) en 2 = B(0, p).

=0,0285... < 3 Luego, podemos aplicar

Teniendo en cuenta lo anterior y que s** = 1,1908. .., obtenemos que
los dominios de existencia y unicidad de Kantorovich son respectivamente

1

1
{ZEQ; l—2H§O,0285...} v {ZGQ; l—2H<1,1908...}.
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Por otra parte, si consideramos los teoremas y y elegimos
to = 0, obtenemos:

3 3
I (@)l < g =02 v [IF (@)l < 7 =M.
3 29 1
Por tanto, f(t) = 3+ Et? —pltepd= 1,1329. ..y f(q) = —0,5886. ..

< 0, de manera que se cumplen las condiciones de los teoremas y
obteniéndose t* = 0,01773 ... y t** = 2,0340. .. En consecuencia los
dominios de existencia y unicidad que obtenemos son respectivamente:

{ZEQ; l—;H<2,0340...}.

!
’z— 2H < 0,0173...} . {z €0

Vemos que los dominios de existencia y unicidad que acabamos de cal-
cular mejoran los dados por Kantorovich.

A continuacion, aproximamos mediante el método de Newton una solu-
cibn con estas caracteristicas. Para ello, realizaremos un proceso de discre-
tizacion. Aproximamos entonces la integral que aparece en (4.5) mediante
una féormula de cuadratura de Gauss-Legendre:

[ oty = > et)

donde los nodos t; y los pesos 7; son conocidos.

Si denotamos z(t;) por x;, con i = 1,2,...,8, obtenemos el siguiente
sistema no lineal:

1 8
3
Ti = = + aijxj,
2 ].Zzl

donde
’)/jtj(l — tz) Si j S i,
a;j = LT
viti(1 —1t;) sij>i.

Ahora, podemos escribir el sistema no lineal anterior de la forma matricial:

F@)=7—1—Aw =0,
_ s /11 1\ .
donde T = (z1,x9,...,28)", U= <2,2,...,2> , A = (ay)ij =1 Yy W =
(3,23, ..., 23)T. Ademas

F'(z) = I — 3Adiag{z7, 23, ..., 15}.
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1
Como hemos elegido zg(s) = 5 tomamos como vector inicial para aplicar

1 I
el método de Newton Ty = ( ) y, después de 4 iteraciones, ob-

5y
tenemos la aproximacion numérica de la solucion =8 = (x3, 23, ..., 25)7

que aparece en la tabla Observamos que ||7*|| = 0,5168... < o0y
0,173 ...

110,501329... || 5] 0,516824 ...
21 0,506285... || 6 | 0,512542. ..
310,512542... || 7 | 0,506285. ..
410,5616824 ... | 8 | 0,501329. ..

Tabla 4.1: Solucion numérica de (4.5)

A continuacion vemos que la sucesién mayorizante {t,}, dada por (4.3)
y obtenida a partir de (4.4)), proporciona mejores estimaciones a priori del
error que las que se obtienen a partir de la sucesion mayorizante {s, } que se
construye a partir del método de Newton con el polinomio de Kantorovich
p(s). Las estimaciones a priori del error y el error absoluto podemos verlos
en la tabla donde hemos considerado como solucién real la solucién
dada en la tabla [£.I] Observamos en la tabla [£.2] la notable mejora de las
estimaciones a priori que obtenemos a partir de la sucesiéon mayorizante
aqui construida.

n 2" — @] [t — 8" — snl

0 0,016824 . .. 0,017304 ... 0,017494 . ..

1 0,000044 . . . 0,000062.. . . 0,000253.. ..

2 || 3,1150... x 10719 | 8,4667... x 1071° | 54655... x 1078

Tabla 4.2: Error absoluto y estimaciones a priori del error

Si ahora interpolamos los puntos de la tabla [{.I] y tenemos en cuenta
que las soluciones de (4.5)) satisfacen z(0) = z(1) = =, obtenemos la apro-

ximacion T de la solucién numérica T* que aparece en la tabla y que
representamos en la figura 4.1
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Figura 4.1: Soluciones aproximadas de la ecuacion 1}

Hemos visto anteriormente que la ecuacion puede tener una solu-
cion **(s) tal que ||x**(s)|| > o2 = 2,5340. . ., pero que por Kantorovich no
podemos garantizar la convergencia del método de Newton a ella, porque
no podemos fijar una bola que la contenga y donde ||F"(z)| esté acota-
da. Veamos a continuacion que utilizando el teorema [4.2.5]si que podemos
garantizar la convergencia del método de Newton.

Tomamos por ejemplo como punto inicial para el método de Newton la
funcion zo(s) = 4, que verifica que ||zo(s)|| =4 > 02 = 2,5340... En un
principio, tampoco podemos aplicar el teorema [1.2.5] ya que no podemos
construir la funcién real f(t). Sin embargo, parece claro que mejorando esta
aproximacion inicial se van a cumplir las condiciones del teorema [4.2.5
Considerando Ty = (4,4, ...,4)T e iterando cuatro veces con el método de
Newton, vemos que tomando como nuevo punto inicial

0,643403. ..
1,233188.. ..
2,182331 ...
3,102723 ...
3,102723 ...
2,182331 ...
1,233188.. ..
0,643403 . ..

N
o
I
8|
W~
I
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ya se cumplen las condiciones del teorema [4.2.5 puesto que la correspon-
diente funcion real f(¢) que se obtiene,

t3
ft) = g+ (1,1635...)t* — (0,3908 ...)t + (0,0044 . . .),

verifica que f(q) = —0,0278... <0, donde ¢ = 0,1636. .. En consecuencia,
t*=0,0117...y t** = 0,3131 ..., de manera que los dominios de existencia
y unicidad de solucién son respectivamente

{Ier® |l -7 <0,0117...} v {l€Rr®|l—%] <0,3131...}.

Observamos que el nuevo punto de salida z, verifica que ||Zy|| = 3,1027. ..
> 09 = 2,56340... Después de 3 iteraciones mas del método de Newton,
obtenemos la solucion aproximada z** = (x3*,z3*, ..., z5*)T dada en la
tabla que es una solucién que esta fuera del alcance de Kantorovich.

110,642778... | 5| 3,091270...
2 1,229990... || 6 | 2,174987 ...
3| 2,174987 ... || 7 | 1,229990. ..
4| 3,091270... || 8 | 0,642778...

Tabla 4.3: Solucion numérica de (4.5)

Interpolando de nuevo los valores obtenidos en la tabla y teniendo

1 ~
en cuenta que x™(0) =z™(1) = 2 obtenemos la aproximacion T de la

solucion numérica T que aparece en la tabla y que representamos en
la figura 4.1

4.3.2. Aplicaciéon 2

Consideramos ahora la ecuacion integral

o) = | "G ) ((t) + 2(0)7) dt, (4.6)

donde = € C([0,1]), t € [0,1] y el nicleo G es la funcion de Green.

Nosotros estamos interesados en soluciones de (4.6) distintas de la tri-
vial, cuyo conocimiento es obvio. Observamos ahora que una solucion z*(s)
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de (4.6) en C([0,1]) debe cumplir que

1 * *
Szl = ll2"[") <0,

de manera que ||z*|| > /7. De nuevo, a partir de la teoria de Kantorovich,
no podemos garantizar la convergencia del método de Newton a una so-
lucién de la ecuacion distinta de la trivial, puesto que no podemos
prelocalizar una bola que contenga una solucion distinta de la trivial y en
la que [|[F"(z)|| esté acotada. Sin embargo, vemos a continuacion que si lo
podemos hacer mediante el teorema [4.2.5

Tomamos como punto inicial x¢(s) = 3, que verifica que ||zo(s)| =
3 > /7. Para este punto inicial no podemos construir la funcion real f(t)
correspondiente al teorema 4.2.5] pero iterando de nuevo con el método
de Newton a partir del vector inicial To = (3,3,...,3), después de tres
iteraciones obtenemos el vector T3, dado por
0,176919. ..
0,905153.. ..
2,087105. ..
3,279568 . ..
3,279568 . ..
2,087105. ..
0,905153.. ..

0,176919. ..

que si cumple las condiciones del teorema[4.2.5] de manera que lo podemos
considerar como nuevo vector inicial Z, = T3 para garantizar la convergen-
cia del método de Newton a partir de él. La correspondiente funciéon real
f(t) que se obtiene entonces para el teorema es:

t3
flt) = gt (1,2298...)t* — (0,3987.. )t + (0,0021 . ..),

que verifica que f(q) = —0,0296... < 0, donde ¢ = 0,1582..., y tiene
dos raices reales t* = 0,0054... y t** = 0,3088... Notemos que ||Zp|] =
3,2795... > /7. Aplicando de nuevo el método de Newton, obtenemos
después de tres iteraciones mas, la solucion =* = (z}, 735, . .., 25)" dada en

la tabla
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110,176647... | 5| 3,274166 . ..
210,903758... || 6 | 2,083876. ..
31 2,083876... || 7| 0,903758...
4 | 3,274166 ... || 8 | 0,176647 ...

Tabla 4.4: Soluciéon numérica de 1}

Los dominios de existencia y unicidad que se obtiene en este caso son
respectivamente:

{TeRr% ||l -2 <0,0054...} v {l€Rr%|l—7%] <0,3088...}.

Interpolando una vez mas los valores dados en la tabla [1.4] y teniendo
en cuenta que las soluciones de (4.6)) satisfacen x(0) = z(1) = 0, obtenemos
la aproximacion Z de la solucion numérica T* representada en la figura [4.2]

35
30f

25[

8)

20
15}
10}

05

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Solucion aproximacion de la ecuacion 1}






Conclusiones y temas abiertos

Una vez terminada esta memoria es momento de repasar lo que se ha
hecho y lo que queda por hacer en relacion a lo aqui presentado. El objetivo
principal perseguido a lo largo de toda la memoria ha sido suavizar y
generalizar las condiciones de convergencia semilocal del teorema clasico
de Newton-Kantorovich para el método de Newton y lo que esto implica
en cuanto a las modificaciones que conllevan.

Hemos presentado tres alternativas al teorema clasico de Newton-Kan-
torovich, las que se exponen en los capitulos [2] 3]y [} En los tres capitulos
se ha desarrollado una teoria paralela a la de Kantorovich para el méto-
do de Newton, utilizando su misma técnica de demostracion: el principio
de la mayorante. Para todo el desarrollo inicial hemos tenido que cons-
truir sucesiones mayorizantes, pero lo hemos hecho de forma diferente a
como lo hace Kantorovich, mientras que ¢l busca un polinomio de segun-
do grado mediante un ajuste interpolatorio que sirviese de funcion escalar
para construir las sucesiones mayorizantes, nosotros buscamos funciones
escalares ad hoc que nos permitan construir las sucesiones mayorizantes
adaptandolas a los problemas considerados. Esto es como consecuencia de
que la condicion que exigimos al operador implicado es mas suave y da mas
informacion sobre el operador que la exigida por Kantorovich en el teorema
clasico de Newton-Kantorovich, aunque no permite obtener la funcién es-
calar implicada en la sucesién mayorizante resolviendo un problema de tipo
interpolatorio, tal y como hace Kantorovich. Nosotros vemos a lo largo de
toda la memoria que también se pueden construir sucesiones mayorizantes
para el método de Newton en un espacio de Banach a partir de funciones
escalares que son soluciones de determinados problemas de valor inicial.

En los tres capitulos originales de esta memoria se pone de manifiesto
cuél es la dificultad principal de la condicion clasica que impone Kantoro-
vich al operador implicado, la condiciéon de que su derivada segunda esté
acotada superiormente en norma por una constante en un dominio general.
Vemos también por qué una de las formas mas comunes de solventar esta

143
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dificultad, la de prelocalizar la soluciéon en algin dominio y buscar en él
una cota superior para la norma de la derivada segunda del operador, no
funciona siempre. La teorfa desarrollada a lo largo de toda la memoria ayu-
da en gran medida a solventar estas dificultades aqui planteadas. Para ello,
hemos analizado ejemplos habituales de la vida real, como son las ecua-
ciones integrales no lineales de tipo Hammerstein y de Bratu, ilustrandose
todo lo anterior.

Como hemos dicho anteriormente, hemos utilizado el principio de la
mayorante como técnica de demostracion de la convergencia semilocal del
método de Newton para seguir cierto paralelismo con Kantorovich y poder
ver asi como Kantorovich ide6 su teoria. Esto se pone de manifiesto en el
capitulo [2| donde se ve cudl es el planteamiento inicial, cudl es el problema
que presenta este planteamiento inicial y como se puede solucionar. Todo
ello se hace considerando condiciones més suaves que la considerada por
Kantorovich en el teorema clasico de Newton-Kantorovich, a partir de su
teoria bésica del principio de la mayorante.

Es bien conocido que el hecho de exigir condiciones més suaves al ope-
rador implicado conlleva habitualmente la contrapartida de que se reduzca
el dominio de puntos de salida validos para el método de Newton. Es por
ello por lo que en el capitulo |3| no nos preocupamos por exigir condiciones
méas suaves al operador, sino mas fuertes con el claro objetivo de modifi-
car, que no de restringir, el dominio de puntos de salida para el método de
Newton, de manera que podamos garantizar, al menos en algunas situa-
ciones, la convergencia semilocal del método de Newton empezando desde
puntos a partir de los cuales el teorema clasico de Newton-Kantorovich no
la puede garantizar.

En el dltimo capitulo de esta memoria desarrollamos una situaciéon
particular que se puede dar cuando el operador implicado es varias veces
diferenciable. Siguiendo con la linea de determinar las condiciones inicia-
les, destacamos la teoria de la estimacién puntual o a-teoria introducida
por Smale en los anos 80 del siglo XX, técnica que trata de precisar las
condiciones y dominios de convergencia para resolver una ecuacion usando
tnicamente informacion sobre el punto inicial. Los primeros resultados con
esta técnica sobre el andlisis de la convergencia de método iterativos para
resolver ecuaciones no lineales estan asociados al método de Newton (|[115])
y sus variantes. Los principales resultados de la a-teoria consisten en en-
contrar una constante universal que garantice la convergencia del método
iterativo. El trabajo de Smale es de gran importancia teérica sobre todo
cuando se trabaja con sistemas de polinomios ([122, 123, 124]). Ademas,
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esta teoria ha servido de base e inspiracion en los trabajos de otros muchos
autores (ver [62, 114, 117, 118, 121]). Esto nos hace pensar que un trabajo
interesante para realizar en el futuro es comparar lo aqui desarrollado con
las condiciones que Smale propone en su a-teoria.

Una idea también interesante que queda abierta para el futuro es com-
binar de cierta forma las condiciones impuestas al operador en los capitulos
y [l de manera que impongamos al operador implicado F' una condicion
del tipo:

[FT (@) = F" (o) || < w(llz = wol)), m >3,

donde w : [0,+00) — R es una funciéon continua no decreciente y tal que
w(0) =0.

A la hora de pensar en este tipo de condiciones también hay otra que
surge de forma natural, que es la generalizacion de la impuesta al operador
implicado F en el capitulo 4 de manera que

IF™ @) < w(llel),  m >3,

donde w : [0,400) — R es una funciéon continua no decreciente. Este
analisis se podria completar con un estudio en el que se ponga de manifiesto

cual es la mejora que se obtiene con respecto a la situacion estudiada en
el capitulo

Tampoco es dificil reparar en que todo lo desarrollado en esta memoria,
y lo propuesto hasta ahora para continuar, se puede extender a métodos
iterativos de orden superior, como podrian ser los métodos de tercer orden
bien conocidos de Chebyshev y Halley.

También se pueden compaginar los analisis de la convergencia semilocal
realizados a partir del principio de la mayorante con el uso de la técnica
alternativa desarrollada por el grupo de investigacion PRIENOL a lo lar-
go de los ultimos anos, que se basa en la construccion de un sistema de
relaciones de recurrencia que deben verificar determinadas sucesiones es-
calares, a partir de las cuales se garantiza la convergencia semilocal de los
métodos iterativos en espacios de Banach. Ein muchos casos, especialmente
cuando el orden de convergencia de un método iterativo es alto, el uso
de esta técnica simplifica considerablemente el analisis de la convergencia
semilocal del método iterativo, obteniendo asi resultados que no son fa-
ciles de obtener a partir de la técnica del principio de la mayorante (ver
[7, 8, 90 131]).

Para terminar, simplemente recordar lo que se ha dicho al principio de
esta memoria en su introduccién: el problema de resolver una ecuaciéon no
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lineal ha interesado a los matematicos desde siempre. Este interés no ha
decaido en la actualidad y sigue siendo un problema vigente de estudio
en las investigaciones de hoy en dia, basta ver los numerosos articulos que
siguen apareciendo en la actualidad sobre resolucion de ecuaciones no linea-
les mediante métodos iterativos. A continuacién, indicamos solo algunos
de ellos por la relacién de sus autores con nuestro grupo de investigacion
PRIENOL: |1, 4 5 T3], 141 16, BT, 2] B36], 37, B8, 43, [49] (9] 60] 123, 124].
A todos ellos, gracias.
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