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Introducción

El problema de resolver una ecuación no lineal ha interesado a los
matemáticos desde siempre. Generalmente no es posible determinar ex-
plícitamente las soluciones de estas ecuaciones. Basándonos en el trabajo
de Knill, [77], parece ser que ya las civilizaciones mesopotámicas, casi dos
mil años antes de Cristo, conocían algoritmos, como la famosa fórmula de
Herón, para aproximar la raíz cuadrada de un número real positivo. Más
de trescientos años han pasado desde que un procedimiento para resolver
una ecuación algebraica fue propuesto por Newton en 1669 y más tarde
por Raphson en 1690 [26]. El método es ahora llamado método de Newton
o método de Newton-Raphson, siendo una técnica central hoy en día para
resolver ecuaciones no lineales. Esta segunda denominación para el método
de Newton es consecuencia de la contribución de Joseph Raphson a la técni-
ca ya propuesta por Newton, aportando la idea de iteración y simpli�cando
el aspecto operacional. Es por esta razón por la que muchos autores deno-
minan el proceso dado por Newton como método de Newton-Raphson, que
es actualmente el método iterativo más conocido y empleado para aproxi-
mar soluciones de ecuaciones no lineales. Es bien sabido que este método
iterativo bautizado por Fourier ([55]) como la méthode newtonniene tiene
convergencia cuadrática.

Con la notación
f(x) = 0,

englobamos el problema de encontrar una incógnita x, que puede ser un
número real o complejo, un vector, una función, etc., a partir de los datos
que nos proporciona la función f , que puede ser, por ejemplo, una función
escalar, un sistema de ecuaciones, una ecuación diferencial, una ecuación
integral, etc. Incluso en el caso de que f sea una función de variable real
es bien conocido que, en general, no es posible resolver de forma exacta
la ecuación. Es por ello que se recurre a técnicas iterativas para obtener
aproximaciones de la solución.

La técnica iterativa más simple consiste en aplicar un algoritmo o un

1



2 Introducción

esquema iterativo de la forma xn+1 = G(xn) a partir de una aproximación
inicial x0, de manera que se genera una sucesión {xn} de aproximaciones
a una solución de la ecuación a resolver. Así, ĺım

n→+∞
xn = x∗, donde x∗ es

una solución de la ecuación considerada.

Dos de los más importantes problemas en el estudio de técnicas ite-
rativas son: ¾cuándo la iteración convergerá? y ¾cómo de rápido es esa
convergencia?

Una vez que el algoritmo está propiamente formulado, el siguiente obje-
tivo que se plantea es conocer exactamente cuáles son las condiciones bajo
las que el esquema iterativo aproxima una solución del problema considera-
do; esto es, bajo qué condiciones la sucesión de aproximaciones generadas
es convergente a una solución de la ecuación correspondiente. Los resul-
tados de convergencia que se establecen pueden ser de tres tipos: local,
semilocal y global, dependiendo de cuáles son las condiciones que se im-
pongan: sobre la solución, sobre la aproximación inicial x0 o simplemente
sobre la función que de�ne la ecuación, respectivamente.

También cuando una sucesión {xn} converge a x∗, a veces, es relati-
vamente fácil sacar conclusiones sobre el comportamiento asintótico del
error ‖xn− x∗‖, esto es, sobre su comportamiento cuando n tiende a +∞,
mientras que, habitualmente, poco se puede decir sobre ello cuando n es
pequeño. Análogamente, es frecuentemente mucho más simple a�rmar la
convergencia para un proceso iterativo si suponemos que las aproximacio-
nes iniciales están cerca del límite deseado x∗ que si permitimos que varíen
en algún dominio más grande. Así, los resultados de teoremas locales son
de considerable importancia no solo porque proporcionen la convergencia,
sino, y más importante, porque caracterizan el comportamiento asintótico
de ciertos procesos iterativos en la proximidad de la solución.

Con el objetivo de aproximar una solución α de una ecuación no lineal
f(x) = 0, el método de Newton consiste en construir, a partir de una
aproximación inicial x0 de α, una sucesión de la forma

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
, n ≥ 0.

Bajo condiciones adecuadas, la sucesión anterior converge a la solución
buscada α.

En 1818, Fourier probó la convergencia del método en R [55]. En 1829,
Cauchy probó primero la convergencia del método suponiendo la no exis-
tencia de ninguna solución [34].
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En 1916, Fine [54] fue el primero que estableció un teorema de conver-
gencia semilocal para el método de Newton en Rm o en Cm con m ≥ 1.
Se puede ver una comparación entre las condiciones de Cauchy y las de
Fine y Ostrowski para el caso de una sola ecuación (m = 1) en una nota
histórica del libro de Ostrowski [96].

Más generalmente, el método ha sido considerado en espacios lineales
topológicos, Hirasawa [67]. El método de Newton ha sido estudiado ex-
tensamente en espacios de Banach por muchos autores, el más notable L.
Kantorovich1 y sus colegas [75], así como L. Collatz [35] y R. Bellman
y sus asociados bajo el nombre de cuasilinealización [23]. Esos resultados
a�rman que si x0 satisface ciertas condiciones, entonces, la ecuación

F (x) = 0, (1)

donde F es un operador no lineal diferenciable de�nido entre dos espacios
de Banach X e Y , tiene una solución y la iteración

dado x0, xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F (xn), n ≥ 0,

siendo F ′(xn) la derivada de Fréchet del operador F (x) en el punto xn y
[F ′(xn)]−1 su operador inverso, tiene convergencia cuadrática a la solución.

La técnica más utilizada para abordar el estudio de la convergencia de
un proceso iterativo en espacios de Banach se basa en el conocido principio
de la mayorante (véanse [7, 8, 90, 131]), idea que surge a partir de la de
sucesión mayorizante introducida por Kantorovich ([69, 72, 75]) para de-
mostrar la convergencia semilocal del método de Newton en estos espacios.

Inicialmente, Kantorovich [70] publicó en 1939 un artículo sobre méto-
dos iterativos para ecuaciones funcionales en un espacio de tipo Banach y
aplicó su teoría desarrollada allí para obtener un resultado de convergen-
cia para el método de Newton sobre la base del principio de asignación
de contracción de Banach. Más tarde, en 1948, Kantorovich [72] estableció
un teorema de convergencia semilocal para el método de Newton en un
espacio de Banach, el cual es ahora conocido como el teorema de Kanto-
rovich o de Newton-Kantorovich. La demostración de dicho resultado de
Kantorovich se basa en el estudio de sucesiones recurrentes. Tres años des-
pués, Kantorovich [73] introdujo el principio de la mayorante para dar una

1Además de sus aportaciones al estudio del método de Newton, Kantorovich es co-

nocido por sus trabajos sobre asignación óptima de recursos escasos, por los cuales

fue galardonado con el Premio Nobel en Economía en 1975, compartido con Tjalling

Koopmans.
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nueva demostración de la convergencia semilocal del método de Newton.
Así, combinando técnicas de análisis funcional y de análisis numérico, la
teoría de Kantorovich permite abordar numerosos problemas no lineales
tales como la resolución de ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales
ordinarias y en derivadas parciales, o problemas de cálculo variacional.

Para ecuaciones en una dimensión, la convergencia cuadrática del mé-
todo de Newton fue establecida por Cauchy [34]. Para ecuaciones en Rm,
un teorema de punto de atracción fue dado por Runge [112], el cual tam-
bién recalcó la convergencia cuadrática. Independientemente, un resultado
para m = 2 fue dado por Blutel [27].

Bennett [24] formuló resultados relacionados con operadores en espacios
de dimensión in�nita, pero en las demostraciones se remitía a Fine. Veinte
años después Ostrowski [95] presentó, de manera independiente, nuevos
teoremas de convergencia y también planteó estimaciones del error. Al
mismo tiempo, Willerts [119] también probó similares teoremas de conver-
gencia. Aunque estos autores observaron que sus resultados se extendían
inmediatamente al caso general m, solo lo probaron para m = 2 y m = 3.
Bussmann [29], en un trabajo no publicado, probó esos resultados y alguna
extensión general para m. Los teoremas de Bussmann son citados por Reh-
bock [109]. Luego Kantorovich [71, 72] dio su ahora famoso resultado de
convergencia semilocal para el método de Newton en espacios de Banach.
Un año después Kantorovich [69] presentó una nueva demostración usando
por primera vez el principio de la mayorante (ver también [73, 74] y [75]).
Esto llevó a una nueva demostración de la convergencia para el método
de Newton por Ortega [93] y la teoría general de convergencia para pro-
cesos relacionados con Newton por Rheinboldt [110]. Ambos resultados y
sus demostraciones se dan en espacios de Banach con operadores lineales
acotados de�nidos en todo el rango del espacio.

El método de Newton ha sido aplicado en varias ecuaciones funciona-
les y es imposible dar una lista de publicaciones relevantes aquí. Para un
estudio de aplicaciones de ecuaciones integrales, ver Anselone [6] y, en par-
ticular, los artículos de Moore [89] y Noble [92]. Para problemas de dos
puntos con valores en la frontera, ver, por ejemplo, los libros de Henrici
[63], Keller [76], y Lee [80]. Para problemas de valor en la frontera de tipo
elíptico, ver Bellman y Kalaba [23] y Collatz [35]. Observamos también
que el teorema de Newton-Kantorovich o resultados relacionados han si-
do frecuentemente usados como herramientas para obtener teoremas de
existencia; ver, por ejemplo, Moser [91] y Mamedov [84].

Una característica destacable de los resultados de Kantorovich es que
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no asumen la existencia de soluciones de la ecuación (1). Así, el teorema de
Newton-Kantorovich no es sólo un resultado sobre la convergencia del mé-
todo de Newton, sino también un resultado sobre existencia de soluciones
de la ecuación (1).

Después de la aparición del teorema de Newton-Kantorovich, cotas su-
periores e inferiores para los errores del método de Newton han sido obte-
nidas por muchos autores, por ejemplo por Dennis [45], Döring [47], Rall-
Tapia [107], Tapia [116], Ostrowski [98], Gragg-Tapia [58], Kornstaedt [78],
Miel [85, 86, 87], Potra-Pták [101], Potra [100], Pták [105], Moret [90], etc.
En la serie de artículos [125, 126, 127, 128, 129] Yamamoto mostró que
sus resultados se seguían del teorema de Kantorovich y se detallaban com-
paraciones entre las cotas obtenidas, las cuales fueron una parada por la
carrera de encontrar cotas del error para el método de Newton.

Muchos tópicos relacionados con el método de Newton todavía atraen
la atención de los investigadores. Por ejemplo, la construcción de conver-
gencia global efectiva en métodos iterativos para resolver ecuaciones no
diferenciables en Rn o en Cn es un importante área de investigación en los
campos de Análisis Numérico y Optimización.

Otras cuestiones que se plantean sobre el comportamiento de un método
iterativo son la velocidad de convergencia con la que la sucesión conver-
ge a una solución y el error cometido al aproximar esa solución. Existen
distintos indicadores para medir la velocidad de convergencia de una su-
cesión como son el orden de convergencia, el Q-orden y el R-orden, que
están relacionados estrechamente entré sí (ver [94, 102]). Concretamente,
en este trabajo, usaremos para establecer la velocidad de convergencia de
una sucesión el R-orden de convergencia, que es el más utilizado.

Con respecto a la estructura de esta memoria, indicaremos que en el
capítulo 1 veremos una introducción a los espacios de Banach. La conside-
ración de estos espacios hace que podamos abarcar una gran amplitud de
situaciones, tales como ecuaciones en el campo real o complejo, sistemas de
ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecuaciones inte-
grales. También añadimos una sección dedicada a la teoría clásica de Kan-
torovich, cuyas ideas principales pueden encontrarse en [75], aunque desa-
rrolladas de forma un poco diferente, aquí hemos pretendido facilitar su
lectura y entendimiento. Presentamos el teorema de Newton-Kantorovich
en sus dos versiones, la general y la clásica, esta última garantiza una
mayor aplicación.

En el capítulo 2, suavizaremos la condición clásica impuesta por Kan-
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torovich al operador F , dada por

‖F ′′(x)‖ ≤ k, con x ∈ Ω, k ≥ 0, (2)

donde Ω es un subconjunto del espacio de Banach X. Esta condición no
siempre se veri�ca, como por ejemplo en las ecuaciones integrales no linea-
les de tipo Hammerstein mixto

x(s) = u(s) +
m∑
i=1

∫ b

a
Gi(s, t)Hi

(
x(t)

)
dt, s ∈ [a, b],

donde −∞ < a < b < +∞, Gi, Hi (i = 1, 2, . . . ,m) y u son funciones
conocidas y x es una función continua (solución) a determinar. Tampoco
es sencillo localizar un dominio donde se cumple (2) y que además con-
tenga una solución. Para solventar la di�cultad anterior, una alternativa
es prelocalizar la solución en algún dominio Ω0 ⊂ Ω y buscar en él una
cota superior para ‖F ′′(x)‖ (véase [52]). Notemos que además tendremos
que asegurar que existe una solución en Ω0. Como veremos, considerando
la ecuación de Bratu

x(s) = λ
∫ b

a
G(s, t)ex(t) dt, s ∈ [a, b],

donde −∞ < a < b < ∞, λ pertenece a un intervalo real para que la
ecuación tenga dos soluciones y el núcleo G(s, t) es la función de Green,
esta prelocalización la podremos utilizar para aproximar la solución de
menor norma, sin embargo en el caso de la solución de mayor norma no
es posible �jar Ω0 sin tener información de ella. Una alternativa mejor y
más elegante que la prelocalización, consiste, tal y como se hace en [51],
en suavizar la condición anterior (2) exigiendo que la segunda derivada
veri�que una condición del tipo

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖), x ∈ Ω, (3)

donde ω : R+ ∪ {0} → R es una función continua no decreciente, que es
lo que aquí hacemos. Notamos que para el caso de la ecuación integral
anterior es más fácil encontrar una función ω que veri�que (3) que buscar
una cota superior para ‖F ′′(x)‖ en un dominio apropiado.

La mayoría de los trabajos que han analizado la convergencia semi-
local del método de Newton son modi�caciones del teorema de Newton-
Kantorovich que pasan por suavizar las condiciones de convergencia an-
teriores, en especial la condición (2), de manera que se le exija menos al
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operador F . Ahora bien, si exigimos al operador F una condición más sua-
ve que la anterior, como puede verse en los trabajos [10, 11, 50, 51, 101,
110, 130], esta condición suele llevar consigo una resolución del dominio
de puntos de salida válidos para el método de Newton. En el capítulo 3,
el principal objetivo no es exigir al operador F condiciones más suaves
que (2), sino más fuertes, que persiguen una modi�cación, que no una res-
tricción, del dominio de puntos de salida para el método de Newton, de
manera que podamos empezar el método de Newton en puntos a partir de
los cuales el teorema de Newton-Kantorovich no puede asegurar la conver-
gencia semilocal del método de Newton, así como ofrecer una mejora de
los dominios de existencia y unicidad de solución y de las cotas a priori
del error. Para ello exigiremos al operador F condiciones centradas para la
segunda derivada de F . Al igual que Kantorovich, nuestro planteamiento
pasa por obtener un resultado general de convergencia semilocal utilizando
el conocido principio de la mayorante que él desarrolló para el método de
Newton. A partir de este resultado general, veremos los obtenidos por otros
autores [61, 132] como casos particulares de nuestro resultado general.

Finalmente, en el capítulo 4, daremos una alternativa a la situación de
prelocalizar las raíces de ecuaciones de la forma

x(s) = u(s) + λ
∫ b

a
G(s, t)H(x(t)) dt, s ∈ [a, b], λ ∈ R,

donde −∞ < a < b < +∞, la función u(s) es continua en [a, b] y dada,
el núcleo G(s, t) es la función de Green y H(ξ) es una función polinómica
y que además dé respuesta a situaciones que no resuelve la prelocalización
de raíces. Así, la idea consistirá en modi�car las hipótesis del teorema de
Newton-Kantorovich de forma conveniente.

Para ver todo lo anterior utilizamos el principio de la mayorante desa-
rrollado por Kantorovich, tal y como hemos indicado anteriormente, pero
con pequeñas variaciones que se ajustan al tipo de condiciones de conver-
gencia semilocal que se utilicen en cada momento. Todas las variaciones
presentadas tienen un elemento común y es que la construcción de las su-
cesiones mayorizantes que utiliza el principio de la mayorante se obtienen
mediante la resolución de problemas de valor inicial. En este caso diferimos
de la técnica de construcción dada por Kantorovich, que se basa en ajustes
interpolatorios.





Capítulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Banach

El origen de la teoría de los espacios de Banach se encuentra en la publi-
cación en 1932 del clásico �Théorie des opérateurs linéaires� [20] por parte
del matemático polaco Stefan Banach (1892�1945). Desde su nacimiento,
esta teoría estuvo relacionada con el resto de ramas del análisis.

Tras unos años de auge, la teoría parecía condenada al ostracismo. Sin
embargo, durante los años setenta y principios de los ochenta del siglo
XX, la teoría tuvo un nuevo periodo de gran actividad, se resolvieron vie-
jos problemas y lo que es más importante, se plantearon otros nuevos y
se establecieron nuevas conexiones con otras ramas del análisis, tales co-
mo análisis armónico, funciones de variable compleja, series ortonormales,
teoría de aproximación o probabilidad. De la bibliografía acerca de los es-
pacios de Banach podemos destacar los textos clásicos de Dunford-Schwarz
[48] y Day [42] donde se recogen los principales resultados de la época com-
prendida entre los años treinta y cincuenta. Resultados más recientes se
pueden encontrar en Lindenstrauss-Tzafriri [81], [82] y Beauzamy [22].

Como dice Wojtaszczyk [120] en su introducción, de los espacios de
Banach no podemos esperar que nos resuelvan los problemas que estemos
tratando, pero sí que nos hagan ver dichos problemas con un nuevo enfoque
y nos permitan aislar sus características esenciales. Obtendremos así una
gran generalidad en los resultados que obtengamos. Además en muchos
casos, el utilizar las técnicas y los teoremas generales de los espacios de
Banach nos puede sugerir nuevos problemas.

Al trabajar con espacios de Banach abarcamos una gran amplitud de
situaciones, tales como ecuaciones en el campo real o complejo, sistemas

9
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de ecuaciones reales o complejas, ecuaciones diferenciales o ecuaciones in-
tegrales, etc.

A continuación haremos una introducción, lo más escueta posible de
los espacios de Banach. Para un estudio más detallado se puede consultar
cualquiera de los numerosos tratados sobre el tema que hay en la biblio-
grafía matemática, entre los que citamos los de Berberian [25], Rudin [111]
y Curtain-Pritchard [40].

1.1.1. Espacios lineales normados

La estructura métrica considerada aquí se basa en la generalización
de la idea de valor absoluto de un número real o módulo de un número
complejo.

Para cada elemento x de un espacio lineal X, se de�ne norma de x al
número real no negativo ‖x‖ que satisface las siguientes tres condiciones:

• ‖x‖ > 0 si x 6= 0, ‖0‖ = 0,

• ‖λx‖ = |λ|‖x‖ para todo λ ∈ K,

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Además, X se llama espacio lineal normado.

A continuación indicamos cómo relacionar las diferentes normas que
podemos de�nir en un espacio lineal. El concepto que las relaciona es el de
normas equivalentes. Así, dos normas diferentes ‖x‖ y ‖x‖′ de un espacio
lineal, se dice que son equivalentes si existen constantes a, b tales que
0 < a < b y

a‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ b‖x‖ para todo x ∈ X.
Es conocido que en un espacio lineal de dimensión �nita todas las nor-

mas son equivalentes [79].

1.1.2. Operadores lineales y acotados en espacios de
Banach. Inversión de operadores

Una clase importante de los espacios lineales normados son los llama-
dos espacios de Banach. En la solución de muchos problemas el asunto a
tratar es la existencia de un límite x∗ de una sucesión {xn} en un espacio
normado X; situación familiar en el análisis clásico vinculada a la idea de
completitud.
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De�nición 1 Se dice que un espacio normado X es completo si toda
sucesión de Cauchy es convergente a un límite que es un elemento de X.

De�nición 2 Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

En cálculo se trabaja con funciones reales de�nidas sobre un intervalo
real. En análisis funcional, consideramos espacios más generales, tales como
espacios métricos o normados y aplicaciones entre dichos espacios. En este
caso, a estas aplicaciones se les llama operadores. Diremos que un operador
T aplica el espacio X en Y si a un elemento x ∈ X le hace corresponder un
elemento T (x) ∈ Y . En principio T no tiene por qué estar de�nido sobre
todo el espacio X ni recorrer todos los valores de Y . Al conjunto de puntos
de X donde está de�nido T lo llamamos dominio de T , y lo denotaremos
D(T ), y al conjunto de valores de Y que toma el operador T lo llamamos
rango de T , y lo denotamos R(T ).

De especial interés son aquellos operadores que conservan las operacio-
nes algebraicas de los espacios donde están de�nidos.

De�nición 3 Un operador L que aplica un espacio lineal X en otro
espacio lineal Y , ambos espacios sobre el mismo cuerpo K, se dice lineal
si tenemos para todo x1, x2 ∈ X

L(x1 + x2) = L(x1) + L(x2),

y para todo x ∈ X y todo λ ∈ K

L(λx) = λL(x).

Notar que a partir de ahora emplearemos indistintamente la notación
L(x) o Lx para denotar al mismo operador lineal.

De�nición 4 Un operador T entre dos espacios normados X e Y se
dice acotado si existe un número real c tal que, para todo x ∈ D(T ), se
cumple

‖T (x)‖ ≤ c‖x‖. (1.1)

Observar que la norma de la izquierda es la del espacio Y y la derecha
la del espacio X, aunque las hayamos denotado igual.

Notar que en el caso de operadores acotados, la imagen no tiene por
qué estar acotada, lo que veri�can estos operadores es que transforman
conjuntos acotados en conjuntos también acotados.
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Al conjunto de los operadores lineales y acotados entre dos espacios
lineales X e Y lo denotaremos L(X, Y ). Si X = Y , denotaremos simple-
mente L(X). Es fácil ver que L(X, Y ) es un espacio lineal sobre el mismo
cuerpo K.

A continuación vamos a de�nir una norma en el conjunto de operadores
acotados. Dejando a un lado el caso en que x = 0, nos podemos preguntar
cuál es el menor número c que veri�ca (1.1). De aquí surge la idea para
de�nir norma de un operador.

De�nición 5 Sea T un operador acotado. De�nimos la norma de T
como

‖T‖ = ı́nf{c; ‖T (x)‖ ≤ c‖x‖, x ∈ D(T ), x 6= 0} = sup
x∈D(T )
x6=0

‖T (x)‖
‖x‖

·

Como consecuencia, si T es acotado, entonces

‖T (x)‖ ≤ ‖T‖‖x‖.

Otra fórmula alternativa, cuando además el operador T es lineal, para
la norma anterior es la siguiente:

‖T‖ = sup
x∈D(T )
‖x‖=1

‖T (x)‖. (1.2)

Que estas fórmulas son equivalentes y que todas ellas son en efecto nor-
mas puede verse en [79]. Además, también se tiene que el espacio L(X, Y )
con Y completo y la norma (1.2) es un espacio completo.

Teorema 1.1.1 Si un espacio normado X es de dimensión �nita, enton-
ces cada operador lineal en X es acotado.

De�nición 6 Un operador T entre dos espacios normados X e Y se
dice continuo en un punto x̃ ∈ X si para toda sucesión {xn} tal que

ĺım
n→∞

xn = x̃ se tiene que ĺım
n→∞

T (xn) = T (x̃).

Diremos que un operador es continuo si lo es en todos los puntos de su
dominio.

Esta de�nición generaliza la idea de función continua del cálculo. Los
operadores lineales tienen la siguiente propiedad:
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Teorema 1.1.2 Sea T un operador lineal entre dos espacios normados.
Entonces,

(i) T es continuo si y sólo si T es acotado.

(ii) Si T es continuo en un punto, entonces T es continuo en todos los
puntos de su dominio.

A continuación introducimos el operador inverso de uno dado, operador
fundamental para resolver ecuaciones de la forma Lx = y, donde L es un
operador lineal.

De�nición 7 Sea L un operador lineal y acotado de X en Y . Si existe
un operador L−1 que aplica R(L) en D(L), de manera que

L−1Lx = x, para todo x ∈ D(L),

LL−1y = y, para todo y ∈ R(L),

diremos que L es inversible y que L−1 es el inverso de L.

Se puede probar que si L−1 existe, entonces también es un operador
lineal. Necesitaremos entonces una caracterización analítica del concepto
de inversión. Para ello, los siguientes resultados son fundamentales [75,
106]. Observar que estos resultados están dados para operadores de un
espacio X en X, de manera que sus inversos también son operadores de X
en X.

Lema 1.1.3 (Banach) Sea L ∈ L(X) veri�cando que

‖L‖ ≤ k < 1.

Entonces el operador I − L tiene inverso continuo y además

‖(I − L)−1‖ ≤ 1

1− k
·

Unas ligeras variantes del lema anterior son los siguientes dos lemas.

Lema 1.1.4 Sea L ∈ L(X). Existe L−1 si y sólo si existe un operador
inversible M ∈ L(X) tal que

‖I −ML‖ < 1.

En este caso,

L−1 =
∞∑
n=0

(I −ML)nM y ‖L−1‖ ≤ ‖M‖
1− ‖I −ML‖

·
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Lema 1.1.5 Sea L ∈ L(X). Existe L−1 si y sólo si existe un operador
inversible M ∈ L(X) tal que

‖M − L‖ < 1

‖M−1‖
·

En este caso,

L−1 =
∞∑
n=0

(I −M−1L)nM−1

y

‖L−1‖ ≤ ‖M−1‖
1− ‖I −M−1L‖

≤ ‖M−1‖
1− ‖M−1‖‖M − L‖

·

1.1.3. Diferenciación de operadores

En esta sección presentamos algunos de los conceptos y resultados bá-
sicos del cálculo diferencial en espacios de Banach. A parte del interés que
esta sección pueda tener por sí misma, se establecerá el contexto que per-
mitirá resolver ecuaciones en las que intervengan operadores no lineales.

1.1.3.1. Derivadas primeras

Comenzamos dando una primera de�nición de derivada para funciones
de�nidas en espacios de Banach.

De�nición 8 Dado x0 ∈ X, si existe un operador L ∈ L(X, Y ) de
manera que para todo x ∈ X se cumple

ĺım
h→0

F (x0 + hx)− F (x0)

h
= L(x), (1.3)

entonces se dice que F es diferenciable Gateaux (o diferenciable débilmen-
te) en x0. En esta situación, el operador lineal L es la derivada de F en
x0 y lo denotaremos L = F ′(x0).

Sin embargo, la derivada Gateaux no es una buena generalización del
concepto de derivada para funciones escalares, como pone de mani�esto
la existencia de funciones derivables Gateaux y no continuas. Para estar
seguros de que las funciones diferenciables son continuas, introducimos a
continuación un concepto de derivada más fuerte.
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De�nición 9 Si el límite de la ecuación (1.3) es uniforme en el con-
junto {x ∈ X; ‖x‖ = 1}, entonces se dice que F es diferenciable Fré-
chet o, simplemente, diferenciable en x0. En este caso, el operador lineal
L = F ′(x0) se llama derivada de F en x0.

Equivalentemente, el concepto de diferenciabilidad se puede expresar
de la siguiente forma. Si dado x0 ∈ X, existe un operador lineal y continuo
L de X en Y de manera que

ĺım
‖v‖→0

‖F (x0 + v)− F (x0)− Lv‖
‖v‖

= 0,

entonces F es diferenciable Fréchet en x0 y el operador F ′(x0) = L se
denomina derivada de F en x0 .

Notar que en el cálculo diferencial en espacios de Banach los operadores
lineales acotados juegan un papel similar al de las constantes en el cálculo
diferencial real o complejo.

Uno de los resultados que se pierden al pasar de los números reales a
espacios más generales es el teorema del valor medio, que asegura que si f
es una función diferenciable en un intervalo [a, b] entonces

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a),

donde ξ es un número tal que ξ ∈ (a, b).

Veremos ahora una desigualdad que generaliza al teorema del valor
medio. Dados dos puntos x, y en un espacio de�nimos el segmento que los
une

[x, y] = {x+ λ(y − x);λ ∈ [0, 1]}.
Diremos que un conjunto Ω es convexo si para cualesquiera x, y ∈ Ω el
segmento [x, y] que los une está contenido en Ω.

Teorema 1.1.6 (Teorema del valor medio) Sean X e Y dos espacios
de Banach y F : X → Y un operador diferenciable en un conjunto convexo
Ω ⊆ X. Entonces, si x0, x1 ∈ Ω, se tiene

‖F (x1)− F (x0)‖ ≤ sup
0<θ<1

∥∥∥F ′(x0 + θ(x1 − x0)
)∥∥∥‖x1 − x0‖.

Corolario 1.1.7 Con la notación anterior se tiene que

‖F (x1)− F (x0)− F ′(x̄)(x1 − x0)‖

≤ sup
0<θ<1

∥∥∥F ′(x0 + θ(x1 − x0)
)
− F ′(x̄)

∥∥∥‖x1 − x0‖ con x̄ ∈ [x0, x1].
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1.1.3.2. Derivadas segundas y operadores bilineales

Sea F un operador entre dos espacios de Banach X e Y . Supongamos
que F es diferenciable, entonces podemos interpretar F ′ como un operador
de X en L(X, Y ). El espacio L(X, Y ) también es un espacio de Banach
con la norma

‖L‖ = sup
‖x‖=1

‖Lx‖.

En consecuencia, se puede pensar en derivar el operador F ′. El resultado
de derivar este operador en un punto x0 es lo que se conoce como la derivada
segunda de F en x0 y se denota por F ′′(x0).

Observar que F ′′(x0) ∈ L(X,L(X, Y )) y que F ′′ es un operador de
X en L(X,L(X, Y )), que también es un espacio de Banach. Si volvemos
a derivar este operador en un punto x0, obtenemos la derivada tercera,
F ′′′(x0). Continuando este proceso, en el caso de que existan las derivadas
que van apareciendo, se obtienen las derivadas de órdenes superiores.

Nos centraremos ahora en la derivada segunda. Para entender un poco
mejor cómo son los elementos de L(X,L(X, Y )) vamos a introducir un
nuevo concepto.

Sea B un operador binario que asigna a cada par de elementos x1, x2
de X un elemento y de Y , cumpliendo las siguientes condiciones:

(i) Para todo x1, x′1, x2, x
′
2 ∈ X y para todo α, β ∈ R,

B(αx1 + βx′1, x2) = αB(x1, x2) + βB(x′1, x2)

B(x1, αx2 + βx′2) = αB(x1, x2) + βB(x1, x
′
2).

(ii) Existe M > 0 tal que para todo x1, x2 ∈ X,

‖B(x1, x2)‖ ≤M‖x1‖‖x2‖.

En este caso, diremos que B es un operador bilineal acotado. El conjunto
de los operadores bilineales con la norma

‖B‖ = sup
‖x1‖=1
‖x2‖=1

‖B(x1, x2)‖

es un espacio de Banach, que se denota B(X2, Y ).

El espacio B(X2, Y ) que acabamos de introducir está muy relacionado
con el espacio L(X,L(X, Y )) de�nido con anterioridad. En concreto se
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tiene que estos dos espacios son linealmente isométricos [75]. Así, dado
B ∈ B(X2, Y ) y �jado un elemento x1 ∈ X, podemos de�nir el operador
lineal

L(x1) = B(x1, ·) ∈ L(X, Y )

que actúa de la siguiente manera

L(x1)(x) = B(x1, x) ∈ Y.

A partir de ahora, y teniendo en cuenta esta isometría, identi�caremos los
elementos de B(X2, Y ) y L(X,L(X, Y )).

Si X e Y son de dimensión �nita, podemos representar los elementos
de B(X2, Y ) por una matriz.

Volviendo al concepto de derivada segunda de un operador F , tenemos
que si F es diferenciable dos veces en un punto x0 ∈ X, entonces F ′′(x0) ∈
B(X2, Y ) y

ĺım
h→0

F ′(x0 + hx′)− F ′(x0)
h

= F ′′(x0)(x
′, ·). (1.4)

En consecuencia para todo x ∈ X tenemos

F ′′(x0)(x
′, x) = ĺım

h→0

F ′(x0 + hx′)x− F ′(x0)x
h

· (1.5)

Notar que (1.4) y (1.5) no son equivalentes. Puede suceder que exista
un operador B ∈ B(X2, Y ) tal que para todo x, x′ ∈ X se cumpla

B(x′, x) = ĺım
h→0

F ′(x0 + hx′)x− F ′(x0)x
h

,

y sin embargo no existir F ′′(x0). La condición necesaria y su�ciente para
que exista F ′′(x0) es que, para cada x′ ∈ X, el límite de la ecuación (1.5)
sea uniforme para todo x ∈ X con ‖x‖ = 1.

En general, dado un operador bilineal B ∈ B(X2, Y ), se tiene que
B(x1, x2) 6= B(x2, x1), x1, x2 ∈ X. Cuando B(x1, x2) = B(x2, x1) para
todo x1, x2 ∈ X, diremos que B es un operador bilineal simétrico. El
siguiente resultado señala que F ′′(x0) es un operador bilineal simétrico,
cuya demostración puede verse en [106].

Teorema 1.1.8 Si la derivada segunda F ′′(x0) de un operador F de X en
Y existe en un punto x0 ∈ X, entonces es un operador bilineal simétrico
de X2 en Y .
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1.1.4. Integral de Riemann

A continuación comentaremos algunos aspectos sobre el cálculo integral
en espacios de Banach. En primer lugar, de�niremos la integral en el sentido
de Riemann para una función de variable real y con valores en un espacio
de Banach, para a continuación, apoyándonos en esta de�nición, de�nir la
integral de una función entre dos espacios de Banach en general.

De�nición 10 Sea F de�nida en un intervalo real [a, b] y con valores
en un espacio de Banach Y . Entonces podemos de�nir su integral como el
límite de las siguientes sumas

n−1∑
k=0

F (τk)(tk+1 − tk)

donde a = t0 < t1 < · · · < tn = b y τk ∈ [tk, tk+1], cuando máx
(k)
{tk+1 − tk}

tiende a cero. Si el límite dirigido anterior existe, lo llamaremos integral
de F y lo denotaremos ∫ b

a
F (t) dt.

Evidentemente, si la integral existe, es un elemento de Y . Una condición
su�ciente para que exista dicha integral es que la función F sea continua
en el intervalo cerrado [a, b].

Las propiedades de esta integral se deducen de las conocidas para la
integral de Riemann en el caso real (ver [75]).

De�nición 11 Supongamos ahora que T es un operador de�nido en un
segmento [x0, x1] ⊆ X y con valores en el espacio L(X, Y ). En este caso
de�nimos: ∫ x1

x0
T (x) dx =

∫ 1

0
T
(
x0 + t(x1 − x0)

)
(x1 − x0) dt.

Notar que la función T
(
x0+[·](x1−x0)

)
(x1−x0) está en las condiciones

de la de�nición 10 con [a, b] = [0, 1].

Si en la de�nición anterior se considera el caso particular T = F ′, donde
F es un operador de X en Y que tiene derivada continua en el segmento
[x0, x1], tenemos el siguiente teorema que generaliza la conocida regla de
Barrow del cálculo.
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Teorema 1.1.9 En la situación anterior∫ x1

x0
F ′(x) dx = F (x1)− F (x0).

Es importante recordar el siguiente resultado que permite acotar la
integral de un operador que esté acotado por una función real.

Lema 1.1.10 Sea T un operador en las condiciones de la de�nición 11
y φ(t) una función real de�nida en [0, 1] e integrable. Si se veri�can∥∥∥T(x0 + τ(x1 − x0)

)∥∥∥ ≤ φ
(
t0 + τ(t1 − t0)

)
, τ ∈ [0, 1]

y
‖x1 − x0‖ ≤ t1 − t0,

entonces ∥∥∥∥∫ x1

x0
T (x) dx

∥∥∥∥ ≤ ∫ t1

t0
φ(t) dt.

Como caso particular del lema anterior, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.1.11 Si se cumple la desigualdad

‖T (x)‖ ≤ φ(t)

para x y t veri�cando
‖x− x0‖ ≤ t− t0,

entonces ∥∥∥∥∫ x1

x0
T (x) dx

∥∥∥∥ ≤ ∫ t1

t0
φ(t) dt,

donde x1 es un elemento que cumple ‖x1 − x0‖ ≤ t1 − t0.

Terminamos esta breve introducción a los espacios de Banach con el
conocido teorema de Taylor. Aunque hay varios enunciados similares (ver
[33]), hemos elegido el siguiente por su comodidad a la hora de utilizarlo.

Teorema 1.1.12 (Teorema de Taylor) Supongamos que F es un ope-
rador n veces diferenciable en la bola B(x0, r), r > 0, y que F (n) es inte-
grable en el segmento [x0, x1] con x1 ∈ B(x0, r). Entonces

F (x1) = F (x0) +
n−1∑
k=1

1

k!
F (k)(x0)(x1 − x0)k +Rn(x0, x1)
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donde
Rn(x0, x1) =

1

(n− 1)!

∫ x1

x0
F (n)(x)(x1 − x)n−1 dx

=
1

(n− 1)!

∫ 1

0
F (n)

(
x0 + t(x1 − x0)

)
(x1 − x0)n(1− t)n−1 dt.

Notemos que también podemos considerar

Rn(x0, x1) =
1

(n− 1)!

∫ x1

x0

(
F (n−1)(x)− F (n−1)(x0)

)
(x1 − x)n−2 dx.

1.2. El método de Newton en espacios de Ba-

nach: el teorema de Newton-Kantorovich

Recogemos en esta sección alguno de los principales resultados obte-
nidos por Kantorovich sobre la convergencia del método de Newton en
espacios de Banach.

En 1948, Kantorovich [72] estableció, utilizando relaciones de recurren-
cia, un resultado conocido actualmente como Teorema de Kantorovich y
que resume los resultados básicos referentes a convergencia del método, es-
timación del error y unicidad de soluciones (ver también [75], [94] y [96]).
Un año más tarde, utilizando sucesiones mayorizantes, el mismo Kantoro-
vich [69], dio otra demostración del mismo teorema.

La técnica de Kantorovich no es la única forma de abordar el estudio
del método de Newton en espacios de Banach. Posteriormente, otros au-
tores han estudiado dicho método en distintos contextos. Así, Rheinboldt
[110] obtiene resultados acerca de la convergencia del método de Newton
como caso particular de unos resultados sobre ecuaciones en diferencias.
Destacamos también el estudio realizado por Pták [104], [105] y en colabo-
ración con Potra [101], a partir del método llamado inducción no discreta
o inducción continua. La aplicación de este método a los procesos iterati-
vos [102] abrió nuevas vías de estudio, sobre todo en lo relativo al análisis
del error [7], [8], [90], [131]. Por último, citamos también los trabajos de
Alefeld-Herzberger [2] y Moore [88], en los que se aplican las herramientas
del análisis de intervalos para probar la convergencia de procesos iterativos
(método de Newton y similares) para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales.

En esta sección nos ocuparemos del conocido teorema de Newton-
Kantorovich. Empezamos introduciendo el concepto de sucesión mayori-



1.2. El método de Newton en espacios de Banach: el teorema de
Newton-Kantorovich 21

zante y viendo cómo se emplea para probar la convergencia de sucesiones
en espacios de Banach.

De�nición 12 Sea {xn} una sucesión en un espacio de Banach X y
{tn} una sucesión de números reales. Diremos que la sucesión {tn} mayo-
riza a {xn} si se veri�ca la condición

‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn, n = 0, 1, 2, . . .

Observar que del hecho de ser mayorizante se sigue que la sucesión {tn}
debe ser creciente. El interés de las sucesiones mayorizantes es que de su
convergencia se puede deducir la convergencia de la sucesión en el espacio
de Banach. En efecto, si {tn} converge a t∗ < ∞, entonces existe x∗ ∈ X
tal que la sucesión {xn} converge a x∗ y además

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n = 0, 1, 2, . . .

La desigualdad anterior nos permite también obtener cotas del error para la
sucesión de�nida en espacios de Banach en términos de su correspondiente
mayorizante.

Introducimos ahora la siguiente notación que utilizaremos a lo largo de
toda la memoria:

B(x0, r) = {x ∈ X; ‖x− x0‖ < r} y B(x0, r) = {x ∈ X; ‖x− x0‖ ≤ r}.

Una vez introducido el concepto de sucesión mayorizante, ya estamos
en condiciones de exponer la teoría de Kantorovich para el método de
Newton en espacios de Banach. En [75], Kantorovich y Akilov establecen
la convergencia del método de Newton exigiendo condiciones al punto de
salida de la sucesión y acotando la derivada segunda del operador. Sea F
una aplicación entre dos espacios de Banach X e Y de clase C(2)(Ω0) con
Ω0 = B(x0, r0) ⊆ X. Dichos autores aproximan la solución de la ecuación

F (x) = 0 (1.6)

mediante el método de Newton

xn+1 = xn − [F ′(xn)]−1F (xn), n ≥ 0. (1.7)

Para ello, consideran una función real auxiliar f de clase C(2)([t0, t′]) con
t′ − t0 ≤ r0, y prueban, bajo las hipótesis descritas a continuación (que
llamaremos condiciones generales de Kantorovich), que la convergencia de
la sucesión de Newton está garantizada en el espacio de Banach X.
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Teorema 1.2.1 Sea F : Ω0 ⊂ X → Y un operador dos veces continua-
mente diferenciable Fréchet de�nido en el dominio Ω0 = B(x0, r0) conte-
nido en un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach
Y . Sea f ∈ C(2)([t0, t′]) una función escalar. Supongamos que se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) Existe el operador inverso Γ0 = [F ′(x0)]
−1 ∈ L(Y,X) para un x0 ∈ Ω

y es tal que ‖Γ0‖ ≤ −
1

f ′(t0)
,

(ii) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
,

(iii) ‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) si ‖x− x0‖ ≤ t− t0 ≤ r0,

(iv) la ecuación f(t) = 0 tiene una raíz en [t0, t
′].

Entonces el método de Newton (1.7), empezando en x0, proporciona una
sucesión convergente a una raíz x∗ de la ecuación (1.6). Además,

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0,

donde t∗ es la menor raíz de

f(t) = 0 (1.8)

en el intervalo [t0, t
′]. Finalmente, si f(t′) ≤ 0 y (1.8) tiene una sola raíz

en [t0, t
′], x∗ es la única raíz de (1.6) en Ω0.

En correspondencia con las condiciones de convergencia, el resultado
anterior se conoce como teorema general de convergencia semilocal del
método de Newton para operadores con derivada segunda acotada.

En la práctica, la aplicación del teorema anterior resulta complicada,
ya que en él aparece una función f desconocida. Por ello el siguiente re-
sultado tiene especial interés, puesto que si el operador F cumple ciertas
condiciones, podemos considerar en el teorema 1.2.1 como función f el
polinomio de segundo grado

p(s) =
k

2
(s− s0)2 −

s− s0
β

+
η

β
,

y obtener así el teorema clásico de Newton-Kantorovich, que prueba la
convergencia semilocal del método de Newton (1.7) a partir de las siguien-
tes condiciones, que llamaremos condiciones clásicas de Kantorovich (no
confundir con las condiciones generales de Kantorovich, que son las del
teorema anterior 1.2.1):
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(C1) ‖Γ0‖ ≤ β,

(C2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(C3) ‖F ′′(x)‖ ≤ k, x ∈ Ω,

(C4) kβη ≤ 1

2
,

(C5) B(x0, s
∗ − s0) ⊆ Ω, siendo s∗ = s0 +

1−
√

1− 2kβη

kβ
,

donde se supone que el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 ∈ L(Y,X) y existe para

algún x0 ∈ Ω.

Teorema 1.2.2 (Teorema clásico de Newton-Kantorovich) Sea F :
Ω ⊆ X → Y un operador dos veces continuamente diferenciable Fréchet
de�nido en un dominio abierto convexo no vacío Ω de un espacio de Ba-
nach X y con valores en un espacio de Banach Y . Supongamos que se
veri�can las condiciones (C1)�(C5). Entonces la ecuación (1.6) tiene una
solución x∗ y la sucesión de Newton dada por (1.7) es convergente a esta
solución x∗ a partir de x0, veri�cándose que xn, x∗ ∈ B(x0, s∗ − s0), para
todo n ≥ 0. Además, si kβη <

1

2
, x∗ es la única solución de F (x) = 0 en

B(x0, s
∗∗− s0)∩Ω con s∗∗ = s0 +

1 +
√

1− 2kβη

kβ
; y si kβη =

1

2
, entonces

x∗ es única en B(x0, s∗ − s0).

La demostración de los dos teoremas anteriores puede verse en [75].

Por otra parte, sabemos que las propiedades de convergencia dependen
de la elección de la distancia ‖ · ‖, pero la velocidad de convergencia de
una sucesión {zn}, para una distancia dada, se caracteriza por la veloci-
dad de convergencia de la sucesión de números no negativos {‖zn − z∗‖},
donde z∗ = ĺım

n→+∞
zn. Una medida muy utilizada habitualmente de la velo-

cidad de convergencia es el R-orden de convergencia [102] que de�nimos a
continuación.

Sean {zn} una sucesión en espacios de Banach (X, ‖ · ‖) que converge
a un punto z∗ ∈ X, un número τ ≥ 1 y

en(τ) =

{
n si τ = 1,
τn si τ > 1,

n ≥ 0.
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(i) Decimos que τ es un R-orden de convergencia de la sucesión {zn} si
existen dos constantes b ∈ (0, 1) y B ∈ (0,+∞) tales que

‖zn − z∗‖ ≤ Bben(τ).

(ii) Decimos que τ es el R-orden de convergencia de la sucesión {zn} si
existen constantes a, b ∈ (0, 1) y A,B ∈ (0,+∞) tales que

Aaen(τ) ≤ ‖zn − z∗‖ ≤ Bben(τ), n ≥ 0.

En general, comprobar la doble acotación de (ii) es complicado, por
eso normalmente solo se buscan acotaciones superiores como las de (i).
Por tanto, si encontramos un R-orden de convergencia τ de la sucesión
{zn}, entonces diremos que la sucesión {zn} tiene R-orden de convergencia
al menos τ . Este es el argumento utilizado habitualmente para estudiar el
orden de convergencia de un método iterativo.

Utilizando la de�nición anterior de R-orden de convergencia, es conoci-
do que el método de Newton (1.7) tiene R-orden de convergencia al menos
dos ([75]).



Capítulo 2

Generalización de las condiciones
clásicas de
Newton-Kantorovich

2.1. Introducción

Como se ha indicado en la introducción, uno de los objetivos de esta
memoria es modi�car las condiciones clásicas de Kantorovich; más en con-
creto la condición (C3) del teorema 1.2.2 de Kantorovich. En este capítulo
suavizaremos dicha condición por la siguiente:

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖), x ∈ Ω, (2.1)

donde ω : R+ ∪ {0} → R+ es una función continua no decreciente. Obvia-
mente la condición (2.1) generaliza la condición (C3) del teorema 1.2.2 de
Newton-Kantorovich.

A partir de las condiciones (C1)�(C3) del teorema 1.2.2 de Newton-
Kantorovich, Kantorovich construye su sucesión mayorizante aplicando el
método de Newton,

dado s0, sn+1 = sn −
f(sn)

f ′(sn)
, n ≥ 0,

a una función escalar f por determinar que veri�que:

− 1

f ′(s0)
= β, − f(s0)

f ′(s0)
= η y f ′′(s) = k, s ∈ [s0, s

′],

donde s0 ≥ 0, s′ ∈ R y s′ − s0 ≤ s∗ − s0, siendo s∗ la solución real más
pequeña mayor que s0 de la ecuación f(s) = 0.

25



26
Capítulo 2. Generalización de las condiciones clásicas de

Newton-Kantorovich

Para obtener la función escalar f , Kantorovich considera, a partir de
(C3), que ésta es un polinomio de segundo grado y ajusta los coe�cientes
de este polinomio mediante las tres condiciones anteriores, obteniendo

p(s) =
k

2
(s− s0)2 −

s− s0
β

+
η

β
· (2.2)

Observamos que este problema es un ejercicio de ajuste interpolatorio.

A partir de la convergencia de la sucesión escalar anterior {sn}, Kanto-
rovich prueba la convergencia semilocal del método de Newton en espacios
de Banach. Así, nuestro siguiente objetivo es construir, a partir de la con-
dición (2.1), una función que nos permita de�nir una sucesión escalar que
mayorice la sucesión de Newton en espacios de Banach. El tratamiento
que vamos a hacer del problema que acabamos de plantear es paralelo al
realizado por Kantorovich pero con algunas modi�caciones.

En primer lugar, observamos que en general ω no será una función
constante, como en el caso de Kantorovich, lo que nos lleva a construir
una sucesión mayorizante ad hoc, adaptándola al problema considerado,
ya que la condición (2.1) da más información sobre el operador F que la
condición (C3).

En segundo lugar, mientras Kantorovich construye el polinomio (2.2)
mediante ajuste interpolatorio, en nuestro caso, si consideramos (C1), (C2)
y (2.1) no podemos obtener una función escalar f resolviendo un problema
de tipo interpolatorio, tal y como se hace para el polinomio de Kantorovich,
ya que (2.1) no permite determinar la clase de funciones a las que pode-
mos aplicar (C1) y (C2). Veremos que en nuestro caso podemos obtener las
funciones escalares, a partir de las cuales se construyen las sucesiones mayo-
rizantes para el método de Newton, resolviendo problemas de valor inicial.
Analizaremos aquí dos situaciones. La primera que sale de forma natural,
sección 2.2, y la segunda que se desarrolla para solventar el problema que
presenta la primera y que está relacionado con la independencia entre las
aproximaciones iniciales del método de Newton en el espacio de Banach
X y de su sucesión mayorizante en la recta real, sección 2.3. Veremos que
la segunda situación cuando la función ω es constante es precisamente la
correspondiente al teorema 1.2.2 de Newton-Kantorovich.

En tercer lugar, utilizaremos el signi�cado teórico del método de New-
ton para obtener conclusiones acerca de la existencia y unicidad de solución
de la ecuación no lineal a resolver. Además, también ajustaremos las co-
tas a priori del error para el método de Newton siguiendo la técnica de
Ostrowski [96]. Asimismo, bajo las nuevas condiciones de convergencia,
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conseguiremos también un resultado de convergencia local que generaliza
el dado por Dennis y Schnabel en [46].

En cuarto lugar, veremos dos aplicaciones del método de Newton que
aparecen frecuentemente en problemas de la vida real. En concreto, anali-
zaremos la resolución, mediante el método de Newton, de ecuaciones inte-
grales no lineales de tipo Hammerstein mixto y de la ecuación de Bratu.
En ambos casos se utilizará todo lo desarrollado teóricamente a lo largo
del capítulo.

2.2. Planteamiento de partida

2.2.1. Resultados principales

Siguiendo la teoría de Kantorovich, necesitamos en primer lugar un
resultado general de convergencia semilocal que, bajo la condición (2.1),
resulta una modi�cación del teorema general 1.2.1 de Kantorovich. En
nuestro caso, a partir de (2.1), tendremos que

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖) ≤ ω(t) = f ′′(t),

siempre que ‖x‖ ≤ t por ser ω no decreciente.

Comenzamos enunciando el siguiente resultado general de convergencia
semilocal.

Teorema 2.2.1 Sean el operador F de�nido en las condiciones habituales,
x0 ∈ Ω y una función escalar f ∈ C(2)([‖x0‖, t′]). Tomamos t0 ∈ R tal que
‖x0‖ ≤ t0 y además se veri�can las siguientes condiciones:

(K1) el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 está de�nido y ‖Γ0‖ ≤ −

1

f ′(t0)
,

(K2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
,

(K3) ‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) si ‖x‖ ≤ t, con x ∈ Ω y t ∈ [‖x0‖, t′],

(K4) f(t) = 0 tiene una única raíz t∗ en [‖x0‖, t′],

(K5) B(x0, t
∗ − ‖x0‖) ⊆ Ω.
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Entonces la ecuación F (x) = 0 tiene una solución x∗ y la sucesión de New-
ton (1.7) es convergente a esta solución a partir de x0. Además, xn, x∗ ∈
B(x0, t∗ − ‖x0‖) y

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0,

donde tn = tn−1 −
f(tn−1)

f ′(tn−1)
, para todo n ≥ 1.

Demostración. En primer lugar, probaremos que la sucesión {tn} es cre-
ciente y converge a t∗. Para ello, comenzamos viendo que la sucesión {tn}
es monótona y acotada.

Es fácil probar por inducción que tn ≤ t∗ para todo n. Como f(t0) > 0,
tenemos que t0 − t∗ ≤ 0. Además,

t1 − t∗ = Nf (t0)−Nf (t
∗) = N ′f (ξ0)(t0 − t∗), ξ0 ∈ (t0, t

∗),

y Nf (t) = t− f(t)

f ′(t)
. Notemos que N ′f (t) =

f(t)f ′′(t)

f ′(t)2
> 0 en [t0, t

∗), puesto

que f decrece en [t0, t
∗) por ser f ′(t0) < 0 y f ′(t) < 0 en [t0, t

∗), como
consecuencia de que f ′ es creciente al ser f ′′(t) ≥ 0 en [‖x0‖, t′]. En con-
secuencia, t1 ≤ t∗. Suponemos ahora que tj ≤ t∗, para j = 1, 2, . . . , n− 1.
Como

tn − t∗ = Nf (tn−1)−Nf (t
∗) = N ′f (ξn−1)(tn−1 − t∗), ξn−1 ∈ (tn−1, t

∗),

se sigue análogamente al caso j = 1 que tn ≤ t∗.

Por otra parte, observamos que

tn − tn−1 = − f(tn−1)

f ′(tn−1)
≥ 0,

ya que f(t) > 0 y f ′(t) < 0 en [t0, t
∗). Luego la sucesión {tn} es creciente.

En consecuencia, {tn} es convergente por ser monótona y acotada. Por
tanto, existe u ∈ [‖x0‖, t′], u ≤ t∗, tal que u = ĺım

n→+∞
tn. Tomando ahora

límites en tn+1 = Nf (tn), n ≥ 0, obtenemos que f(u) = 0. Como t∗ es la
única raíz de f(t) = 0 en [‖x0‖, t′], se sigue que u = t∗.

En segundo lugar, probaremos por inducción que xn ∈ Ω, para todo
n. Observamos que x1 está bien de�nido porque x1 = x0 − Γ0F (x0) y Γ0

existe. Además, como

‖x1 − x0‖ = ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
= t1 − t0 ≤ t∗ − t0 ≤ t∗ − ‖x0‖,
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es claro que x1 ∈ B(x0, t
∗ − ‖x0‖) ⊂ Ω.

A continuación, notamos que

‖I − Γ0F
′(x1)‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′(x1)− F ′(x0)‖ ≤ ‖Γ0‖

∥∥∥∥∫ x1

x0
F ′′(x) dx

∥∥∥∥
≤ ‖Γ0‖

∥∥∥∥∫ 1

0
F ′′
(
x0 + t(x1 − x0)

)
(x1 − x0) dt

∥∥∥∥
≤ − 1

f ′(t0)

∫ 1

0
f ′′
(
t0 + t(t1 − t0)

)
(t1 − t0) dt

≤ − 1

f ′(t0)

∫ t1

t0
f ′′(t) dt = − 1

f ′(t0)

(
f ′(t1)− f ′(t0)

)
= 1− f ′(t1)

f ′(t0)
< 1,

ya que f ′(t1) > f ′(t0), por ser f ′′(t) ≥ 0 en [‖x0‖, t′], y 0 <
f ′(t1)

f ′(t0)
< 1, por

ser f ′(t1) < 0,

‖x0+t(x1−x0)‖ ≤ ‖x0‖+t‖x1−x0‖ ≤ t0+t(t1−t0) si ‖x0‖ ≤ t0 (2.3)

y ‖x1 − x0‖ ≤ t1 − t0. Luego existe Γ1 y por el lema de Banach sobre
inversión de operadores [75],

‖Γ1‖ ≤
‖Γ0‖

1− ‖I − Γ0F ′(x1)‖
≤
− 1
f ′(t0)

f ′(t1)
f ′(t0)

= − 1

f ′(t1)
·

Además, utilizando (1.7), observamos que

F (x1) = F (x0) + F ′(x0)(x1 − x0) +
∫ x1

x0
F ′′(x)(x1 − x) dx

=
∫ x1

x0
F ′′(x)(x1 − x)dx

=
∫ 1

0
F ′′
(
x0 + t(x1 − x0)

)
(1− t)(x1 − x0)2 dt

y

‖F (x1)‖ =
∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x0 + t(x1 − x0)
)∥∥∥(1− t)‖x1 − x0‖2 dt

≤
∫ 1

0
f ′′
(
t0 + t(t1 − t0)

)
(1− t)(t1 − t0)2 dt =

∫ t1

t0
f ′′(t)(t1 − t) dt

= f(t1),
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por cumplirse (2.3), tenemos que ‖x2−x1‖ = ‖Γ1F (x1)‖ ≤ ‖Γ1‖‖F (x1)‖ ≤

− f(t1)

f ′(t1)
= t2 − t1.

Por tanto, ‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖ + ‖x1 − x0‖ ≤ t2 − t1 + t1 − t0 =
t2 − t0 ≤ t∗ − t0 ≤ t∗ − ‖x0‖ y x2 ∈ B(x0, t

∗ − ‖x0‖) ⊂ Ω.

Si suponemos ahora que existe Γj con

‖Γj‖ ≤ −
1

f ′(tj)
, ‖F (xj)‖ ≤ f(tj), ‖xj+1 − xj‖ ≤ tj+1 − tj

y xj+1 ∈ B(x0, t
∗−‖x0‖) ⊂ Ω, para todo j = 1, 2, . . . , n−1, probamos por

inducción y análogamente al caso j = 1 que xn+1 ∈ B(x0, t
∗ − ‖x0‖) ⊂ Ω,

para todo n.

Como ‖xn − xn−1‖ ≤ tn − tn−1, observamos que

‖I − Γn−1F
′(xn)‖ ≤ ‖Γn−1‖‖F ′(xn)− F ′(xn−1)‖

≤ ‖Γn−1‖
∥∥∥∥∥
∫ xn

xn−1

F ′′(x) dx

∥∥∥∥∥
≤ ‖Γn−1‖

∥∥∥∥∫ 1

0
F ′′
(
xn−1 + t(xn − xn−1)

)
(xn − xn−1) dt

∥∥∥∥
≤ − 1

f ′(tn−1)

∫ 1

0
f ′′
(
tn−1 + t(tn − tn−1)

)
dt‖xn − xn−1‖

≤ − 1

f ′(tn−1)

∫ tn

tn−1

f ′′(t)dt

= − 1

f ′(tn−1)

(
f ′(tn)− f ′(tn−1)

)
= 1− f ′(tn)

f ′(tn−1)
< 1,

ya que

‖xn−1 + t(xn − xn−1)‖ ≤ ‖xn−1 − x0‖+ ‖x0‖+ t‖xn − xn−1‖
≤ tn−1 − t0 + t0 + t(tn − tn−1) ≤ tn−1

+t(tn − tn−1).

Luego, por el lema de Banach sobre inversión de operadores, existe Γn y

‖Γn‖ ≤
‖Γn−1‖

1− ‖I − Γn−1F ′(xn)‖
≤
− 1
f ′(tn−1)

f ′(tn)
f ′(tn−1)

= − 1

f ′(tn)
·
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Volviendo a utilizar (1.7) para desarrollar

F (xn) = F (xn−1) + F ′(xn−1)(xn − xn−1) +
∫ xn

xn−1

F ′′(x)(xn − x) dx

=
∫ xn

xn−1

F ′′(x)(xn − x) dx

=
∫ 1

0
F ′′
(
xn−1 + t(xn − xn−1)

)
(1− t)(xn − xn−1)2 dt

y utilizando (2.3), se sigue que

‖F (xn)‖ =
∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn−1 + t(xn − xn−1)
)∥∥∥(1− t)‖xn − xn−1‖2 dt

≤
∫ 1

0
f ′′
(
tn−1 + t(tn − tn−1)

)
(1− t)(tn − tn−1)2 dt

=
∫ tn

tn−1

f ′′(t)(tn − t) dt = f(tn),

de manera que ‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖Γn‖‖F (xn)‖ ≤ − f(tn)

f ′(tn)
= tn+1 − tn.

En consecuencia, ‖xn+1− x0‖ ≤ ‖xn+1− xn‖+ ‖xn− x0‖ ≤ tn+1− tn +
tn − t0 = tn+1 − t0 ≤ t∗ − t0 ≤ t∗ − ‖x0‖ y xn+1 ∈ B(x0, t

∗ − ‖x0‖) ⊂ Ω.

Por tanto, la sucesión {xn} está bien de�nida, contenida en Ω y cumple
que ‖xn − xn−1‖ ≤ tn − tn−1, para todo n. Luego, tn es una sucesión
mayorizante de {xn}. Entonces, existe ĺımn xn = x∗ y ‖x∗−xn‖ ≤ t∗− tn,
para todo n.

Ahora, a partir de la expresión que tiene el método de Newton, está
claro que F (xn)+F ′(xn)(xn+1−xn) = 0, y como {‖F ′(xn)‖} es una sucesión
acotada, ya que

‖F ′(xn)‖ ≤ ‖F ′(x0)‖+ sup
0<θ<1

∥∥∥F ′′(xn + θ(xn − x0)
)∥∥∥‖xn − x0‖

≤ ‖F ′(x0)‖+ máx
0<θ<1

∣∣∣f ′′(tn + θ(tn − t0)
)∣∣∣(t∗ − t0),

tomando límites en la igualdad anterior, obtenemos F (x∗) = 0 por la
continuidad del operador F . Por consiguiente, x∗ es solución de F (x) =
0. �

Notemos que el anterior teorema general de convergencia (teorema
2.2.1) para el método de Newton se diferencia del establecido por Kan-
torovich en la dependencia que presenta del valor t0 y su relación con
‖x0‖, lo que se pone de mani�esto posteriormente.
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Una vez visto este teorema, vamos a obtener dos resultados de conver-
gencia en función de las condiciones que elijamos para construir la función
f . Estos casos dependerán de si ω(‖x‖) es una función constante o no en
(2.1). El caso constante corresponde a la situación considerada por Kan-
torovich.

En el primer caso acotamos la segunda derivada del operador F por
una constante k y mediante interpolación (al igual que hace Kantorovich)
obtenemos que la función f es un polinomio, lo que nos lleva al siguiente
resultado.

Teorema 2.2.2 Sea el operador F de�nido en las condiciones habituales.
Supongamos que ‖x0‖ ≤ t0, con x0 ∈ Ω, y que se veri�can las siguientes
condiciones:

(C1) el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 está de�nido y ‖Γ0‖ ≤ β,

(C2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(C3) ‖F ′′(x)‖ ≤ k en Ω,

(C4) kβη ≤ 1

2
,

(C5) B(x0, ρ1 − ‖x0‖) ⊆ Ω, donde ρ1 es la raíz positiva más pequeña del
polinomio

f(t) =
k

2
(t− t0)2 −

t− t0
β

+
η

β
· (2.4)

Entonces la ecuación F (x) = 0 tiene una solución x∗ y la sucesión de New-
ton dada por (1.7) es convergente a esta solución a partir de x0. Además,
xn, x

∗ ∈ B(x0, ρ1 − ‖x0‖) y

‖x∗ − xn‖ ≤ ρ1 − tn, n ≥ 0,

donde tn = tn−1 −
f(tn−1)

f ′(tn−1)
, para todo n ≥ 1.

Demostración. La demostración del teorema 2.2.2 se sigue del teore-
ma 2.2.1. Debemos entonces determinar la función f en primer lugar. Ob-
servamos que a partir de las condiciones (C1), (C2) y (C3) podemos calcular
f mediante el polinomio de interpolación de segundo grado que se ajusta
a las siguientes condiciones:

− 1

f ′(t0)
= β, − f(t0)

f ′(t0)
= η y f ′′(t) = k.
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Así, f(t) =
k

2
(t− t0)2 −

t− t0
β

+
η

β
de�nido en [t0, t

′].

A continuación vemos que el polinomio f obtenido en la línea anterior
cumple las condiciones del teorema 2.2.1. Está claro que f ∈ C(2)([t0, t′]),

siendo t′ ≥ ρ1 =
1 + kβt0 +

√
1− 2kβη

kβ
. Las condiciones (K1) y (K2) del

teorema 2.2.1 se siguen obviamente y la condición (K3) es trivial, ya que

‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) = k para ‖x‖ ≤ t ∈ [‖x0‖, t′].

Las condiciones (K4) y (K5) son inmediatas sin más que tener en cuenta
que

ρ1 =
1 + kβt0 +

√
1− 2kβη

kβ
y ρ2 =

1 + kβt0 −
√

1− 2kβη

kβ
·

son las raíces reales de f(t) = 0, puesto que kβη ≤ 1

2
y t∗ = ρ1. Finalmente,

tenemos que ‖x∗−x0‖ ≤ ρ1−‖x0‖ por ser ‖x∗−x0‖ ≤ t∗−t0 ≤ t∗−‖x0‖. �

Observamos que, a diferencia del teorema clásico de Newton-Kantorovich
(teorema 1.2.2), en este caso existe una dependencia entre los puntos de
salida t0 de la sucesión mayorizante y los puntos de salida x0 de la sucesión
en el espacio de Banach X, puesto que necesitamos que ‖x0‖ ≤ t0.

En el caso anterior, en el que ω(‖x‖) = k, podemos encontrar la función
escalar f tal y como lo hace Kantorovich, resolviendo un problema de
tipo interpolatorio. Por otra parte, también observamos que el polinomio
dado en (2.2) se puede construir de forma diferente, sin utilizar un ajuste
interpolatorio, sin más que resolver el siguiente problema de valor inicial:

y′′(s)− k = 0,

y(s0) =
η

β
, y′(s0) = − 1

β
·

En efecto, integrando la ecuación diferencial y teniendo en cuenta que

y′(s0) = − 1

β
, tenemos y′(s) = k(s− s0)−

1

β
; e integrando de nuevo y te-

niendo en cuenta y(s0) =
η

β
, se sigue

y(s) =
k

2
(s− s0)2 −

s− s0
β

+
η

β
· (2.5)

Obviamente, obtenemos el mismo polinomio (2.2) que Kantorovich.
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Este nuevo enfoque para obtener el polinomio de Kantorovich tiene una
ventaja: permite generalizar el procedimiento anterior a las condiciones
(C1), (C2) y (2.1). Para ello, en primer lugar, observamos que

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖) ≤ ω(t),

siempre que ‖x‖ ≤ t por ser ω no decreciente. Por tanto, en vez de (2.1),
consideramos

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(t), para ‖x‖ ≤ t,

con ω : [t0,+∞) → R continua, no decreciente y tal que ω(t0) ≥ 0. El
correspondiente problema de valor inicial a resolver será entonces:

y′′(t)− ω(t) = 0,

y(t0) =
η

β
, y′(t0) = − 1

β
·

(2.6)

A partir de los comentarios anteriores enunciamos el siguiente resulta-
do.

Teorema 2.2.3 Supongamos que ω(t) es una función continua para todo
t ∈ [t0, t

′]. Entonces, para cualesquiera números reales β 6= 0 y η, existe
una única solución f(t) en [t0, t

′] del problema de valor inicial (2.6), que
es:

f(t) =
∫ t

t0

∫ θ

t0
ω(ξ) dξ dθ − t− t0

β
+
η

β
, (2.7)

donde ω es la función que se de�ne a partir de (2.1).

Observar que (2.7) se reduce al polinomio (2.5) si ω(t) es una función
constante y t0 = s0.

A partir de ahora supondremos entonces que se veri�can las siguientes
condiciones:

(A1) x0 ∈ Ω, el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 está de�nido y ‖Γ0‖ ≤ β,

(A2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(A3) ‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖), con x ∈ Ω, donde ω : R+ ∪ {0} → R es una
función continua no decreciente,

(A4) f(α) ≤ 0, donde f(t) es la función de�nida en (2.7) y α es una solu-

ción positiva de W (t)−W (t0)−
1

β
= 0, siendo W (t) una primitiva

de ω(t),
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(A5) B(x0, t
∗ − ‖x0‖) ⊆ Ω, donde t∗ es la menor raíz de f(t) = 0 en

[t0,+∞).

Como se puede ver en el teorema 1.2.2 de Kantorovich, la sucesión
mayorizante {sn} que allí se construye, a partir del método de Newton y
utilizando el polinomio (2.2) con s0 = 0, converge a la menor raíz positiva
s∗ de la ecuación p(s) = 0. Esta convergencia es evidente debido a que el
polinomio p(s) es una función decreciente y convexa en [s0, s

′]. Por tanto,
si queremos aplicar la técnica de las sucesiones mayorizantes a nuestra
situación particular, por analogía con Kantorovich, la ecuación f(t) = 0
tendrá que tener al menos una raíz mayor que t0 a la cual tendremos que
asegurar la convergencia de la sucesión escalar

tn+1 = Nf (tn) = tn −
f(tn)

f ′(tn)
, n ≥ 0, (2.8)

a partir de t0, para poder obtener así una sucesión mayorizante bajo las
condiciones (C1), (C2) y (2.1). Resulta evidente que lo primero que ne-
cesitamos es estudiar la función f dada en (2.7) con el objetivo de que
esto nos conduzca al correspondiente resultado de convergencia semilocal
para el método de Newton bajo las condiciones (A1)�(A5). Comenzamos
obteniendo algunas propiedades de la función (2.7).

Lema 2.2.4 Sean f la función de�nida en (2.7) y ω la función dada en
(A3).

a) Si W es una primitiva de la función ω en R+ y existe una solución
α > 0 de la ecuación

W (t)−W (t0)−
1

β
= 0,

entonces α es el único mínimo de f en R+.

b) t0 < α y la función f decrece en (t0, α).

c) Si f(α) ≤ 0, entonces la ecuación f(t) = 0 tiene al menos una
solución en R+. Si denotamos por t∗ a la raíz positiva más pequeña
de f(t) = 0, se tiene además que t0 < t∗ ≤ α.

Demostración.

a) Como f ′(α) = W (α)−W (t0)−
1

β
= 0 y f ′′(t) = ω(t) ≥ 0, ∀t ∈ R+,

entonces α es un mínimo de f en R+. Además, al ser f convexa en
R+, α es el único mínimo de f en R+.
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b) Sabemos que f es convexa, luego f ′ es creciente. Como f ′(t0) = − 1

β
< 0 y f ′(α) = 0, entonces t0 < α y f ′(t) < 0 en (t0, α). Luego f
decrece en (t0, α).

c) Si f(α) < 0, como f(t0) =
η

β
> 0 y f(α) < 0, entonces f tiene al

menos una raíz en R+ por ser una función continua. Como f es de-
creciente en (t0, α), entonces t∗ es raíz de f y t0 < t∗ < α. Si f(α) = 0,
entonces α es una raíz doble de f y tomamos t∗ = α. �

Enunciamos ahora el resultado de convergencia semilocal para la suce-
sión de Newton (1.7) en el espacio de Banach X.

Teorema 2.2.5 Sea el operador F de�nido en las condiciones habituales.
Supongamos que ‖x0‖ ≤ t0, con x0 ∈ Ω, y que se veri�can las condiciones
(A1)�(A5). Entonces, la ecuación F (x) = 0 tiene una solución x∗ y la
sucesión de Newton (1.7) es convergente a esta solución a partir de x0.
Además, xn, x∗ ∈ B(x0, t∗ − ‖x0‖), para todo n, y

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0,

donde tn = tn−1 −
f(tn−1)

f ′(tn−1)
, para todo n ≥ 1, y f de�nida en (2.7).

Demostración. Demostramos el teorema 2.2.5 a partir del teorema 2.2.1.
Para ello, tenemos que ver que la función (2.7) cumple las condiciones del
teorema 2.2.1. Está claro que f ∈ C(2)([t0, t′]), con t′ ≥ t∗. El cumplimiento
de (K1) y (K2) es obvio y el de (K3) se sigue de forma inmediata, ya que

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖) ≤ ω(t) = f ′′(t) para ‖x‖ ≤ t, con t ∈ [‖x0‖, t′].

Para que se cumplan las condiciones (K4) y (K5), basta tener en cuenta
que f(α) ≤ 0. Para terminar vemos que ‖x∗−x0‖ ≤ t∗−t0 ≤ t∗−‖x0‖. �

Nota 2.2.6 Notemos que si kβη =
1

2
en el teorema 2.2.2 y f(α) = 0

en el teorema 2.2.5, entonces las respectivas funciones f tienen una raíz
doble.
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2.2.2. Aplicación al cálculo de la raíz n-ésima

Veamos a continuación un ejemplo en el que se pone de mani�esto
todo lo estudiado anteriormente. Discutiremos la aplicación del método de
Newton a partir de los teoremas 2.2.2 y 2.2.5 cuando se quiere aproximar
la raíz n-ésima de un número real positivo a.

Consideramos entonces la ecuación F (x) = 0, donde F : Ω = (−M,M)→
R, M ∈ R, y F (x) = xn− a, con Mn > a, n ∈ N (n ≥ 2) y a ∈ R+. En este
caso,

‖Γ0‖ =
1

|F ′(x0)|
=

1

n|x0|n−1
= β, ‖Γ0F (x0)‖ =

∣∣∣∣∣ F (x0)

F ′(x0)

∣∣∣∣∣ =
|xn0 − a|
n|x0|n−1

= η,

‖F ′′(x)‖ = n(n− 1)|x|n−2, k = n(n− 1)Mn−2 y ω(t) = n(n− 1)tn−2.

En primer lugar, analizamos la aplicación del método de Newton a
partir del teorema 2.2.2. Por tanto, se tiene que cumplir

1

2
≥ kβη =

n− 1

n
Mn−2 |xn0 − a|

|x0|2n−2
⇔ |x

n
0 − a|
|x0|2n−2

≤ n

2(n− 1)Mn−2 (2.9)

y que |x0| ≤ t0. Para ver (2.9) consideramos cuatro situaciones diferentes
que se pueden dar:

x0 ∈ (−M,− n
√
a), x0 ∈ (− n

√
a, 0), x0 ∈ (0, n

√
a), x0 ∈ ( n

√
a,M).

(2.10)
Si x0 ∈ (−M,− n

√
a), hay que distinguir si n es par o impar. Comen-

zando con el caso en que n es impar, está claro que (2.9) se cumple si

nx2n−20 + 2(n− 1)Mn−2xn0 − 2(n− 1)Mn−2a ≡ g(x0,M) > 0,

puesto que |xn0 − a| = a − xn0 . Pero la desigualdad anterior no se cumple
nunca porque g es creciente en (−M,M) para la primera variable por ser
xn−20 +Mn−2 ≥ 0 y

∂g(x0,M)

∂x0
= (xn−20 +Mn−2)2n(n− 1)xn−10 ≥ 0.

Si ahora consideramos que n es par, entonces (2.9) se cumple si

nx2n−20 − 2(n− 1)Mn−2xn0 + 2(n− 1)Mn−2a ≡ h(x0,M) > 0,

puesto que |xn0 − a| = xn0 − a. Como xn−20 − Mn−2 ≤ 0, entonces h es
creciente en (−M,M) para la primera variable puesto que

∂h(x0,M)

∂x0
= (xn−20 −Mn−2)2n(n− 1)xn−10 ≥ 0,
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de manera que

h(x0,M) > h(−M,M) = Mn−2
(
(2− n)Mn + 2(n− 1)a

)
.

Notemos ahora que si (2−n)Mn+2(n−1)a ≥ 0, entonces h(x0,M) > 0
siempre. En caso contrario, como h es continua, h(x0,M) se anulará para
algún x0, que denotamos por s∗∗ (es decir, h(s∗∗,M) = 0). Para que se
cumpla que h(x0,M) > 0, es necesario que x0 ∈ (s∗∗,− n

√
a), puesto que

x0 < − n
√
a y s∗∗ ∈ (−M,− n

√
a).

Los otros tres casos se analizan de forma similar y se llega a las siguien-
tes conclusiones. Si n es impar, entonces

x0 ∈ (r∗, n
√
a) ∪ ( n

√
a, s∗) si M ≥ n

√
2(1− n)a

2− n
,

x0 ∈ (r∗, n
√
a) ∪ ( n

√
a,M) si M ≤ n

√
2(1− n)a

2− n
,

donde r∗ es tal que g(r∗,M) = 0 y s∗ tal que h(s∗,M) = 0. Y si n es par,
vemos que

x0 ∈ (s∗∗,− n
√
a) ∪ (r∗,− n

√
a) ∪ ( n

√
a, s∗) si M ≥ n

√
2(1− n)a

2− n
,

x0 ∈ (−M,− n
√
a) ∪ (r∗, n

√
a) ∪ ( n

√
a,M) si M ≤ n

√
2(1− n)a

2− n
,

x0 ∈ (− n
√
a, r∗∗) si M ≤ n−2

√√√√ na
2n−2

n

4(n− 1)a
,

donde r∗ y r∗∗ son tales que g(r∗,M) = 0 = g(r∗∗,M), y s∗ y s∗∗ tales que
h(s∗,M) = 0 = h(s∗∗,M).

En segundo lugar, analizamos la aplicación del método de Newton a
partir del teorema 2.2.5. En este caso, como ω(t) = n(n− 1)tn−2, tenemos
que

W (t)−W (t0)−
1

β
= ntn−1 − ntn−10 − n|x0|n−1 = 0,

de manera que α = n−1

√
tn−10 + |x0|n−1 > 0. Además, como

f(t) = tn − n
(
tn−10 + |x0|n−1

)
t−

(
tn0 − n

(
tn−10 + |x0|n−1

)
t0

)
+ |xn0 − a|,
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se sigue que

f(α) = (1− n)
(
tn−10 + |x0|n−1

) n
n−1 − tn0 + n

(
tn−10 + |x0|n−1

)
t0 + |xn0 − a|.

Para aplicar el teorema 2.2.5, tenemos que ver cuándo se cumplen |x0| ≤ t0
y f(α) < 0. Para ver esto, estudiamos, como en el caso anterior, las cuatro
situaciones diferentes que se pueden dar y que aparecen en (2.10).

Si x0 ∈ (−M,− n
√
a), hay que distinguir en principio los casos en que

n es par o impar. Si n es impar, entonces es fácil ver que no hay región
del plano x0t0 que satisfaga las desigualdades f(α) = (1− n)

(
tn−10 +

|x0|n−1
) n

n−1−tn0 +n
(
tn−10 + |x0|n−1

)
t0+ |xn0−a| < 0 y t0 ≥ −x0 = |x0|.

Por el contrario, si n es par, se puede comprobar que si existe una
región del plano x0t0 cumpliendo f(α) < 0 y t0 ≥ −x0 = |x0|.
Denotando f(α) como

f1(x0, t0) = (1−n)(tn−10 −xn−10 )
n

n−1−tn0+n(tn−10 −xn−10 )t0+a−xn0 ≡ f(α),

es fácil comprobar que las curvas f1(x0, t0) = 0 y t0 = −x0 se cortan
en el punto (x0,−x0), donde

x0 = − n

√
a

(1− n)2
n

n−1 + 2n
< − n
√
a,

puesto que (1− n)2
n

n−1 + 2n > 0, ∀n > 2.

Si x0 ∈ (− n
√
a, 0), razonando como en el caso anterior se observa que

f(α) < 0 y t0 ≥ |x0| = −x0 solo se cumplen a la vez si n es par. En
este caso, denotando f(α) como

f2(x0, t0) = (1−n)(tn−10 −xn−10 )
n

n−1−tn0+n(tn−10 −xn−10 )t0+x
n
0−a ≡ f(α),

se comprueba que las curvas f2(x0, t0) = 0 y t0 = −x0 se cortan en
el punto (x0,−x0), donde

x0 = − n

√
a

2n+ (1− n)2
n

n−1
> − n
√
a,

puesto que 2n+ (1− n)2
n

n−1 > 0, ∀n > 2, de manera que existe una
región del plano x0t0 donde se cumple que f(α) < 0 y t0 ≥ −x0 =
|x0|.
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En los dos casos en que x0 > 0, no hay que distinguir si n es par o
impar. En ambos casos se puede ver que existe una región del plano
x0t0 en la que f(α) < 0 y t0 ≥ x0 = |x0| a la vez. Si x0 ∈ (0, n

√
a), las

curvas f3(x0, t0) = 0, donde

f3(x0, t0) = (1−n)(tn−10 +xn−10 )
n

n−1−tn0+n(tn−10 +xn−10 )t0+a−xn0 ≡ f(α),

y t0 = x0 se cortan en el punto (x0, x0) con

x0 = n

√√√√ a

2(n− 1)
(
2

1
n−1 − 1

) < n
√
a.

Si x0 ∈ ( n
√
a,M), entonces las curvas f4(x0, t0) = 0, donde

f4(x0, t0) = (1−n)(tn−10 +xn−10 )
n

n−1−tn0+n(tn−10 +xn−10 )t0+x
n
0−a ≡ f(α),

y t0 = x0 se cortan ahora en el punto (x0, x0) con

x0 = n

√
a

2n+ (1− n)2
n

n−1
> n
√
a.

Una vez analizada la aplicación del método de Newton a partir de los
teoremas 2.2.2 y 2.2.5, nuestro siguiente paso es comparar grá�camente
las situaciones de�nidas por los dos teoremas. Como esto es difícil de ver
desde una situación tan general como la planteada hasta ahora, vamos a
particularizarla mediante el ejemplo concreto del cálculo de la raíz cúbica
de 2. Para este ejemplo consideramos F (x) = x3−2 y F : Ω = (−2, 2)→ R.
Por tanto,

‖Γ0‖ =
1

3x20
= β, ‖Γ0F (x0)‖ =

|x30 − 2|
3x20

, ‖F ′′(x)‖ = 6|x|,

k = 12 y ω(t) = 6t.

Las condiciones kβη ≤ 1

2
y |x0| ≤ t0 del teorema 2.2.2 se reducen ahora

a

|x30 − 2| ≤ 3

8
x40 y |x0| ≤ t0 ⇔ x0 ∈ [1,12085, 2) y x0 ≤ t0.

Es decir, para los puntos (x0, t0) del plano x0t0 que cumplen las condiciones
anteriores, podemos garantizar la convergencia del método de Newton a
3
√

2 mediante el teorema 2.2.2. En la �gura 2.1, podemos ver la región del
plano x0t0 en la que se mueven estos puntos.
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-2 -1 1 2 3

-1

1

2

3

t0 = x0

x0( )

1,12085

•
x∗ = 1,2599 . . .

t0

Figura 2.1: Región de puntos de salida correspondiente al teorema 2.2.2

Por otra parte, las condiciones f(α) < 0 y |x0| ≤ t0 del teorema 2.2.5
se transforman ahora en:

f(α) = −2(t20 + x20)
3
2 + 2t30 + 3t0x

2
0 + |x30 − 2| < 0 y |x0| ≤ t0.

Por tanto, para el conjunto de puntos (x0, t0) del plano x0t0 que cumplan las
dos condiciones anteriores, podemos garantizar la convergencia del método
de Newton a 3

√
2 a partir del teorema 2.2.5. En la �gura 2.2 vemos cuál es

la región del plano x0t0 que se deriva del teorema 2.2.5.

En la �gura 2.3 aparece la región de puntos de salida a partir de los
cuales podemos asegurar la convergencia del método de Newton a 3

√
2 me-

diante el teorema 2.2.5, pero no mediante el teorema 2.2.2.

Si tomamos por ejemplo x0 = 1,1, entonces no podemos asegurar la
convergencia del método de Newton mediante el teorema 2.2.2, pero sí
mediante el teorema 2.2.5, siempre que t0 esté en la región dada en la Figura
2.3 que está de�nida por los puntos (x0, t0) tales que x0 ∈ [1,06475, 1,12085]
y t0 moviéndose entre las curvas

t0 = x0 y − 2(t20 + x20)
3
2 − t30 + 3(t20 + x20)t0 + 2− x30 = 0.
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Figura 2.2: Región de puntos de salida correspondiente al teorema 2.2.5

Tomando por ejemplo t0 = 1,2, tenemos que f(t) = t3−7,95t+8,481. En

consecuencia, la solución positiva más pequeña de W (t)−W (t0)−
1

β
= 0

es α = 1,62788 . . ., y cumple que f(α) < 0. En este caso, la raíz positiva
más pequeña de f(t) = 0 es t∗ = 1,4513 . . ., que veri�ca que t0 < t∗ < α. En
consecuencia, podemos garantizar la convergencia del método de Newton
a la raíz 3

√
2 de la ecuación F (x) = x3 − 2 = 0 a partir del teorema

2.2.5. Utilizando 16 cifras signi�cativas la solución se alcanza después de 5
iteraciones tomando como punto de partida x0 = 1,1.

A continuación calculamos las estimaciones del error a priori que se
cometen cuando �jamos previamente el valor del punto de partida de x0 y
vamos variando el valor de t0.

Cuando �jamos el valor x0 = 1,1, obtenemos la siguiente función que
depende del valor t y del punto de partida t0

f(t) = t3 − 3(t20 + 1,21)t− (t30 − 3(t20 + 1,21)t0) + 0,669.

Por las condiciones ‖x0‖ ≤ t0 y f(α) < 0, tenemos que t0 ∈ [1,1, 1,52065].
Para cada t0 que elijamos en este intervalo, obtendremos una función f(t)
con su correspondiente raíz t∗. Calculando las primeras iteraciones para
dicha función mediante el método de Newton, obtenemos la tabla 2.1 con
las estimaciones del error cometido.
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x0

•

•

•

t0

(1,06475, 1,06475)

(1,12085, 1,12085)

(1,12085, 1,89658)

Figura 2.3: Ampliación de la región de puntos de salida cuando se aproxima
3
√

2

Notar que si t0 = ‖x0‖, obtenemos óptimas estimaciones a priori del
error, además de optimizar el dominio de existencia de solución.

n t0 = 1,1 t0 = 1,14 t0 = 1,18 t0 = 1,24
0 0,240911 . . . 0,244798 . . . 0,289031 . . . 0,356191 . . .
1 0,056613 . . . 0,060500 . . . 0,079277 . . . 0,110288 . . .
2 0,005420 . . . 0,006510 . . . 0,011080 . . . 0,020927 . . .
3 0,000061 . . . 0,000095 . . . 0,000294 . . . 0,001136 . . .
4 8,2137× 10−9 2,1525× 10−8 2,2151× 10−7 3,7695× 10−6

Tabla 2.1: Estimaciones del error |tn − t∗| a partir de diferentes t0

Observamos que si �jamos previamente un x0, cuanto más próximo esté
el valor de inicio t0 a ‖x0‖, el error que se comete es menor.

Nota 2.2.7 Notemos que lo importante es el dominio de los puntos x0
porque variar t0 no aporta ninguna mejora en cuanto a los puntos de salida.
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2.2.3. Unicidad de solución

A continuación vemos el resultado de unicidad de solución correspon-
diente al teorema 2.2.5 anterior.

Notemos que si ω(0) > 0, entonces f ′ es creciente y f ′(t) > 0 en
(α,+∞), y por tanto f es estrictamente creciente en (α,+∞). Lo anterior
garantiza que la función f tenga dos ceros reales r1 y r2 tales que t0 <
r1 ≤ r2. En el caso en que ω(0) = 0, para que la función f tenga dos ceros
reales positivos hay que exigir que ω sea estrictamente creciente. Notemos
que esta situación no es restrictiva porque solo elimina el caso lineal.

Teorema 2.2.8 En las condiciones del teorema 2.2.5, si f tiene dos ceros
reales t∗ y t∗∗ tales que t0 < t∗ ≤ t∗∗, entonces la solución x∗ de F (x) = 0
es única en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗ − t0) si t∗ = t∗∗.

Demostración. Supongamos que t∗ < t∗∗ y que y∗ es otra solución de
F (x) = 0 en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω. Como

0 = F (y∗)− F (x∗) =
∫ y∗

x∗
F ′(x)dx =

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
(y∗ − x∗)dt,

es su�ciente ver que existe el operador[
Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt
]−1

. (2.11)

De hecho, de

I − Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt = Γ0

[ ∫ 1

0
F ′(x0)dt

−
∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt
]

= −Γ0

∫ 1

0

( ∫ x∗+t(y∗−x∗)

x0
F ′′(z)dz

)
dt.

si tomamos normas, se sigue que

∣∣∣∣∣∣∣∣I − Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖Γ0‖
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫ 1

0

∫ x∗+t(y∗−x∗)

x0
F ′′(z)dzdt

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ β

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + v
(
(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)

))
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×
(
(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)

)∥∥∥∥dvdt
≤ β

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + v
(
(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)

))∥∥∥∥
×‖(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)‖dvdt

≤ β
∫ 1

0
‖(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)‖

×
( ∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + v
(
(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)

))∥∥∥∥dv)dt
≤ β

∫ 1

0

(
(1− t)‖x∗ − x0‖+ t‖y∗ − x0‖

)
×
( ∫ 1

0
ω
(∥∥∥∥x0 + v

(
(x∗ − x0) + t(y∗ − x∗)

)∥∥∥)dv)dt
< β

∫ 1

0

(
(1− t)(t∗ − t0) + t(t∗∗ − t0)

)
×
( ∫ 1

0
ω
(
‖x0‖+

∥∥∥v((x∗ − x0) + t(y∗ + x0 − x0 − x∗)
)∥∥∥)dv)dt

≤ β
∫ 1

0

(
(1− t)(t∗ − t0) + t(t∗∗ − t0)

)
×
( ∫ 1

0
ω
(
t0 + v

(
(t∗ − t0) + t(t∗∗ − t∗)

))
dv
)
dt

=
β

t∗∗ − t∗
∫ t∗∗−t0

t∗−t0

( ∫ t0+u

t0
ω(z) dz du

)
= f(t∗∗)− f(t∗) + 1 = 1,

por el lema de Banach, existe el operador (2.11).

Sea ahora t∗ = t∗∗ y supongamos que y∗ es otra solución de F (x) = 0
en B(x0, t∗ − t0). Ya que ‖y∗ − x0‖ ≤ t∗ − t0, por inducción matemática,
suponemos que ‖y∗−xk‖ ≤ t∗− tk para k = 0, 1, . . . , n. Entonces, teniendo
en cuenta que F (y∗) = 0 y xn+1 = xn − ΓnF (xn) podemos escribir

y∗ − xn+1 = −Γn

∫ 1

0
F ′′
(
xn + t(y∗ − xn)

)
(1− t)(y∗ − xn)2 dt,

como ‖xn + t(y∗ − xn)‖ ≤ tn + t(y∗ − tn), obtenemos

‖y∗ − xn+1‖ ≤ −
M

f ′(tn)
‖y∗ − xn‖2, (2.12)

siendo M =
∫ 1

0
ω
(
tn + t(y∗ − tn)

)
(1− t) dt.
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De la misma manera para la función f , tenemos

t∗ − tn+1 = − 1

f ′(tn)

∫ 1

0
f ′′
(
tn + t(t∗ − tn)

)
(1− t)(t∗ − tn)2 dt,

y por lo tanto, obtenemos

t∗ − tn+1 = − M

f ′(tn)
(t∗ − tn)2. (2.13)

Luego, de (2.12) y (2.13) probamos que ‖y∗−xn+1‖ ≤ t∗−tn+1. Así ‖y∗−
xn‖ ≤ t∗−tn para todo n, por lo tanto como ĺım

n→+∞
tn = t∗ y ĺım

n→+∞
xn = x∗,

se sigue que y∗ = x∗. �

Si ahora aplicamos los teoremas 2.2.5 y 2.2.8 al cálculo de 3
√

2, tenemos
que para x0 = 1,1 y t0 = 1,2, t∗ = 1,4513 . . . y t∗∗ = 1,7983 . . .. Luego
vemos que t0 < t∗ < t∗∗. Entonces, los dominios de existencia y unicidad
de solución son respectivamente:

[0,7487 . . . , 1,4513 . . .] y (0,5017 . . . , 1,6983 . . .).

2.2.4. Aplicación a las ecuaciones integrales de Ham-
merstein

No podemos analizar la convergencia del método de Newton a una so-
lución de una ecuación donde la segunda derivada del operador en cuestión
no está acotada en un dominio, lo que suele ocurrir en algunas ecuaciones
integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto [56]; i.e.:

x(s) = u(s) +
m∑
i=1

∫ b

a
Gi(s, t)Hi

(
x(t)

)
dt, s ∈ [a, b],

donde −∞ < a < b < +∞, Gi, Hi (i = 1, 2, . . . ,m) y u son funciones co-
nocidas y x es una función continua (solución) a determinar. En particular,
para ecuaciones integrales de la forma

x(s) = u(s) +
∫ b

a
G(s, t)

(
x(t)2+p +

1

2
x(t)2

)
dt, s ∈ [a, b], (2.14)

con p ∈ [0, 1], donde u es una función continua y el núcleo G es la función
de Green

G(s, t) =


(b− s)(t− a)

b− a
, t ≤ s,

(s− a)(b− t)
b− a

, s ≤ t.
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Ecuaciones integrales de este tipo son frecuentes en muchas aplicacio-
nes del mundo real. Por ejemplo, en problemas de modelos dinámicos de
reactores químicos [28], así como en problemas de la teoría del trá�co vehi-
cular, la biología y la teoría de colas [44]. Las ecuaciones de Hammerstein
aparecen en la dinámica de �uidos electromagnéticos, y en la reformulación
de problemas de valores en la frontera de dos puntos con ciertas condicio-
nes de contorno no lineales y análogos multidimensionales que aparecen
como reformulaciones de una ecuación en derivadas parciales elíptica con
condiciones de contorno no lineales (véase [108] y las referencias que allí
aparecen).

Resolver (2.14) es equivalente a resolver F (x) = 0, donde

F : Ω ⊆ C([a, b])→ C([a, b]), Ω = {x ∈ C([a, b]); x(s) > 0, s ∈ [a, b]},

[F (x)](s) = x(s)− u(s)−
∫ b

a
G(s, t)

[
x(t)2+p +

1

2
x(t)2

]
dt, p ∈ (0, 1].

Teniendo en cuenta la expresión de F , obtenemos

[F ′(x)y](s) = y(s)−
∫ b

a
G(s, t)

[
(2 + p)x(t)1+p + x(t)

]
y(t) dt,

[F ′′(x)(yz)](s) = −
∫ b

a
G(s, t)

[
(2 + p)(1 + p)x(t)p + 1

]
z(t)y(t) dt.

Observar que la condición (C3) del teorema clásico 1.2.2 de Newton-
Kantorovich no se veri�ca ya que ‖F ′′(x)‖ no está acotada en todo Ω. Para
ver esto, usamos reducción al absurdo. Suponemos que ‖F ′′(x)‖ ≤ k en Ω

con la norma del máximo y denotamos M = máx
[a,b]

∫ b

a
|G(s, t)| dt. Entonces,

si x(t) = p

√
k −M + ε

M(2 + p)(1 + p)
, con ε ∈ (M−k,+∞) siM > k o ε ∈ (0,+∞)

si M ≤ k, e y(t) = z(t) = 1, se sigue que

‖[F ′′(x)(yz)](s)‖ =

∥∥∥∥∥
∫ b

a
G(s, t)

[
(2 + p)(1 + p)x(t)p + 1

]
dt

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥k + ε

M

∫ b

a
G(s, t) dt

∥∥∥∥∥ = k + ε > k.

Por lo tanto, lo último es contradictorio, ya que no existe una constante k
tal que ‖F ′′(x)‖ ≤ k en todo Ω.

Por el contrario, vemos en lo siguiente que la condición alternativa
dada por (A3) en el teorema 2.2.5 se veri�ca, y como consecuencia la con-
vergencia del método de Newton a una solución de (2.14) queda entonces
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garantizada por este teorema. De (A3) deducimos que

ω(z) = M
(
1 + (2 + p)(1 + p)zp

)
. (2.15)

Además, �jado x0(s), tenemos

‖I − F ′(x0)‖ ≤M
(
(2 + p)‖x1+p0 ‖+ ‖x0‖

)
,

y por el lema de Banach, obtenemos

‖Γ0‖ ≤
1

1−M
(
(2 + p)‖x1+p0 ‖+ ‖x0‖

) = β,

siempre que M
(
(2 + p)‖x1+p0 ‖+ ‖x0‖

)
< 1. Además, ya que ‖F (x0)‖ ≤

‖x0 − u‖+M
(
‖x2+p0 ‖+ 1

2
‖x20‖

)
, se sigue que

‖Γ0F (x0)‖ ≤ ‖Γ0‖‖F (x0)‖ ≤
‖x0 − u‖+M

(
‖x2+p0 ‖+ 1

2
‖x20‖

)
1−M

(
(2 + p)‖x1+p0 ‖+ ‖x0‖

) = η.

Una vez que los parámetros β y η están calculados y la función (2.15)
es conocida, usamos el teorema 2.2.3 para probar la existencia de solución
de la ecuación (2.14) y garantizar la convergencia del método de Newton.

Para determinar el dominio de existencia de solución, consideramos la
siguiente ecuación particular (2.14):

x(s) = 1 +
∫ 1

0
G(s, t)

(
x(t)5/2 +

1

2
x(t)2

)
dt, s ∈ [0, 1].

Si repetimos lo que se ha hecho para (2.14) con u(s) = 1, p =
1

2
, [a, b] =

[0, 1] y elegimos x0(s) =
1

2
, podemos garantizar por el lema de Banach que

el operador Γ0 existe y ‖Γ0‖ ≤
32

355
(12 +

√
2), ya que

‖[(I − F ′(x0))y](s)‖ ≤ 1

64
(4 + 5

√
2)‖y‖ y ‖I − F ′(x0)‖ < 1.

Además, ‖F (x0)‖ ≤
1

64
(33 +

√
2) y

β = 1,2091 . . . , η = 0,6501 . . . , ω(z) =
1

8
+

√
z

32
·
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Como t0 ≥ ‖x0‖ =
1

2
en el teorema 2.2.3, tomamos t0 =

1

2
, así que la

ecuación

W (t)−W (t0)−
1

β
=

1

96
(2t
√
t+ 12t− 7

√
2− 96) = 0,

tiene solo una raíz: α = 5,1992 . . .

Si construimos la función f(t) del teorema 2.2.3, obtenemos

f(t) = (0,0083 . . .)t2
√
t+ (0,0625 . . .)t2 − (0,8968 . . .)t+ (0,9690 . . .),

así que f(α) = −1,4908 . . . < 0. La raíz positiva más pequeña de f(t) = 0
es t∗ = 1,1943 . . . y t∗− t0 = 0,6943 . . ., así que el dominio de existencia de
solución es: {

ϕ ∈ C([0, 1]);
∥∥∥∥ϕ− 1

2

∥∥∥∥ ≤ 0,6943 . . .
}
.

Además, como t∗∗ − t0 = 8,5193 . . ., entonces, el dominio de unicidad
de solución es: {

ϕ ∈ C([0, 1]);
∥∥∥∥ϕ− 1

2

∥∥∥∥ < 8,5193 . . .
}
∩ Ω.

Notemos que en la práctica, como ya se ha indicado anteriormente, el
dominio de existencia de solución es óptimo cuando t0 = ‖x0‖.

2.3. Mejora del planteamiento de partida

Como hemos visto en la sección anterior, la construcción de sucesiones
mayorizantes allí planteada tiene la di�cultad importante de la dependen-
cia entre los valores iniciales, los puntos de salida, de la sucesión en el
espacio de Banach X y su correspondiente sucesión mayorizante. Hemos
visto la necesidad de que ‖x0‖ ≤ t0, lo que nos lleva, como puede verse en
el ensayo numérico realizado, a restringir el dominio de puntos de salida.
Esta situación puede evitarse mediante cierta �normalización�, de manera
que las condiciones no incluyan ninguna relación directa entre los valores
de x0 y t0.

2.3.1. Resultados principales

El problema de �normalizar� la situación anterior ya fue resuelto por
Kantorovich con el siguiente teorema general de convergencia. Aquí pre-
sentamos, de forma diferente a como lo hace Kantorovich, este resultado y
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su demostración. Kantorovich se apoya en el método de Newton modi�ca-
do y utiliza el concepto de ecuación mayorizante ([75]). En esencia, ambos
resultados y sus demostraciones dicen lo mismo.

Teorema 2.3.1 Sean el operador F de�nido en las condiciones habitua-
les y f ∈ C(2)([t0, t′]) una función escalar. Si se veri�can las siguientes
condiciones:

(K̃1) x0 ∈ Ω, existe el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 y ‖Γ0‖ ≤ −

1

f ′(t0)
,

(K̃2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
,

(K̃3) ‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) si ‖x− x0‖ ≤ t− t0,

(K̃4) f(t) = 0 tiene una única raíz t∗ en [t0, t
′],

(K̃5) B(x0, t
∗ − t0) ⊆ Ω,

entonces el método de Newton (1.7) empezando en x0, proporciona una
sucesión convergente a una raíz x∗ de F (x) = 0. Además

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0,

donde tn está de�nida en (2.8).

Demostración. Vamos a demostrar este teorema siguiendo un procedi-
miento análogo al de la demostración del teorema 2.2.1. Empezamos por
tanto demostrando que la sucesión {tn} es creciente y converge a t∗. Para
ello, vemos de forma totalmente análoga a lo hecho en el teorema 2.2.1
que tn ≤ t∗ y tn+1 ≤ tn, para todo n ≥ 0. Por tanto, {tn} es convergente
por ser monótona y acotada. Entonces existe u ∈ [t0, t

′], u ≥ t∗, tal que
u = ĺım

n→+∞
tn. Tomando límites en (2.8), obtenemos f(u) = 0. Como t∗ es

la única raíz de f(t) = 0 en [t0, t
′], entonces u = t∗.

A continuación probamos por inducción que xn ∈ Ω, para todo n. La
aproximación x1 está bien de�nida porque x1 = x0 − Γ0F (x0) y Γ0 existe.
Además,

‖x1 − x0‖ ≤ ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
= t1 − t0 ≤ t∗ − t0.

Luego x1 ∈ B(x0, t
∗ − t0) ⊆ Ω.
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Obsérvese ahora que si x ∈ [x0, x1], tenemos que x = x0 + s(x1 − x0)
con s ∈ [0, 1], de manera que

‖x− x0‖ ≤ s‖x1 − x0‖ ≤ s(t1 − t0) = t0 + s(t1 − t0)− t0 = t− t0, (2.16)

con t = t0 + s(t1 − t0) ∈ [t0, t1], y

‖I − Γ0F
′(x1)‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′(x1)− F ′(x0)‖ ≤ ‖Γ0‖

∥∥∥∥∫ x1

x0
F ′′(x) dx

∥∥∥∥
≤ ‖Γ0‖

∥∥∥∥∫ 1

0
F ′′
(
x0 + s(x1 − x0)

)
(x1 − x0) ds

∥∥∥∥
≤ ‖Γ0‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x0 + s(x1 − x0)
)∥∥∥ ‖(x1 − x0)‖ ds

≤ − 1

f ′(t0)

∫ 1

0
f ′′
(
t0 + s(t1 − t0)

)
(t1 − t0) ds

≤ − 1

f ′(t0)

∫ t1

t0
f ′′(t) dt = 1− f ′(t1)

f ′(t0)
< 1,

puesto que f no puede tener un mínimo a la izquierda de t∗, por ser f ′′(τ) ≥
0 en [t0, t

′] y f(t0) ≥ 0, y f ′(t1) < 0, por ser t1 ≤ t∗ y f ′(t0) < 0. Luego,
existe Γ1 y por el lema de Banach sobre inversión de operadores, tenemos

‖Γ1‖ ≤
‖Γ0‖

1− ‖I − Γ0F ′(x1)‖
≤ − 1

f ′(t1)
·

A continuación utilizamos el desarrollo de Taylor y (1.7) para obtener
que

F (x1) =
∫ x1

x0
F ′′(x)(x1 − x) dx.

Tomando normas en la igualdad anterior, se sigue que

‖F (x1)‖ =
∥∥∥∥∫ x1

x0
F ′′(x)(x1 − x) dx

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0
F ′′
(
x0 + s(x1 − x0)

)
(1− s)(x1 − x0)2 ds

∥∥∥∥ .
Procediendo como en (2.16), si x ∈ [x0, x1], entonces ‖x − x0‖ ≤ t − t0,
donde t ∈ [t0, t1], y

‖F (x1)‖ =
∫ 1

0
f ′′
(
t0 + s(t1 − t0)

)
(1− s)(t1 − t0)2 ds

=
∫ t1

t0
f ′′(t)(t1 − t) dt

= f(t1),
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Por lo tanto,

‖x2 − x1‖ = ‖Γ1F (x1)‖ ≤ ‖Γ1‖‖F (x1)‖ ≤ −
f(t1)

f ′(t1)
= t2 − t1.

En consecuencia, ‖x2 − x0‖ ≤ ‖x2 − x1‖+ ‖x1 − x0‖ ≤ t2 − t1 + t1 − t0 =
t2 − t0 ≤ t∗ − t0 y x2 ∈ B(x0, t

∗ − t0) ⊂ Ω.

Si suponemos ahora que existe Γj con

‖Γj‖ ≤ −
1

f ′(tj)
, ‖F (xj)‖ ≤ f(tj), ‖xj+1 − xj‖ ≤ tj+1 − tj

y xj+1 ∈ B(x0, t
∗−‖x0‖) ⊂ Ω, para todo j = 1, 2, . . . , n−1, probamos por

inducción y análogamente al caso j = 1 que xn+1 ∈ B(x0, t
∗ − ‖x0‖) ⊂ Ω,

para todo n.
Notemos que si x ∈ [xn, xn−1], entonces x = xn−1 + s(xn − xn−1) con

s ∈ [0, 1], y

‖x− x0‖ ≤ ‖xn−1 + s(xn − xn−1)− x0‖ ≤ ‖xn−1 − x0‖+ s‖xn − xn−1‖
≤ (tn−1 − t0) + s(tn − tn−1) = t− t0,

con t = tn−1 + s(tn − tn−1) ∈ [tn−1, tn]. Así,

‖I − Γn−1F
′(xn)‖ =

∥∥∥∥∥
∫ xn

xn−1

Γn−1F
′′(x) dx

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ 1

0
Γn−1F

′′
(
xn−1 + t(xn − xn−1)

)
(xn − xn−1) dt

∥∥∥∥
≤ ‖Γn−1‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn−1 + t(xn − xn−1)
)∥∥∥

×‖xn − xn−1‖ dt

≤ − 1

f ′(tn−1)

∫ 1

0
f ′′
(
tn−1 + s(tn − tn−1)

)
(tn − tn−1) ds

≤ − 1

f ′(tn−1)

∫ tn

tn−1

f ′′(t)dt = 1− f ′(tn)

f ′(tn−1)
< 1,

ya que f ′′(t) ≥ 0 en [tn−1, t
′] y f(tn−1) ≥ 0, la función f no puede alcanzar

un mínimo a la izquierda de t∗, y como tn ≤ t∗ y f ′(tn−1) < 0, tenemos
f ′(tn) < 0. Entonces, por el lema de Banach sobre inversión de operadores,
existe Γn y

‖Γn‖ ≤
‖Γn−1‖

1− ‖I − Γn−1F ′(xn)‖
≤ − 1

f ′(tn)
·
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Por el desarrollo de Taylor y (1.7), tenemos

F (xn) =
∫ xn

xn−1

F ′′(x)(xn − x) dx.

y

‖F (xn)‖ =
∥∥∥∥∫ n

n−1
F ′′
(
xn−1 + s(xn − xn−1)

)
(1− s)(xn − xn−1)2 ds

∥∥∥∥ .
Procediendo como en el caso j = 1, si x ∈ [xn−1, xn], entonces ‖x− x0‖ ≤
t− t0, donde t ∈ [tn−1, tn], y

‖F (xn)‖ ≤
∫ 1

0
f ′′
(
tn−1 + s(tn − tn−1)

)
(1− s)(tn − tn−1)2 ds

=
∫ tn

tn−1

f ′′(t)(tn − t) dt = f(tn),

En consecuencia,

‖xn+1 − xn‖ ≤ ‖Γn‖‖F (xn)‖ ≤ − f(tn)

f ′(tn)
= tn+1 − tn,

de manera que

‖xn+1−x0‖ ≤ ‖xn+1−xn‖+‖xn−x0‖ ≤ tn+1−tn+tn−t0 = tn+1−t0 ≤ t∗−t0

y xn+1 ∈ B(x0, t
∗ − t0) ⊂ Ω.

Por consiguiente, la sucesión {xn} está bien de�nida, contenida en Ω
y cumpliendo que ‖xn − xn−1‖ ≤ tn − tn−1, para todo n. Luego, tn es
una sucesión mayorizante de {xn}. Entonces, existe ĺım

n→+∞
xn = x∗ y ‖x∗−

xn‖ ≤ t∗ − tn, para todo n.

Para terminar, de (1.7) se sigue que

F (xn) + F ′(xn)(xn+1 − xn) = 0 (n = 0, 1, . . .). (2.17)

Entonces, para un x ∈ Ω arbitrario, por el teorema del valor medio, obte-
nemos

‖F ′(x)− F ′(x0)‖ ≤ ‖x− x0‖ sup
0<θ<1

∥∥∥F ′′(x0 + θ(x− x0)
)∥∥∥

≤ (t∗ − t0) máx
[t0,t′]
{f ′′(t)},

de donde se deduce que la sucesión {‖F ′(xn)‖} está acotada. Por tanto,
tomando límites en (2.17), obtenemos F (x∗) = 0 por la continuidad de F .
Luego, x∗ es solución de F (x) = 0. �
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Como podemos observar en el resultado anterior no existe dependencia
entre los valores x0 y t0. Así, en general suele considerarse t0 = 0 para una
mayor simpli�cación. Como aplicación al teorema anterior vamos a con-
siderar, como en la sección anterior, dos situaciones: la correspondiente a
las condiciones clásicas de Kantorovich y, posteriormente, la generalización
dada por la condición (2.1).

En el primer caso vemos el resultado que dio Kantorovich [75] para
demostrar la convergencia semilocal del método de Newton a una solución
de F (x) = 0.

Teorema 2.3.2 Sea el operador F de�nido en las condiciones habituales.
Supongamos que x0 ∈ Ω y que se cumplen las siguientes condiciones:

(C̃1) el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 está de�nido y ‖Γ0‖ ≤ β,

(C̃2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(C̃3) ‖F ′′(x)‖ ≤ k en Ω,

(C̃4) kβη ≤ 1

2
,

(C̃5) B(x0, ρ1 − t0) ⊆ Ω, donde ρ1 es la raíz positiva más pequeña del
polinomio (2.4)

Entonces la ecuación F (x) = 0 tiene una solución x∗ y la sucesión de New-
ton dada por (1.7) es convergente a esta solución a partir de x0. Además,
xn, x

∗ ∈ B(x0, ρ1 − t0) y

‖x∗ − xn‖ ≤ ρ1 − tn, n ≥ 0,

donde tn = tn−1 −
f(tn−1)

f ′(tn−1)
, para todo n ≥ 1, y f de�nida en (2.4).

Demostración. La base de la demostración está en la aplicación del teore-
ma 2.3.1. Luego para poder aplicar el teorema 2.3.1 tenemos que construir
la función f . Procedemos entonces como en el teorema 2.2.2 y obtenemos
de nuevo que f es el polinomio (2.4), de�nido en [t0, t

′]. Veamos que este
polinomio veri�ca las condiciones del teorema 2.3.1.

Obviamente f ∈ C(2)([t0, t′]) siendo t′ ≥ ρ1, con ρ1 =
1−
√

1− 2kβη

kβη
η.

Además las comprobaciones de (K̃1), (K̃2) y (K̃3) son inmediatas. La con-
dición (K̃4) resulta evidente, ya que las raíces del polinomio (2.4) son

ρ1 =
1−
√

1− 2kβη

kβη
η y ρ2 =

1 +
√

1− 2kβη

kβη
η.
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La condición kβη ≤ 1

2
asegura que ρ1 y ρ2 son reales y que t∗ = ρ1 ∈ [t0, t

′].

Además, ‖x∗−x0‖ ≤ ρ1, ya que ‖x∗−x0‖ ≤ t∗−t0 por el teorema 2.3.1. �

A las condiciones del teorema 2.3.2 las llamaremos a partir de aho-
ra condiciones clásicas de Kantorovich (no confundir con las condiciones
generales de Kantorovich, que son las del teorema 2.3.1).

En el segundo caso, si queremos aplicar el teorema 2.3.2 suponiendo las
condiciones que hemos considerado como una generalización de las condi-
ciones clásicas de Kantorovich, como hicimos en la sección anterior, necesi-
tamos de algunos resultados previos. En este caso, llamado �normalizado�,
por la forma de la condición (K̃3), consideramos

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖) ≤ ω(t− t0 + ‖x0‖) ≡ ω(t; t0), (2.18)

siempre que ‖x‖ − ‖x0‖ ≤ ‖x− x0‖ ≤ t− t0 por ser ω no decreciente. Por
tanto, en vez de (2.1), consideramos

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(t; t0), para ‖x− x0‖ ≤ t− t0,

con ω : [t0,+∞) → R continua, no decreciente y tal que ω(t0; t0) ≥ 0. El
correspondiente problema de valor inicial a resolver será entonces:

y′′(t)− ω(t; t0) = 0,

y(t0) =
η

β
, y′(t0) = − 1

β
·

(2.19)

A partir de los comentarios anteriores enunciamos el siguiente resulta-
do.

Teorema 2.3.3 Supongamos que la función ω(t; t0) es continua para todo
t ∈ [t0, t

′]. Entonces, para cualesquiera números reales β 6= 0 y η, existe
una única solución f̃(t) en [t0, t

′] del problema de valor inicial (2.19), que
es:

f̃(t) =
∫ t

t0

∫ θ

t0
ω(ξ; t0) dξ dθ −

t− t0
β

+
η

β
, (2.20)

donde ω es la función que se de�ne a partir de (2.18).

Observar que (2.20) se reduce al polinomio (2.5) si ω es una función
constante y t0 = s0.

En este caso, suponemos que se cumplen las siguientes condiciones:
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(Ã1) x0 ∈ Ω, el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 está de�nido y ‖Γ0‖ ≤ β,

(Ã2) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(Ã3) ‖F ′′(x)‖ ≤ ω(t; t0), para ‖x − x0‖ ≤ t − t0, con ω : [t0,+∞) → R
continua no decreciente y tal que ω(t0; t0) ≥ 0,

(Ã4) f̃(α̃) ≤ 0, donde f̃ es la función de�nida en (2.20) y α̃ es una solución

positiva de W̃ (t)− W̃ (t0)−
1

β
= 0, siendo W̃ (t) una primitiva de

ω(t; t0),

(Ã5) B(x0, t
∗− t0) ⊆ Ω, donde t∗ es la menor raíz de f̃(t) = 0 en [t0,+∞).

Si ω(t; t0) es una función constante, se reduce al caso anterior y f̃ es el
polinomio (2.5).

Enunciamos a continuación un lema análogo al lema 2.2.4.

Lema 2.3.4 Sean f̃ la función de�nida en (2.20) y ω(t; t0) la función
dada en (Ã3).

(a) Si W̃ es una primitiva de ω(t; t0) en [t0,+∞) y existe una solución
α̃ > t0 de la ecuación

W̃ (t)− W̃ (t0)−
1

β
= 0,

entonces α̃ es el único mínimo de f̃ en [t0,+∞).

(b) la función f̃ decrece en (t0, α̃).

(c) Si f̃(α̃) ≤ 0, entonces la ecuación f̃(t) = 0 tiene al menos una
solución en [t0,+∞). Si denotamos por t∗ a la menor raíz de f̃(t) = 0
en [t0,+∞), se tiene además que t0 < t∗ ≤ α̃.

A partir de este resultado, ya podemos enunciar el teorema de conver-
gencia semilocal para el método de Newton en condiciones �generalizadas�
de Kantorovich.

Teorema 2.3.5 Sea el operador F de�nido en las condiciones habituales.
Supongamos que se cumplen las condiciones (Ã1)�(Ã5). Entonces, la ecua-
ción F (x) = 0 tiene una solución x∗ y la sucesión (1.7) converge a x∗ a
partir de x0. Además, xn, x∗ ∈ B(x0, t∗ − t0), para todo n, y

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0,
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donde tn = tn−1 −
f̃(tn−1)

f̃ ′(tn−1)
, para todo n ≥ 1, y f̃ de�nida en (2.20).

Demostración. La demostración de este teorema es análoga a la del teo-
rema 2.2.5, pero aplicando aquí el teorema 2.3.1, en vez del teorema 2.2.1,
puesto que la función f̃ de�nida en (2.20) satisface todas las condiciones
del teorema 2.3.1. �

Nota 2.3.6 Notemos que si kβη =
1

2
en el teorema 2.3.2 y f̃(α̃) = 0 en

el teorema 2.3.5, entonces las respectivas funciones f y f̃ tienen una raíz
doble.

2.3.2. Aplicación al cálculo de la raíz n-ésima

Retomamos de nuevo el ejemplo del cálculo de la raíz n-ésima de un nú-
mero real positivo a. Ahora discutimos la aplicación del método de Newton
a partir de los teoremas 2.3.2 y 2.3.5.

Consideramos en primer lugar el teorema 2.3.2. En este caso, observa-
mos que se tienen que cumplir las mismas condiciones que en el teorema
2.2.2 excepto la condición |x0| ≤ t0. Por tanto, vale la discusión vista
anteriormente para el teorema 2.2.2, sin más que eliminar |x0| ≤ t0.

Si a continuación consideramos el teorema 2.3.5, vemos que como ω(t; t0) =

n(n− 1)
(
t− t0 + |x0|

)n−2
, tenemos que

W̃ (t)− W̃ (t0)−
1

β
= n

(
t− t0 + |x0|

)n−1
− n|x0|n−1 − n|x0|n−1

= n
(
t+ |x0|

)n−1
− 2n|x0|n−1.

siempre que t0 = 0. Notemos que podemos tomar t0 = 0, puesto que no
supone ninguna restricción en las condiciones del teorema 2.3.5. Por tanto,
α̃ =

(
2

1
n−1 − 1

)
|x0| > 0. Además, si t0 = 0, como

f̃(t) =
(
t− t0 + |x0|

)n
− |x0|n − 2n|x0|n−1(t− t0) + |xn0 − a|

=
(
t+ |x0|

)n
− |x0|n − 2n|x0|n−1t+ |xn0 − a|,

tenemos que

f̃(α̃) =
(
2

n
n−1 (1− n) + (2n− 1)

)
|x0|n + |xn0 − a|.
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Para poder aplicar el teorema 2.3.5, hay que ver cuándo se cumple
f̃(α̃) < 0. Estudiamos entonces las cuatro situaciones diferentes que se
pueden dar, las que aparecen en (2.10). Obtenemos que si n es impar,
entonces f̃(α̃) < 0 se cumple si

x0 ∈

 n

√√√√ a

2(n− 1)
(
2

1
n−1 − 1

) , n
√
a

 ∪ ( n
√
a,m), donde

m = mı́n

{
M, n

√
a

2n+ (1− n)2
n

n−1

}
;

y si n es par, entonces f̃(α̃) < 0 se cumple siempre que

x0 ∈ (−M,− n
√
a) ∪ (− n

√
a, 0) ∪

 n

√√√√ a

2(n− 1)
(
2

1
n−1 − 1

) , n
√
a

 ∪ ( n
√
a,m).

Comparamos a continuación la aplicación del método de Newton a
partir de los teoremas 2.3.2 y 2.3.5 para el ejemplo concreto de la raíz
cúbica de 2. Como ahora no tenemos restricción alguna para t0, podemos
garantizar la convergencia del método de Newton a 3

√
2, a partir del teorema

2.3.2, saliendo desde cualquier punto de la región del plano x0t0 que aparece
marcada en la �gura 2.4.

Si aplicamos el teorema 2.3.5, la condición f̃(α̃) < 0 se reduce ahora a

f̃(α̃) =
(
2

3
2 (−2) + 5

)
|x0|3 + |x30 − 2| < 0.

De nuevo, como no hay ninguna restricción para t0, podemos garantizar
la convergencia del método de Newton a 3

√
2, a partir del teorema 2.3.5,

saliendo desde cualquier punto de la región del plano x0t0 que aparece
marcada en la �gura 2.5.

En la �gura 2.6 marcamos la región de puntos de salida a partir de los
cuales podemos garantizar la convergencia del método de Newton a 3

√
2

mediante el teorema 2.3.5, pero no mediante el teorema 2.3.2. Así, pode-
mos garantizar la convergencia del método de Newton mediante el teorema
2.3.5, pero no mediante el teorema 2.3.2, siempre que x0 ∈ [1,06475, 1,12085].
Si tomamos de nuevo x0 = 1,1, hemos visto antes que alcanzamos la raíz
3
√

2 con 16 cifras signi�cativas después de 5 iteraciones del método de New-
ton.
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Figura 2.4: Región de puntos de salida correspondientes al teorema 2.3.2

Nota 2.3.7 Notemos que lo importante es el dominio de los puntos x0
porque variar t0 no aporta ninguna mejora en cuanto a los puntos de salida.

A continuación calculamos las estimaciones del error a priori que se
cometen cuando vamos variando el valor de x0. Obtenemos la tabla 2.2
con las estimaciones del error cometido. Observar que, como es lógico,
cuanto más próximo esté el valor de x0 a 3

√
2, el error que se comete es

menor.

n x0 = 1,1 x0 = 1,2 x0 = 1,3 x0 = 1,5
0 0,019475 . . . 0,009901 . . . 0,005688 . . . 0,001469 . . .
1 0,070668 . . . 0,013668 . . . 0,006937 . . . 0,042198 . . .
2 0,076027 . . . 0,013683 . . . 0,006938 . . . 0,044153 . . .

Tabla 2.2: Estimaciones del error |x∗ − xn| a partir de diferentes x0

2.3.3. Unicidad de solución

A continuación damos un resultado de unicidad de solución respecto al
teorema 2.3.5 anterior. Lo demostraremos de dos formas diferentes. Una,
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Figura 2.5: Región de puntos de salida correspondientes al teorema 2.3.5

utilizando la misma técnica de demostración que en el teorema 2.2.8; y
dos, utilizando una técnica diferente.

Notar que si ω(0) > 0, entonces f ′ es creciente y f ′(t) > 0 en (α,+∞),
y por tanto f es estrictamente creciente en (α,+∞). Lo anterior garantiza
que la función f tenga dos ceros reales r1 y r2 tales que t0 < r1 ≤ r2.
En el caso en que ω(0) = 0, para que la función f tenga dos ceros reales
positivos hay que exigir que ω sea estrictamente creciente. Notemos que
esta situación no es restrictiva porque solo elimina el caso lineal.

Teorema 2.3.8 En las condiciones del teorema 2.3.5, si f tiene dos ceros
reales t∗ y t∗∗ tales que t0 < t∗ ≤ t∗∗, entonces la solución x∗ de F (x) = 0
es única en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗ − t0) si t∗ = t∗∗.

Demostración. Comenzamos con el caso t∗ < t∗∗. Para probar la unicidad
de x∗, supondremos que existe otra solución y∗ de F (x) = 0 en B(x0, t

∗∗−
t0)∩Ω y veremos que y∗ = x∗. Para ello, basta con probar que el operador

P =
∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt es invertible, puesto que

0 = F (y∗)− F (x∗) =
∫ y∗

x∗
F ′(x) dx =

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
(y∗ − x∗) dt.
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Figura 2.6: Ampliación de la región de puntos de salida cuando se aproxima
3
√

2

Comenzamos entonces viendo que∥∥∥∥I − Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

)
dτ
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥−Γ0

∫ 1

0

∫ x∗+τ(y∗−x∗)

x0
F ′′(z) dz dτ

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥− Γ0

∫ 1

0

∫ 1

0
F ′′
(
x0 + s

(
(x∗ − x0) + τ(y∗ − x∗)

))
×
(
(x∗ − x0) + τ(y∗ − x∗)

)
ds dτ

∥∥∥∥
≤ ‖Γ0‖

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + s
(
(x∗ − x0) + τ(y∗ − x∗)

))∥∥∥∥
×‖x∗ − x0 + τ(y∗ − x∗)‖ ds dτ

< ‖Γ0‖
∫ 1

0

(∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + s
(
(x∗ − x0) + τ(y∗ − x∗)

))∥∥∥∥ ds
)

×
(
(1− τ)(t∗ − t0) + τ(t∗∗ − t0)

)
dτ

≤ ‖Γ0‖
∫ 1

0

(∫ 1

0
ω
(
t0 + s

(
(1− τ)(t∗ − t0) + τ(t∗∗ − t0)

)
; t0

)
ds
)

×
(
(1− τ)(t∗ − t0) + τ(t∗∗ − t0)

)
dτ

≤ β
∫ 1

0

(∫ t∗+τ(t∗∗−t∗)

t0
ω(z; t0) dz

)
dτ

=
β

t∗∗ − t∗
∫ t∗∗

t∗

(∫ u

t0
ω(z; t0) dz

)
du
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=
β

t∗∗ − t∗
∫ t∗∗−t0

t∗−t0

(∫ u+t0

t0
ω(z; t0) dz

)
du

= f(t∗∗)− f(t∗) + 1 = 1.

Luego, por el lema de Banach, existe el operador[
Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt
]−1

,

o equivalentemente, P−1.

En segundo lugar, suponemos que t∗ = t∗∗ y que y∗ es otra solución
de F (x) = 0 en B(x0, t∗ − t0). Ya que ‖y∗ − x0‖ ≤ t∗ − t0, por inducción
matemática, suponemos que ‖y∗ − xk‖ ≤ t∗ − tk parar k = 0, 1, . . . , n.
Entonces, teniendo en cuenta que F (y∗) = 0 y xn+1 = xn − ΓnF (xn)
podemos escribir

y∗ − xn+1 = −Γn

∫ 1

0
F ′′
(
xn + t(y∗ − xn)

)
(1− t)(y∗ − xn)2 dt,

y como

‖xn + t(y∗ − x0)− x0‖ ≤ ‖xn − x0‖+ t‖y∗ − xn‖
≤ tn − t0 + t(t∗∗ − tn) = tn + t(t∗∗ − tn)− t0,

obtenemos

‖y∗ − xn+1‖ ≤ −
M

f ′(tn)
‖y∗ − xn‖2, (2.21)

siendo

M =
∫ 1

0
ω
(
tn + t(y∗ − tn)− t0 + ‖x0‖

)
(1− t) dt

=
∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − tn); t0

)
(1− t) dt.

De la misma manera para la función f , tenemos

t∗ − tn+1 = − 1

f ′(tn)

∫ 1

0
f ′′
(
tn + t(t∗ − tn)

)
(1− t)(t∗ − tn)2 dt,

y por lo tanto,

t∗ − tn+1 = − M

f ′(tn)
(t∗ − tn)2. (2.22)

Luego, de (2.21) y (2.22) probamos que ‖y∗−xn+1‖ ≤ t∗−tn+1. Así ‖y∗−
xn‖ ≤ t∗− tn para todo n, por lo tanto como ĺımn tn = t∗ y ĺım

n→+∞
xn = x∗,

se sigue que y∗ = x∗. �

A continuación, demostramos el resultado anterior utilizando otra téc-
nica.
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Teorema 2.3.9 En las condiciones del teorema 2.3.5, la solución x∗ es
única en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗ − t0)) ∩Ω si t∗ = t∗∗.

Demostración. Supongamos en primer lugar que t∗ < t∗∗ y que y∗ es otra
solución de F (x) = 0 en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω. Entonces

‖y∗ − x0‖ ≤ ρ(t∗∗ − t0) con ρ ∈ (0, 1).

Probaremos por inducción que ‖y∗ − xk‖ ≤ ρ2
k
(t∗∗ − tk), k ≥ 0. Por

hipótesis de inducción consideramos que la desigualdad anterior se veri�ca
para k = 0, 1, . . . , n. Así, tenemos que

y∗ − xn+1 = y∗ − xn + ΓnF (xn)

= −Γn
(
F (y∗)− F (xn)− F ′(xn)(y∗ − xn)

)
= −Γn

∫ y∗

xn
F ′′(z)(y∗ − z) dz

= −Γn

∫ 1

0
F ′′
(
xn + t(y∗ − xn)

)
(1− t)(y∗ − xn)2 dt.

Por lo tanto,

‖y∗ − xn+1‖ ≤ ‖Γn‖
∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn + t(y∗ − xn)
)∥∥∥ (1− t)‖y∗ − xn‖2 dt.

Observamos ahora que

‖xn + t(y∗ − xn)− x0‖ ≤ ‖xn − x0‖+ t‖y∗ − xn‖ ≤ tn − t0 + t(t∗∗ − tn)

= tn + t(t∗∗ − tn)− t0,

y, como ‖y∗ − xn‖ ≤ ρ2
n
(t∗∗ − tn) < t∗∗ − tn, se sigue que

‖y∗ − xn+1‖ ≤
−1

f ′(tn)

∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − t0)− t0 + ‖x0‖

)
(1− t) dt‖y∗ − xn‖2

=
−M
f ′(tn)

‖y∗ − xn‖2,

donde

M =
∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − tn)− t0 + ‖x0‖

)
(1− t) dt

=
∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − tn); t0

)
(1− t) dt.
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Por otra parte tenemos que

t∗∗ − tn+1 = t∗∗ − tn +
f(tn)

f ′(tn)
=
−1

f ′(tn)

(
f(t∗∗)− f(tn)− f ′(tn)(t∗∗ − tn)

)
=

−1

f ′(tn)

∫ t∗∗

tn
f ′′(z)(t∗∗ − z) dz

=
−1

f ′(tn)

∫ 1

0
f ′′
(
tn + t(t∗∗ − tn)

)
(1− t)(t∗∗ − tn)2 dt

=
−1

f ′(tn)

∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − tn)− t0 + ‖x0‖

)
(1− t) dt(t∗∗ − tn)2

=
−1

f ′(tn)

∫ 1

0
ω
(
tn + t(t∗∗ − tn); t0

)
(1− t) dt(t∗∗ − tn)2

=
−M
f ′(tn)

(t∗∗ − tn)2.

En consecuencia,

‖y∗ − xn+1‖ ≤
−M
f ′(tn)

‖y∗ − xn‖2 =
t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2
‖y∗ − xn‖2

≤ t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2

(
ρ2

n

(t∗∗ − tn)
)2

= ρ2
n+1

(t∗∗ − tn+1),

de manera que y∗ = x∗, puesto que ĺım
n→+∞

xn = x∗.

Si en segundo lugar consideramos que t∗ = t∗∗ y que y∗ es otra solución
de F (x) = 0 en B(x0, t∗∗ − t0) ∩ Ω, entonces ‖y∗ − x0‖ ≤ t∗∗ − t0. Proce-
diendo de manera análoga al caso anterior, se prueba por inducción que
‖y∗−xn‖ ≤ t∗∗−tn = t∗−tn. Como ĺım

n→+∞
tn = t∗ = t∗∗, se sigue fácilmente

la unicidad. �

Nota 2.3.10 Notemos que la función f̃ de�nida en (2.20) tiene la pro-
piedad de que f̃(t+ t0) = g(t), donde

g(t) =
∫ t

0

∫ θ

0
ω(ξ; 0) dξ dθ − t

β
+
η

β
·

Por lo tanto, las sucesiones escalares del método de Newton que se ob-
tienen a partir de f y g se pueden obtener, una a partir de la otra, me-
diante traslación. Luego los resultados anteriores son independientes del
valor de t0. Por ello, habitualmente tomaremos t0 = 0, lo que simpli�ca
considerablemente las expresiones utilizadas. Obsérvese que el polinomio
de Kantorovich (2.2) también tiene esta misma propiedad, de manera que
Kantorovich siempre considera s0 = 0 [75].
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2.3.4. Mejora del dominio de puntos de salida, de los
dominios de existencia y unicidad de solución y
de las cotas a priori del error

Veamos a continuación un ejemplo en el que se pone de mani�esto que
utilizando las condiciones (C1), (C2) y (2.1) se puede mejorar el dominio
de puntos de salida para el método de Newton y obtener cotas a priori del
error más �nas con respecto a las condiciones (C1)�(C3) del teorema 1.2.2
de Newton-Kantorovich.

Consideramos la ecuación F (x) = 0, donde F : Ω = (0, a) → R y
F (x) = x3 − a, con a > 1. En este caso,

‖Γ0‖ =
1

3x20
= β, ‖Γ0F (x0)‖ =

|x30 − a|
3x20

= η, ‖F ′′(x)‖ = 6|x|,

de manera que k = 6a (teorema 1.2.2) y ω(t; t0) = ω(t; 0) = ω(t+ ‖x0‖) =
6(t+ |x0|).

A la hora de analizar el dominio de puntos de salida del método de
Newton a partir de los teoremas 1.2.2 y 2.2.5 nos centraremos únicamente
en la situación en la que x0 ∈ (0, 3

√
a), puesto que en el otro caso, x0 ∈

( 3
√
a, a), como la función es creciente y convexa siempre vamos a obtener

convergencia del método de Newton para todo x0 ∈ ( 3
√
a, a).

0 a
x( )

3
√
a

•

Figura 2.7: Grá�ca de F (x) = x3 − a

En primer lugar, estudiamos la aplicación del método de Newton a
partir del teorema 1.2.2 de Kantorovich. Para el teorema 1.2.2 se tiene que
cumplir que

1

2
≥ kβη ⇔ 4a|x30 − a| ≤ 3x40,
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que es equivalente a que 3x40 +4ax30−4a2 ≡ g(x0) ≥ 0 por ser x0 ∈ (0, 3
√
a).

Entonces vemos que x0 ∈ (r∗, 3
√
a), donde r∗ es tal que g(r∗) = 0.

En segundo lugar, para aplicar el método de Newton a partir del teo-
rema 2.2.5, se tiene que cumplir que f(α) ≤ 0 donde α es una solución de
f ′(t) = 0, es decir,

0 ≥ f(α) = (5− 4
√

2)|x0|3 + |x30 − a|,

que es equivalente a que 4(1−
√

2)x30 + a ≤ 0 por ser x0 ∈ (0, 3
√
a). Por lo

tanto, x0 ≥ 3

√
a

4(
√

2− 1)
·

Comparamos a continuación los dominios de puntos de salida que se
obtienen para el método de Newton a partir de los teoremas 1.2.2 y 2.2.5
para el ejemplo concreto de 3

√
2011. Si aplicamos el teorema 1.2.2, entonces

x0 ∈ (12,6026 . . . , 3
√

2011), mientras que si aplicamos el teorema 2.2.5, en-
tonces x0 ∈ (10,6670 . . . , 3

√
2011). Por lo tanto, hemos ampliado el dominio

de puntos de salida para poder aplicar el método de Newton, mediante el
teorema 2.2.5 con respecto al teorema 1.2.2 de Kantorovich, a la hora de
calcular 3

√
2011.

Considerando x0 = 12,61 y utilizando el resultado de Kantorovich,
teorema 1.2.2, obtenemos los valores de s∗ = 0,01520 . . . y s∗∗ = 0,06387 . . .
Entonces, los dominios de existencia y unicidad son respectivamente:

{u ∈ (0, 2011); |u−x0| ≤ 0,01520 . . .} y {u ∈ (0, 2011); |u−x0| < 0,06387 . . .}.

Para la función f , tenemos que t∗ = 0,01229 . . . y t∗∗ = 9,96796 . . . son
las raíces reales de f(t) = 0. Por los teoremas 2.2.5 y 2.3.9, los dominios
de existencia y unicidad son respectivamente:

{u ∈ (0, 2011); |u−x0| ≤ 0,01229 . . .} y {u ∈ (0, 2011); |u−x0| < 9,96796 . . .}.

Obsérvese que los dominios de existencia y unicidad que se obtienen res-
pectivamente a partir de los teoremas 2.2.5 y 2.3.9 son menor y mayor
que los dados por Kantorovich, así que se obtiene una mejora de ambos
dominios.

Además, podemos ver en la siguiente tabla que también obtenemos me-
jores estimaciones a priori del error mediante la sucesión mayorizante {tn}
que se construye a partir de (2.8) con f dada por (2.20), correspondiente
al teorema 2.2.5, que las dadas a partir de (2.8) con f siendo el polinomio
de Kantorovich dado en (2.2), correspondiente al teorema 1.2.2. Notemos
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que esta última sucesión la hemos denotado en la tabla 2.3 por {sn} y don-
de s∗ es la raíz positiva más pequeña del polinomio (2.2); hemos tomado
x0 = 12,61 y t0 = s0 = 0.

n |x∗ − xn| |t∗ − tn| |s∗ − sn|
0 0,012266 . . . 0,012290 . . . 0,015201 . . .
1 0,000011 . . . 0,000011 . . . 0,002922 . . .
2 1,12905× 10−11 1,14214× 10−11 0,000156 . . .

Tabla 2.3: Error absoluto y estimaciones a partir del error para x∗ =
3
√

2011, t∗ = 0,012290 . . . y s∗ = 0,015201 . . .

Observar la precisión de las estimaciones del error que se obtienen a
partir de la sucesión mayorizante {tn}, así como la amplitud del dominio
de unicidad de solución. Notar que son dos hechos destacables.

2.3.5. Resultado de convergencia local y orden de con-
vergencia

A continuación obtenemos un nuevo resultado de convergencia para
el método de Newton, que en este caso es local, en el que el operador F
veri�ca la condición (2.1). Para ello, seguiremos las ideas dadas por Dennis
y Schnabel en [46].

Teorema 2.3.11 Sea el operador F : Ω ⊆ X → Y dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet de�nido en un dominio abierto convexo no vacío
Ω de un espacio de Banach X con valores en un espacio de Banach Y , y
sea x∗ una solución de F (x) = 0 tal que existe [F ′(x∗)]−1, B(x∗, r) ⊆ Ω
y ‖[F ′(x∗)]−1‖ ≤ γ con r, γ > 0. Supongamos que se cumple (2.1) y que
existe R > 0, la menor raíz positiva de la ecuación

2γω(‖x∗‖+ t)t− 1 = 0. (2.23)

Entonces, existe ε > 0 tal que, para todo x0 ∈ B(x∗, ε), la sucesión de
Newton {xn} está bien de�nida y converge a x∗. Además,

‖x∗ − xn‖ <
1

2ε
‖x∗ − xn−1‖2, n ≥ 1. (2.24)
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Demostración. Sea ε = mı́n{r, R}. En primer lugar probaremos que,
para todo x̃ ∈ B(x∗, ε), existe [F ′(x̃)]−1 con ‖[F ′(x̃)]−1‖ ≤ 2γ. Para ello,
consideramos:

‖I − [F ′(x∗)]−1F ′(x̃)‖ ≤ ‖[F ′(x∗)]−1‖‖F ′(x∗)− F ′(x̃)‖

= ‖[F ′(x∗)]−1‖
∥∥∥∥∥
∫ x∗

x̃
F ′′(z) dz

∥∥∥∥∥
≤ ‖[F ′(x∗)]−1‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x̃+ t(x∗ − x̃)
)∥∥∥ dt‖x∗ − x̃‖

≤ ‖[F ′(x∗)]−1‖ω(‖x∗‖+ ε)‖x∗ − x̃‖
≤ ‖[F ′(x∗)]−1‖ω(‖x∗‖+ ε)ε,

puesto que ‖x̃ + t(x∗ − x̃)‖ = ‖x∗ + (1 − t)(x̃ − x∗)‖ ≤ ‖x∗‖ + ε, y como
ε ≤ R y R satisface (2.23), entonces

‖I − [F ′(x∗)]−1F ′(x̃)‖ < γω(‖x∗‖+R)R =
1

2
< 1.

Luego, por el lema de Banach, existe [F ′(x̃)]−1 y ‖[F ′(x̃)]−1‖ < 2‖[F ′(x∗)]−1‖ ≤
2γ.

Tomando ahora x0 ∈ B(x∗, ε), existe Γ0 = [F ′(x0)]
−1 con ‖Γ0‖ ≤ 2γ y

x1 está bien de�nido. Además,

x1 − x∗ = x0 − Γ0F (x0)− x∗ = Γ0

(
F (x∗)− F (x0)− F ′(x0)(x∗ − x0)

)
= Γ0

∫ x∗

x0
F ′′(z)(x∗ − z) dz

= Γ0

∫ 1

0
F ′′
(
x0 + t(x∗ − x0)

)
(1− t)(x∗ − x0)2 dt,

de manera que

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖Γ0‖
∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x0 + t(x∗ − x0)
)∥∥∥ (1− t) dt‖x∗ − x0‖2

≤ ‖Γ0‖
∫ 1

0
ω
(
‖x0 + t(x∗ − x0)‖

)
(1− t) dt‖x∗ − x0‖2

≤ ‖Γ0‖ω(‖x∗‖+ ε)
1

2
‖x∗ − x0‖2

≤ γω(‖x∗‖+R)‖x∗ − x0‖2

< γω(‖x∗‖+R)R‖x∗ − x0‖

≤ 1

2
‖x0 − x∗‖.
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A continuación, utilizando los mismos argumentos, se prueba por in-
ducción que

‖xn − x∗‖ < γω(‖x∗‖+R)‖xn−1 − x∗‖2 <
1

2
‖xn−1 − x∗‖, n ≥ 1.

En consecuencia, tenemos que

‖xn − x∗‖ <
1

2n
‖x0 − x∗‖, n ≥ 1.

Por tanto, ĺım
n→+∞

xn = x∗.

Por otra parte, teniendo en cuenta que γω(‖x∗‖+R) =
1

2R
, se sigue

(2.24). �

Nota 2.3.12 Notemos que a partir de (2.24) se deduce que el método de
Newton tiene Q-orden de convergencia [102] al menos cuadrática. Además,
si ε < 2, entonces

‖xn − x∗‖ <
1

2ε
‖xn−1 − x∗‖2 ≤

(
1

2ε

)1+2+···+2n−1

‖x0 − x∗‖2
n

<
(

1

2ε

) 2n−1
2

ε2
n

=
(√

ε

2

)2n√
2ε.

Por lo tanto, el método de Newton tiene R-orden de convergencia [102] al
menos cuadrático.

Nota 2.3.13 Observemos que en el caso en que ω sea una constante k

(caso de Kantorovich), R existe y es R =
1

2γk
, lo que generaliza el resultado

ya conocido de Dennis y Schnabel en [46].

Ilustramos el teorema anterior con el siguiente ejemplo, que aparece en
[46]. Por simplicidad hemos elegido la norma del máximo en su desarrollo.

Ejemplo 2.3.14 Dado el sistema no lineal F (x, y, z) = 0, donde F :
Ω ⊆ R3 → R3 y F (x, y, z) = (x, y2 + y, ez − 1), está claro que (0, 0, 0) = x∗

es solución.

Denotando x = (x, y, z) y teniendo en cuenta la expresión matricial de
la derivada primera de F , tenemos que

F ′(x) =

 1 0 0
0 2y + 1 0
0 0 ez

 y F ′(x∗) = diag{1, 1, 1}.
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Por tanto, [F ′(x∗)]−1 = diag{1, 1, 1} y γ = 1.

Además, como

F ′′(x) =

 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ez

 ,
entonces ‖F ′′(x)‖ ≤ máx{2, e‖x‖}.

Así, se pueden dar dos situaciones. Una, si Ω = B(x∗, r) con r < ln 2,

entonces ‖F ′′(x)‖ ≤ 2 y ω(t) = 2, de manera que R =
1

4
. En consecuencia,

el método de Newton será convergente si tomamos como punto de salida

cualquier x ∈ B
(
x∗,

1

4

)
. Y dos, si Ω = B(x∗, r) con r ≥ ln 2, entonces

‖F ′′(x)‖ ≤ e‖x‖, ω(t) = et y la ecuación (2.23) se reduce a 2ett − 1 =
0, cuya única solución es R = 0,351734 . . . Por lo tanto, el método de
Newton será convergente si tomamos como punto de salida cualquier x ∈
B(x∗, 0,351734 . . .).

Si comparamos los resultados que hemos obtenido con los de Dennis y
Schnabel, podemos destacar dos cosas. La primera, si r < ln 2, obtenemos
el mismo dominio de puntos de salida que Dennis y Schnabel. Y la segun-
da, si r ≥ ln 2, nuestro resultado presenta dos ventajas sobre el de Dennis
y Schnabel. La primera y más importante es que nuestro resultado es inde-
pendiente del valor r, mientras que el de Dennis y Schnabel no. Y la segun-
da es que ampliamos el dominio de puntos de salida que obtienen Dennis

y Schnabel, puesto que, como k = er, entonces
1

2γk
=

1

2er
< 0,351734 . . .

para todo r ≥ ln 2.

2.3.6. Estimaciones a priori del error

Si f tiene dos raíces reales positivas t∗ y t∗∗ tales que t∗ ≤ t∗∗, entonces
podemos escribir

f(t) = (t∗ − t)(t∗∗ − t)g(t) (2.25)

con g(t∗) 6= 0 y g(t∗∗) 6= 0. A continuación, damos un resultado de tipo
Ostrowski [96] que proporciona estimaciones del error para el método de
Newton. Notemos que antes del segundo teorema de unicidad de solución
hemos comentado cómo tiene que ser la función ω para que f tenga dos
raíces reales positivas.
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Teorema 2.3.15 Sea la función f de�nida en (2.20), de manera que tenga
dos raíces reales positivas t∗ y t∗∗.

(i) Si t∗ < t∗∗, entonces

(t∗∗ − t∗)θ2n
√
m1 − θ2n

< t∗ − tn <
(t∗∗ − t∗)∆2n

√
M1 −∆2n

, n ≥ 0,

donde θ =
t∗

t∗∗
√
m1, ∆ =

t∗

t∗∗

√
M1, m1 = mı́n{H1(t); t ∈ [0, t∗]},

M1 = máx{H1(t); t ∈ [0, t∗]}, H1(t) =
(t∗∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− g(t)
y siempre

que θ < 1 y ∆ < 1.

(ii) Si t∗ = t∗∗, entonces

mn
2 t
∗ ≤ t∗ − tn ≤Mn

2 t
∗,

donde m2 = mı́n{H2(t); t ∈ [0, t∗]}, M2 = máx{H2(t); t ∈ [0, t∗]},

H2(t) =
(t∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− 2g(t)
y siempre que m2 < 1 y M2 < 1.

Demostración. A partir de (2.25), en el caso de que t∗ < t∗∗, tenemos
que

f ′(t) = (t∗ − t)(t∗∗ − t)g′(t)−
(

(t∗ − t) + (t∗∗ − t)
)
g(t).

Si denotamos an = t∗ − tn y bn = t∗∗ − tn para todo n ≥ 0, entonces

f(tn) = anbng(tn), f ′(tn) = anbng
′(tn)− (an + bn)g(tn) y

an+1 = t∗ − tn+1 = t∗ − tn +
f(tn)

f ′(tn)
=

an
2

(
bng
′(tn)− g(tn)

)
anbng′(tn)− (an + bn)g(tn)

·

Como
an+1

bn+1

=
a2n

(
bng
′(tn)− g(tn)

)
bn

2
(
ang′(tn)− g(tn)

) , se sigue que

m1

(an
bn

)2
≤ an+1

bn+1

≤M1

(an
bn

)2
,

y en consecuencia,

an+1

bn+1

≤M1

(an
bn

)2
≤ · · · ≤M

2n+1−1
2

1

(a0
b0

)2n+1

=
∆2n+1

√
M1
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y
an+1

bn+1

≥ m1

(an
bn

)2
≥ · · · ≥ m

2n+1−1
2

1

(a0
b0

)2n+1

=
θ2

n+1

√
m1

·

Como bn+1 = (t∗∗ − t∗) + an+1, obtenemos

(t∗∗ − t∗)θ2n+1

√
m1 − θ2n+1 < t∗ − tn+1 <

(t∗∗ − t∗)∆2n+1

√
M1 −∆2n+1 ·

Si t∗ = t∗∗, entonces an = bn, y por tanto,

an+1 =
an
(
ang

′(t)− g(t)
)

ang′(t)− 2g(tn)
·

Por consiguiente, m2an ≤ an+1 ≤M2an y

mn+1
2 t∗ ≤ t∗ − tn+1 ≤Mn+1

2 t∗. �

Nota 2.3.16 Observamos a partir del teorema anterior que si t∗ < t∗∗,
obtenemos que el R-orden de convergencia del método de Newton es cua-
drático, mientras que si t∗ = t∗∗, obtenemos R-orden de convergencia lineal.

2.3.7. Aplicación: análisis de la ecuación de Bratu a
partir del método de Newton

Ilustramos a continuación la nueva teoría de tipo Kantorovich que he-
mos desarrollado para la convergencia semilocal del método de Newton
bajo las condiciones (Ã1)�(Ã3) con la ecuación integral de Bratu:

x(s) = λ
∫ b

a
G(s, t)ex(t) dt, s ∈ [a, b], (2.26)

donde −∞ < a < b <∞, λ ∈ R+ y el núcleo G(s, t) es la función de Green.

La ecuación de Bratu (2.26) también se puede ver como el siguiente
problema de contorno: 

d2x(t)

dt2
+ λ ex(t) = 0,

x(a) = x(b) = 0.

Es conocido que la ecuación de Bratu tiene dos soluciones si λ ∈ (0, λ1)

con λ1 =
3,51375 . . .

b2
(ver [41]), con lo que a partir de ahora tomaremos λ
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ba = 0

x∗

x∗∗

Figura 2.8: Soluciones de la ecuación de Bratu (2.26)

en ese intervalo. Las grá�cas de las soluciones son las que aparecen en la
�gura 2.8.

Problemas de este tipo aparecen habitualmente en las ciencias y las
ingenierías para describir complicados modelos físicos y químicos (véase
[30] y las referencias que allí aparecen).

Resolver la ecuación (2.26) es equivalente a resolver F (x) = 0, donde
F : Ω ⊆ C([a, b])→ C([a, b]) es un operador de�nido en un dominio abierto
convexo no vacío Ω del espacio de las funciones continuas en [a, b] y con
valores en ese mismo espacio, de manera que

[F (x)](s) = x(s)− λ
∫ b

a
G(s, t)ex(t) dt. (2.27)

En esta sección aproximaremos las soluciones de F (x) = 0, donde F
está de�nido en (2.27), mediante el método de Newton y utilizaremos su
signi�cado teórico para obtener resultados de existencia y unicidad de so-
luciones para esta ecuación.

La condición original (C̃3) impuesta por Kantorovich a la segunda de-
rivada del operador F , no se veri�ca. Para ello, observamos que

[F ′(x)y](s) = y(s)− λ
∫ b

a
G(s, t)ex(t)y(t) dt

y

[F ′′(x)yz](s) = −λ
∫ b

a
G(s, t)ex(t)z(t)y(t) dt,
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de manera que es fácil ver que F ′′(x) no está acotada en un dominio general
Ω. Tampoco es sencillo localizar un dominio donde lo esté y que además
contenga una solución.

Para solventar la di�cultad anterior, una alternativa es prelocalizar una
solución en algún dominio Ω0 ⊂ Ω y buscar en él una cota superior para
‖F ′′(x)‖ (véase [52]). Notemos que además tendremos que asegurar que
existe una solución en Ω0, que en el caso de querer aproximar x∗ puede
resultar relativamente sencillo a partir de la prelocalización. Sin embargo,
para el caso de querer aproximar x∗∗ resulta prácticamente imposible si no
tenemos información de esta solución, salvo una cota inferior de su norma.

Como veremos, considerando la ecuación de Bratu, esta prelocaliza-
ción la podremos utilizar para aproximar la solución de menor norma, sin
embargo en el caso de la otra solución no es posible �jar Ω0 sin tener
información de ella.

Una alternativa mejor y más elegante que la prelocalización, consiste,
tal y como hemos indicado anteriormente, en suavizar la condición anterior
(C̃3) exigiendo que la segunda derivada veri�que una condición del tipo
(Ã3). Notamos que para la ecuación integral de Bratu anterior es más fácil
encontrar una función ω que veri�que (Ã3) que buscar una cota superior
para ‖F ′′(x)‖ en un dominio apropiado. Ahora nuestro problema consistirá
en localizar una sucesión mayorizante para esta nueva situación.

Seguiremos un proceso de discretización que transforme la ecuación de
Bratu (2.26) en un sistema de ecuaciones no lineales y aplicaremos el méto-
do de Newton para obtener aproximaciones numéricas de las soluciones del
sistema. Es interesante notar que, para hacer esto, no podremos utilizar los
resultados clásicos de convergencia semilocal del método de Newton bajo
condiciones de Kantorovich o de tipo Kantorovich, en los que la segunda
derivada del operador correspondiente está acotada [75] o suavizaciones
habituales de esta condición (ver [50] y [51]).

2.3.7.1. Planteamiento del problema

Cuando queremos aproximar una solución de la ecuación F (x) = 0,
donde el operador F está de�nido por F : Ω ⊆ Rm → Rm en un dominio
abierto convexo no vacío Ω, mediante el método de Newton lo que hacemos
es resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en cada paso

F ′(xn)(xn+1 − xn) = −F (xn). (2.28)
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En cambio, si el operador es de la forma F : C([a, b]) → C([a, b]), no po-
demos utilizar la idea anterior puesto que no sabemos resolver la ecuación
integral que correspondería a la ecuación (2.28) a partir de (2.27). Tampoco
podemos aplicar directamente el método de Newton ya que no conocemos
[F ′(xn)]−1. Esto es lo que ocurre cuando buscamos las soluciones de la
ecuación de Bratu (2.26).

Entonces, como primer paso, discretizamos la ecuación (2.26) para
transformarla en un problema de dimensión �nita y aplicamos (2.28) para
obtener una solución aproximada. El procedimiento consiste en aproximar
la integral que aparece en (2.26) por una fórmula de cuadratura numérica.
Usamos la fórmula de Gauss-Legendre para aproximar la integral

∫ b

a
f(t) dt '

m∑
i=1

βif(ti),

donde los nodos ti y los pesos βi están determinados.

Si denotamos la aproximación de x(ti) por xi (i = 1, 2, . . . ,m), (2.26)
es ahora equivalente al siguiente sistema de ecuaciones no lineales

xi = λ
m∑
j=1

aije
xj , i = 1, 2, . . . ,m,

donde

aij = βjG(ti, tj) =


βj

(b− ti)(tj − a)

b− a
, j ≤ i,

βj
(b− tj)(ti − a)

b− a
, j > i.

El sistema anterior se puede escribir en la forma

x̄ = λA(ex1 , ex2 , . . . , exm)T con A = (aij),

o equivalentemente
F (x) = x− λAu(x) = 0, (2.29)

donde x = (x1, . . . , xm)T , u(x) = (ex1 , . . . , exm)T y

F (x) =



x1 − λ
∑m
j=1 a1je

xj

x2 − λ
∑m
j=1 a2je

xj

...

xm − λ
∑m
j=1 amje

xj

.
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En este caso F ′(x) = (αij), donde

(αij) =


1− λa11ex1 −λa12ex2 · · · −λa1mexm
−λa21ex1 1− λa22ex2 · · · −λa2mexm

...
...

. . .
...

−λam1ex1 −λam2ex2 · · · 1− λammexm

 .

Luego

F ′(x) = I − λAD(x) con D(x) = diag{ex1 , . . . , exn}.

También obtenemos que la segunda derivada del operador F es

F ′′(x)yz = (y1, . . . , ym)F ′′(x)(z1, . . . , zm)T

= −λ


a11ex1y1z1 + a12ex2y2z2 + · · ·+ a1mexmymzm

...

am1ex1y1z1 + am2ex2y2z2 + · · ·+ ammexmymzm

,

donde y = (y1, . . . , ym)T y z = (z1, . . . , zm)T . Luego

F ′′(x)yz = −λA(ex1y1z1, . . . , e
xmymzm)T .

Estudiamos la aplicación del teorema de Kantorovich a este problema.
Si el operador F está de�nido en las condiciones anteriores y F (x) =
x− λAu(x), entonces tenemos que:

‖Γ0‖ = ‖[F ′(x0)]−1‖ = ‖[I − λAD(x0)]
−1‖ =

1

1− λ‖A‖‖D(x0)‖
= β,

(2.30)
siempre que λ‖A‖‖D(x0)‖ < 1, y

‖Γ0F (x0)‖ = ‖[I−λAD(x0)]
−1
(
x0−λAu(x0)

)
‖ =

‖x0 − λAu(x0)‖
1− λ‖A‖‖D(x0)‖

= η,

(2.31)
donde u(x0) = (ex̂1 , ex̂2 , . . . , ex̂m)T con x0 = (x̂1, x̂2, . . . , x̂m)T . Además,

‖F ′′(x)‖ = sup
‖y‖=1
‖z‖=1

‖F ′′(x)yz‖,

luego

‖F ′′(x)yz‖ ≤ λ‖A‖

∥∥∥∥∥∥∥∥


ex1y1z1
...

exmymzm


∥∥∥∥∥∥∥∥ .
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Si tomamos la norma del máximo, entonces

‖(ex1y1z1, . . . , exmymzm)T‖∞ = máx
1≤i≤m

|exiyizi| ≤ máx
1≤i≤m

|exi||yi||zi|

≤ máx
1≤i≤m

|exi|‖y‖∞‖z‖∞ ≤ e‖x‖∞‖y‖∞‖z‖∞.

Luego ‖F ′′(x)‖∞ ≤ λ‖A‖∞e‖x‖∞ y vemos, evidentemente, que ‖F ′′(x)‖∞
no está acotado, puesto que e‖x‖∞ es una función creciente. Luego, no
podemos aplicar el resultado de Kantorovich. Incluso aunque F ′ fuera de
tipo Lipschitz, tampoco podríamos utilizar dicho resultado.

Para solventar la di�cultad anterior y poder aplicar el teorema de Kan-
torovich, como ya se ha indicado anteriormente, una alternativa es preloca-
lizar la raíz en algún dominio y buscar alguna cota superior para ‖F ′′(x)‖∞
en él (véase [52]). Para ello, si x∗ es solución de F (x) = 0, tenemos

x∗ − λAu(x∗) = 0

y
‖x∗‖∞ − λ‖A‖∞e‖x

∗‖∞ ≤ 0.

La inecuación anterior se veri�ca si ‖x∗‖∞ ∈ [0, r1] ∪ [r2,+∞], siendo
0 < r1 < r2, donde r1 y r2 son las dos soluciones reales positivas de
la ecuación escalar t− λ‖A‖∞et = 0. Representamos grá�camente esta re-
gión en la �gura 2.9.

r1 r2

ρ

�
�
��

• •

Figura 2.9: ‖x∗‖∞ ∈ [0, r1] ∪ [r2,+∞)

Mediante las condiciones de Kantorovich solo podemos aproximar la
solución del tipo ‖x∗‖∞ ∈ [0, r1]. Para ello tomaremos el punto de salida
x0 tal que x0 ∈ B(0, ρ), con r1 < ρ < r2.
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Entonces, si por ejemplo consideramos la ecuación de Bratu (2.26) con
λ = 1, a = 0 y b = 1, obtenemos los valores de r1 = 0,14248 . . . y
r2 = 3,27839 . . . Tomando entonces ρ = 3 y eligiendo m = 8 y x0 =
0 = (0, . . . , 0)T como punto de salida, vemos entonces que se cumplen las
condiciones del teorema 2.3.2 de Kantorovich con s0 = 0, ya que

‖F ′′(x)‖∞ ≤ (0,123559)et+‖x0‖∞ = 2,48175 . . . = k,

β = 1,13821 . . . , η = 0,138214 . . . y kβη = 0,390423 . . . <
1

2
·

Además, obtenemos también la solución s∗ = 0,1882 . . . y vemos que
B(x0, s

∗) ⊆ Ω = B(0, ρ). Luego, el método de Newton converge a una
solución x∗, la dada por el vector x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
8)
T en la tabla 2.4, des-

pués de tres iteraciones.

n x∗n n x∗n
1 0,010934 . . . 5 0,139301 . . .
2 0,051801 . . . 6 0,103646 . . .
3 0,103646 . . . 7 0,051801 . . .
4 0,139301 . . . 8 0,010934 . . .

Tabla 2.4: Solución numérica de (2.26) con a = 0, b = 1 y λ = 1

En este caso hemos considerado el polinomio de Kantorovich (2.2) como
función mayorizante para construir la sucesión mayorizante {sn}. Observa-
mos que obtenemos p(s) mediante interpolación natural de las condiciones
de Kantorovich y que el teorema 2.3.2 de Kantorovich es independiente del
valor de s0. Entonces, mediante el método de Newton y tomando s0 = 0,
construimos la sucesión

sn+1 = sn −
p(sn)

p′(sn)
, n ≥ 0, (2.32)

que mayoriza a la sucesión {xn}, es decir

‖xn+1 − xn‖ ≤ sn+1 − sn.

Además, la sucesión {sn} converge a la raíz s∗ =
1−
√

1− 2kβη

kβ
del poli-

nomio p(s). Entonces, podemos considerar ‖x∗−xn‖ ≤ |s∗−sn|, y conside-
rando el valor x∗ obtenido como la aproximación a la solución del problema,
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n ‖x∗ − xn‖ |s∗ − sn|
0 0,139301 . . . 0,188285 . . .
1 0,001087 . . . 0,050070 . . .
2 7,02× 10−8 0,005808 . . .

Tabla 2.5: Error absoluto y estimaciones a priori del error

comparamos en la tabla 2.5 las estimaciones a priori del error dadas por
la sucesión mayorizante y el error absoluto.

Nos quedaría por localizar la otra solución. No sabemos cómo elegir
otra bola en la que esté dicha solución, ya que, elegida al azar, la bola
podría no contener la solución o cortarla. Por tanto no podemos aproxi-
mar una solución x∗∗ tal que ‖x∗∗‖ ≥ r2. Utilizaremos aquí el procedi-
miento desarrollado en las secciones anteriores, que consiste en suavizar
la condición ‖F ′′(x)‖ ≤ k, x ∈ Ω, exigiendo que la segunda derivada del
operador veri�que una condición del tipo (2.1). Además, veremos que con
este procedimiento, obtenemos también la primera solución, en cuyo caso
mejoraremos las estimaciones a priori del error dadas por el resultado de
Kantorovich para el polinomio mayorizante p(s).

2.3.7.2. Construcción de la sucesión mayorizante

Realizaremos una construcción ad hoc de la sucesión mayorizante. Co-
menzamos entonces por construir una función mayorizante f . Para ello,
consideramos la condición ‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖), x ∈ Ω, pero buscando una
condición de la forma ‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) para ‖x − x0‖ ≤ t − t0, que junto
con las condiciones (Ã1) y (Ã2) nos permite construir la correspondiente
función mayorizante. Así, como ω es no decreciente, consideramos

‖F ′′(x)‖ ≤ ω(‖x‖) ≤ ω(t− t0 + ‖x0‖) ≡ ω(t; t0) para ‖x− x0‖ ≤ t− t0,

y planteamos el correspondiente problema de valor inicial (2.19), cuya so-
lución es:

f(t) =
∫ t

t0

∫ θ

t0
ω(ξ; t0) dξdθ −

t− t0
β

+
η

β
· (2.33)

Para nuestro caso particular tenemos ω(t−t0+‖x0‖) = λ‖A‖et−t0+‖x0‖,
de manera que (2.33) se reduce a

f(t) = λ‖A‖e‖x0‖−t0
(
et + et0(t0 − 1− t)

)
− t− t0

β
+
η

β
· (2.34)
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con β y η de�nidas en (2.30) y (2.31).

A continuación, damos las propiedades de la función (2.34) correspon-
dientes al lema 2.3.4 anterior y que tienen un interés posterior.

Lema 2.3.17 Sea f la función de�nida en (2.34) y

α = Ln

(
et0 +

et0−‖x0‖

βλ‖A‖

)
. (2.35)

Entonces se veri�ca:

(a) α es el único mínimo de f en [t0,+∞).

(b) f es una función no creciente en (t0, α).

(c) Si α ≥ 1 + t0 + η + t0βλ‖A‖e‖x0‖

1 + βλ‖A‖e‖x0‖
, entonces la función f tiene al me-

nos un cero en (t0,+∞). Además, f(t) = 0 tiene una raíz t∗ tal que
t0 < t∗ ≤ α.

Demostración.

(a) Como f ′(α) = λ‖A‖e‖x0‖−t0(eα−et0)− 1
β

= λ‖A‖e‖x0‖−t0+α−λ‖A‖e‖x0‖−
1
β

= 0 y f ′′(t) = λ‖A‖et+‖x0‖−t0 ≥ 0, ∀t ∈ [t0,+∞), entonces α es un
mínimo de f en [t0,+∞). Además, como f es convexa en [t0,+∞),
α es el único mínimo de f en [t0,+∞).

(b) Como f es convexa, f ′ es creciente. Además, como f ′(t0) = − 1

β
< 0

y f ′(α) = 0, entonces t0 < α y f ′(t) < 0 en (t0, α).

(c) Si α >
1 + t0 + η + t0βλ‖A‖e‖x0‖

1 + βλ‖A‖e‖x0‖
, como f(t0) =

η

β
, entonces f tiene

al menos una raíz en (t0, α) por ser f continua. Además, como f es
decreciente en (t0, α), entonces f tiene una raíz, t∗, en (t0, α). En el

caso en que α =
1 + t0 + η + t0βλ‖A‖e‖x0‖

1 + βλ‖A‖e‖x0‖
, entonces α es una raíz

doble de f y tomamos t∗ = α. �

A continuación de�nimos la sucesión escalar {tn},
dado t0,

tn+1 = tn −
f(tn)

f ′(tn)
, n ≥ 0,

(2.36)
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donde f está de�nida en (2.34), y damos algunas propiedades de esta
sucesión.

Lema 2.3.18 Sean f la función de�nida en (2.34) y α en (2.35). Si

α ≥ 1 + t0 + η + t0βλ‖A‖e‖x0‖

1 + βλ‖A‖e‖x0‖
, (2.37)

entonces la sucesión {tn} de�nida por (2.36) es creciente y converge a t∗.

Demostración. Como t1 − t0 = η > 0, es claro que t1 > t0.

Como t1−t∗ = N(t0)−N(t∗) = N ′(ξ)(t0−t∗) con ξ ∈ (t0, t
∗),N(t) = t−

f(t)

f ′(t)
y t0 − t∗ < 0, entonces t1 < t∗ si N ′(ξ) > 0, lo que es cierto porque

f(t) > 0 ya que f(t0) > 0 y f convexa y además f ′′(t) > 0 en (t0, t
∗).

Suponemos entonces que t0 < t1 < · · · < tn < t∗. Vemos entonces por
inducción que tn < tn+1 < t∗.

Como tn+1 − tn = − f(tn)

f ′(tn)
, f(tn) > 0 porque tn ∈ (tn−1, t

∗) y f ′(tn) < 0

por ser f no decreciente en (tn+1, t
∗), se sigue que tn < tn+1.

Por otra parte, tn+1 − t∗ = N(tn) − N(t∗) = N ′(ξn)(tn−1 − t∗) con
ξn ∈ (tn, t

∗) y por el mismo razonamiento que antes N ′(ξn) > 0, de manera
que tn+1 − t∗ < 0 por ser tn−1 < t∗.

En consecuencia, {tn} es creciente y acotada superiormente por t∗. Lue-

go, existe ĺım
n→∞

tn = u∗. Por tanto, u∗ − f(u∗)

f ′(u∗)
= u∗ por la continuidad de

f y f(u∗) = 0. Como t∗ es la única raíz de f(t) = 0 en (t0, α), entonces
u∗ = t∗. �

A continuación probamos que si B(x0, t
∗ − t0) ⊆ Ω, la sucesión de

Newton {xn} está bien de�nida y es mayorizada por {tn}. Comenzaremos
viendo que x1 ∈ B(x0, t

∗ − t0):

‖x1 − x0‖ = ‖[F ′(x0)]−1F (x0)‖ ≤ η = t1 − t0 < t∗ − t0.

En el siguiente resultado, veremos que xn ∈ B(x0, t
∗ − t0), para todo

n ≥ 1 y que la sucesión {tn} mayoriza a la sucesión de Newton {xn} para
todo n ≥ 1.
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Lema 2.3.19 Sea F : Ω ⊆ Rm → Rm el operador de�nido en (2.29),
donde Ω es un dominio abierto convexo no vacío. Sean f la función de�nida
en (2.34) y α en (2.35). Si se veri�ca (2.37), entonces xn ∈ B(x0, t

∗− t0),
∀n ≥ 1. Además, {tn} es mayorizante de {xn}, i. e.:

‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn, n ≥ 0.

Demostración. Para cada n ≥ 1, probaremos lo siguiente:

(i) existe Γn = [F ′(xn)]−1 y ‖Γn‖ ≤ −
1

f ′(tn)
,

(ii) ‖F (xn)‖ ≤ f(tn),

(iii) ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn,

(iv) ‖xn+1 − x0‖ ≤ t∗ − t0.

Comenzamos con el caso n = 1.

(i) Sabemos por el lema de Banach sobre inversión de operadores que si

‖I−Γ0F
′(x1)‖ < 1, entonces existe Γ1 y probaremos que ‖Γ1‖ ≤ −

1

f ′(t1)
.

A partir de

‖I − Γ0F
′(x1)‖ =

∥∥∥∥∥
∫ x1

x0
Γ0F

′′(x) dx

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0
Γ0F

′′
(
x0 + τ(x1 − x0)

)
(x1 − x0) dτ

∥∥∥∥
≤ ‖Γ0‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x0 + τ(x1 − x0)
)∥∥∥ dτ‖x1 − x0‖

≤ β‖x1 − x0‖
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x0+τ(x1−x0)‖ dτ

≤ β‖x1 − x0‖
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x0‖+τ‖x1−x0‖ dτ

= βλ‖A‖(e‖x0‖+‖x1−x0‖ − e‖x0‖)

= βλ‖A‖e‖x0‖(e‖x1−x0‖ − 1)

≤ βλ‖A‖e‖x0‖(et1−t0 − 1),

como f ′(t) =
βλ‖A‖e‖x0‖(et−t0 − 1)− 1

β
y f ′(t0) = − 1

β
, se sigue que

‖I − Γ0F
′(x1)‖ ≤ 1− f ′(t1)

f ′(t0)
< 1.
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Entonces por el lema de Banach, podemos garantizar la existencia
de Γ1 y que

‖Γ1‖ ≤ ‖[Γ0F
′(x1)]

−1‖‖Γ0‖ ≤
‖Γ0‖

1− ‖I − Γ0F ′(x1)‖

≤ f ′(t0)

f ′(t1)

−1

f ′(t0)
= − 1

f ′(t1)
·

(ii) Sabemos por el desarrollo de la serie de Taylor y (1.7) que

F (x1) = F (x0) + F ′(x0)(x1 − x0) +
∫ x1

x0
F ′′(x)(x1 − x) dx

=
∫ 1

0
F ′′
(
x0 + τ(x1 − x0)

)
(1 + τ) dτ(x1 − x0)2.

Luego, como ‖x0 + τ(x1 − x0) − x0‖ ≤ τ‖x1 − x0‖ ≤ τ(t1 − t0) =
t0 + τ(t1 − t0)− t0, obtenemos

‖F (x1)‖ ≤
∫ 1

0
λ‖A‖et0+τ(t1−t0)−t0+‖x0‖(1 + τ) dτ(t1 − t0)2

= λ‖A‖e‖x0‖−t0
(
et1 − (1 + t1 − t0)et0

)
.

Por otra parte, como

f(t1) = λ‖A‖e‖x0‖−t0
(
et1 + et0(t0 − 1− t1)

)
− t1 − t0

β
+
η

β

y

−t1 − t0
β

+
η

β
= 0,

se sigue ‖F (x1)‖ ≤ f(t1).

(iii) ‖x2 − x1‖ = ‖Γ1F (x1)‖ ≤ −
f(t1)

f ′(t1)
= t2 − t1.

(iv) ‖x2−x0‖ ≤ ‖x2−x1‖+‖x1−x0‖ ≤ t2−t1+t1−t0 = t2−t0 ≤ t∗−t0.
Por tanto x2 ∈ B(x0, t

∗ − t0) ⊂ Ω.

Aplicamos ahora inducción. Supongamos que se cumplen (i)�(iv) para
todo k = 1, 2, . . . , n− 1. Veámoslo para k = n.
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(i) Procediendo como en el caso n = 1, si ‖I−Γn−1F
′(xn)‖ < 1, entonces

por el lema de Banach existe Γn y ‖Γn‖ ≤ −
1

f ′(tn)
. En efecto, como

‖xn−1 + τ(xn − xn−1)− x0‖ ≤ tn−1 + τ(tn − tn−1)− t0,

‖I − Γn−1F
′(xn)‖ =

∥∥∥ ∫ 1

0
Γn−1F

′′
(
xn−1 + τ(xn − xn−1)

)
×(xn − xn−1) dτ

∥∥∥
≤ ‖Γn−1‖‖xn − xn−1‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn−1 + τ(xn − xn−1)
)∥∥∥ dτ

≤ ‖Γn−1‖
∫ 1

0
ω
(
tn−1 + τ(tn − tn−1)− t0 + ‖x0‖

)
(tn − tn−1) dτ

= ‖Γn−1‖
∫ tn

tn−1

f ′′(t) dt ≤ −1

f ′(tn−1)

(
f ′(tn)− f ′(tn−1)

)
= 1− f ′(tn)

f ′(tn−1)
< 1,

y por el lema de Banach obtenemos

‖Γn‖ ≤ ‖(Γn−1F ′(xn))−1‖‖Γn−1‖ ≤
‖Γn−1‖

1− ‖I − Γn−1F ′(xn)‖

≤ f ′(tn−1)

f ′(tn)

−1

f(tn−1)
=
−1

f ′(tn)
·

(ii) Teniendo en cuenta el desarrollo en serie de Taylor, podemos escribir

F (xn) =
∫ 1

0
F ′′
(
xn−1 + τ(xn − xn−1)

)
(1 + τ) dτ(xn − xn−1)2,

de manera que, como

‖xn−1+τ(xn−xn−1)−x0‖ ≤ tn−t0+τ(tn−tn−1) = tn+τ(tn−tn−1)−t0,

tenemos

‖F (xn)‖ ≤
∫ 1

0
ω
(
tn−1 + τ(tn − tn−1)− t0 + ‖x0‖

)
×(tn − tn−1) dτ(tn − tn−1)

=
∫ tn

tn−1

f ′′(t)(tn − t) dt = f(tn−1)

−f ′(tn−1)(tn − tn−1) + f(tn)

= f(tn).
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(iii) ‖xn+1 − xn‖ = ‖ΓnF (xn)‖ ≤ ‖Γn‖‖F (xn)‖ ≤ − f(tn)

f ′(tn)
= tn+1 − tn.

(iv) ‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖xn+1 − xn‖ + ‖xn − x0‖ ≤ tn+1 − tn + tn − t0 =
tn+1 − t0 ≤ t∗ − t0.

�

2.3.7.3. Convergencia semilocal del método de Newton y domi-
nios de existencia y unicidad de soluciones

Una vez vistas las propiedades anteriores, supondremos a partir de
ahora que se veri�can las siguientes condiciones:

(i) x0 ∈ Ω tal que existe el operador Γ0 = [F ′(x0)]
−1 y ‖Γ0‖ ≤ β,

(ii) ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η,

(iii) ‖F ′′(x)‖ ≤ ω(t− t0 + ‖x0‖) ≡ ω(t; t0) para ‖x− x0‖ ≤ t− t0,

(iv) B(x0, t
∗ − t0) ⊆ Ω.

Además, como ω(0) > 0, entonces f ′ es creciente y f ′(t) > 0 en
(α,+∞), y por tanto f es estrictamente creciente en (α,+∞), lo que ga-
rantiza que f tenga dos ceros reales positivos t∗ y t∗∗ tales que t∗ ≤ t∗∗.

Enunciamos ahora el resultado de convergencia semilocal para la suce-
sión de Newton {xn}.

Teorema 2.3.20 Sea F : Ω ⊆ Rm → Rm el operador de�nido en (2.29),
donde Ω es un dominio abierto convexo no vacío. Supongamos que se ve-
ri�can (i)�(iv). Si se veri�ca (2.37), entonces la ecuación F (x) = 0 tiene
una solución x∗ y la sucesión de Newton {xn} converge a x∗ empezando
en x0. Además, xn, x∗ ∈ B(x0, t∗ − t0), n ≥ 0, y ‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, para
todo n ≥ 0, donde {tn} está dada en (2.36). Finalmente, la solución x∗ es
única en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω si t∗∗ > t∗.

Demostración. Como {tn} es una sucesión mayorizante de {xn} y con-
verge a t∗, entonces {xn} es convergente, de manera que ĺım

n→+∞
xn = x∗ y

‖x∗−xn‖ ≤ t∗−tn. Veamos entonces que x∗ es solución de F (x) = 0. Como
x∗ = ĺım

n→+∞
xn y ‖F (xn)‖ = ‖F ′(xn)(xn+1 − xn)‖ ≤ ‖F ′(xn)‖‖xn+1 − xn‖,

por la continuidad del operador F , F (x∗) = 0, siempre que la sucesión
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{‖F ′(xn)‖} esté acotada, ya que ĺım
n→+∞

‖xn+1 − xn‖ = 0. Veamos entonces

que {‖F ′(xn)‖} está acotada. Como

‖F ′(xn)− F ′(x0)‖ =

∥∥∥∥∥
∫ xn

x0
F ′′(x)dx

∥∥∥∥∥
≤ ‖xn − x0‖

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(x0 + τ(xn − x0)
)
dτ
∥∥∥

≤ ‖xn − x0‖
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x‖0+τ(xn−x0) dτ

≤ ‖xn − x0‖λ‖A‖
e‖x0‖+‖xn−x0‖ − e‖x0‖

‖xn − x0‖
= λ‖A‖e‖x0‖(etn−t0 − 1)

y ‖F ′(xn)‖ ≤ ‖F ′(xn) − F ′(x0)‖ + ‖F ′(x0)‖, es claro que la sucesión
{‖F ′(xn)‖} está acotada.

Para probar la unicidad de x∗, supondremos primero que y∗ es otra
solución de F (x) = 0 en B(x0, r) ∩ Ω. Como

0 = F (y∗)− F (x∗) =
∫ y∗

x∗
F ′(x)dx =

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

)
dτ(y∗ − x∗),

si el operador T =
∫ 1

0
F ′
(
x∗ + t(y∗ − x∗)

)
dt es invertible, obtendremos que

x∗ = y∗. Para ver que T es invertible, probaremos equivalentemente que
existe el operador

P =
[
Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

)
dτ
]−1

.

Así, si denotamos t∗ − t0 = R y t∗∗ − t0 = r, tenemos

I − Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

)
dτ = Γ0

∫ 1

0

(
F ′(x0)

−F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

))
dτ

= −Γ0

∫ 1

0

∫ x∗+τ(y∗−x∗)

x0
F ′′(z) dz dτ,

y ∥∥∥∥I − Γ0

∫ 1

0
F ′
(
x∗ + τ(y∗ − x∗)

)
dτ
∥∥∥∥ ≤ ‖Γ0‖

∥∥∥∥∥
∫ 1

0

∫ x∗+τ(y∗−x∗)

x0
F ′′(z) dz dτ

∥∥∥∥∥
≤ β

∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + s
(
(x∗ − x0) + τ(y∗ − x∗)

))∥∥∥∥
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×‖x∗ − x0 + τ(y∗ − x∗)‖ ds dτ

≤ β
∫ 1

0

∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + s
(
(1− τ)(x∗ − x0) + τ(y∗ − x0)

))∥∥∥∥
×‖(1− τ)(x∗ − x0) + τ(y∗ − x0)‖ ds dτ

≤ β
∫ 1

0

[(
(1− τ)‖x∗ − x0‖+ τ‖y∗ − x0‖

)
×
∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(x0 + s
(
(1− τ)(x∗ − x0) + τ(y∗ − x0)

))∥∥∥∥ ds] dτ
≤ β

∫ 1

0

[(
(1− τ)‖x∗ − x0‖+ τ‖y∗ − x0‖

)
×
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x0‖+s

(
(1−τ)‖x∗−x0‖+τ‖y∗−x0‖

)
ds
]
dτ

< β
∫ 1

0

[(
(1− τ)‖x∗ − x0‖+ τ‖y∗ − x0‖

)
×
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x0‖+s

(
R+τ(r−R)

)
ds
]
dτ

< β
∫ 1

0

[(
R + τ(r −R)

)
λ‖A‖e‖x0‖

∫ 1

0
e
s

(
R+τ(r−R)

)
ds

]
dτ

= β
∫ 1

0
λ‖A‖e‖x0‖

(
eR+τ(r−R) − 1

)
dτ

= βλ‖A‖e‖x0‖
(∫ 1

0
eR+τ(r−R) dt− 1

)
= βλ‖A‖e‖x0‖

(
er − eR

r −R
− 1

)
= f(t∗∗)− f(t∗) + 1 = 1.

Luego, por el lema de Banach, está claro que existe el operador P y obte-
nemos unicidad de solución en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω. �

A partir del nuevo resultado de convergencia semilocal obtenido para el
método de Newton, veremos a continuación que podemos aproximar ambas
soluciones de la ecuación de Bratu mediante el método de Newton, además
de mejorar las estimaciones a priori del error dadas por Kantorovich.

2.3.7.4. Caso particular de la ecuación de Bratu

Consideramos de nuevo el caso particular de la ecuación de Bratu (2.26)
dado anteriormente por

x(s) =
∫ 1

0
G(s, t)ex(t) dt, s ∈ [0, 1], (2.38)
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donde λ = 1 y [a, b] = [0, 1] en (2.26). Discretizamos otra vez la ecuación
(2.38) y tomamos m = 8, de manera que a partir de

F (x) = x− Au(x),

obtenemos las expresiones de

F ′(x) = I8 − Adiag{ex1 , . . . , ex8}

y
F ′′(x)yz = −A(ex1y1z1, . . . , e

x8y8z8)
T .

Como ‖F ′′(x)‖∞ ≤ ‖A‖∞e‖x‖∞ , ‖F ′′(x)‖∞ no está acotada. Para obte-
ner una solución de F (x) = 0, hemos visto que la solución x∗ debe cumplir
que ‖x∗‖∞ ≤ ‖A‖∞e‖x

∗‖∞ , obteniendo los valores de r1 = 0,14248 . . . y
r2 = 3,27839 . . . que nos permiten tomar una bola B(0, ρ) con ρ ∈ (r1, r2)
tal que ‖F ′′(x)‖∞ esté acotada y contenga una solución (�gura 2.9). Eli-
giendo ρ = 3, hemos obtenido

‖F ′′(x)‖∞ ≤ ‖A‖∞eρ = (0,123559)e3 = 2,48175 . . . = k,

de manera que podemos utilizar el teorema de Kantorovich para garantizar
la convergencia del método de Newton a x∗.

Por otra parte, si consideramos el teorema 2.3.20 y elegimos t0 = 0,
obtenemos

‖F ′′(x)‖∞ ≤ (0,123559)et+‖x0‖∞ ,

y por tanto

f(t) = (0,123559)e‖x0‖∞(et − 1− t)− t

1,13821
+ 0,121431,

que obviamente no es de tipo polinómico.

Si tomamos x0 = 0 = (0, . . . , 0)T , obtenemos los valores ya calculados
de β = 1,13821 . . . y η = 0,138241 . . . Luego la condición de Kantoro-

vich, kβη ≤ 1

2
, se veri�ca. También se veri�ca la condición (2.37) α =

2,09317 . . . ≥ 1 + η

1 + β‖A‖∞
= 0,9979 . . ., del teorema 2.3.20. Entonces, tene-

mos asegurada la convergencia del método de Newton a una solución x∗

de F (x) = 0 a partir de los teoremas 2.3.2 de Kantorovich y 2.3.20.

Utilizando el teorema 2.3.2 de Kantorovich obtenemos los valores de
s∗ = 0,188285 . . . y s∗∗ = 0,519739 . . . Entonces, los dominios de existencia
y unicidad son respectivamente:

{u ∈ R8; ‖u‖∞ ≤ 0,188285 . . .} y {u ∈ R8; ‖u‖∞ ≤ 0,519739 . . .}.
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Para la función f , tenemos que t∗ = 0,139652 . . . es la raíz positiva más
pequeña de f(t) = 0. Por el teorema 2.3.20, los dominios de existencia y
unicidad son respectivamente:

{u ∈ R8; ‖u‖∞ ≤ 0,139652 . . .} y {u ∈ R8; ‖u‖∞ ≤ 3,28237 . . .}.

Vemos que estos dominios mejoran a los dados por el teorema 2.3.2 de
Kantorovich, puesto que el de existencia es menor y el de unicidad mayor.
Obsérvese además que el dominio de existencia que obtenemos a partir del
teorema 2.3.20 es muy preciso, pues �ja hasta tres decimales, y que el de
unicidad mejora considerablemente el que se obtendría por Kantorovich.

Una vez garantizada la convergencia del método de Newton, aplicando
este proceso iterativo, hemos visto después de tres iteraciones, obtenemos
una aproximación de la solución x∗, la dada por el vector x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
8)
T

en la tabla 2.4. Interpolando estos valores y teniendo en cuenta que la so-
lución de la ecuación de Bratu (2.38) ha de anularse en t = 0 y t = 1,
obtenemos la solución representada en la �gura 2.10.

A continuación vemos que la sucesión mayorizante (2.36), obtenida a
partir de la función (2.34), proporciona mejores estimaciones a priori del
error que las que se obtienen por el teorema 2.3.2 a partir de (2.32). Las
estimaciones a priori del error y el error absoluto podemos verlos en la
tabla 2.7, donde hemos considerado como solución del problema la solución
dada en la tabla 2.4. Observamos en la tabla 2.6 la notable mejora de las
estimaciones a priori del error que obtenemos a partir de la nueva sucesión
mayorizante que hemos construido.

n ‖x∗ − xn‖ |t∗ − tn| |s∗ − sn|
0 0,139301 . . . 0,139651 . . . 0,188285 . . .
1 0,001087 . . . 0,001437 . . . 0,050070 . . .
2 7,02× 10−8 1,704× 10−7 0,005808 . . .

Tabla 2.6: Error absoluto y estimaciones a priori del error

Con respecto a la aproximación de la otra solución discreta de (2.38),
denotada por x∗∗, cumpliendo ‖x∗∗‖∞ ≥ r2 = 3,27839 . . ., tomamos como
punto de salida para el método de Newton el vector x0 = 4 = (4, 4, . . . , 4)T ,
que es un punto que está en el exterior de la corona mostrada en la �gura
2.9, puesto que

‖x0‖∞ = 4 > r2 = 3,2783 . . .
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En este caso recordamos que no podemos aplicar el teorema 2.3.2 de Kan-
torovich puesto que como no sabemos donde puede estar la segunda solu-
ción de (2.38), no podemos coger una bola que la contenga, lo que implica
que no podemos acotar ‖F ′′(x)‖. Si intentamos ahora aplicar el teorema
2.3.20, vemos que tampoco se veri�can las condiciones de convergencia pa-
ra este punto de salida, ya que no se cumple la condición (2.37) porque

α = 0,61614 . . . <
1 + η

1 + β‖A‖∞e‖x0‖∞
= 0,6798 . . . Sin embargo parece claro

que mejorando esta aproximación inicial se van a veri�car las condiciones
del teorema 2.3.20. Así, podemos iterar con el método de Newton hasta la
iteración 6 y tomar como nuevo punto de salida

z0 =



0,206543 . . .

1,052503 . . .

2,411149 . . .

3,827142 . . .

3,827142 . . .

2,411149 . . .

1,052503 . . .

0,206543 . . .



,

donde ya se veri�can las condiciones del teorema 2.3.20 de convergencia
semilocal, ya que

β = 3,26003 . . . , η = 0,00820 . . .

y

α = 0,05264 . . . >
1 + η

1 + β‖A‖∞e‖z0‖∞
= 0,051699 . . .

Si t0 = 0, construimos para el teorema 2.3.20 la función

f(t) = (0,123559)e3,827142(et − 1− t)− t

3,26003
+ 0,002515.

Para esta función f , tenemos que t∗ = 0,00894867 . . . es la raíz positiva
más pequeña de f(t) = 0. Luego los dominios de existencia y unicidad son
respectivamente:

{u ∈ R8; ‖u− z0‖∞ ≤ 0,00894 . . .} y {u ∈ R8; ‖u− z0‖∞ ≤ 0,09571 . . .}

Observemos de nuevo la precisión del dominio de existencia que hemos
obtenido a partir del teorema 2.3.20, puesto que �ja hasta 2 decimales.
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Como se ha indicado, tomando ahora como punto de salida z0, vemos
que ‖z0‖∞ = 3,82714 . . . > r2 = 3,27839 . . ., y aproximamos la segunda
solución de la ecuación de Bratu mediante el método de Newton después
de 3 iteraciones, que está dada por el vector x∗∗ = (x∗∗1 , x

∗∗
2 , . . . , x

∗∗
8 )T que

aparece en la tabla 2.7.

n x∗∗n n x∗∗n
1 0,206096 . . . 5 3,818891 . . .
2 1,050217 . . . 6 2,405892 . . .
3 2,405892 . . . 7 1,050217 . . .
4 3,818891 . . . 8 0,206096 . . .

Tabla 2.7: Segunda solución numérica de (2.38)

Interpolando de nuevo los valores obtenidos anteriormente y teniendo
en cuenta que la solución de la ecuación de Bratu (2.38) ha de anularse en
t = 0 y t = 1, obtenemos la solución x∗∗ representada en la �gura 2.10.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

x∗∗

x∗

Figura 2.10: Las dos soluciones de la ecuación de Bratu (2.38)





Capítulo 3

Condiciones centradas para el
método de Newton

3.1. Introducción

Han aparecido numerosos trabajos que han analizado la convergencia
semilocal del método de Newton durante los últimos años [3, 12, 15, 17,
18, 103, 113, 133], la mayoría de ellos son modi�caciones del teorema de
Newton-Kantorovich que pasan por suavizar las condiciones de conver-
gencia, en especial la condición (C3), de manera que se le exija menos al
operador F . Ahora bien, si exigimos al operador F una condición más sua-
ve que (C3), como puede verse en los trabajos [10, 11, 50, 51, 101, 110, 130],
entonces la condición (C4) se suele cambiar por otra condición más restric-
tiva, que obligatoriamente nos lleva a que se reduzca el dominio de puntos
de salida válidos para el método de Newton.

Nuestro objetivo en este capítulo no es exigir al operador F condicio-
nes más suaves que (C3), sino más fuertes, que persiguen una modi�cación,
que no una restricción, del dominio de puntos de salida para el método de
Newton, de manera que podamos empezar el método de Newton en puntos
a partir de los cuales el teorema clásico 1.2.2 de Newton-Kantorovich no
puede asegurar la convergencia semilocal del método de Newton, así como
ofrecer mejoras de los dominios de existencia y unicidad de solución y de
las cotas a priori del error. Para ello exigiremos al operador F condiciones
centradas para la segunda derivada de F . Al igual que Kantorovich, nues-
tro planteamiento pasa por obtener un resultado general de convergencia
semilocal utilizando el conocido principio de la mayorante que él desarrolló
para el método de Newton. A partir de este resultado general, veremos los
resultados obtenidos por otros autores [61, 132] como casos particulares de

93
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nuestro resultado general.

Comenzamos en la sección 3.2 introduciendo las nuevas condiciones de
convergencia para el caso general y damos un nuevo resultado general de
convergencia semilocal para el método de Newton indicando cómo se cons-
truyen las nuevas sucesiones mayorizantes. Incluimos también en la misma
sección un resultado sobre unicidad de solución junto con otro sobre es-
timaciones a priori del error que conducen a la convergencia cuadrática
del método de Newton bajo las condiciones de convergencia semilocal aquí
presentadas. En la sección 3.3 destacamos tres casos particulares de nues-
tro resultado general dado en la sección 3.2 que han sido estudiados por
otros autores. Finalizamos con la sección 3.4, donde se presentan dos apli-
caciones del método de Newton cuando se quieren aproximar soluciones
de ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto. Con ellas
se pone claramente de mani�esto las ventajas que pueden presentar las
condiciones de convergencia aquí dadas con respecto a las de Kantorovich.

3.2. Convergencia semilocal

Como ya se ha indicado anteriormente, la condición (C3) limita la apli-
cación del teorema clásico 1.2.2 de Newton-Kantorovich. En la sección 3.4
se pondrá de mani�esto este hecho con dos ejemplos. Nuestra idea en esta
sección consiste en generalizar las hipótesis de Kantorovich, modi�cando
las condiciones (C3) y (C4), y, como en el resultado general de Kantorovich,
construir una función real f veri�cando:

(A1) Existencia de Γ0 = [F ′(x0)]
−1, para algún x0 ∈ Ω, con ‖Γ0‖ ≤ −

1

f ′(t0)

y ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
, y ‖F ′′(x0)‖ ≤ f ′′(t0).

(A2) ‖F ′′(x)− F ′′(x0)‖ ≤ f ′′(t)− f ′′(t0), para ‖x− x0‖ ≤ t− t0, x ∈ Ω y
t ∈ [t0, t

′],

siendo f ∈ C(2)([t0, t′]) con t0, t′ ∈ R.

Como vamos a demostrar la convergencia semilocal del método de New-
ton bajo las condiciones (A1) y (A2) utilizando el principio de la mayorante,
construiremos una sucesión real {tn} que mayorice a la sucesión de Newton
{xn} en el espacio de Banach X. Para obtener la sucesión real mayorizante
{tn} utilizaremos una función real f(t) de�nida en [t0, t

′] ⊂ R, a partir de
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la cual construiremos dicha sucesión como:

dado t0, tn+1 = N(tn) = tn −
f(tn)

f ′(tn)
, n = 0, 1, 2, . . . (3.1)

Para construir la sucesión mayorizante {tn} a partir de la función f(t),
es bien conocida ([75]) la necesidad de que f(t) tenga al menos un cero t∗,
tal que t∗ ≥ t0, y que la sucesión {tn} converja a t∗ de forma creciente.
Cuando esto ocurra, tenemos garantizada la convergencia semilocal de la
sucesión {xn} dada por el método de Newton en el espacio de Banach X
a partir de la convergencia de la sucesión {tn}.

Para ello, estudiamos en primer lugar la convergencia de la sucesión
escalar {tn} dada en (3.1). Notemos que si se cumplen (A1), (A2) y existe
una solución α ∈ (t0, t

′) de f ′(t) = 0 tal que f(α) ≤ 0, entonces tenemos
que la ecuación f(t) = 0 tiene una única raíz t∗ en (t0, α). En efecto, si
f(α) < 0, como f(t0) > 0, entonces f(t) tiene al menos un cero t∗ en
(t0, α) por ser continua. Además, como f ′′(t0) ≥ 0, se sigue fácilmente de
(A2) que f ′′(t) ≥ 0 para t ∈ (t0, α), de manera que f ′(t) es creciente y
f ′(t) < 0 para t ∈ (t0, α). También, como f ′(t0) < 0, tenemos que f(t) es
decreciente para t ∈ [t0, α). En consecuencia, t∗ es la única raíz de f(t) = 0
en (t0, α). Por otra parte, si f(α) = 0, entonces α es raíz doble de f(t) = 0
y tomamos t∗ = α.

La convergencia de la sucesión {tn} queda ahora garantizada en el si-
guiente teorema.

Teorema 3.2.1 Sea {tn} la sucesión escalar de�nida en (3.1) con f ∈
C(2)([t0, t′]) y cumpliendo (A1) y (A2). Supongamos que existe una solución
α ∈ (t0, t

′) de f ′(t) = 0 tal que f(α) ≤ 0. Entonces, la sucesión {tn} es no
decreciente y converge a t∗.

Demostración. Comenzamos probando que la sucesión {tn} es monótona
y acotada. Vemos entonces en primer lugar que tn ≤ t∗ para todo n =
1, 2, . . . Como f(t0) > 0, tenemos que t0 ≤ t∗. Además

t1 − t∗ = N(t0)−N(t∗) = N ′(θ0)(t0 − t∗) con θ0 ∈ (t0, t
∗),

y como N ′(t) =
f(t)f ′′(t)

f ′(t)2
> 0 en [t0, t

∗), puesto que f(t) > 0 y f ′′(t) > 0

en [t0, t
∗), se sigue que t1 < t∗.

Supongamos ahora que tk < t∗, para k = 1, 2, . . . , n− 1. Entonces,

tn − t∗ = N(tn−1)−N(t∗) = N ′(θn−1)(tn−1 − t∗) con θn−1 ∈ (tn−1, t
∗).
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Luego, como en el caso k = 1, se sigue que tn < t∗.

Por otra parte, tenemos que

tn − tn−1 = − f(tn−1)

f ′(tn−1)
≥ 0,

puesto que f(t) > 0 y f ′(t) < 0 en [t0, t
∗). Luego {tn} es no decreciente.

Por tanto, la sucesión {tn} es convergente por ser monótona y acotada.
Luego, existe r = ĺım

n→+∞
tn tal que r ∈ [t0, t

∗]. Tomando ahora límites en

tn+1 = N(tn), n ≥ 0, obtenemos que f(r) = 0, y como t∗ es la única raíz
de f(t) = 0 en [t0, t

∗], se sigue que r = t∗. �

Antes de ver que la sucesión {tn} dada por (3.1) es mayorizante de
la sucesión de Newton {xn} en el espacio de Banach X, probamos un
lema técnico que utilizaremos posteriormente. Este lema está basado en el
operador

LF (x) = [F ′(x)]−1F ′′(x)[F ′(x)]−1F (x) ∈ L(X,X),

que se conoce como grado de convexidad logarítmico (ver [57, 64, 65, 66]).
La idea fundamental que utilizaremos es que si ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn,
se veri�ca:

‖xn+1 − xn‖ =

∥∥∥∥∥
∫ xn

xn−1

LF (x) dx

∥∥∥∥∥ ≤
∫ tn

tn−1

Lf (t) dt = tn+1 − tn.

Comenzamos obteniendo un lema técnico que de información sobre el
operador LF .

Lema 3.2.2 Sea f ∈ C(2)([t0, t′]) con t0, t
′ ∈ R. Supongamos que se

cumplen las condiciones (A1) y (A2), que existe α ∈ (t0, t
′) tal que f ′(α) =

0 y que B(x0, α− t0) ⊆ Ω. Entonces, para cada x ∈ B(x0, α− t0), existe el
operador LF (x) = ΓF ′′(x)ΓF (x), donde Γ = [F ′(x)]−1, y es tal que

‖LF (x)‖ ≤ f ′′(t)

f ′(t)2
‖F (x)‖ para ‖x− x0‖ ≤ t− t0. (3.2)

Demostración. Comenzamos demostrando que existe Γ = [F ′(x)]−1, para
todo x ∈ B(x0, α − t0), y que, para t ∈ (t0, α) con ‖x − x0‖ ≤ t − t0, se
cumple además que

‖ΓF ′(x0)‖ ≤
f ′(t0)

f ′(t)
, (3.3)
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‖Γ‖ ≤ − 1

f ′(t)
· (3.4)

Para ello, consideramos

I − Γ0F
′(x) = Γ0

(
F ′(x0)− F ′(x)

)
= −Γ0

∫ x

x0
F ′′(z) dz

= −Γ0

∫ x

x0

(
F ′′(z) + F ′′(x0)− F ′′(x0)

)
dz

= −Γ0

∫ x

x0
F ′′(x0) dz − Γ0

∫ x

x0

(
F ′′(z)− F ′′(x0)

)
dz

= −Γ0F
′′(x0)(x− x0)− Γ0

∫ x

x0

(
F ′′(z)− F ′′(x0)

)
dz,

y tomando normas vemos que

‖I − Γ0F
′(x)‖ ≤ ‖Γ0‖‖F ′′(x0)‖‖x− x0‖

+‖Γ0‖
∥∥∥∥∫ x

x0

(
F ′′(z)− F ′′(x0)

)
dz
∥∥∥∥

≤ −f
′′(t0)

f ′(t0)
(t− t0)

+‖Γ0‖
∥∥∥∥∫ 1

0

(
F ′′
(
x0 + τ(x− x0)

)
− F ′′(x0)

)
(x− x0) dτ

∥∥∥∥ .
Para z ∈ [x0, x], es decir, z = x0 +τ(x−x0) con τ ∈ [0, 1], y ‖x−x0‖ ≤

t− t0, tenemos

‖z − x0‖ = τ‖x− x0‖ ≤ τ(t− t0) = t0 + τ(t− t0)− t0 = u− t0,

con u = t0 + τ(t− t0) ∈ [t0, t], de manera que a partir de (A2) se sigue que

‖I − Γ0F
′(x)‖ ≤ −f

′′(t0)

f ′(t0)
(t− t0)

− 1

f ′(t0)

∫ 1

0

(
f ′′
(
t0 + τ(t− t0)

)
− f ′′(t0)

)
(t− t0) dτ

= −f
′′(t0)

f ′(t0)
(t− t0)−

1

f ′(t0)

∫ t

t0

(
f ′′(u)− f ′′(t0)

)
du

= − 1

f ′(t)

(
f ′(t)− f ′(t0)

)
= 1− f ′(t)

f ′(t0)
< 1,
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puesto que t ∈ (t0, α) y f ′′(t) ≥ 0 para t ∈ (t0, α) al ser f ′′(t0) ≥ 0
y cumplirse (A2), de manera que f ′ es creciente y f ′(t0) ≤ f ′(t) ≤ 0.
En consecuencia, por el lema de Banach sobre inversión de operadores,
tenemos que existe Γ = [F ′(x)]−1 y es tal que

‖Γ‖ ≤ ‖[Γ0F
′(x)]−1‖‖Γ‖ ≤ ‖Γ0‖

1− ‖I − Γ0F ′(x)‖
≤
− 1
f ′(t0)

f ′(t)
f ′(t0)

= − 1

f ′(t)
,

‖ΓF ′(x0)‖ ≤
1

1− ‖I − Γ0F ′(x)‖
≤ f ′(t0)

f ′(t)
·

Por tanto, se cumplen (3.3) y (3.4).

Por otra parte, si x ∈ B(x0, α−t0) y t ∈ (t0, α) son tales que ‖x−x0‖ ≤
t− t0, tenemos que

‖F ′′(x)‖ ≤ ‖F ′′(x0)‖+ ‖F ′′(x)−F ′′(x0)‖ ≤ f ′′(t0) + f ′′(t)− f ′′(t0) = f ′′(t)

y (3.2) se sigue de forma inmediata. �

A continuación, a partir del siguiente lema, vemos que {tn} es una su-
cesión mayorizante de la sucesión de Newton {xn} en el espacio de Banach
X.

Lema 3.2.3 En las hipótesis de lema anterior se veri�can, para todo
n = 0, 1, 2, . . ., las siguientes relaciones:

(in) xn ∈ B(x0, t
∗ − t0),

(iin) ‖Γ0F (xn)‖ ≤ − f(tn)

f ′(t0)
,

(iiin) ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn.

Demostración. Probamos las tres relaciones (in)�(iiin) por inducción ma-
temática sobre n. En primer lugar, dado x0, es evidente que x1 está bien
de�nido y que

‖x1 − x0‖ = ‖Γ0F (x0)‖ ≤ −
f(t0)

f ′(t0)
= t1 − t0 < t∗ − t0.

Luego se cumplen (i0)�(iii0).

Supongamos ahora que se cumplen (ik)�(iiik) para todo k = 0, 1, . . . , n−
1. Veamos que se cumplen también para k = n.
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Como xn = xn−1 − [F ′(xn−1)]
−1F (xn−1), obviamente xn está bien de�-

nido, puesto que existe [F ′(xn−1)]
−1 por el lema anterior. Además,

‖xn − x0‖ ≤ ‖xn − xn−1‖+ ‖xn−1 − xn−2‖+ · · ·+ ‖x1 − x0‖
≤ tn − tn−1 + tn−1 − tn−2 + · · ·+ t1 − t0
= tn − t0 < t∗ − t0.

Luego, xn ∈ B(x0, t
∗ − t0) y se cumple (in).

A continuación, consideramos x ∈ [xn−1, xn], es decir, x = xn−1 +
s(xn − xn−1) con s ∈ [0, 1], de manera que ‖x − xn−1‖ = s‖xn − xn−1‖ ≤
s(tn − tn−1). Por tanto,

‖x− x0‖ = ‖xn−1 − x0‖+ s‖xn − xn−1‖
≤ tn−1 − t0 + s(tn − tn−1) = tn−1 + s(tn − tn−1)− t0 = t− t0,

con t = tn−1 + s(tn − tn−1) ∈ [tn−1, tn], y como ‖x− x0‖ ≤ t− t0 < t∗ − t0,
es claro que x ∈ B(x0, t

∗ − t0) para todo x ∈ [xn−1, xn]. Aplicando ahora
el lema anterior se sigue que existen Γ y LF (x), así como que

‖LF (x)‖ ≤ f ′′(t)

f ′(t)2
‖F (x)‖ con t = tn−1 + s(tn − tn−1) y s ∈ [0, 1].

Además,

‖LF (x)‖ ≤ −f
′′(t)

f ′(t)

f ′(t0)

f ′(t)
‖Γ0F (x)‖,

sin más que escribir LF (x) = ΓF ′′(x)ΓF ′(x0)Γ0F (x) y aplicar (3.3) y (3.4).

Ahora, teniendo en cuenta la última desigualdad y el desarrollo en serie
de Taylor, podemos escribir

Γ0F (x) = Γ0F (xn−1) + Γ0F
′(xn−1)(x− xn−1) +

∫ x

xn−1

Γ0F
′′(z)(x− z) dz

= Γ0F (xn−1) + sΓ0F
′(xn−1)(xn − xn−1)

+
∫ x

xn−1

Γ0

(
F ′′(z) + F ′′(x0)− F ′′(x0)

)
(x− z) dz

= (1− s)Γ0F (xn−1) +
1

2
Γ0F

′′(x0)(x− xn−1)2

+
∫ x

xn−1

Γ0

(
F ′′(z)− F ′′(x0)

)
(x− z) dz

= (1− s)Γ0F (xn−1) +
1

2
Γ0F

′′(x0)(x− xn−1)2

+
∫ 1

0
Γ0

(
F ′′
(
xn−1 + τ(x− xn−1)

)
−F ′′(x0)

)
(x− xn−1)2(1− τ) dτ.
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Como ‖x − xn−1‖ = s‖xn − xn−1‖ ≤ s(tn − tn−1) ≤ t − tn−1, para z =
xn−1 + τ(x− xn−1) con τ ∈ [0, 1], tenemos que

‖z − x0‖ ≤ ‖xn−1 − x0‖+ τ‖x− xn−1‖
≤ (tn−1 − t0) + τs(tn − tn−1) = tn−1 + τ(t− tn−1)− t0 = u− t0,

donde u = tn−1 + τ(t − tn−1). Tomando ahora normas en la desigualdad
anterior, se sigue que

‖Γ0F (x)‖ ≤ (1− s)‖Γ0F (xn−1)‖+
1

2
‖Γ0‖‖F ′′(x0)‖‖x− xn−1‖2

+‖Γ0‖
∫ 1

0

∥∥∥∥F ′′(xn−1 + τ(x− xn−1)
)

−F ′′(x0)
∥∥∥∥‖x− xn−1‖2(1− τ) dτ

≤ −(1− s)f(tn−1)

f ′(t0)
− 1

2

f ′′(t0)

f ′(t0)
(t− tn−1)2 −

− 1

f ′(t0)

∫ 1

0

(
f ′′
(
tn−1 + τ(t− tn−1)

)
−

f ′′(t0)
)

(tn − tn−1)2(1− τ) dτ

= − 1

f ′(t0)

[
(1− s)f(tn−1) +

1

2
f ′′(t0)(t− tn−1)2

+
∫ t

tn−1

(
f ′′(u)− f ′′(t0)

)
(t− u) du

]
= − 1

f ′(t0)

[
(1− s)f(tn−1) +

∫ t

tn−1

f ′′(u)(t− u) du

]

= − 1

f ′(t0)

[
f ′(tn−1)(t− tn) +

∫ t

tn−1

f ′′(u)(t− u) du

]

= − 1

f ′(t0)

[
f(tn−1) + f ′(tn−1)(t− tn−1)

+
∫ t

tn−1

f ′′(u)(t− u) du
]

= − f(t)

f ′(t0)
·

Tomando s = 1 en lo anterior, obtenemos x = xn, t = tn y ‖Γ0F (xn)‖ ≤

− f(tn)

f ′(t0)
. Luego, se cumple (iin). Además, ‖LF (x)‖ ≤ Lf (t).
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Finalmente, para probar (iiin), basta ver que

‖xn+1 − xn‖ =

∥∥∥∥∥
∫ xn

xn−1

LF (x) dx

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ 1

0
LF
(
xn−1 + τ(xn − xn−1)

)
(xn − xn−1) dτ

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∥∥∥LF(xn−1 + τ(xn − xn−1)
)∥∥∥‖xn − xn−1‖ dτ

≤
∫ 1

0
Lf
(
tn−1 + τ(tn − tn−1)

)
(tn − tn−1) dτ

=
∫ tn

tn−1

Lf (t) dt

= tn+1 − tn,

puesto que x = xn−1 + τ(xn − xn−1) con τ ∈ [0, 1] y

‖x− x0‖ ≤ ‖xn−1 − x0‖+ τ‖xn − xn−1‖
≤ tn−1 − t0 + τ(tn − tn−1) = tn−1 + τ(tn − tn−1)− t0 = t− t0,

donde t = tn−1 + τ(tn − tn−1). �

Una vez visto que la sucesión {tn} mayoriza a la sucesión {xn}, ya
podemos demostrar la convergencia semilocal de la sucesión de Newton
{xn} en el espacio de Banach X.

Teorema 3.2.4 (Teorema general de convergencia semilocal) Sean
F : Ω ⊆ X → Y un operador dos veces diferenciable Fréchet de�nido en
un dominio abierto convexo no vacío Ω de un espacio de Banach X y con
valores en un espacio de Banach Y y f ∈ C(2)([t0, t′]) con t0, t′ ∈ R. Supon-
gamos que se veri�can las condiciones (A1) y (A2), que existe α ∈ (t0, t

′),
tal que f ′(α) = 0 y f(α) ≤ 0, y que B(x0, t

∗ − t0) ⊆ Ω. Entonces la suce-
sión de Newton dada por {xn} converge a una solución x∗ de la ecuación
F (x) = 0, empezando en x0, y además xn, x∗ ∈ B(x0, t∗ − t0), para todo
n = 0, 1, 2, . . . También tenemos que

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn para todo n = 0, 1, 2, . . .

Demostración. A partir del lema anterior, de los resultados conocidos
sobre sucesiones mayorizantes y del hecho de que la sucesión escalar {tn}
dada por (3.1) sea convergente, se sigue que la sucesión {xn} dada por
el método de Newton es convergente. Si x∗ = ĺım

n→+∞
xn ∈ B(x0, t∗ − t0),

veamos entonces que x∗ es solución de F (x) = 0.
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Por el apartado (iin) del lema anterior, tenemos que ‖Γ0F (xn)‖ ≤ − f(tn)

f ′(t0)
,

para todo n = 0, 1, 2, . . . Entonces, por continuidad y pasando al límite
cuando n→ +∞, obtenemos que F (x∗) = 0.

Además, para j > 0, tenemos que

‖xn+j − xn‖ ≤
j∑
i=1

‖xn+i − xn+i−1‖ ≤
j∑
i=1

‖tn+i − tn+i−1‖ = tn+j − tn,

y pasando al límite cuando j → +∞, obtenemos que ‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn,
para todo n = 0, 1, 2, . . . �

Como ocurría en el capítulo anterior, una vez visto el anterior teorema
general de convergencia semilocal tenemos la necesidad de construir la
función escalar f , lo que dependerá de las condiciones que elijamos en
(A1) y (A2). En la sección siguiente estudiamos tres situaciones diferentes.

3.2.1. Unicidad de solución

Damos a continuación un resultado de unicidad de solución cuando
estamos en las condiciones del teorema anterior.

Notemos que si f tiene dos ceros reales t∗ y t∗∗, tales que t0 < t∗ ≤
t∗∗, entonces también podemos dar el siguiente resultado de unicidad de
solución de la ecuación F (x) = 0.

Teorema 3.2.5 Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, la solución x∗ es
única en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗ − t0) si t∗ = t∗∗.

Demostración. En primer lugar, suponemos que t∗ < t∗∗ y que y∗ es otra
solución de F (x) = 0 en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω. Entonces,

‖y∗ − x0‖ ≤ ρ(t∗∗ − t0) con ρ ∈ (0, 1).

Probaremos por inducción matemática que ‖y∗ − xk‖ ≤ ρ2
k
(t∗∗ − tk),

para todo k = 0, 1, 2, . . . Por hipótesis de inducción consideramos que la
desigualdad anterior se veri�ca para k = 0, 1, . . . , n. En consecuencia se
sigue que

‖y∗ − xn+1‖ =
∥∥∥− Γn

(
F (y∗)− F (xn)− F ′(xn)(y∗ − xn)

)∥∥∥
=

∥∥∥∥− Γn
( ∫ y∗

xn

(
F ′′(z)− F ′′(x0)

)
(y∗ − z) dz
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+
1

2
F ′′(x0)(y

∗ − xn)2
)∥∥∥∥

=
∥∥∥∥− Γn

( ∫ 1

0

(
F ′′
(
xn + τ(y∗ − xn)

)
−F ′′(x0)

)
(1− τ)(y∗ − xn)2 dτ

+
1

2
F ′′(x0)(y

∗ − xn)2
)∥∥∥∥.

Como ‖xn + τ(y∗ − xn)− x0‖ ≤ tn + τ(t∗∗ − tn)− t0, entonces

‖y∗ − xn+1‖ ≤ ‖Γ0‖
(

1

2
‖F ′′(x0)‖+

∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn + τ(y∗ − xn)
)

−F ′′(x0)
∥∥∥(1− τ) dτ‖y∗ − xn‖2

)
≤ − 1

f ′(tn)

(
1

2
f ′′(t0) +

∫ 1

0

(
f ′′
(
tn + τ(t∗∗ − tn)

)
−f ′′(t0)

)
(1− τ) dτ

)
‖y∗ − xn‖2

≤ − µ

f ′(tn)
‖y∗ − xn‖2,

donde µ =
1

2
f ′′(t0) +

∫ 1

0

(
f ′′
(
tn + τ(t∗∗ − tn)

)
− f ′′(t0)

)
(1− τ) dτ .

Por otra parte, procediendo de manera análoga, tenemos que

t∗∗ − tn+1 = t∗∗ − tn +
f(tn)

f ′(tn)
= − 1

f ′(tn)

(
f(t∗∗)− f(tn)

−f ′(tn)(t∗∗ − tn)
)

= − 1

f ′(tn)

( ∫ t∗∗

tn

(
f ′′(t)− f ′′(t0)

)
(t∗∗ − t) dt

+
1

2
f ′′(t0)(t

∗∗ − tn)2
)

= − 1

f ′(tn)

(∫ 1

0

(
f ′′
(
tn + τ(t∗∗ − tn)

)
− f ′′(t0)

)
(1− τ) dt

+
1

2
f ′′(t0)

)
(t∗∗ − tn)2 = − µ

f ′(tn)
(t∗∗ − tn)2.

Luego, − µ

f ′(tn)
=
t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2
·
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Por tanto,

‖y∗ − xn+1‖ =
t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2
‖y∗ − xn‖2 ≤

t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2

(
ρ2

n

(t∗∗ − tn)
)2

= ρ2
n+1

(t∗∗ − tn+1).

Consecuentemente, y∗ = x∗, puesto que ĺım
n→+∞

xn = x∗.

En segundo lugar, si t∗∗ = t∗, la unicidad de solución se sigue de forma
análoga al caso t∗ < t∗∗, probando ahora por inducción que ‖y∗ − xn‖ ≤
t∗∗ − tn = t∗ − tn y teniendo en cuenta que ĺım

n→+∞
tn = t∗. �

3.2.2. Convergencia cuadrática del método de Newton

Terminaremos esta sección viendo que la convergencia del método de
Newton es cuadrática bajo las condiciones (A1)�(A2). Para ello, utilizamos
la técnica de Ostrowski [97], a partir de la cual obtenemos el siguiente
resultado, cuya demostración omitimos por ser totalmente análoga a la del
teorema 2.3.15.

Si f tiene dos raíces reales positivas t∗ y t∗∗ tales que t∗ ≤ t∗∗, entonces
podemos escribir

f(t) = (t∗ − t)(t∗∗ − t)g(t)

con g(t∗) 6= 0 y g(t∗∗) 6= 0. A continuación, damos un resultado que pro-
porciona estimaciones del error para el método de Newton.

Teorema 3.2.6 Sea la función f ∈ C(2)([t0, t′]) con t0, t
′ ∈ R cumpliendo

(A1) y (A2). Suponemos que f tiene dos raíces reales positivas t∗ y t∗∗.

(i) Si t∗ < t∗∗, entonces

(t∗∗ − t∗)θ2n
√
m1 − θ2n

< t∗ − tn <
(t∗∗ − t∗)∆2n

√
M1 −∆2n

, n ≥ 0,

donde θ =
t∗

t∗∗
√
m1, ∆ =

t∗

t∗∗

√
M1, m1 = mı́n{H1(t); t ∈ [0, t∗]},

M1 = máx{H1(t); t ∈ [0, t∗]}, H1(t) =
(t∗∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− g(t)
y siempre

que θ < 1 y ∆ < 1.
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(ii) Si t∗ = t∗∗, entonces

mn
2 t
∗ ≤ t∗ − tn ≤Mn

2 t
∗,

donde m2 = mı́n{H2(t); t ∈ [0, t∗]}, M2 = máx{H2(t); t ∈ [0, t∗]},

H2(t) =
(t∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− 2g(t)
y siempre que m2 < 1 y M2 < 1.

Nota 3.2.7 Observamos a partir del teorema anterior que si t∗ < t∗∗,
obtenemos que el R-orden de convergencia del método de Newton es cua-
drático, mientras que si t∗ = t∗∗, obtenemos R-orden de convergencia lineal.

3.3. Casos particulares

Para obtener la función escalar, a partir de la cual se de�ne la sucesión
escalar {tn}, dada por (3.1), que mayoriza a la sucesión de Newton {xn}
en el espacio de Banach X, Kantorovich considera que esta función es
un polinomio de segundo grado y ajusta los coe�cientes del polinomio
mediante las condiciones dadas en (C1)�(C3), obteniendo como ya sabemos
el polinomio:

p(s) =
k

2
(s− s0)2 −

s− s0
β

+
η

β
· (3.5)

En nuestro caso, si consideramos (A1) y (A2), no podemos obtener
una función escalar f resolviendo un problema de tipo interpolatorio, tal
y como se hace en el caso anterior, ya que (A2) no permite determinar la
clase de funciones a las que podemos aplicar las condiciones dadas en (A1).

Para solventar este problema, podemos proceder de forma diferente.
Como ya sabemos, el polinomio (3.5) se puede construir de otra forma,
resolviendo el siguiente problema de valor inicial (ver la sección 2.3.1):

p′′(s) = k,

p(s0) =
η

β
, p′(s0) = − 1

β
·

Notemos que el polinomio de Kantorovich (3.5) tiene la propiedad de

que p(s + s0) = p(s), donde p(s) =
k

2
s2 − s

β
+
η

β
. Por lo tanto, las suce-

siones escalares del método de Newton que se obtienen a partir de p y p
se pueden obtener, una a partir de la otra, mediante traslación. Luego, los
resultados anteriores son independientes del valor de s0. Por ello, siempre
se toma s0 = 0, lo que simpli�ca considerablemente los cálculos.
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Este nuevo enfoque para obtener el polinomio tiene la ventaja de que
permite generalizar el procedimiento anterior a las condiciones (A1) y (A2),
y construir así la función real f en las condiciones generales aquí plantea-
das. Veamos a continuación tres casos distintos (ya conocidos) que se pue-
den ver como casos particulares de nuestro teorema general de convergencia
semilocal probado en la sección anterior.

3.3.1. F ′′ es Lipschitz-centrada

Supongamos en primer lugar que las condiciones (A1) y (A2) se reducen
respectivamente a las siguiente condiciones:

(Ã1) ‖Γ0‖ ≤ β, ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η, ‖F ′′(x0)‖ ≤M ,

(Ã2) ‖F ′′(x)− F ′′(x0)‖ ≤ k‖x− x0‖ con x ∈ Ω.

Observamos fácilmente que la condición (Ã2) implica la condición (C3)
del teorema de Newton-Kantorovich. Por otra parte, puede comprobarse
fácilmente que para encontrar una función real, a partir de las condiciones
(Ã1) y (Ã2), basta con resolver el problema de valor inicial:


ζ ′′(t) = M + k(t− t0),

ζ(t0) =
η

β
, ζ ′(t0) = − 1

β
,

cuya solución es el polinomio cúbico

ζ(t) =
k

6
(t− t0)3 +

M

2
(t− t0)2 −

t− t0
β

+
η

β
· (3.6)

Notemos que el polinomio (3.6) tiene la propiedad de que ζ(t + t0) =
ζ(t), donde

ζ(t) =
k

6
t3 +

M

2
t2 − t

β
+
η

β
·

Así que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos t0 = 0.

Obsérvese que el polinomio ζ(t) satisface las condiciones del teorema
3.2.4, y por tanto podemos garantizar la convergencia semilocal del método
de Newton en el espacio de Banach X. En particular, a partir de nuestro
resultado general, se deduce fácilmente el siguiente teorema de convergen-
cia.
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Teorema 3.3.1 Sea F : Ω ⊆ X → Y un operador dos veces conti-
nuamente diferenciable Fréchet de�nido en un dominio abierto convexo
no vacío Ω de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de
Banach Y que satisface las condiciones (Ã1) y (Ã2). Sea ζ(t) el polino-
mio de�nido en (3.6) con t0 = 0. Supongamos que ζ(α) ≤ 0, donde

α =
2

Mβ +
√
β(2k +M2β)

, y B(x0, t
∗) ⊆ Ω, donde t∗ es la raíz positi-

va más pequeña de ζ(t) = 0 con t0 = 0. Entonces, la sucesión de Newton
dada por {xn} converge a una solución x∗ de F (x) = 0, empezando en x0,
y además xn, x∗ ∈ B(x0, t∗), para todo n = 0, 1, 2, . . .

Notemos que el polinomio (3.6) con t0 = 0 tiene un máximo en

t = q =
2

Mβ −
√
β(M2β + 2k)

< 0

y un mínimo en

t = α =
2

Mβ +
√
β(M2β + 2k)

> 0.

Notemos también que si el polinomio (3.6) con t0 = 0 veri�ca ζ(α) ≤ 0,
entonces tiene una raíz negativa y dos raíces positivas t∗ y t∗∗, tales que
t∗ ≤ α ≤ t∗∗, siendo su grá�ca como la que aparece en la �gura 3.1.

q 0
•

t∗
• α t∗∗

•

ζ

···
···
···
···
···
···
···

···
···
···
·

Figura 3.1: Grá�ca del polinomio ζ(t) con t0 = 0

También deducimos del estudio realizado que la solución x∗ de F (x) = 0
es única en B(x0, t

∗∗) ∩ Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗) si t∗ = t∗∗. Además,
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siguiendo la técnica de Ostrowski [97], se prueban ciertas estimaciones a
priori del error, que conducen a la convergencia cuadrática del método
de Newton cuando t∗ < t∗∗ y a la convergencia lineal del mismo cuando
t∗ = t∗∗, teniendo en cuenta que se satisfagan las condiciones (Ã1) y (Ã2).

En [61] aparecen estos resultados que se deducen de nuestro resultado
general. Además, recordamos que la condición ζ(α) ≤ 0 se puede sustituir
por otras equivalentes o más fáciles de probar, véase de nuevo [61] y las
referencias que allí aparecen.

3.3.2. F ′′ es Hölder-centrada

En segundo lugar, suponemos que las condiciones (A1) y (A2) se redu-
cen respectivamente a:

(A1) ‖Γ0‖ ≤ β, ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η, ‖F ′′(x0)‖ ≤M ,

(A2) ‖F ′′(x)− F ′′(x0)‖ ≤ k‖x− x0‖p, x ∈ Ω, p ∈ [0, 1].

Como en el caso anterior, resulta fácil ver que la condición (A2) implica
la condición (C3) del teorema de Newton-Kantorovich. Análogamente a
la situación anterior, puede comprobarse fácilmente que para encontrar
una función real a partir de las condiciones (A1) y (A2), basta resolver el
problema de valor inicial:

ϕ′′(t) = M + k(t− t0)p,

ϕ(t0) =
η

β
, ϕ′(t0) = − 1

β
,

cuya solución es la función

ϕ(t) =
k

(p+ 1)(p+ 2)
(t− t0)p+2 +

M

2
(t− t0)2 −

t− t0
β

+
η

β
· (3.7)

Obsérvese que si p = 1, la función (3.7) de reduce al polinomio (3.6).

Nótese que la función (3.7) tiene la propiedad de que ϕ(t+ t0) = ϕ(t),
donde

ϕ(t) =
k

(p+ 1)(p+ 2)
tp+2 +

M

2
t2 − t

β
+
η

β
·

Así que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos t0 = 0.

Observamos también que la función ϕ(t) satisface las condiciones del
teorema 3.2.4, y por tanto podemos garantizar la convergencia semilocal
del método de Newton en el espacio de Banach X. En particular, tenemos
el siguiente teorema de convergencia, que aparece en [61].
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Teorema 3.3.2 Sea F : Ω ⊆ X → Y un operador dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet de�nido en un dominio abierto convexo no vacío Ω
de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y que
satisface las condiciones (A1) y (A2). Sea ϕ(t) la función de�nida en (3.7).
Supongamos que existe una solución α > 0 de ϕ′(t) = 0, tal que ϕ(α) ≤ 0,
y B(x0, t

∗) ⊆ Ω, donde t∗ es la raíz positiva más pequeña de ϕ(t) = 0 con
t0 = 0. Entonces la sucesión de Newton dada por {xn} converge a una
solución x∗ de F (x) = 0, empezando en x0, y además, xn, x∗ ∈ B(x0, t∗),
para todo n = 0, 1, 2, . . .

Analizando las derivadas de ϕ(t) con t0 = 0, vemos que ϕ′(t) es creciente
si t ≥ 0 y, como ϕ′(0) < 0 y ϕ′(t) > 0 para t su�cientemente grande, la
ecuación ϕ′(t) = 0 tiene una única raíz positiva α. Luego, α es un mínimo
de ϕ(t). La condición necesaria y su�ciente para que ϕ(t) tenga raíces
positivas es que ϕ(α) ≤ 0. Además, como ϕ es estrictamente creciente y
ϕ(0) > 0 en (α,+∞), la función ϕ tiene dos raíces reales positivas t∗ y ∗∗

tales que t∗ ≤ α ≤ t∗∗.

También deducimos del estudio realizado que la solución x∗ de F (x) = 0
es única en B(x0, t

∗∗)∩Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗) si t∗ = t∗∗. Siguiendo otra
vez la técnica de Ostrowski [97], se prueban ciertas estimaciones a priori
del error, que llevan, suponiendo que se cumplen las condiciones (A1) y
(A2), a la convergencia cuadrática del método de Newton cuando t∗ < t∗∗

y a la convergencia lineal del mismo cuando t∗ = t∗∗.

3.3.3. F ′′ es ω-centrada

En tercer lugar, suponemos que las condiciones (A1) y (A2) se reducen
respectivamente a:

(Â1) ‖Γ0‖ ≤ β, ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η, ‖F ′′(x0)‖ ≤M ,

(Â2) ‖F ′′(x) − F ′′(x0)‖ ≤ ω(‖x − x0‖), para ‖x − x0‖ ≤ t − t0 y donde
ω : [0,+∞) → R es una función continua no decreciente y tal que
ω(0) = 0.

El correspondiente problema de valor inicial a resolver en este caso es:
φ′′(t) = M + ω(t− t0),

φ(t0) =
η

β
, φ′(t0) = − 1

β
·

En el siguiente resultado calculamos la función solución del problema
de valor inicial anterior.
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Teorema 3.3.3 Supongamos que ω(t − t0) es una función continua para
todo t ∈ [t0, t

′], con t′ > t0. Entonces, para cualesquiera números reales
β 6= 0, η y M , existe una única solución φ(t) en [t0, t

′] del problema de
valor inicial anterior, que es:

φ(t) =
∫ t

t0

∫ s

t0
ω(z − t0) dz ds+

M

2
(t− t0)2 −

t− t0
β

+
η

β
, t0 ≥ 0. (3.8)

Obsérvese que si ω(z) = kz o ω(z) = kzp, la función (3.8) se reduce a
las funciones (3.6) o (3.7) respectivamente.

Para poder aplicar el teorema 3.2.4, la ecuación φ(t) = 0 tendrá que
tener al menos una raíz mayor que t0 a la que habrá que asegurar la con-
vergencia de la sucesión escalar {tn}, a partir de t0. Estudiamos entonces
la función φ(t) dada en (3.8).

Teorema 3.3.4 Sean φ(t) la función de�nida en (3.8) y ω la función de-
�nida en (Â2).

a) Si existe una solución α > t0 de la ecuación

φ′(t) =
∫ t

t0
ω(z − t0) dz +M(t− t0)−

1

β
= 0, (3.9)

entonces α es el único mínimo de φ(t) en [t0,+∞) y φ(t) decrece en
[t0, α).

b) Si φ(α) ≤ 0, entonces la ecuación φ(t) = 0 tiene al menos una raíz
en [t0,+∞). Si denotamos por t∗ a la menor raíz de φ(t) = 0 en
[t0,+∞), se tiene además que t0 < t∗ ≤ α.

Demostración.

(a) - Como φ′(α) =
∫ α

t0
ω(ξ; t0) dξ −

1

β
= 0 y φ′′(t) = ω(t; t0) ≥ 0 en

[t0,+∞), entonces α es un mínimo de φ en [t0,+∞). Además,
como φ es convexa en [t0,+∞), se sigue que α es el único mínimo
de φ en [t0,+∞) y φ′ es creciente en [t0,+∞).

- Por otra parte, como φ′(t0) = − 1

β
< 0, φ′(α) = 0 y φ′ es cre-

ciente en [t0,+∞), entonces φ′(t) < 0 en [t0, α). Luego φ es
decreciente en [t0, α).
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(b) - Si φ(α) < 0, como φ(t0) =
η

β
> 0, entonces φ tiene al menos

una raíz t∗ en (t0, α) por ser continua. Como φ es decreciente
en [t0, α), entonces t∗ es la única raíz de φ en (t0, α).

- Si φ(α) = 0, entonces α es raíz doble de φ y tomamos t∗ = α.
�

Teniendo en cuenta las hipótesis del teorema anterior, la función φ(t)
satisface las condiciones del teorema 3.2.4 y garantiza así la convergencia
semilocal del método de Newton en el espacio de Banach X. En particular,
tenemos el siguiente teorema de convergencia.

Teorema 3.3.5 Sea F : Ω ⊆ X → Y un operador dos veces continuamen-
te diferenciable Fréchet de�nido en un dominio abierto convexo no vacío
Ω de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach Y
que satisface las condiciones (Â1) y (Â2). Sea φ(t) la función de�nida en
(3.8). Supongamos que φ(α) ≤ 0, donde α es una raíz de (3.9) tal que
α > t0, y B(x0, t

∗ − t0) ⊆ Ω. Entonces la sucesión de Newton dada por
{xn} converge a una solución x∗ de F (x) = 0, empezando en x0, y además,
xn, x

∗ ∈ B(x0, t∗ − t0), para todo n = 0, 1, 2, . . .

Demostración. Demostraremos el teorema 3.3.5 a partir del teorema
3.2.4. Para ello, tenemos que ver que la función φ(t) de�nida por (3.8)
cumple las condiciones (A1) y (A2) del teorema 3.2.4. Está claro que
φ ∈ C(2)([t0, t′]) con t′ ≥ t∗. El cumplimiento de (A1) es obvio y el de
(A2) se sigue inmediatamente, ya que ‖F ′′(x)− F ′′(x0)‖ ≤ ω(‖x− x0‖) ≤
ω(t− t0) = φ′′(t)− φ′′(t0) para ‖x− x0‖ ≤ t− t0. �

Nótese que la función (3.8) tiene la propiedad de que φ(t+ t0) = φ(t),
donde

φ(t) =
∫ t

0

∫ s

0
ω(z) dz ds+

M

2
t2 − t

β
+
η

β
·

Así que como en el caso del polinomio de Kantorovich tomaremos t0 = 0.

3.4. Aplicaciones

Como hemos indicado en la introducción, el objetivo principal de este
capítulo es exigir condiciones más fuertes que (C3) al operador F y que
permitan una modi�cación del dominio de puntos de salida para el método
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de Newton con respecto al dado por Kantorovich bajo las condiciones (C1)�
(C5) en el teorema de Newton-Kantorovich. Veamos a continuación tres
situaciones diferentes en las que por un motivo u otro se mejora lo hecho
por Kantorovich a partir de las condiciones (Â1) y (Â2) aquí presentadas.

Las situaciones contempladas son casos particulares de las conocidas
ecuaciones integrales no lineales de tipo Hammerstein mixto, que como ya
se ha indicado en el capítulo 2, son frecuentes en muchas aplicaciones del
mundo real y son de la forma

x(s) = u(s) +
m∑
i=1

∫ b

a
Gi(s, t)Hi

(
x(t)

)
dt, s ∈ [a, b],

donde −∞ < a < b < +∞, G, H y u son funciones conocidas y x es una
función solución a determinar.

En particular, nosotros consideramos en este capítulo ecuaciones de la
forma:

x(s) = u(s) +
∫ b

a
G(s, t)

(
λx(t)3 + δx(t)2+p

)
dt, s ∈ [a, b], (3.10)

p ∈ [0, 1] y λ, δ ∈ R, donde u es una función continua en [a, b] y el núcleo
G es la función de Green en [a, b]× [a, b].

La resolución de la ecuación integral (3.10) es equivalente a resolver
la ecuación F (x) = 0, donde F : Ω ⊂ C([a, b]) → C([a, b]), Ω = {x ∈
C([a, b]);x(s) ≥ 0, s ∈ [a, b]} y

[F (x)](s) = x(s)− u(s)−
∫ b

a
G(s, t)

(
λx(t)3 + δx(t)2+p

)
dt,

s ∈ [a, b], p ∈ [0, 1] y λ, δ ∈ R. En este caso,

[F ′(x)y](s) = y(s)−
∫ b

a
G(s, t)

(
3λx(t)2 + (2 + p)δx(t)1+p

)
y(t) dt,

[F ′′(x)(yz)](s) = −
∫ b

a
G(s, t)

(
6λx(t) + (2 + p)(1 + p)δx(t)p

)
z(t)y(t) dt.

Obsérvese que la condición (C3) del teorema de Newton-Kantorovich no
se cumple porque ‖F ′′(x)‖ no está acotada en Ω, y además no tiene por qué
ser sencillo localizar un dominio donde lo esté y que contenga alguna raíz
de F (x) = 0. Obsérvese también que no se cumplen ni la condición (Ã2)
ni la condición (A2), puesto que F ′′(x) no es Lipschitz continua ni Hölder
continua en Ω, de manera que tampoco podemos aplicar los resultados
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presentados en [61] para garantizar la convergencia semilocal del método
de Newton a una solución de (3.10).

Como primer paso, discretizamos la ecuación (3.10) para transformarla
en un problema de dimensión �nita. Para ello, aproximamos la integral que
aparece en (3.10) mediante una fórmula de cuadratura numérica, utilizando
la fórmula de Gauss-Legendre:∫ b

a
h(t) dt '

m∑
i=1

$ih(ti),

donde los nodos ti y los pesos $i están determinados.

Si denotamos la aproximación de x(ti) por xi y la de u(ti) por ui (i =
1, 2, . . . ,m), (3.10) es ahora equivalente al siguiente sistema de ecuaciones
no lineales:

xi = ui +
m∑
j=1

bij
(
λx3j + δx2+pj

)
, i = 1, 2, . . . ,m,

donde

bij = $jG(ti, tj) =


$j

(b− ti)(tj − a)

b− a
si j ≤ i,

$j
(b− tj)(ti − a)

b− a
si j > i.

El sistema anterior se puede escribir ahora de la forma

F (x) = x− u−B(λx̃+ δx̂) = 0, (3.11)

donde x = (x1, x2, . . . , xm)T , u = (u1, u2, . . . , um)T , B = (bij),
x̃ = (x31, x

3
2, . . . , x

3
m)T y x̂ = (x2+p1 , x2+p2 , . . . , x2+pm )T . Luego

F (x) =



x1 − u1 −
∑m
j=1 b1j

(
λx3i + δx2+pi

)
x2 − u2 −

∑m
j=1 b2j

(
λx3i + δx2+pi

)
...

xm − um −
∑m
j=1 bmj

(
λx3i + δx2+pi

)


.

A la vista de cuál es el dominio Ω para la ecuación (3.10), considera-
mos que F : Λ ⊂ Rm → Rm, donde Λ = {(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm;xi ≥
0 para todo i = 1, 2, . . . ,m}.

Entonces

F ′(x) = I −B(3λD1(x) + (2 + p)δD2(x)),
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donde D1(x) = diag{x21, x22, . . . , x2m} y D2(x) = diag{x1+p1 , x1+p2 , . . . , x1+pm },
y

F ′′(x)yz = −B
((

6λx1 + (2 + p)(1 + p)δxp1
)
y1z1, . . . ,(

6λxm + (2 + p)(1 + p)δxpm
)
ymzm

)T
,

donde y = (y1, y2, . . . , ym)T y z = (z1, z2, . . . , zm)T .

Además, siempre que ‖B‖
(
3|λ|‖D1 (x0) ‖ + (2 + p)|δ|‖D2(x0)‖

)
< 1,

tenemos que

‖Γ0‖ = ‖[F ′(x0)]−1‖ =
∥∥∥∥(I −B(3λD1 (x0) + (2 + p) δD2 (x0)

))−1∥∥∥∥
≤ 1

1− ‖B‖
(
3|λ|‖D1 (x0) ‖+ (2 + p)|δ|‖D2(x0)‖

) = β,

‖Γ0F (x0)‖ ≤ ‖Γ0‖‖F (x0)‖

≤ ‖x0 − u−B(|λ|x̃0 + δx̃0)‖
1− ‖B‖

(
3λ‖D1(x0)‖+ (2 + p)|δ|‖D2(x0)‖

) = η,

donde x0 = (x̌1, x̌2, . . . , x̌m)T , x̃0 = (x̌31, x̌
3
2, . . . , x̌

3
m)T y x̂0 = (x̌2+p1 , x̌2+p2 , . . . ,

x̌2+pm )T . También

‖F ′′(x)‖ = sup
‖y‖=1,‖z‖=1

‖F ′′(x)yz‖ con ‖F ′′(x)yz‖ ≤ ‖B‖‖v(x, y, z)‖,

donde v(x, y, z) =
((

6λx1 +(2+p)(1+p)δxp1
)
y1z1, . . . ,

(
6λxm+(2+p)(1+

p)δxpm
)
ymzm

)T
.

Si tomamos la norma del máximo, se sigue que

‖v(x, y, z)‖∞ = máx
1≤i≤m

∣∣∣(6λxi + (2 + p)(1 + p)δxpi
)
yizi

∣∣∣
≤ máx

1≤i≤m

∣∣∣6λxi + (2 + p)(1 + p)δxpi
∣∣∣|yi||zi|

≤
(

máx
1≤i≤m

(
6|λ||xi|+ (2 + p)(1 + p)|δ||xpi |

))
‖y‖∞‖z‖∞

≤
(
6|λ|‖x‖∞ + (2 + p)(1 + p)|δ|‖xi‖p∞

)
‖y‖∞‖z‖∞.
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Luego,

‖F ′′(x)‖∞ ≤ ‖B‖∞
(
6|λ|‖x‖∞ + (2 + p)(1 + p)|δ|‖x‖p∞

)
.

En consecuencia,

‖F ′′(x0)‖∞ ≤ ‖B‖∞
(
6|λ|‖x0‖∞ + (2 + p)(1 + p)|δ|‖x0‖p∞

)
= M,

‖F ′′(x)−F ′′(x0)‖∞ ≤ ‖B‖∞
(
6|λ|‖x− x0‖∞+ (2 + p)(1 + p)|δ|‖x− x0‖p∞

)
y por tanto ω(z) = ‖B‖∞

(
6|λ|z + (2 + p)(1 + p)|δ|zp

)
.

Obsérvese que en este caso ‖F ′′(x)‖∞ no está acotada en general, puesto
que la función ξ(t) = 6|λ|t + (2 + p)(1 + p)|δ|tp es creciente. Luego no se
cumple la condición (C3) del teorema de Newton-Kantorovich.

3.4.1. Aplicación 1

Para solventar la di�cultad que presenta la aplicación de las condicio-
nes de Kantorovich, una alternativa común es prelocalizar las soluciones
en algún dominio Ω ⊂ Λ y buscar en él una cota superior para ‖F ′′(x)‖∞
([52]). En el siguiente ejemplo vemos que esta alternativa tampoco la po-
demos utilizar porque no podemos encontrar a priori un dominio Ω donde
exista solución de la ecuación.

Sea la ecuación del tipo (3.10) dada por

x(s) = 1 +
∫ 1

0
G(s, t)

(
x(t)3 +

1

4
x(t)

5
2

)
dt, s ∈ [0, 1]. (3.12)

Una vez discretizada, la solución x∗ del correspondiente sistema no
lineal (3.11) debe veri�car que

‖x∗‖∞ − 1− ‖B‖
(
‖x∗‖3∞ +

1

4
‖x∗‖

5
2∞

)
≤ 0,

que no aporta restricciones para ‖x∗‖∞, con lo que no podemos localizar
un dominio Ω ⊂ Λ donde ‖F ′′(x)‖∞ esté acotada y que contenga a la
solución x∗. Por lo tanto, no podemos asegurar la convergencia del método
de Newton a una solución discretizada de (3.12) a partir de Kantorovich.

Sin embargo, si que lo podemos hacer a partir del teorema 3.3.5, puesto
que tomando por ejemplo m = 8, t0 = 0 y x0 = (1, 1, . . . , 1)T , obtenemos
β = 1,7248 . . ., η = 0,2499 . . ., M = 0,8571 . . ., α = 0,5236 . . .,

φ(t) = (0,1449 . . .)−(0,5797 . . .)t+(0,4285 . . .)t2+(0,0308 . . .)t
5
2 +(0,1235 . . .)t3
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y φ(α) = −0,0172 . . . ≤ 0. Así, después de 5 iteraciones, obtenemos la
aproximación numérica de la solución x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
8)
T que aparece en

la tabla 3.1. Además, como t∗ = 0,3596 . . . y t∗∗ = 0,6822 . . ., los dominios
de existencia y unicidad son respectivamente:

{l ∈ Λ; ‖l − 1‖∞ ≤ 0,3596 . . .} y {l ∈ Λ; ‖l − 1‖∞ < 0,6822 . . .}.

n x∗n n x∗n
1 1,021626 . . . 5 1,302053 . . .
2 1,105232 . . . 6 1,218581 . . .
3 1,218581 . . . 7 1,105232 . . .
4 1,302053 . . . 8 1,021626 . . .

Tabla 3.1: Solución numérica de (3.12)

Interpolando los valores de la tabla 3.1 y teniendo en cuenta que las
soluciones de (3.12) valen 1 en s = 0 y s = 1, obtenemos la solución
representada en la �gura 3.2.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

x∗

Figura 3.2: Solución aproximada de la ecuación (3.12)

3.4.2. Aplicación 2

Sea ahora la ecuación del tipo (3.10) dada por

x(s) = 1 +
∫ 1

0
G(s, t)

(
x(t)3 +

1

5
x(t)

5
2

)
dt, s ∈ [0, 1]. (3.13)
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Una vez discretizada la ecuación (3.13), con m = 8, la solución x∗ del
correspondiente sistema no lineal (3.11) debe veri�car que

‖x∗‖∞ − 1− ‖B‖∞
(
‖x∗‖3∞ +

1

5
‖x∗‖

5
2∞

)
≤ 0,

que se cumple siempre que ‖x∗‖∞ ≤ r1 = 1,38003 . . . o ‖x∗‖∞ ≥ r2 =
1,69922 . . ., donde r1 y r2 son las dos raíces reales positivas de la ecua-

ción escalar t− 1− ‖B‖∞
(
t3 +

1

5
t
5
2

)
= 0, donde ‖B‖∞ = 0,1235 . . . No-

temos que mediante las condiciones (C1)�(C5) del teorema de Newton-
Kantorovich solo podemos aproximar soluciones x∗ tales que ‖x∗‖∞ ∈
[0, r1], puesto que podemos considerar Ω = B(0, r) ∩ Λ, con r ∈ (r1, r2),
donde ‖F ′′(x)‖∞ esté acotada y tomar como punto de salida para el méto-
do de Newton un punto x0 ∈ Ω cumpliendo la condición (C4). Sin embargo,
si queremos aproximar soluciones x∗∗ tales que ‖x∗∗‖∞ ≥ r2, no podemos
utilizar el teorema de Newton-Kantorovich porque no sabemos cómo elegir
una bola en la que esté x∗∗, ya que elegida al azar, la bola podría no conte-
ner la solución o cortarla, en cuyo caso no podemos acotar ‖F ′′(x)‖∞. Vere-
mos que utilizando las condiciones (Â1) y (Â2) y el teorema 3.3.5 podemos
considerar ambos casos y que además en el primero, en el que se pueden
aplicar las condiciones (C1)�(C5) del teorema de Newton-Kantorovich y
las condiciones (Â1) y (Â2) junto con el teorema 3.3.5, mejoramos los do-
minios de existencia y unicidad de solución, junto con las estimaciones a
priori del error que se obtienen a partir de Kantorovich.

Comenzamos con el caso en que Ω = B(0, r) ∩ Λ con r ∈ (r1, r2).

Tomamos por ejemplo r =
3

2
y elegimos, como se hace habitualmente [50],

x0 = (1, 1, . . . , 1)T como punto de salida. En este caso

β = 1,6854 . . . , η = 0,2349 . . . , k = 1,2255 . . . , kβη = 0,4853 . . . ≤ 1

2
·

Luego, podemos aplicar la teoría de Kantorovich y garantizar la convergen-
cia semilocal del método de Newton a una solución x∗ en Ω = B(0, r)∩Λ.
Teniendo en cuenta lo anterior y que p(s) = (0,1394 . . .) − (0,5933 . . .)t +
(0,6127 . . .)t2, s∗ = 0,4013 . . ., s∗∗ = 0,5669 . . . y B(x0, s

∗) ⊆ Ω, obtenemos
que los dominios de existencia y unicidad de solución son respectivamente:

{l ∈ Ω; ‖l − 1‖∞ ≤ 0,4013 . . .} y {l ∈ Ω; ‖l − 1‖∞ < 0,5669 . . .}.

Por otra parte, si consideramos el teorema 3.3.5 y elegimos t0 = 0,
obtenemos M = 0,8340 . . ., α = 0,5479 . . .,

φ(t) = (0,1394 . . .)−(0,5933 . . .)t+(0,4170 . . .)t2+(0,0247 . . .)
5
2 +(0,1235 . . .)t3
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y φ(α) = −0,0346 . . . ≤ 0, de manera que también tenemos garantiza-
da la convergencia semilocal del método de Newton a una solución x∗ en
Ω = B(0, r)∩Λ a partir del teorema 3.3.5. Teniendo en cuenta lo anterior
y que t∗ = 0,3119 . . . y t∗∗ = 0,7729 . . ., obtenemos que, bajo las condi-
ciones (Â1) y (Â2), los dominios de existencia y unicidad de solución son
respectivamente

{l ∈ Ω; ‖l − 1‖∞ ≤ 0,3119 . . .} y {l ∈ Ω; ‖l − 1‖∞ < 0,7729 . . .}.

Vemos que estos nuevos dominios de existencia y unicidad de solución
mejoran a los dados por Kantorovich.

Una vez garantizada la convergencia del método de Newton, aplicamos
el método y después de 5 iteraciones, obtenemos una aproximación de
la solución x∗, la dada por el vector x∗ = (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
8)
T en la tabla 3.2.

Interpolando estos valores y teniendo en cuenta que las soluciones de (3.13)
valen 1 en s = 0 y s = 1, obtenemos la solución x̃ representada en la �gura

3.3. Obsérvese que ‖x∗‖∞ = 1,2763 . . . ≤ 3

2
.

n x∗n n x∗n
1 1,019929 . . . 5 1,276373 . . .
2 1,096786 . . . 6 1,200456 . . .
3 1,200456 . . . 7 1,096786 . . .
4 1,276373 . . . 8 1,019929 . . .

Tabla 3.2: Solución numérica de (3.13)

A continuación, vemos que también obtenemos mejores aproximaciones
a priori del error a partir del teorema 3.3.5 que a partir de la teoría de Kan-
torovich. Las estimaciones a priori del error y el error real podemos verlos
en la tabla 3.3, donde hemos considerado como solución real la dada en la
tabla 3.2. Observamos en la tabla 3.3 la notable mejora de las estimaciones
a priori de error que se obtienen a partir del teorema 3.3.5 con respecto a
Kantorovich.

Por otra parte, hemos visto anteriormente que la ecuación (3.13) puede
tener una solución discreta x∗∗ tal que ‖x∗∗‖∞ ≥ r2 = 1,6992 . . ., pe-
ro que no podemos garantizar la convergencia del método de Newton a
ella mediante el teorema de Newton-Kantorovich, porque no podemos �-
jar una bola que la contenga y donde ‖F ′′(x)‖∞ esté acotada. Veamos a
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Figura 3.3: Soluciones aproximadas de la ecuación (3.13)

n ‖x∗ − xn‖ |t∗ − tn| |s∗ − sn|
0 0,276373 . . . 0,311999 . . . 0,401357 . . .
1 0,041380 . . . 0,077005 . . . 0,166363 . . .
2 0,001366 . . . 0,008614 . . . 0,055542 . . .
3 1,6157× 10−6 0,000139 . . . 0,011150 . . .

Tabla 3.3: Error absoluto y estimaciones a priori del error

continuación que utilizando el teorema 3.3.5 sí que podemos garantizar la
convergencia del método de Newton.

Tomamos por ejemplo x0 = (3, 3, . . . , 3)T como vector inicial para el
método de Newton, que veri�ca ‖x0‖∞ = 3 > r2 = 1,6992 . . . En un princi-
pio, tampoco podemos aplicar el teorema 3.3.5 porque φ(α) = 0,2910 . . . >
0 con α = 0,0622 . . . y

φ(t) = (0,2957 . . .)−(0,1507 . . .)t+(1,1922 . . .)t2+(0,0247 . . .)t
5
2 +(0,1235 . . .)t3,

ya que β = 6,6347 . . ., η = 1,9620 . . . yM = 2,3845 . . . Sin embargo, parece
claro que mejorando la aproximación inicial se cumplirán las condiciones
del teorema 3.3.5. En efecto, iterando tres veces el método de Newton a
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partir de x0 = (3, 3, . . . , 3)T , obtenemos el vector

x3 =



1,077814 . . .

1,392262 . . .

1,866018 . . .

2,267211 . . .

2,267211 . . .

1,866018 . . .

1,392262 . . .

1,077814 . . .



,

que ya si cumple las condiciones del teorema 3.3.5, puesto que tomando
como nuevo punto de salida x̃0 = x3, obtenemos β = 2,9176 . . ., η =
0,0423 . . ., M = 1,8203 . . .,

φ(t) = (0,0145 . . .)−(0,3427 . . .)t+(0,9107 . . .)t2+(0,0247 . . .)t
5
2 +(0,1235 . . .)t3,

α = 0,1791 . . . y φ(α) = −0,0166 . . . ≤ 0. Además, como t∗ = 0,0487 . . . y
t∗∗ = 0,3071 . . ., los dominios de existencia y unicidad son respectivamente

{l ∈ Λ; ‖l − 3‖∞ ≤ 0,0487 . . .} y {l ∈ Λ; ‖l − 3‖∞ < 0,3071 . . .}.

Observamos que el nuevo punto de salida x̃0 veri�ca que ‖x̃0‖ = 2,2672 . . .
> r2 = 1,6992 . . . Realizando cuatro iteraciones más del método de New-
ton, obtenemos la solución aproximada x∗∗ = (x∗∗1 , x

∗∗
2 , . . . , x

∗∗
8 )T dada en

la tabla 3.4, que es una solución que está fuera del alcance del teorema de
Newton-Kantorovich.

n x∗∗n n x∗∗n
1 1,075236 . . . 5 2,222620 . . .
2 1,379101 . . . 6 1,836355 . . .
3 1,836355 . . . 7 1,379101 . . .
4 2,222620 . . . 8 1,075236 . . .

Tabla 3.4: Solución numérica de (3.13)

Interpolando una vez más los valores dados en la tabla 3.4 y teniendo
en cuenta que las soluciones de (3.13) valen 1 en s = 0 y s = 1, obtenemos
la solución ˜̃x representada en la �gura 3.3.



Capítulo 4

Modi�cación de las condiciones
clásicas de
Newton-Kantorovich

4.1. Introducción

La ecuación integral

x(s) = u(s) + λ
∫ b

a
G(s, t)H(x(t)) dt, s ∈ [a, b], λ ∈ R, (4.1)

donde −∞ < a < b < +∞, la función u(s) es continua en [a, b] y dada,
el núcleo G(s, t) es la función de Green y H(ξ) es una función polinómica,
es un caso particular de ecuación de Hammerstein de segunda clase [99].
Como ya hemos indicado, las ecuaciones de Hammerstein tienen un ori-
gen físico importante y surgen de la dinámica de �uidos electromagnéticos
[108]. Estas ecuaciones aparecieron a principios de los años 30 del siglo XX
como modelos generales del estudio de problemas de valores en la fron-
tera semilineales, donde el núcleo G(s, t) se presenta típicamente como la
función de Green de un operador diferencial [53]. Así, la ecuación (4.1) se
puede reformular como un problema de valores en la frontera de dos pun-
tos con una cierta condición de contorno no lineal [19]. También aparecen
análogos multidimensionales de la ecuación (4.1) como reformulaciones de
una EDP elíptica con condiciones de contorno no lineales [83]. Ecuaciones
integrales como (4.1) aparecen frecuentemente en numerosas aplicaciones
del mundo real [21]. Por ejemplo, algunos problemas considerados en la
teoría vehicular, la biología y la teoría de colas llevan a ecuaciones integra-
les de este tipo [44]. Estas ecuaciones también se aplican en la teoría de

121
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la transferencia radiactiva, en la teoría del transporte de neutrones y en la
teoría cinética de gases (véase [68] entre otros). Destacamos además el pa-
pel signi�cativo que juegan en varias aplicaciones [39], como por ejemplo
los modelos dinámicos de reactores químicos [28], que están gobernados
por ecuaciones de control, justi�cando así su estudio y resolución [56].

También sabemos que la resolución de la ecuación (4.1) es equivalente
a resolver la ecuación F (x) = 0, donde F : C([a, b]) −→ C([a, b]) y

[F (x)](s) = x(s)− u(s)− λ
∫ b

a
G(s, t)H(x(t)) dt.

Además,

[F ′(x)y](s) = y(s)− λ
∫ b

a
G(s, t)H ′(x(t))y(t) dt,

[F ′′(x)(yz)](s) = −λ
∫ b

a
G(s, t)H ′′(x(t))z(t)y(t) dt.

Observamos que la condición (C3) del teorema de Newton-Kantorovich no
se cumple en general porque ‖F ′′(x)‖ no está acotada en C([a, b]) salvo que
H sea una función polinómica de grado menor o igual que dos. En otro caso,
tal y como hemos visto en los capítulos anteriores, no es sencillo encontrar
un dominio Ω ⊆ C([a, b]) donde ‖F ′′(x)‖ esté acotada y que contenga una
raíz de la ecuación que pretendemos aproximar y no conocemos.

Hemos visto que para solventar el problema anterior una opción común
es prelocalizar una raíz x∗(s) de la ecuación (4.1) en algún dominio Ω ⊆
C([a, b]) y buscar una cota superior para ‖F ′′(x)‖ en él ([52]). En este caso,
una solución x∗(s) de (4.1) veri�cará que

‖x∗(s)‖ − L− |λ|N‖H(x∗(s))‖ ≤ 0, (4.2)

donde L = ‖u(s)‖ y N = máx
[a,b]

∫ b

a
|G(s, t)| dt. Entonces, a partir de (4.2),

se trata de encontrar una región Ω ⊆ C([a, b]) que contenga a x∗(s). Ahora
bien, sabemos que puede ocurrir que la ecuación (4.2), que debe veri�car
x∗(s), se cumpliese en diferentes regiones del espacio, de manera que si
la ecuación (4.1) tuviese más de una solución, solo podríamos prelocalizar
aquellas soluciones x∗(s) que cumpliesen que ‖x∗(s)‖ ∈ [0, r] o ‖x∗(s)‖ ∈
[r1, r2], donde r, r1 y r2 son soluciones reales positivas de la ecuación escalar
ξ − L − |λ|N‖H(ξ)‖ = 0. En otro caso, es decir, cuando las soluciones
cumplan ‖x∗(s)‖ > r3, donde r3 es una solución real positiva de la ecuación
escalar anterior, el problema queda abierto. Notemos que si la ecuación
escalar anterior no tiene raíces reales positivas, no obtendremos condiciones
para prelocalizar una raíz de la ecuación.
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En este capítulo daremos una alternativa a la situación anterior de
prelocalizar las raíces de la ecuación (4.1) que además dé respuesta a si-
tuaciones que no resuelve la prelocalización de raíces. Notemos que, como
hemos indicado, si H(x(t)) = a0 + a1x(t) + · · ·+ aix(t)i, ai ∈ R, se pueden
aplicar las condiciones dadas por Kantorovich en el caso en que i ≤ 2,
pero en general no es así para i > 2. Así, nuestra idea en este capítulo
consiste en generalizar las hipótesis del teorema clásico 1.2.2 de Newton-
Kantorovich, fundamentalmente modi�cando las condiciones (C1)�(C3) de
la siguiente forma:

(I) existencia de Γ0 = [F ′(x0)]
−1 ∈ L(Y,X), para algún x0 ∈ Ω, ‖Γ0‖ ≤

β, ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η, y ‖F (i)(x0)‖ ≤ bi, con bi ∈ R+ e i = 2, 3, . . . ,m−1,

(II) ‖F (m)(x)‖ ≤M para x ∈ Ω.

En esta situación, siempre podemos conseguir, sea cual sea el valor de
i (i = 2, 3, . . . ,m), que se veri�quen las condiciones anteriores de conver-
gencia, ya que ‖F (i)(x)‖ estará acotado considerando apropiadamente el
valor de m.

Evidentemente esta generalización conduce a una variación en la técnica
del principio de la mayorante utilizado por Kantorovich para probar la
convergencia semilocal del método de Newton. En concreto, habrá que
sustituir el polinomio de segundo grado que obtiene Kantorovich a partir
de las condiciones (C1)�(C3) del teorema clásico de Newton-Kantorovich,

p(s) =
k

2
s2 − s

β
+
η

β
, para construir la sucesión mayorizante de la sucesión

de Newton en el espacio de Banach X, por un polinomio de grado m, y la

condición kβη ≤ 1

2
, que garantiza la existencia de raíces reales positivas del

polinomio de Kantorovich p, por la correspondiente condición que garantice
la existencia de raíces reales positivas del polinomio de grado m.

En [9] podemos ver un interesante trabajo en el que se presenta un
estudio análogo para ecuaciones polinómicas en espacios de Banach y en
el que se utiliza una técnica diferente a la de Kantorovich, que está basada
en algunas ideas dadas en [61].

En la sección 4.2, establecemos la convergencia semilocal del método de
Newton en espacios de Banach bajo las condiciones (I) y (II). Para ello,
utilizaremos el principio de la mayorante construyendo la sucesión mayori-
zante adecuada a las condiciones (I) y (II). Obtenemos también dominios
de existencia y unicidad de solución utilizando el signi�cado teórico del
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método de Newton y damos un resultado general acerca de las estimacio-
nes a priori del error que conduce a la convergencia cuadrática del método
de Newton.

Terminamos el capítulo con la sección 4.3 estudiando dos ecuaciones
particulares de (4.1), en las que se pone de mani�esto la desventaja de las
condiciones del teorema de Newton-Kantorovich con respecto a las presen-
tadas en este capítulo. Adelantamos que Kantorovich necesita prelocalizar
la solución de la ecuación y elegir un buen punto de salida para poder
aplicar el método de Newton, mientras que nosotros, bajo las nuevas con-
diciones, solo necesitamos elegir un buen punto de salida para obtener la
convergencia del método de Newton.

4.2. Convergencia semilocal

Vamos a demostrar la convergencia semilocal del método de Newton
bajo las condiciones (I) y (II) utilizando el principio de la mayorante tal
y como hace Kantorovich en [75] a partir de las condiciones (C1)�(C3) del
teorema clásico 1.2.2 de Newton-Kantorovich. Para ello, construiremos una
sucesión real {tn} que mayorice a la sucesión de Newton {xn} en espacios
de Banach. Para obtener la sucesión real mayorizante {tn} de�niremos en
primer lugar una función real f(t), de�nida en [t0, t

′] ⊂ R, a partir de la
cual construiremos dicha sucesión como:

dado t0, tn = tn−1 −
f(tn−1)

f ′(tn−1)
, n ∈ N. (4.3)

Para obtener la función real f(t), procedemos como hace Kantorovich
a la hora de construir, a partir de (C1)�(C3) y teniendo en cuenta s0 = 0,

su polinomio cuadrático p(s) =
k

2
s2 − s

β
+
η

β
. Resolvemos el problema de

tipo interpolatorio de�nido por las condiciones (I) y (II), dadas para el
operador F , buscando una función real f(t) tal que

− 1

f ′(t0)
= β, − f(t0)

f ′(t0)
= η, f (m)(t) = M,

f (i)(t0) = bi, con i = 2, . . . ,m− 1.

Así, obtenemos que f(t) es el polinomio de grado m dado por

f(t) =
M

m!
(t−t0)m+

bm−1
(m− 1)!

(t−t0)m−1+· · ·+
b2
2!

(t−t0)2−
t− t0
β

+
η

β
· (4.4)
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Evidentemente el polinomio (4.4) satisface todas las condiciones exigidas,
que son las condiciones de un problema de interpolación de Taylor.

Nota 4.2.1 Para seguir con el mismo hilo conductor que hemos marca-
do a lo largo de esta memoria, notemos que el polinomio f(t) de grado m
dado en (4.4) también se puede obtener de forma diferente, sin utilizar un
ajuste interpolatorio, sin más que resolver el siguiente problema de valor
inicial de orden m:

y(m)(t) = M,

y(t0) =
η

β
, y′(t0) = − 1

β
,

y′′(t0) = b2, y
′′′(t0) = b3, . . . , y

(m−1)(t0) = bm−1.

Como es bien conocido [75], necesitamos que este polinomio tenga al
menos una raíz real t∗ tal que t∗ ≥ t0 y que la sucesión {tn} de�nida en
(4.3) converja a t∗ de forma creciente. La convergencia de {tn} asegura-
rá entonces la convergencia de la sucesión {xn} dada por el método de
Newton en el espacio de Banach X. Para ello, comenzamos analizando el
polinomio (4.4) en el siguiente resultado. A partir de ahora, denotaremos
q = mı́n{t > t0; f

′(t) ≥ 0} y f(t) el polinomio de�nido en (4.4).

Teorema 4.2.2 Si f(q) ≤ 0, entonces el polinomio f(t) dado en (4.4)
tiene dos raíces reales t∗ y t∗∗ tales que t0 ≤ t∗ ≤ q ≤ t∗∗.

Demostración. Como f ′(t0) = − 1

β
< 0, f ′′(t) > 0 y f ′(t) > 0 cuando

t → +∞, entonces existe una única raíz de f ′(t) = 0 en (t0,+∞), que
denotamos por q y, en consecuencia, f(t) = 0 tiene dos raíces reales t∗ y
t∗∗ en [t0,+∞), tales que t∗ ≤ q ≤ t∗∗. �

A continuación, probaremos que la sucesión {tn} dada por (4.3) con-
verge a t∗ de forma creciente.

Teorema 4.2.3 Si f(q) ≤ 0, entonces la sucesión {tn} dada por (4.3)
converge de forma creciente a la raíz t∗ de la ecuación f(t) = 0.

Demostración. Si de�nimos t− f(t)

f ′(t)
= g(t), resulta evidente que g′(t) =

f(t)f ′′(t)

f ′(t)2
> 0 en [t0, t

∗]. Además, como t1 − t0 = − f(t0)

f ′(t0)
≥ 0, tenemos que

t1 ≥ t0. Por otra parte, como

t1 − t∗ = g(t0)− g(t∗) = g′(θ0)(t0 − t∗) con θ0 ∈ (t0, t
∗),
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se sigue que t1 ≤ t∗. En consecuencia, t0 ≤ t1 ≤ t∗.

Procediendo análogamente por inducción, se sigue que la sucesión {tn}
es creciente y está acotada por t∗. Luego existe l = ĺım

n→+∞
tn. Pasando ahora

al límite en la de�nición de {tn} dada en (4.3), obtenemos que l = l − f(l)

f ′(l)
,

de donde se sigue que f(l) = 0. Por tanto, l = t∗. �

El siguiente paso es ver que {tn} es una sucesión mayorizante de la
sucesión de Newton {xn} en el espacio de Banach X. Para ello, probamos
las siguientes relaciones de recurrencia.

Lema 4.2.4 Supongamos que xn ∈ Ω, para todo n ≥ 0, y f(q) ≤ 0.
Entonces, para todo n ≥ 1, se cumplen:

(i) ‖Γn‖ = ‖[F ′(xn)]−1‖ ≤ − 1

f ′(tn)
,

(ii) ‖F (i)(xn)‖ ≤ f (i)(tn), i = 2, 3, . . . ,m− 1,

(iii) ‖F (xn)‖ ≤ f(tn),

(iv) ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn.

Demostración. Demostraremos los items (i)�(iv) por inducción sobre n.
El caso n = 1 se sigue análogamente a como lo hacemos luego en el paso
inductivo. Supongamos entonces que se veri�can para n = 1, 2, . . . , k − 1
y veamos qué ocurre para n = k.

Para probar (i), vemos primero que existe Γk = [F ′(xk)]
−1. Para ello,

observamos que

I − Γk−1F
′(xk) = I − Γk−1

(m−1∑
i=1

1

(i− 1)!
F (i)(xk−1)(xk − xk−1)i−1

+
1

(m− 2)!

∫ xk

xk−1

F (m)(z)(xk − z)m−2 dz
)
,

sin más que tener en cuenta el desarrollo en serie de Taylor. Tomando
ahora normas, tenemos que

‖I − Γk−1F
′(xk)‖ ≤ ‖Γk−1‖

(
m−1∑
i=2

1

(i− 1)!
‖F (i)(xk−1)‖‖xk − xk−1‖i−1

+
1

(m− 2)!

∫ 1

0

∥∥∥F (m)
(
xk−1 + t(xk − xk−1)

)∥∥∥
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×(1− t)m−2‖xk − xk−1‖m−1 dt
)

≤ − 1

f ′(tk−1)

(
m−1∑
i=2

1

(i− 1)!
f (i)(tk−1)(tk − tk−1)i−1

+
1

(m− 2)!

∫ 1

0
f (m)

(
tk−1 + t(tk − tk−1)

)
(1− t)m−2(tk − tk−1)m−1 dt

)

= − 1

f ′(tk−1)

(
m−1∑
i=2

1

(i− 1)!
f (i)(tk−1)(tk − tk−1)i−1

+
1

(m− 2)!

∫ tk

tk−1

f (m)(z)(tk − z)m−2 dt

)

= − 1

f ′(tk−1)

(
f ′(tk)− f ′(tk−1)

)
= 1− f ′(tk)

f ′(tk−1)
< 1,

puesto que
f ′(tk)

f ′(tk−1)
∈ (0, 1) por ser tk−1 < tk ≤ t∗ y f ′′(t) > 0 en [t0,+∞).

Por tanto, por el lema de Banach sobre inversión de operadores, existe Γk
y

‖Γk‖ ≤
− 1
f ′(tk−1)

1−
(

1− f ′(tk)
f ′(tk−1)

) = − 1

f ′(tk)
·

Para probar (ii), consideramos cualquier i ∈ {2, 3, . . . ,m− 1} y por el
desarrollo en serie de Taylor vemos que

F (i)(xk) = F (i)(xk−1) + F (i+1)(xk−1)(xk − xk−1)

+
1

2!
F (i+2)(xk−1)(xk − xk−1)2

+ · · ·+ 1

(m− 1− i)!
F (m−1)(xk−1)(xk − xk−1)m−1−i

+
1

(m− 1− i)!

∫ xk

xk−1

F (m)(z)(xk − z)m−1−i dz

=
m−i∑
j=1

1

(j − 1)!
F (i+j−1)(xk−1)(xk − xk−1)j−1

+
1

(m− 1− i)!

∫ xk

xk−1

F (m)(z)(xk − z)m−1−i dz.

Tomando de nuevo normas, se sigue que

‖F (i)(xk)‖ =
m−i∑
j=1

1

(j − 1)!
‖F (j+i−1)(xk−1)‖‖xk − xk−1‖j−1
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+
1

(m− 1− i)!

∫ 1

0

∥∥∥F (m)
(
xk−1 + t(xk − xk−1)

)∥∥∥
×(1− t)m−2‖xk − xk−1‖m−i dt

≤
m−i∑
j=1

1

(j − 1)!
f (j+i−1)(tk−1)(tk − tk−1)j−1

+
1

(m− 1− i)!

∫ 1

0
f (m)

(
tk−1 + t(tk − tk−1)

)
×(1− t)m−2(tk − tk−1)m−i dt

=
m−i∑
j=1

1

(j − 1)!
f (i+j−1)(tk−1)(tk − tk−1)j−1

+
1

(m− 1− i)!

∫ tk

tk−1

f (m)(z)(tk − z)m−i−1 dz = f (i)(tk).

Para probar (iii), basta con aplicar de nuevo el desarrollo en serie de
Taylor:

F (xk) =
m−1∑
i=0

1

i
F (i)(xk−1)(xk − xk−1)i

+
1

(m− 1)!

∫ xk

xk−1

F (m)(z)(xk − z)m−1 dz

=
m−1∑
i=2

1

i!
F (i)(xk−1)(xk − xk−1)i

+
1

(m− 1)!

∫ 1

0
F (m)

(
xk−1 + t(xk − xk−1)

)
×(1− t)m−1(xk − xk−1)m dt,

ya que F (xk−1)+F ′(xk−1)(xk−xk−1) = 0 sin más que utilizar la expresión
del método de Newton de forma conveniente. Tomando una vez más normas
tenemos que

‖F (xk)‖ ≤
m−1∑
i=2

1

i!
‖F (i)(xk−1)‖‖xk − kk−1‖i

+
1

(m− 1)!

∫ 1

0

∥∥∥F (m)
(
xk−1 + t(xk − xk−1)

)∥∥∥
×(1− t)m−1‖xk − xk−1‖m dt

≤
m−1∑
i=2

1

i!
f (i)(tk−1)(tk − tk−1)i

+
1

(m− 1)!

∫ 1

0
f (m)

(
tk−1 + t(tk − tk−1)

)
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×(1− t)m−1(tk − tk−1)m dt

=
m−1∑
i=0

1

i!
f (i)(tk−1)(tk − tk−1)i

+
1

(m− 1)!

∫ tk

tk−1

f (m)(z)(tk − z)m−1 dz

= f(tk)

sin más que añadir la expresión f(tk−1) + f ′(tk−1)(tk − tk−1) = 0.

Finalmente, la demostración de (iv) se sigue de manera inmediata,
puesto que

‖xk+1 − xk‖ ≤ ‖Γk‖‖F (xk)‖ ≤ −
f(tk)

f ′(tk)
= tk+1 − tk. �

Notemos que en los items (i), (ii) y (iv) del lema anterior son triviales
para n = 0 y que el item (iii) no se necesita para probar el ítem (iv), ya
que se sigue de la condición inicial ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η.

Una vez visto que la sucesión {tn} mayoriza a la sucesión {xn}, ya esta-
mos en condiciones de garantizar la convergencia semilocal de la sucesión
de Newton {xn} en el espacio de Banach X, lo que hacemos en el siguiente
teorema.

Teorema 4.2.5 Sea F : Ω ⊆ X → Y un operador m (m > 2) veces conti-
nuamente diferenciable Fréchet de�nido en un dominio abierto convexo no
vacío Ω de un espacio de Banach X y con valores en un espacio de Banach
Y . Supongamos que se cumplen las condiciones (I) y (II). Si f(q) ≤ 0,
donde f(t) es el polinomio de�nido en (4.4) y q = mı́n{t > t0|f ′(t) ≥ 0}, y
B(x0, t

∗−t0) ⊆ Ω, entonces la sucesión de Newton converge a una solución
x∗ de la ecuación F (x) = 0, empezando en x0, y xn, x∗ ∈ B(x0, t∗ − t0),
para todo n ≥ 0. Además,

‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn, n ≥ 0.

Demostración. A partir de (I) y (II) es claro que x1 está bien de�nido
y que

‖x1 − x0‖ = ‖Γ0F (x0)‖ ≤ η = − f(t0)

f ′(t0)
= t1 − t0 < t∗ − t0,

luego x1 ∈ B(x0, t
∗ − t0) ⊂ Ω.
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Aplicamos inducción para ver que xn ∈ B(x0, t
∗−t0). Suponemos enton-

ces que xn esté bien de�nido, xn ∈ B(x0, t
∗− t0) y ‖xn+1−xn‖ ≤ tn+1− tn,

para n = 1, 2, . . . , k − 1.

Por el lema anterior tenemos que existe Γk−1 y es tal que ‖Γk−1‖ ≤
− 1

f ′(tk−1)
. Luego, xk está bien de�nido. Además, como ‖xn+1 − xn‖ ≤

tn+1 − tn para n = 1, 2, . . . , k − 1, entonces

‖xk − x0‖ ≤ ‖xk − kk−1‖+ · · ·+ ‖x1 − x0‖
≤ (tk − tk−1) + · · ·+ (t1 − t0) = tk − t0 < t∗ − t0.

Luego xk ∈ B(x0, t
∗ − t0). También por el lema anterior tenemos que

‖F (xk)‖ ≤ f(tk) y

‖xk+1 − xk‖ = ‖ΓkF (xk)‖ ≤ ‖Γk‖‖F (xk)‖ ≤ −
f(tk)

f ′(tk)
= tk+1 − tk.

En consecuencia, la sucesión {xn} está bien de�nida y xn ∈ B(x0, t
∗−t0)

para todo n ≥ 0. Además, como ‖xn+1 − xn‖ ≤ tn+1 − tn, para to-
do n ≥ 0, la sucesión {tn} mayoriza a {xn}, y en consecuencia, exis-
te x∗ = ĺım

n
xn ∈ B(x0, t∗ − t0). Veamos ahora que x∗ es solución de la

ecuación F (x) = 0. Por el apartado (iii) del lema anterior, tenemos que
‖F (xn)‖ ≤ f(tn), para todo n ≥ 0. Entonces, por continuidad y pasando
al límite cuando n→ +∞, obtenemos que F (x∗) = 0.

Finalmente, para j > 0, tenemos que

‖xn+j − xn‖ ≤
j∑
i=1

‖xn+i − xn+i−1‖ ≤
j∑
i=1

‖tn+i − tn+i−1‖ = tn+j − tn,

y pasando al límite cuando j → +∞, obtenemos que ‖x∗ − xn‖ ≤ t∗ − tn,
para n ≥ 0. �

Notemos que como caso particular del resultado anterior se encuentra
el teorema clásico de Newton-Kantorovich.

A continuación, damos un resultado sobre la unicidad de solución. Des-
tacamos que también generaliza el resultado conocido de Kantorovich bajo
las condiciones clásicas (C1)�(C3). Previamente, damos un resultado nece-
sario para la demostración de la unicidad.

Lema 4.2.6 En las condiciones del teorema anterior, si x ∈ B(x0, t∗∗ − t0)
∩Ω, se veri�ca

‖F ′′(x)‖ ≤ f ′′(t) para ‖x− x0‖ ≤ t− t0.
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Demostración. Por el desarrollo en serie de Taylor, tenemos que

F ′′(x) =
m−1∑
i=2

1

(i− 2)!
F (i)(x0)(x− x0)i−2

+
1

(m− 3)!

∫ x

x0
F (m)(z)(x− z)m−3 dz

=
m−1∑
i=2

1

(i− 2)!
F (i)(x0)(x− x0)i−2

+
1

(m− 3)!

∫ 1

0
F (m)

(
x0 + t(x− x0)

)
(1− t)m−3(x− x0)m−2 dt.

Tomando normas y teniendo en cuenta el lema anterior, ‖F (m)(x)‖ ≤ M ,
para x ∈ Ω, y f (m)(t) = M , se sigue que

‖F ′′(x)‖ ≤
m−1∑
i=2

1

(i− 2)!
‖F (i)(x0)‖‖x− x0‖i−2

+
1

(m− 3)!

∫ x

x0

∥∥∥F (m)
(
x0 + t(x− x0)

)∥∥∥
×(1− t)m−3‖x− x0‖m−2 dt

≤
m−1∑
i=2

1

(i− 2)!
f (i)(t0)(t− t0)i−2

+
1

(m− 3)!

∫ 1

0
f (m)

(
t0 + t(t− t0)

)
(1− t)m−3(t− t0)m−2 dt

= f ′′(t)

para ‖x− x0‖ ≤ t− t0. �

Ya podemos dar entonces el siguiente resultado de unicidad de solución.

Teorema 4.2.7 En las condiciones del teorema anterior, la solución x∗

es única en B(x0, t
∗∗ − t0) ∩ Ω si t∗ < t∗∗ o en B(x0, t∗ − t0) si t∗∗ = t∗.

Demostración. Supongamos en primer lugar que t∗ < t∗∗ y que y∗ es otra
solución de F (x) = 0 en B(x0, t

∗∗ − t0) ∩ Ω. Entonces,

‖y∗ − x0‖ ≤ ρ(t∗∗ − t0) con ρ ∈ (0, 1).

Probaremos por inducción que ‖y∗ − xk‖ ≤ ρ2
k
(t∗∗ − tk), k ≥ 0. Por

hipótesis de inducción consideramos que la desigualdad anterior se veri�ca
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para k = 0, 1, . . . , n. Así, tenemos que

y∗ − xn+1 = y∗ − xn − ΓnF (xn)

= −Γn
(
F (y∗)− F (xn)− F ′(xn)(y∗ − xn)

)
= −Γn

∫ y∗

xn
F ′′(z)(y∗ − z) dz

= −Γn

∫ 1

0
F ′′
(
xn + t(y∗ − xn)

)
(1− t)(y∗ − xn)2 dt.

Por tanto,

‖y∗ − xn+1‖ ≤ ‖Γn‖
∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn + t(y∗ − xn)
)∥∥∥(1− t)‖y∗ − xn‖2 dt.

Observamos ahora que

‖xn + t(y∗ − xn)− x0‖ ≤ ‖xn − x0‖+ t‖y∗ − xn‖ ≤ tn + t(t∗∗ − tn)− t0,

y por el lema previo se sigue que∫ 1

0

∥∥∥F ′′(xn + t(y∗− xn)
)∥∥∥(1− t) dt ≤ ∫ 1

0
f ′′
(
tn + t(t∗∗− tn)

)
(1− t) dt ≡ µ,

de manera que
‖y∗ − xn+1‖ ≤ −

µ

f ′(tn)
‖y∗ − xn‖2.

Por otra parte tenemos que

t∗∗ − tn+1 = t∗∗ − tn +
f(tn)

f ′(tn)

= − 1

f ′(tn)

(
f(t∗∗)− f(tn)− f ′(tn)(t∗∗ − tn)

)
= − 1

f ′(tn)

∫ t∗∗

tn
f ′′(z)(t∗∗ − z) dz

= − 1

f ′(tn)

∫ 1

0
f ′′
(
tn + t(t∗∗ − tn)

)
(1− t)(t∗∗ − tn)2 dt

= − 1

f ′(tn)
µ(t∗∗ − tn)2.

En consecuencia,

‖y∗ − xn+1‖ ≤ − µ

f ′(tn)
‖y∗ − xn‖2 =

t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2
‖y∗ − xn‖2

≤ t∗∗ − tn+1

(t∗∗ − tn)2

(
ρ2

n

(t∗∗ − tn)
)2

= ρ2
n+1

(t∗∗ − tn+1).
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Por tanto, y∗ = x∗, puesto que ĺım
n
xn = x∗.

Si en segundo lugar consideramos que t∗∗ = t∗, la unicidad de solución
se sigue de forma análoga a lo hecho anteriormente probando ahora por
inducción que ‖y∗ − xn‖ ≤ t∗∗ − tn = t∗ − tn y teniendo en cuenta que
ĺım
n
tn = t∗. �

Nota 4.2.8 Notemos que el polinomio f de�nido en (4.4) tiene la pro-
piedad de que f(t+ t0) = g(t), donde

g(t) =
M

m!
tm +

bm−1
(m− 1)!

tm−1 + · · ·+ b2
2!
t2 − t

β
+
η

β
·

Por lo tanto, las sucesiones reales que se obtienen a partir del método
de Newton con f y g se pueden obtener, una a partir de la otra, mediante
traslación. Luego, los resultados anteriores son independientes del valor t0.
Por ello, habitualmente tomaremos t0 = 0, lo que simpli�ca considerable-
mente las expresiones utilizadas hasta ahora. Observamos que el polinomio
de Kantorovich también tiene esta propiedad, de manera que Kantorovich
siempre toma t0 = 0 [75].

Terminaremos esta sección viendo que la convergencia del método de
Newton es cuadrática. Para ello, utilizamos la técnica de Ostrowski a partir
de la cual obtenemos el siguiente resultado, cuya demostración es totalmen-
te análoga a la del teorema 2.3.15.

Teorema 4.2.9 Sea f(t) el polinomio de�nido en (4.4) cumpliendo que
f(t) = (t∗ − t)(t∗∗ − t)g(t), donde g(t) es un polinomio tal que g(t∗) 6= 0 y
g(t∗∗) 6= 0, y f(q) ≤ 0.

(i) Si t∗ < t∗∗, entonces

(t∗∗ − t∗)θ2n
√
m1 − θ2n

< t∗ − tn <
(t∗∗ − t∗)∆2n

√
M1 −∆2n

, n ≥ 0,

donde θ =
t∗

t∗∗
√
m1, ∆ =

t∗

t∗∗

√
M1, m1 = mı́n{H1(t); t ∈ [0, t∗]},

M1 = máx{H1(t); t ∈ [0, t∗]}, H1(t) =
(t∗∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− g(t)
y siempre

que θ < 1 y ∆ < 1.
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(ii) Si t∗ = t∗∗, entonces

mn
2 t
∗ ≤ t∗ − tn ≤Mn

2 t
∗,

donde m2 = mı́n{H2(t); t ∈ [0, t∗]}, M2 = máx{H2(t); t ∈ [0, t∗]},

H2(t) =
(t∗ − t)g′(t)− g(t)

(t∗ − t)g′(t)− 2g(t)
y siempre que m2 < 1 y M2 < 1.

Notemos que, a partir del teorema anterior, obtenemos que la conver-
gencia del método de Newton es R-cuadrática si t∗ < t∗∗ y R-lineal si
t∗ = t∗∗.

4.3. Aplicaciones

Ilustramos ahora el estudio anterior con dos ecuaciones integrales no
lineales de Hammerstein de segunda clase (4.1). Veremos que en ambas
aplicaciones mejoramos el estudio de la aplicación del método de Newton
dado por Kantorovich para aproximar soluciones de las ecuaciones. Utili-
zaremos siempre la norma del máximo.

4.3.1. Aplicación 1

Consideramos

x(s) =
1

2
+
∫ 1

0
G(s, t)x(t)3 dt, (4.5)

donde x ∈ C([0, 1]), t ∈ [0, 1] y el núcleo G es la función de Green.

La resolución de (4.5) es equivalente a resolver F (x) = 0, donde F :
Ω ⊆ C([0, 1])→ C([0, 1]),

[F (x)](s) = x(s)− 1

2
−
∫ 1

0
G(s, t)x(t)3 dt, s ∈ [0, 1],

y Ω es un dominio abierto convexo no vacío adecuado. En este caso,

[F ′(x)y](s) = y(s)− 3
∫ 1

0
G(s, t)x(t)2y(t) dt,

[F ′′(x)(yz)](s) = −6
∫ 1

0
G(s, t)x(t)z(t)y(t) dt,

[F ′′′(x)(yzw)](s) = −6
∫ 1

0
G(s, t)w(t)z(t)y(t) dt.
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Observamos que ‖F ′′(x)‖ no está acotada en un dominio general Ω,
pero el operador F si que satisface la condición (II) del teorema 4.2.5, sin
más que tomar m = 3.

Teniendo en cuenta que una solución x∗(s) de (4.5) en C([0, 1]) debe
satisfacer:

‖x∗‖ − 1

2
− 1

8
‖x∗‖3 ≤ 0,

se sigue que ‖x∗‖ ≤ σ1 = 0,5173 . . . o ‖x∗‖ ≥ σ2 = 2,5340 . . ., donde σ1 y

σ2 son las dos raíces reales positivas de la ecuación real
t3

8
− t+

1

2
= 0. Por

tanto, mediante las condiciones de Kantorovich, solo podemos aproximar
una solución x∗(s) tal que ‖x∗‖ ∈ [0, σ1], puesto que podemos conside-
rar Ω = B(0, ρ), con ρ ∈ (σ1, σ2), donde ‖F ′′(x)‖ está acotada, y tomar
como punto de salida x0 ∈ B(0, ρ). Sin embargo, si queremos aproximar
una solución x∗∗(s) tal que ‖x∗∗(s)‖ ≥ σ2 = 2,5340 . . ., no podemos uti-
lizar la teoría de Kantorovich porque no sabemos cómo elegir una bola
en la que esté x∗∗(s), ya que, elegida al azar, la bola podría no contener
la solución o cortarla, en cuyo caso, aunque pudiéramos acotar ‖F ′′(x)‖
en un dominio Ω̃, éste no contendría la solución x∗∗(s), y por tanto no
podríamos aproximarla utilizando la teoría de Kantorovich. Veremos que
con nuestras condiciones podemos considerar ambos casos y que además
en el primero, que podemos aplicar las condiciones de Kantorovich y las
nuestras, mejoramos las estimaciones a priori del error que se obtienen a
partir de Kantorovich.

Comenzamos con el caso en que Ω = B(0, ρ) con ρ ∈ (σ1, σ2). To-
mamos por ejemplo ρ = 2 y elegimos como se hace habitualmente [50]

x0(s) =
1

2
como punto de salida. Vemos que ‖I − F ′(x0)‖ ≤

3

32
< 1, de ma-

nera que Γ0 está de�nido, ‖Γ0‖ ≤
32

29
= β y ‖Γ0F (x0)‖ ≤

1

58
= η. Además,

‖F ′′(x)‖ ≤ 3

2
= k y kβη =

24

841
= 0,0285 . . . ≤ 1

2
. Luego, podemos aplicar

el teorema de Newton-Kantorovich teniendo en cuenta que p(s) =
3

4
s2−

29

32
s+

1

64
, s∗ = 0,0174 . . ., B(x0, s

∗) ⊆ Ω = B(0, ρ) y usar el método de

Newton para aproximar una solución x∗(s) en Ω = B(0, ρ).

Teniendo en cuenta lo anterior y que s∗∗ = 1,1908 . . ., obtenemos que
los dominios de existencia y unicidad de Kantorovich son respectivamente{

l ∈ Ω;
∥∥∥∥l − 1

2

∥∥∥∥ ≤ 0,0285 . . .
}

y
{
l ∈ Ω;

∥∥∥∥l − 1

2

∥∥∥∥ < 1,1908 . . .
}
.
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Por otra parte, si consideramos los teoremas 4.2.5 y 4.2.7 y elegimos
t0 = 0, obtenemos:

‖F ′′(x0)‖ ≤
3

8
= b2 y ‖F ′′′(x)‖ ≤ 3

4
= M.

Por tanto, f(t) =
t3

8
+

3

16
t2 − 29

32
t+

1

64
, q = 1,1329 . . . y f(q) = −0,5886 . . .

≤ 0, de manera que se cumplen las condiciones de los teoremas 4.2.5 y
4.2.7, obteniéndose t∗ = 0,01773 . . . y t∗∗ = 2,0340 . . . En consecuencia los
dominios de existencia y unicidad que obtenemos son respectivamente:{

l ∈ Ω;
∥∥∥∥l − 1

2

∥∥∥∥ ≤ 0,0173 . . .
}

y
{
l ∈ Ω;

∥∥∥∥l − 1

2

∥∥∥∥ < 2,0340 . . .
}
.

Vemos que los dominios de existencia y unicidad que acabamos de cal-
cular mejoran los dados por Kantorovich.

A continuación, aproximamos mediante el método de Newton una solu-
ción con estas características. Para ello, realizaremos un proceso de discre-
tización. Aproximamos entonces la integral que aparece en (4.5) mediante
una fórmula de cuadratura de Gauss-Legendre:

∫ 1

0
ϕ(t) dt '

8∑
j=1

γjϕ(tj),

donde los nodos tj y los pesos γj son conocidos.

Si denotamos x(ti) por xi, con i = 1, 2, . . . , 8, obtenemos el siguiente
sistema no lineal:

xi =
1

2
+

8∑
j=1

aijx
3
j ,

donde

aij =

{
γjtj(1− ti) si j ≤ i,
γjti(1− tj) si j > i.

Ahora, podemos escribir el sistema no lineal anterior de la forma matricial:

F (x) = x− v − Aw = 0,

donde x = (x1, x2, . . . , x8)
T , v =

(
1

2
,
1

2
, . . . ,

1

2

)T
, A = (aij)

8
i,j=1 y w =

(x31, x
3
2, . . . , x

3
8)
T . Además

F ′(x) = I − 3Adiag{x21, x22, . . . , x28}.
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Como hemos elegido x0(s) =
1

2
, tomamos como vector inicial para aplicar

el método de Newton x0 =
(

1

2
, . . . ,

1

2

)T
y, después de 4 iteraciones, ob-

tenemos la aproximación numérica de la solución x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
8)
T

que aparece en la tabla 4.1. Observamos que ‖x∗‖ = 0,5168 . . . ≤ σ1 =
0,5173 . . .

i x∗i i x∗i
1 0,501329 . . . 5 0,516824 . . .
2 0,506285 . . . 6 0,512542 . . .
3 0,512542 . . . 7 0,506285 . . .
4 0,516824 . . . 8 0,501329 . . .

Tabla 4.1: Solución numérica de (4.5)

A continuación vemos que la sucesión mayorizante {tn}, dada por (4.3)
y obtenida a partir de (4.4), proporciona mejores estimaciones a priori del
error que las que se obtienen a partir de la sucesión mayorizante {sn} que se
construye a partir del método de Newton con el polinomio de Kantorovich
p(s). Las estimaciones a priori del error y el error absoluto podemos verlos
en la tabla 4.2, donde hemos considerado como solución real la solución
dada en la tabla 4.1. Observamos en la tabla 4.2 la notable mejora de las
estimaciones a priori que obtenemos a partir de la sucesión mayorizante
aquí construida.

n ‖x∗ − xn‖ |t∗ − tn| |s∗ − sn|
0 0,016824 . . . 0,017304 . . . 0,017494 . . .
1 0,000044 . . . 0,000062 . . . 0,000253 . . .
2 3,1150 . . .× 10−10 8,4667 . . .× 10−10 5,4655 . . .× 10−8

Tabla 4.2: Error absoluto y estimaciones a priori del error

Si ahora interpolamos los puntos de la tabla 4.1 y tenemos en cuenta

que las soluciones de (4.5) satisfacen x(0) = x(1) =
1

2
, obtenemos la apro-

ximación x̃ de la solución numérica x∗ que aparece en la tabla 4.1 y que
representamos en la �gura 4.1.
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Figura 4.1: Soluciones aproximadas de la ecuación (4.5)

Hemos visto anteriormente que la ecuación (4.5) puede tener una solu-
ción x∗∗(s) tal que ‖x∗∗(s)‖ ≥ σ2 = 2,5340 . . ., pero que por Kantorovich no
podemos garantizar la convergencia del método de Newton a ella, porque
no podemos �jar una bola que la contenga y donde ‖F ′′(x)‖ esté acota-
da. Veamos a continuación que utilizando el teorema 4.2.5 si que podemos
garantizar la convergencia del método de Newton.

Tomamos por ejemplo como punto inicial para el método de Newton la
función x0(s) = 4, que veri�ca que ‖x0(s)‖ = 4 > σ2 = 2,5340 . . . En un
principio, tampoco podemos aplicar el teorema 4.2.5, ya que no podemos
construir la función real f(t). Sin embargo, parece claro que mejorando esta
aproximación inicial se van a cumplir las condiciones del teorema 4.2.5.
Considerando x0 = (4, 4, . . . , 4)T e iterando cuatro veces con el método de
Newton, vemos que tomando como nuevo punto inicial

z0 = x4 =



0,643403 . . .

1,233188 . . .

2,182331 . . .

3,102723 . . .

3,102723 . . .

2,182331 . . .

1,233188 . . .

0,643403 . . .



,
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ya se cumplen las condiciones del teorema 4.2.5 puesto que la correspon-
diente función real f(t) que se obtiene,

f(t) =
t3

8
+ (1,1635 . . .)t2 − (0,3908 . . .)t+ (0,0044 . . .),

veri�ca que f(q) = −0,0278 . . . ≤ 0, donde q = 0,1636 . . . En consecuencia,
t∗ = 0,0117 . . . y t∗∗ = 0,3131 . . ., de manera que los dominios de existencia
y unicidad de solución son respectivamente

{l ∈ R8; ‖l − z0‖ ≤ 0,0117 . . .} y {l ∈ R8; ‖l − z0‖ < 0,3131 . . .}.

Observamos que el nuevo punto de salida z0 veri�ca que ‖z0‖ = 3,1027 . . .
> σ2 = 2,5340 . . . Después de 3 iteraciones más del método de Newton,
obtenemos la solución aproximada x∗∗ = (x∗∗1 , x

∗∗
2 , . . . , x

∗∗
8 )T dada en la

tabla 4.3, que es una solución que está fuera del alcance de Kantorovich.

i x∗∗i i x∗∗i
1 0,642778 . . . 5 3,091270 . . .
2 1,229990 . . . 6 2,174987 . . .
3 2,174987 . . . 7 1,229990 . . .
4 3,091270 . . . 8 0,642778 . . .

Tabla 4.3: Solución numérica de (4.5)

Interpolando de nuevo los valores obtenidos en la tabla 4.3 y teniendo

en cuenta que x∗∗(0) = x∗∗(1) =
1

2
, obtenemos la aproximación ˜̃x de la

solución numérica x∗∗ que aparece en la tabla 4.3 y que representamos en
la �gura 4.1.

4.3.2. Aplicación 2

Consideramos ahora la ecuación integral

x(s) =
∫ 1

0
G(s, t)(x(t) + x(t)3) dt, (4.6)

donde x ∈ C([0, 1]), t ∈ [0, 1] y el núcleo G es la función de Green.

Nosotros estamos interesados en soluciones de (4.6) distintas de la tri-
vial, cuyo conocimiento es obvio. Observamos ahora que una solución x∗(s)
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de (4.6) en C([0, 1]) debe cumplir que

1

8
‖x∗‖(7− ‖x∗‖2) ≤ 0,

de manera que ‖x∗‖ ≥
√

7. De nuevo, a partir de la teoría de Kantorovich,
no podemos garantizar la convergencia del método de Newton a una so-
lución de la ecuación (4.6) distinta de la trivial, puesto que no podemos
prelocalizar una bola que contenga una solución distinta de la trivial y en
la que ‖F ′′(x)‖ esté acotada. Sin embargo, vemos a continuación que si lo
podemos hacer mediante el teorema 4.2.5.

Tomamos como punto inicial x0(s) = 3, que veri�ca que ‖x0(s)‖ =
3 >
√

7. Para este punto inicial no podemos construir la función real f(t)
correspondiente al teorema 4.2.5, pero iterando de nuevo con el método
de Newton a partir del vector inicial x0 = (3, 3, . . . , 3)T , después de tres
iteraciones obtenemos el vector x3, dado por

x3 =



0,176919 . . .

0,905153 . . .

2,087105 . . .

3,279568 . . .

3,279568 . . .

2,087105 . . .

0,905153 . . .

0,176919 . . .



,

que si cumple las condiciones del teorema 4.2.5, de manera que lo podemos
considerar como nuevo vector inicial z0 = x3 para garantizar la convergen-
cia del método de Newton a partir de él. La correspondiente función real
f(t) que se obtiene entonces para el teorema 4.2.5 es:

f(t) =
t3

8
+ (1,2298 . . .)t2 − (0,3987 . . .)t+ (0,0021 . . .),

que veri�ca que f(q) = −0,0296 . . . ≤ 0, donde q = 0,1582 . . ., y tiene
dos raíces reales t∗ = 0,0054 . . . y t∗∗ = 0,3088 . . . Notemos que ‖z0‖ =
3,2795 . . . >

√
7. Aplicando de nuevo el método de Newton, obtenemos

después de tres iteraciones más, la solución x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
8)
T dada en

la tabla 4.4.
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i x∗i i x∗i
1 0,176647 . . . 5 3,274166 . . .
2 0,903758 . . . 6 2,083876 . . .
3 2,083876 . . . 7 0,903758 . . .
4 3,274166 . . . 8 0,176647 . . .

Tabla 4.4: Solución numérica de (4.6)

Los dominios de existencia y unicidad que se obtiene en este caso son
respectivamente:

{l ∈ R8; ‖l − z0‖ ≤ 0,0054 . . .} y {l ∈ R8; ‖l − z0‖ < 0,3088 . . .}.

Interpolando una vez más los valores dados en la tabla 4.4 y teniendo
en cuenta que las soluciones de (4.6) satisfacen x(0) = x(1) = 0, obtenemos
la aproximación x̂ de la solución numérica x∗ representada en la �gura 4.2.
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Figura 4.2: Solución aproximación de la ecuación (4.6)
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Una vez terminada esta memoria es momento de repasar lo que se ha
hecho y lo que queda por hacer en relación a lo aquí presentado. El objetivo
principal perseguido a lo largo de toda la memoria ha sido suavizar y
generalizar las condiciones de convergencia semilocal del teorema clásico
de Newton-Kantorovich para el método de Newton y lo que esto implica
en cuanto a las modi�caciones que conllevan.

Hemos presentado tres alternativas al teorema clásico de Newton-Kan-
torovich, las que se exponen en los capítulos 2, 3 y 4. En los tres capítulos
se ha desarrollado una teoría paralela a la de Kantorovich para el méto-
do de Newton, utilizando su misma técnica de demostración: el principio
de la mayorante. Para todo el desarrollo inicial hemos tenido que cons-
truir sucesiones mayorizantes, pero lo hemos hecho de forma diferente a
cómo lo hace Kantorovich, mientras que él busca un polinomio de segun-
do grado mediante un ajuste interpolatorio que sirviese de función escalar
para construir las sucesiones mayorizantes, nosotros buscamos funciones
escalares ad hoc que nos permitan construir las sucesiones mayorizantes
adaptándolas a los problemas considerados. Esto es como consecuencia de
que la condición que exigimos al operador implicado es más suave y da más
información sobre el operador que la exigida por Kantorovich en el teorema
clásico de Newton-Kantorovich, aunque no permite obtener la función es-
calar implicada en la sucesión mayorizante resolviendo un problema de tipo
interpolatorio, tal y como hace Kantorovich. Nosotros vemos a lo largo de
toda la memoria que también se pueden construir sucesiones mayorizantes
para el método de Newton en un espacio de Banach a partir de funciones
escalares que son soluciones de determinados problemas de valor inicial.

En los tres capítulos originales de esta memoria se pone de mani�esto
cuál es la di�cultad principal de la condición clásica que impone Kantoro-
vich al operador implicado, la condición de que su derivada segunda esté
acotada superiormente en norma por una constante en un dominio general.
Vemos también por qué una de las formas más comunes de solventar esta

143
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di�cultad, la de prelocalizar la solución en algún dominio y buscar en él
una cota superior para la norma de la derivada segunda del operador, no
funciona siempre. La teoría desarrollada a lo largo de toda la memoria ayu-
da en gran medida a solventar estas di�cultades aquí planteadas. Para ello,
hemos analizado ejemplos habituales de la vida real, como son las ecua-
ciones integrales no lineales de tipo Hammerstein y de Bratu, ilustrándose
todo lo anterior.

Como hemos dicho anteriormente, hemos utilizado el principio de la
mayorante como técnica de demostración de la convergencia semilocal del
método de Newton para seguir cierto paralelismo con Kantorovich y poder
ver así cómo Kantorovich ideó su teoría. Esto se pone de mani�esto en el
capítulo 2, donde se ve cuál es el planteamiento inicial, cuál es el problema
que presenta este planteamiento inicial y cómo se puede solucionar. Todo
ello se hace considerando condiciones más suaves que la considerada por
Kantorovich en el teorema clásico de Newton-Kantorovich, a partir de su
teoría básica del principio de la mayorante.

Es bien conocido que el hecho de exigir condiciones más suaves al ope-
rador implicado conlleva habitualmente la contrapartida de que se reduzca
el dominio de puntos de salida válidos para el método de Newton. Es por
ello por lo que en el capítulo 3 no nos preocupamos por exigir condiciones
más suaves al operador, sino más fuertes con el claro objetivo de modi�-
car, que no de restringir, el dominio de puntos de salida para el método de
Newton, de manera que podamos garantizar, al menos en algunas situa-
ciones, la convergencia semilocal del método de Newton empezando desde
puntos a partir de los cuales el teorema clásico de Newton-Kantorovich no
la puede garantizar.

En el último capítulo de esta memoria desarrollamos una situación
particular que se puede dar cuando el operador implicado es varias veces
diferenciable. Siguiendo con la línea de determinar las condiciones inicia-
les, destacamos la teoría de la estimación puntual o α-teoría introducida
por Smale en los años 80 del siglo XX, técnica que trata de precisar las
condiciones y dominios de convergencia para resolver una ecuación usando
únicamente información sobre el punto inicial. Los primeros resultados con
esta técnica sobre el análisis de la convergencia de método iterativos para
resolver ecuaciones no lineales están asociados al método de Newton ([115])
y sus variantes. Los principales resultados de la α-teoría consisten en en-
contrar una constante universal que garantice la convergencia del método
iterativo. El trabajo de Smale es de gran importancia teórica sobre todo
cuando se trabaja con sistemas de polinomios ([122, 123, 124]). Además,
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esta teoría ha servido de base e inspiración en los trabajos de otros muchos
autores (ver [62, 114, 117, 118, 121]). Esto nos hace pensar que un trabajo
interesante para realizar en el futuro es comparar lo aquí desarrollado con
las condiciones que Smale propone en su α-teoría.

Una idea también interesante que queda abierta para el futuro es com-
binar de cierta forma las condiciones impuestas al operador en los capítulos
3 y 4, de manera que impongamos al operador implicado F una condición
del tipo:

‖F (m)(x)− F (m)(x0)‖ ≤ ω(‖x− x0‖), m ≥ 3,

donde ω : [0,+∞) → R es una función continua no decreciente y tal que
ω(0) = 0.

A la hora de pensar en este tipo de condiciones también hay otra que
surge de forma natural, que es la generalización de la impuesta al operador
implicado F en el capítulo 4, de manera que

‖F (m)(x)‖ ≤ ω(‖x‖), m ≥ 3,

donde ω : [0,+∞) → R es una función continua no decreciente. Este
análisis se podría completar con un estudio en el que se ponga de mani�esto
cuál es la mejora que se obtiene con respecto a la situación estudiada en
el capítulo 2.

Tampoco es difícil reparar en que todo lo desarrollado en esta memoria,
y lo propuesto hasta ahora para continuar, se puede extender a métodos
iterativos de orden superior, como podrían ser los métodos de tercer orden
bien conocidos de Chebyshev y Halley.

También se pueden compaginar los análisis de la convergencia semilocal
realizados a partir del principio de la mayorante con el uso de la técnica
alternativa desarrollada por el grupo de investigación PRIENOL a lo lar-
go de los últimos años, que se basa en la construcción de un sistema de
relaciones de recurrencia que deben veri�car determinadas sucesiones es-
calares, a partir de las cuales se garantiza la convergencia semilocal de los
métodos iterativos en espacios de Banach. En muchos casos, especialmente
cuando el orden de convergencia de un método iterativo es alto, el uso
de esta técnica simpli�ca considerablemente el análisis de la convergencia
semilocal del método iterativo, obteniendo así resultados que no son fá-
ciles de obtener a partir de la técnica del principio de la mayorante (ver
[7, 8, 90, 131]).

Para terminar, simplemente recordar lo que se ha dicho al principio de
esta memoria en su introducción: el problema de resolver una ecuación no
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lineal ha interesado a los matemáticos desde siempre. Este interés no ha
decaído en la actualidad y sigue siendo un problema vigente de estudio
en las investigaciones de hoy en día, basta ver los numerosos artículos que
siguen apareciendo en la actualidad sobre resolución de ecuaciones no linea-
les mediante métodos iterativos. A continuación, indicamos solo algunos
de ellos por la relación de sus autores con nuestro grupo de investigación
PRIENOL: [1, 4, 5, 13, 14, 16, 31, 32, 36, 37, 38, 43, 49, 59, 60, 123, 124].
A todos ellos, gracias.
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