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RESUMEN 

 

Esta tesis doctoral sobre la Proyectividad Matricial aplicado a la homología, 

pretende poner de manifiesto que la Geometría tiene una rama, llamada 

Geometría Proyectiva, que puede abordar, a través de cálculos algebraicos 

matriciales, la transformación homológica de elementos en sus homólogos. 

  

El fin último trata de constatar que cada elemento que interviene en la 

homología puede ser plasmado a través de fórmulas matemáticas, con ayuda 

de las coordenadas homogeneas, que las mecánicas que en esta 

transformación homográfica intervienen, llevan intrínsecamente un mecanismo 

u operación matemática y, en definitiva, que el resumen de todos estos pasos 

desemboca en el hecho de controlar una transformación homológica particular, 

a través de una matriz 3x3, que se desarrollará a lo largo del trabajo. 

 



El resultado definitivo del trabajo fructifica en una matriz genérica, a partir de la 

cual se puede concretar algebraicamente una situación homológica particular y 

aprovechar esta concreción para establecer en fenómenos homograficos 

estrategias de resolución optimizadas. 

 

La aplicación de las transformaciones homograficas tiene una importancia 

relevante y creciente en ambitos cientificos practicos relacionados con la 

representación y/o captación visual. Desde estas perspectivas el avance 

matemático y conceptual que aquí se muestra puede generar mejoras en 

procedimientos de calibrado de maquinaria e instrumentación basados en física 

óptica. De igual forma se pretende constatar la reducción del error en estas 

actuaciones. 
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Capítulo 1 

 

Objetivo de la 
investigación. 

 
Piensa geométricamente y prueba algebraicamente (Think  geometrically, prove 

algebraically [1]), tal vez esta asertación del matemático norteamericano John 

Torrence Tate, sea la frase que condensa la esencia del trabajo de tesis que 

aquí se desarrolla. 

 

Seguramente el dibujante de la viñeta que en la imagen inferior se muestra, tenía 

claro qe las dos lineas de los carriles fugaban hasta tocarse en el infinito, 

perdiendose en una representación de profundidad que invita a pensar que la vía 

se estrecha. Pero lo que seguramente no tendría tan claro es la cadencia de las 

traviesas. 
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Figura 1.1  Caricatura sobre la sensación de profundidad. 
 

Las relaciones geométricas tienen conexiones tan fuertes con la representación 

gráfica, que ha día de hoy, es imposible pensar en la representación visual, sin el 

apoyo de los axiomas matemáticos y mucho menos en la representación gráfica 

computerizada sin la ayuda de mecanimos de trasnformación gráfico 

sustentados en algoritmos informáticos con base geométrica.  

 

Este vínculo se ha estudiado con profusión y profundidad en todos los campos 

de la geometría plana, con menor importancia en la del espacio y en la 

desriptiva. Tal vez por la reducida aplicabilidad de estas en comparación con la 

primera. 

 

La realidad es que el manejo de estas técnicas tiene abundantes aplicaciones en 

los campos de la optica y la visión en general, además de las irremplazables 

herramientas informaticas que manejan representaciones en 2D, simulando 3 

dimensiones. La generación de NURBS y otras curvas complejas, basan su 



 
Objetivo de la investigación. 

 

4 
 

propiedad esencial en la invariabilidad por transformaciones proyectivas, por 

poner un ejemplo. 

 

 
 

Figura 1.2  Viñeta gráfica acerca del error de representación plana de la profundidad. 
 

La principal aportación de este trabajo de tesis comprende la obtención de un 

mecanismo de transformación matemático de aplicación en la geometría gráfica 

y más concretamente en la geometría descriptiva. Una herramienta que le 

permita a nuestro ilustrador colocar a la distancia adecuada las traviesas de la 

vía al pasar de una representacón tridimensional a una bidimensional. 

 

Una herramienta que aplicada en ambitos donde la geoemtría descriptiva, en el 

campo de las trasnformaciones homográficas permita reducir el error de sus 

cálculos y construcciones apoyandose en invariabilidad de puntos caractéristicos 

de estas mecánicas. Los puntos dobles infieren a la matriz de trasnformación un 

mayor grado de refinamiento matemático y una reducción sustancial del error. 
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La calibración de aparatos ópticos, la medición de distancias en Astronomia, son 

disciplinas que demandan este tipo de soluciones y que por consiguiente se 

pueden beneficiar de la optimización matematica que en esta tesis se presenta. 

 

Ahora bien, no es valadi comentar que en algunas de las situaciones reales a las 

que se hace referencia, en la mejora y optimización de procesos de medición, 

calibración, etc… se puede encontrar una gran complicación a la hora de 

determinar esos elementos característicos homográficos. 

 

Por ejemplo en una representación centrada cónica en la que el sol es el centro 

homográfico, para el cálculo de sombras, la distancia de este a nuestro elemento 

base puede encontrarse fuera de escala en una opertiva natural. Los ejes, rectas 

límite, son piezas de una mecánica que en la mayoria de los casos no tiene una 

materialización razonable. 

 

Dicho lo cual, lejos de pensar que los logros de este estudio no tienen una 

transferencia lógica al ambito práctico de la ciencia, se comprobará como el 

estudio de casos puede lograr mejoras como por ejemplo los movimientos, la 

medición, o la referenciación en robótica. De la misma forma se puede valorar su 

validez, como ya se ha comentado, en la representación y creación de NURBS y 

curvas complejas. 

 

Por otro lado el desarrollo de lineas de trabajo a futuro y derivadas de esta tesis, 

pueden replantear problemas como el que se enuncia con la no materialización 

de elementos importantes de la geoemtría, dando pie a nuevos planteamientos o 

a elementos auxiliares que mantengan el nivel de compromiso entre la 

autenticidad matemática y la flexibilidad práctica que demande la realidad. 

 

Por último, aunque ya se ha comentado que la principal contribución es un 

mecanismo matemático de transformación gráfica, como conclusión de esta 

primera parte se debe terminar diciendo que el mayor tributo de la tesis es la 
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metodología, la forma de obtención, la instrumentalización matemática en favor 

de la busqueda de unos resultados. 

 

La lineas de desarrollo futuro que se plantean en los capitulos finales de la tesis, 

quedan enmarcados en la busqueda de mejoras en la matematica de estas 

trasnformaciones, asistidos por la metodología que se desarrolla en esta tesis. 

Para lo cual se antoja indispensable la inmersión total en un campo que es el de 

la geometría proyectiva que, con toda su dificultad, encierra una lógica tan 

atractiva para la investigación como la de la propia descriptiva. 
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Capítulo 2 

 

Descripción y estructura 
de la investigación. 

 
En este trabajo se han estudiado la proyectividad entre formas de primera y 

segunda especie, para con ayuda de las coordenadas homogeneas, pasar del 

espacio y plano afin al espacio y plano proyectivo. Lugar donde desarrollaremos 

la teoría metodológica del trabajo. 

 

Se fundamenta la razón doble como demostración de esta herramienta gráfica 

dentro de la teoría proyectiva. A continuación, se presenta presenta el teorema 

de Desargues como hito de especial relevancia de la proyectividad para llegar al 

principio de dualidad entre dos espacios proyectivos, demostrando que los 

elementos que lo componen constituyen una biyección, y en último término como 

no podría ser de otra forma, muestran la validez del Teorema de Desargues. 
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Se continúa estableciendo las propiedades proyectivas y estudiando estas en los 

elementos de segunda especie propios de una homología: rectas límite, ejes y 

centro de homología, para posteriormente utilizarlos como elemnetos dobles (eje 

y centro de homología) en la obtención de la matriz de transformación. 
 

Una vez conocemos las reglas proyectivas de los elementos de la transformación 

se comenzará con la construcción de la matriz de cálculo, no sin antes 

establecer las pautas que identifican uuna homología y sus posibles soluciones 

en base al rango de la misma. 

 

El nucleo del trabajo consiste en despejar cada una de las nueve incognitas que 

se dan en la matriz de transformación y que generan los homologos de los 

puntos base a partir de situaciones hipoteticas controladas. 

 



















ihg
fed
cba

M ; salvo proporcionalidad. 

 

A partir de este punto como se comentan se plantean puntos del espacio 

proyectivo, es decir representados por sus coordenadas homogeneas, para 

multiplicados por la matriz de transformación conseguir sus homólogos. 

 

La inclusión de puntos concocidos así como sus homologos hace posible ir 

resolviendo parte de las ncognitas de la matriz. Al igual que la aplicación de los 

elementos dobles y las propiedades proyectivas que resuelven la otra parte de 

los elementos incognita. 

 

La utilización de diferentes sistemas de coordenadas han hecho que la solución 

sea todavía más versatil y aplicable a situaciones y planteamientos varios. En 

esta linea se está trabajando para concretar los valores de la matriz de 

transformación en aplicaciones afines y de esta forma ampliar la generalidad de 

la transformación a toda la homografía. 
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A modo de complemento se ha creido conveniente la comprobación, desde un 

punto de vista teórico, a través de algebra lineal de la validez de la solución 

obtenida. 

 

El estudio de los diferentes casos homológicos, comienza con la adecuación de 

las diferentes formas de definir esta transfromación en la matriz que se acaba de 

determinar, y para ello se repasan las seis formas genéricas de concreción. 

 

Por último se resuelven una serie de casos típicos desde dos puntos de vista: el 

gráfico y el analítico, contrastando los resultados y dotando de rigidez la 

validación de la herramienta conseguida. Para la conclusión analítica de las 

tranaformaciones se ha hechado mano del software de resolución matemática 

Matlab. 

 

Queda por último, rematar la labor investigadora con los artículos que se estan 

realizando para su entrega y presentación en revistas del ambito de la 

investigación. 
 
 
Estructura de la investigación 
 
La estructura de la presente Tesis se puede observar en la Figura 2.1 
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Figura 2.1. Estructura de la Tesis 
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Es, por último necesario comentar que la aplicabilidad de los logros metodologicos son 

viables en el espacio de la homografía en general, como conjunto de transformaciones 

de la geometría descriptiva. Por lo tanto aunque las aplicaciones, el estudio de casos y 

varias de las comprobaciones se han desarrollado solo para la homología, se esta 

trabajando en la extrapolación de las conjunciones matematicas de esta tesis, para el 

caso afin, incluido como se sabe, dentro del espacio homográfico.  
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Capítulo 3 

 

Estado del arte. 
 
Como se sabe la geometría es una de las ramas de las matemáticas que mayor 

profusión han tenido en el mundo académico. De ahí que se conozcan de una 

forma superficial por un elevado porcentaje de la población cientifica. Lo que es 

más inusual, por la limitada necesidad de abordar temas de este ambito en 

estudios e investigaciones, es conocer con mayor profusión las diferentes ramas 

de esta disciplina. 

 

Para definir la geoemtria podemos utilizar, de partida, la definición  que nos 

ofrece el diccionario de la Real Academia de la Lengua, en el que se dice: “parte 

de las matemáticas mediante la cual se estudian las propiedades y las medidas 

de las figuras en el plano y en el espacio”. 

 

  A partir de aquí se distinguen varias clases de geometría: 

 



 
Formulación de la proyectividad matricial en homografía: Aplicaciones homológicas y afines. 
 

15 
 

 Algebraica ó algorítimica. Aplicación del álgebra a la geometría para, 

por medio del cálculo, resolver ciertos problemas de la extensión. 

 

 Analítica. Estudio de figuras mediante un sistema de coordenadas y 

métodos de análisis matemático. 

 

 Plana. Se consideran las figuras cuyos puntos están todos en un plano. 

 

 Del espacio. Se estudian las figuras cuyos puntos no están todos en un 

mismo plano. 

 

 Proyectiva. Se tratan las proyecciones de las figuras sobre un plano. 

 

 Descriptiva. Parte de las matemáticas que tiene por objeto resolver los 

problemas de la geometría del espacio por medio de operaciones 

efectuadas en un plano y representar en él las figuras de los sólidos, la 

cual suministra las bases del dibujo técnico. 

 

Una vez discriminadas las diferentes ramas de la geoemtría, habrá que centrarse 

en la parte que nos va a proporcionar las herramienteas y axiomas necesarios 

para establecer el marco téorico por donde discurre este trabajo: la geometria 

proyectiva. Por otro lado la descriptiva aportará la base gráfica que queremos 

comprobar. 

 

En primer lugar dando una definición más precisa, se puede decir que se  llama 

geometría proyectiva a la rama de la matemática que estudia las propiedades 

de incidencia de las figuras geométricas, pero abstrayéndose totalmente del 

concepto de medida.  

 

Entrar a investigar las bases teóricas de la geomertía proyectiva conlleva dos 

complicaciones: tratar de interpretar notaciones y conceptos puramente 

matemáticos desde un posicionamiento más pragmatico como el que exige la 

https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_algebraica
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%A1lculo
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_anal%C3%ADtica
https://es.wikipedia.org/wiki/Coordenadas
https://es.wikipedia.org/wiki/An%C3%A1lisis_matem%C3%A1tico
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_plana
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_del_espacio
https://es.wikipedia.org/wiki/Geometr%C3%ADa_proyectiva
https://es.wikipedia.org/wiki/Figuras_geom%C3%A9tricas
https://es.wikipedia.org/wiki/Medici%C3%B3n
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obtenidos con las salidas gráficas generadas por métodos de dibujo. Aunque las 

operaciones que se han abordado son sencillamente cálculos matriciales, 

planteables con cualquier hoja de cálculo, se ha elegido MATLAB por su facil 

manejabilidad y por la posibilidad de traer su codigo de una forma fiable en la 

parte de contrastación de resultados. 

 
 

 
 

Figura 3.5. Símbolo de MathWorks. 
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Capítulo 4 

 

Iniciación a la 
proyectividad a través de 

la geometría proyectiva 
 
4.1. COORDENADAS HOMOGÉNEAS 
 
Las coordenadas homogéneas surgen, en el estudio de la Proyectividad, como 

una necesidad a la hora de abordar elementos y operaciones que utilizan  el 

concepto de infinito. 

 

La idea tradicional de coordenadas hace pensar en una biyección entre los 

puntos del plano y el conjunto de elementos R2, de tal forma que a cada punto 

del plano se le asigna una pareja de coordenadas y viceversa. 

 

El fallo de esta biyección, si se utiliza el infinito, es patente al tratar un punto de 

la recta,  por ejemplo y = 2x, que esté en el infinito, nuestro razonamiento le 
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daría las coordenadas (, ), las mismas que al punto del infinito de la recta y = 

x, siendo puntos diferentes. Además , no es un número operable. 

 

Razones por las que aparecen las coordenadas homogéneas, en las que se les 

asigna a cada punto P del plano, no dos coordenadas (x, y), sino tres (x, y, t), a 

partir de las coordenadas tradicionales del punto, de forma que entonces 

quedarían (x/t, y/t). 

 

Esto permite dar coordenadas a todos los puntos del plano, incluidos los del 

infinito, con las ventajas que esto conlleva. 

 

 
 

Figura 4.1. Representacion de coordenadas homogeneas. 
 
Ahora se debe cambiar la mentalidad y asignar a cada punto del plano no solo 

una terna (x, y, t), sino todo un subespacio vectorial R3 de dimensión uno, debido 

a la proporcionalidad numérica de las ternas. 

 

El subespacio R3, queda dividido en 2 categorías, según se trate la tercera 

coordenada t. 
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ejemplo los puntos P1, P2, P3,..., Pn de una figura F están sobre una misma recta, 

sus proyecciones P’1, P’2, P’3,...P’n, estarán asimismo en alguna recta. 

 

2ª Propiedad: “La proyectividad conserva la razón doble de cuatro elementos 

homólogos 

 

3ª Propiedad: “La razón doble que forman los elementos dobles y una pareja 

cualquiera de homólogos es una constante de estos que se denomina 

característica”. Es una propiedad que se desprende de la anterior y que será 

fundamental para el estudio que se realizará en páginas siguientes. 
 





 
Conceptos generales de la homografía en formas de segunda categoría.  

 

 

60 
 

 

 

 

 

Capítulo 5 

 

Conceptos generales de 
la homografía en formas 

de segunda categoria. 
 

Lo normal en el estudio homográfico de los citados planos, entre los que se 

establece la proyectividad, es que se haga con ellos superpuestos, por lo que se 

presenta la posibilidad de elementos dobles. El número y distribución de los 

elementos dobles establece las diferentes homografías. 

Una recta doble no está compuesta de puntos dobles sino que, a lo sumo, tendrá 

dos, en el caso de que haya más se tratará de una identidad, estructura 

compuesta en su totalidad por puntos dobles, y que recibe comunmente el 

nombre de eje. 
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Tampoco son dobles todas las rectas que pasan por puntos dobles, sino que, a 

lo sumo, serán dos, en el caso de que haya más de dos rectas dobles que pasan 

por el punto, se estará ante el caso en el que el punto es el centro. 

También es una afirmación veraz y demostrable la que establece que en toda 

homografía entre planos punteados (o reglados), si existe un eje, hay un centro y 

viceversa.  

 

5.1.- ESTUDIO ANALITICO DE LOS ELEMENTOS DE UNA HOMOLOGÍA 

 

5.1.1.- LAS RECTAS LÍMITE 

 

Son las homólogas de la recta del infinito de cada plano. Gráficamente se 

determinan trazando la recta que une los homólogos de dos puntos del infinito de 

cada figura. Dada la ecuación de la homografía: 

 

x
y
t

a a a
a a a
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y
t
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Si se hace que los puntos de la recta tengan en coordenadas homogéneas t’=0, 

para que pertenezca al infinito, entonces la ecuación de la recta límite será: 

 

a x a y a t31 32 33 0       

 

La otra recta límite l’ será la conseguida en la transformación inversa. 

 

 
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Caso 4º.- Caso de raíces imaginarias 

 

Se refiere al caso en el que la ecuación característica tenga  como solución dos 

raíces imaginarias y una real. 
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Capítulo 6 

 

Determinación de la 
matriz [M]. 

 
Se considera este punto como el núcleo del trabajo puesto que es la búsqueda 

de esta matriz la que hace desarrollar la mayor parte, tanto de la teoría expuesta 

como de los cálculos y aplicaciones. Se sabe que la homografía,  como 

proyectividad entre formas de una misma especie plantea, la siguiente ecuación 

 

 M
x
y
t
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t
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   [1] 

 

como forma analítica de su transformación espacial. También se sabe que esta 

matriz M, es de dimensiones 3x3. Lo que se desconoce son sus componentes 

lo que hace que [M] se plantee considerando cada elemento como una incógnita:  
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M
a b c
d e f
g h i



















; salvo proporcionalidad. 

A partir de este punto se plantearán 3 casos para su determinación con el fin de 

conocer ésta matriz bajo ciertas condiciones. El modo operativo que se 

desarrollará en cada uno de ellos va a ser el mismo. 

 

 Sea cual sea la situación homográfica, existen ciertos puntos dobles que en el 

caso de la homología se sitúan en el centro (V) y a lo largo del eje (e). Por lo 

tanto, la aplicación de la transformación homográfica nos tiene que dar, como 

imagen de estos puntos dobles, una identidad con ellos mismos tanto de un 

modo gráfico como analítico. 

 

Las incógnitas en la matriz M son 9, por lo que se necesitan 3 ternas de puntos 

dobles en donde aplicar la ecuación [1] para conseguir 9 ecuaciones. Pero se 

olvida el factor de proporcionalidad, que al no influir en los cálculos, infiere 3 

grados más de indeterminación, por lo que se necesita otro punto más al que 

aplicar la ecuación [1], y así conseguir 12 ecuaciones sobre 9 incógnitas y 3 

factores proporcionales. 

 

De igual manera, en los tres casos estudiados, se tomarán los 4 puntos más 

cómodos para el cálculo, razón por la cual las matrices solución serán 

presentadas de forma sencilla. Estos 4 puntos serán: el centro de homología y  

tres puntos situados sobre el eje. 

 

Las coordenadas tangenciales presentan una opción considerable dentro de las 

transformaciones homográficas, por lo que serán incluidas en el estudio. 

 

De los tres casos que se presentarán; el primero sitúa el centro V en el punto 

(0,1) de un sistema de referencia acomodado a la homología. Este primer caso 

constituye una situación puntual, no genérica, que se aproxima al estudio del 

segundo caso el cual sitúa el centro V en (0, q). El tercer caso utiliza las 
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x y k t p t
    


tg

cos



0  

 

en coordenadas absolutas. 

 

x y k p
    tg

cos



0  

 

La lectura de estas ecuaciones muestra propiedades de la homología que ya se 

conocían. La recta límite l, contiene el parámetro  para la orientación, que será 

el mismo que para el del eje, pero su distancia no está en función de la posición 

del eje sino del V y por el contrario en la recta límite l’, interviene la inclinación  

que será igual para todas, y un parámetro de distancia en función del eje, de tal 

forma que se cumpla: que la distancia del centro de homología a la recta límite l 

sea igual que la distancia del eje  a la recta límite l’.  

 

Nota: A lo largo de este capítulo, 6, se ha desarrollado el cálculo para la 

determinación de la matriz de transformación, M, en el cual se utilizó la constante 

k, que posteriormente se ha visto coincide con la característica de la homología. 

Actualmente se tiende a denominar a la característica de una homología con la 

letra , por lo que a partir de aquí se denominará a esta magnitud según la 

tendencia actual y su valor se sustituirá en el lugar de la constante k. 
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Capítulo 7 

 

Comprobación de la 
solución a través de 

algebra lineal. 
 
7.2.- COMPROBACIÓN PARA EL CASO HOMOLÓGICO. 
 

La homología, o más concretamente su proceso gráfico, constituye, además de 

la herramienta necesaria para conseguir una operación homográfica que se 

ajusta a unas propiedades, un proceso geométrico susceptible de ser tratado 

algebraicamente. 

 

En este estudio no se ha puesto en entredicho las mecánicas gráficas 

homológicas, sino que se han utilizado como guía para comprobar nuestros 

resultados analíticos. Una vez más se utilizarán con este fin pero tratadas 
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algebraicamente de forma analítica es decir, se llevarán los mecanismos a 

fórmulas matemáticas con el fin de que estas expresiones también corroboren 

los resultados matriciales a los que se está llegando. 

 

Las condiciones de partida son las que se vienen utilizando; un sistema de 

referencia que alberga su eje de abscisas en el eje homológico y, un eje de 

ordenadas que contiene al centro V. A partir de aquí planteamos la siguiente 

cuestión: Dado un punto A con coordenadas (m, p), obtenemos un resultado a 

través de cálculo matricial: 
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Que en coordenadas absolutas se consigue tras dividir esta terna solución entre 

un valor igual a la tercera coordenada, de tal manera que su nueva forma tenga 

la unidad como coordenada t, para que así sea directamente equiparable a las 

coordenadas absolutas: 
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Se pueden poner de forma más cómoda las coordenadas de A’  
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De lo que se trata es de comprobar este mismo resultado por medio del álgebra 

lineal. Se inicia el proceso a partir de un esquema como el de la Figura 7.1. 
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Comprobando su pertenencia a la recta HH’ se habrá solventado el caso 

particular, por ello se sustituyen las coordenadas de A’ en la ecuación [2]: 
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Con esto queda también demostrado para este caso particular 

 

7.2.- COMPROBACIÓN PARA EL CASO AFÍN. 
 

Actualmente se está trabajando en la determinación de la matriz M de 

transformación, con el fin de validarla para la otra mecanica importante, la 

afinidad, y obtener de esta forma una solución genérica que sirviese para la 

homografía en general.   

 

Por lo tanto sería lógico el que la comporbación algebraica pudiese ser valida  

para la mecánica afín. 
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Capítulo 8 

 

Transformación de una 
homología gráfica en 

una analítica. 
 
Después de haber hallado la matriz, que establece la relación matricial entre dos 

puntos homólogos, se demostrará, con un ejemplo, la aceptación de sus 

resultados. 

 

Se parte de la conocida matriz genérica de transformación M,  
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y del sistema planteado, a partir del cual se dedujo esta matriz. 
 

 
 

Figura 8.1. Sistema de coordenadas de partida 
 

Se plantean varias posibilidades para definir la homología. Las opciones, que 

más tarde se  estudiarán  puntualmente, son las siguientes: 

 

a) El centro, el eje y la recta límite 

b) Eje, centro y un par de puntos homólogos. 

c) El centro, el  eje,  y el valor de la característica () 

d) Tres pares de puntos homólogos. 

e) Eje, rectas límite y un par de rectas homólogas. 

f) Dos pares de puntos homólogos y la dirección del eje 

 

La realidad admite que todas estas formas de definición de una homología están 

íntimamente relacionadas a través de las propiedades de la geometría 

homográfica. 

 

Se tomará la primera opción de definición, por ser la de uso más frecuente. Los 

datos son: el eje (e), el centro (V) y la recta límite (l). El eje y el centro ya están  

situados inicialmente por lo que sólo habrá que colocar la recta límite (l). La 

ubicación de ésta puede situarse en infinitas posiciones, condicionando con cada 
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Figura 8.8. Representación gráfica de los datos para ejemplo de definición a 

través de dos pares de puntos homólogos y la dirección del eje. 
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Capítulo 9 

 

Aplicaciones. 
 
9.1.- COMPROBACION GRAFICO-ANALITICA DE LA TRANSFORMACION 

DE UN CUADRILATERO EN UN CUADRADO 

 

El siguiente apartado quiere ser un ejemplo práctico del estudio que se está 

realizando sobre proyectividad matricial aplicada a la homología. Se trata de ver 

que la transformación homológica de un cuadrilátero en un cuadrado tiene la 

posibilidad de tratarse gráfica y analíticamente, existiendo una relación tanto 

entre los elementos homológicos y la matriz de transformación como, por 

supuesto, entre los resultados conseguidos mediante uno y otro método. 
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9.2.- COMPROBACION GRAFICO-ANALITICA DE LA TRANSFORMACION 

DE UN CUADRILATERO EN UN TRAPECIO 

 

El trapecio es una figura conocida geométricamente y, a través de sus relaciones 

internas, se puede diseñar una homología capaz de convertir la figura inicial en 

un trapecio de las condiciones pedidas. Las relaciones sobre las que se tendrá 

que actuar son: el paralelismo entre base mayor y base menor y los ángulos 

entre las bases y los lados no paralelos. 

 

Aplicación práctica: 

 

Por lo tanto y, como se ha dejado entrever anteriormente, para este ejercicio 

disponemos como datos de partida de los vértices de un cuadrilátero. 

 

En la figura figura 9.4 aparecen los datos y características del cuadrilátero dado y 

del trapecio isósceles homólogo.  

 
 

Figura 9.4. Datos y características del cuadrilátero dado y del trapecio isósceles 

homólogo.  

 
La recta límite de la homología pasará por la intersección de los lados 12 y 34, 

por tener que transformarse en paralelos y por lo tanto cortarse en el infinito. El 

centro de homología V debe ser el punto donde se cortan los arcos capaces de 
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9.3.- COMPROBACION GRAFICO-ANALITICA DE LA TRANSFORMACION 

DE UNA CIRCUNFERENCIA EN ELIPSE 

 

La primera aplicación, que se realizará en el tema referente a las cónicas 

homológicas de la circunferencia, será aquella que consigue transformarla en 

una elipse. Se sabe que una circunferencia se transforma en una cónica 

diferente, en función de la disposición de los elementos de la homología. Para 

conseguir, como figura homóloga, una elipse, la condición que se le impone a la 

circunferencia es, que no tenga ningún punto en común con la recta límite ya 

que, de esta forma, ninguno de los puntos homólogos de la circunferencia será 

impropio. 

 

Aplicación práctica: 

 

Dada una circunferencia de centro C y los elementos homológicos: recta límite 

(l), eje (e) y centro de homología (V). Hallar la transformada de la misma y 

comprobar analíticamente los resultados. 

 

1º Resolución gráfica  

 

Los puntos, cuya comprobación se llevará acabo son los vértices de dos 

diámetros conjugados de la circunferencia, que posteriormente se transformarán 

en los vértices de los ejes de la elipse solución. Se denominarán a tales puntos 

T1, T2, T3 y T4. Las coordenadas de estos puntos y las de sus homólogos una 

vez completada la operación gráfica son los siguientes: 

 

T1 (29.019, 15.9045)    T1’ (43.8747, -17.34) 

T2 (-2.4981, 28.2480)     T2’ (-6.2670, -51.1030) 

T3 (14.0149, 31.5809)    T3’ (42.7727, -69.5051) 

T4 (-5.3318, -1.5193)     T4’ (-5.1648, 1.0613) 
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9.4.- COMPROBACION GRAFICO-ANALITIA DE LA TRANSFORMACION DE 

UNA CIRCUNFERENCIA EN PARABOLA  

 

En caso de que la circunferencia sea tangente en  un punto a  la recta límite, la 

transformación homológica tendrá como solución una parábola en la que los 

ramales, que se alargan hasta el infinito, representan la discontinuidad a que da 

lugar este punto tangente. Los extremos de la figura homóloga fugan hasta el 

infinito, en la dirección del eje de la parábola, lugar donde supuestamente se 

encontrarán.  

 

Aplicación práctica: 
 

Dados los elementos homólogos fundamentales como son: eje (e), recta límite (l) 

y centro de homología (V), una circunferencia tangente a la recta límite, se 

transforma en parábola y para su determinación habrá de obtenerse, el eje, la 

directriz, el vértice y el foco. Obtenida la solución, se tratará de comprobar 

analíticamente el resultado. 

 

1º Resolución gráfica 

 

Los puntos que se eligieron para realizar la comprobación del ejercicio son 

puntos utilizados para la construcción de la parábola y, tanto ellos como sus 

homólogos, son representados a continuación por medio de sus coordenadas: 

 

. V (19.9355, 20.5698)     M’ (29.9091, -17.7440) 

. M (50.0940, 23.9279)     M’ (81.8397, -224764) 

. 2 (10.8020, 35.1159)     2’ (25.0786, -46.8756) 

. N (52.3042, 26.8584)     N’ (92.6409, -27.3521) 

. L (53.7745, 29.5676)     L’ (103.2793, -32.6512) 

. P (54.8536, 32.4175)     P’ (115.6099, -39.2838)  
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9.5.- COMPROBACION GRAFICO-ANALITICA DE LA TRANSFORMACION 

DE UNA CIRCUNFERENCIA EN HIPERBOLA  

 

La tercera de las transformaciones homológicas de una circunferencia es la que 

la convierte en una hipérbola. La característica de la transformación consiste en 

que la circunferencia a transformar deberá ser cortada por la recta límite, ya que 

de esta forma dos puntos de la circunferencia tendrán sus homólogos en el 

infinito, lo que hace que la figura homóloga quede dividida en dos ramas. 
 

Aplicación práctica: 

 

Dada una circunferencia de centro C y los elementos homológicos: recta límite 

(l),  eje (e) y centro de homología (V), de tal forma que la recta límite sea secante 

a la circunferencia dada; hallar la transformada de la misma y comprobar 

analíticamente sus resultados. 

 

1º Resolución gráfica. 

 

De la circunferencia, los puntos que han sido seleccionados para su 

comprobación son los que a continuación se muestran acompañados de sus 

correspondientes homólogos, obtenidos mediante operaciones gráficas: 

 

. P (7.0998, 14.4423)    P’ (11.9018, -9.4193) 

. M (20.1953, 9.7592)    M’ (27.7290, -5.1484) 

. N (27.9919, 12.3663)    N’ (42.7486, -7.3263) 

. L (34.8208, 20.8608)    L’ (83.4601, -19.4527) 

. R (1.8805, 26.4746)    R’ (7.2567, -39.9860) 

 

La homología se presenta gráficamente a través de los elementos siguientes. 

Figura 9.12: 
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Capítulo 10 

 

Principales aportaciones. 
 
La geometría proyectiva y su aplicabilidad a la geometría descriptiva, es parte de 

una disciplina de la que se han asentado las bases y las directrices 

fundamentales desde los tiempos de Rene Desargues (s. XVII). Aunque es en 

los últimos 10 años donde se han establecido estrechas relaciones prácticas. 

   

Sin embargo, no en muchas ocaciones se ha mirado desde una perspectiva tan 

técnica, un asunto a priori, perteneciente al ambito matemático. Si de algo puede 

pecar la ingenieria en temas matemáticos, lejos claro esta del capítulo de la 

investigación, es de su pragmatismo. 

 

La geometría descriptiva y proyectiva, confieren como se ha dicho bases teóricas 

para las ciencias exactas y en el presente trabajo las herramientas para 

conseguir una relación real, practica y precisa entre los números y los grafos. 
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El estudio de la geometría descriptiva en ingenieria no ha dejado de lado un 

sentimiento de escasa renta para la vida real. Un paso más alla de la escuadra y 

el cartabón, coavitan disciplinas como la óptica, la astronomia o la propia 

representación gráfica a través de ordenador, para la cual son indispensables 

cualquiera de las dos ramas de la geometría. 

 

La principal aportación de esta tesis, consiste en dotar de los mecanismos de 

obtención de la matriz de transformación de un punto en su homologo, 

conociendo datos propios de la conversión geometrica en cuestión, apoyandose 

en la existencia de puntos de especial importancia que reducen la complejidad 

de la misma. 

 

Más que la propia matriz, el método para alcanzar la definición matemática de la 

homografia en particular, contribuye considerablemnete a abordar técnicas, 

problemas y situaciones de una manera más rápida y eficaz. 

 

Los algoritmos empleados hasta el momento actual en la técnica de la 

calibración, requieren de pares de puntos homólogos pertenecientes al obejeto y 

a su proyección. Dichas duplas, parten de información testeada manualmente, lo 

cual supone la adquisición de errores realtivos y/o absolutos de cara a establecer 

conseguir la ley de trasnformación intrinseca a ambos. 

 

Si estas operativas, basan la composición de la matriz de trasnformación, en 

puntos cuya principal característica es la inmutabilidad proyectiva, simplifican 

cuantiosamente el número de elementos a recoger y por lo tanto el error 

asociado. 

 

La simplificación que, que tanto en coordenadas cartesianas como polares, ha 

conseguido que una transformación homológica quede caracterizada por dos 

variables (k y q para este estudio), constituye la sintetización intrinseca de los 

esfuerzos de caracterización de este tipo de operaciones gráficas, así como la 

reducción de los errores sufragados en operaciones posteriores. 



 
Principales aportaciones. 

 

184 
 

 

El error cuadrático medio, valor consensuado para establecer criterios de 

calibración en maquinaria óptica, puede verse reducido si se consigue definir 

correctamente los puntos proyectivos dobles a los que se hace alusión en este 

trabajo y contrastar puntos homologos por medio de la matriz generada con 

estos elementos y la metodología expuesta. 
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Capítulo 11 

 

Aportaciones originales. 
 
Se resumen en los siguientes puntos algunas de las aportaciones originales que 

surgen fruto del desarrollo de la presente tesis: 

 

 Desarrollo de una metodologia para la determinación de la matriz de 

transformación que gobierna un mecanismo de geométrica descriptiva 

como son la homología y la afinidad.   

 Caracterización de una transformación homológica a través de dos 

variables (k, q) relativas a la posición de los elementos geoemtricos en un 

plano determinado. 

 Estudio de los parámetros de definición de transformaciones 

homográficas, aportando a estos la posibilidad de incluir directa o 

indirectamente los parámetros geométricos deducidos matemáticamente.  

 Estudio de casos prácticos donde se aplica la metodología desarrollada, 

obteniendo: 
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 La validez de la trasnformación matemática, con referencia a 

la transformación gráfica. 

  La validez de la trasnformación gráfica, con referencia a la 

transformación gráfica. 

 Error cometido en la operación homográfica utilizando 

cualquiera de las dos direcciones. 

 Análisis y minimización del error cuadrático medio en 

mecanismo de calibración.  

  
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Capítulo 12 

 

Posibles lineas de 

desarrollo futuro. 

 
Algunas de las lineas de trabajo para desarrollos futuros, relacionados con los 

resultados y aportaciones de esta tesis, son los siguientes: 

 

 Aplicación de la metodología de obtención de

 Determinación de los errores de calibración ���
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 Obtención de las matrices ...

 

  Determinación de los errores de ...

 

 Aplicaicones a los fenómenos conocidos como ...

 

 Mejora en la determinación de ...

 En procesos energéticos donde el sol sea la fuente de radación, se puede 

establecer ...

 

 Optimización de los algoritmos de ...

  

 Los movimientos y matrices de desplzamiento que gobiernan los sistemas 

en robótica, pueden ...
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Estos desarrollos son en algunos casos laboriosos, porque implican la 

reestructuración del proceso teórico y numérico, pero factibles en general. No se 

ha considerado necesario incluirlos en esta Tesis y se plantean como futuras 

líneas de estudio que la completarían, en tanto en cuanto se podrían tener 

planteadas todas las tipologías geométricas relacionadas con la homografía y las 

diferentes formas y opciones que plantean a la hora de definirse.  
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