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Introducción

La industria del desarrollo de software está en crisis. O tal vez seŕıa mejor decir que el
software continúa en crisis. Desde que la terminoloǵıa crisis del software fue acuñada
a mediados de los años 60, no se han encontrado motivos para decretar el final de la
famosa crisis. Los proyectos siguen alargándose más de lo previsto, los presupuestos
resultan siempre escasos y las revistas de Ingenieŕıa del Software siguen registrando
la poca fiabilidad de algunos de los desarrollos de software más emblemáticos (misiles
descontrolados, sistemas de equipajes caóticos en aeropuertos).

Dos consecuencias claras se desprenden de este panorama. En primer lugar, que
el problema es dif́ıcil y que va a estar con nosotros durante mucho tiempo. Manejar
la complejidad inherente al desarrollo de programas es un problema en el que ciertas
limitaciones humanas, todav́ıa no claramente elucidadas, aparecen involucradas. En
segundo lugar, esta situación muestra el (relativo) fracaso de los que abogaban, en los
años 60, por el uso de métodos formales (matemáticos) como panacea para acabar con
la temida crisis.

No obstante, el punto de vista que dirige el presente trabajo de investigación es
que, en ausencia de un conocimiento exacto de cuáles son los factores que influyen en
la dificultad esencial del desarrollo de programas, seŕıa arriesgado tirar por la borda la
experiencia acumulada a lo largo de los años en la utilización de métodos formales en el
análisis e implementación de software.

Nuestra propuesta consiste en utilizar como laboratorio experimental sistemas com-
plejos que ya llevan años funcionando y cuyo campo de aplicación es el Cálculo Simbólico
(en Topoloǵıa Algebraica, concretamente). Dichos sistemas tienen la ventaja de que, pro-
viniendo de las matemáticas, es de esperar que admitan un mejor acomodo al uso de
métodos formales en su análisis. En concreto, nuestro interés se centra en la especifica-
ción de dichos sistemas.

En la realización de programas informáticos que nos permitan resolver algún proble-
ma, el camino que debemos recorrer entre ese problema y la implementación del mismo en
un sistema de software es muy amplio. Un paso intermedio que podemos dar es la espe-
cificación de este problema. La especificación de un problema consiste en la descripción
abstracta y formal del mismo. Abstracta en el sentido de que buscamos establecer las
propiedades fundamentales presentes en dicho problema que darán lugar a las funciones
requeridas al sistema que va a ser diseñado, sin preocuparse por los aspectos espećıficos
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2 Introducción

de la implementación. Además, está expresada en algún lenguaje formal (normalmente
en lenguaje matemático) para evitar las imprecisiones propias del lenguaje natural en
el que habitualmente se presentan los problemas. Se plantea aśı la especificación con el
objetivo de servir de apoyo en el desarrollo de la posterior implementación centrándose
en “qué tiene que hacerse” (qué datos deben manejarse, qué operaciones deben actuar
sobre estos datos), sin preocuparse de la descripción del “cómo tiene que hacerse”.

Una situación inversa a la anterior, en la que también interviene la especificación
como paso intermedio entre la Computación y las Matemáticas, es la modelización de
programas ya implementados. Cuando tenemos un sistema de software ya implementado,
puede ser conveniente realizar la especificación de los algoritmos y de los tipos de datos
que intervienen en el mismo. El objetivo de esta especificación es ahora apoyarse en
la estructura de un lenguaje formal para, por un lado, confirmar la veracidad de los
resultados que nos ofrece el sistema y, por otro lado, razonar acerca de los procesos que
se realizan en el mismo. A través de dicho estudio es posible desarrollar otros programas
más eficaces, en cuanto a la obtención de nuevos resultados o en cuanto a la complejidad
algoŕıtmica de ese sistema.

Desde la década de los setenta se vienen usando técnicas algebraicas para la especi-
ficación de software en general y de los tipos de datos que intervienen en los programas
en particular. El lenguaje del Álgebra es adecuado para los objetivos perseguidos en la
especificación ya que permite definir con precisión y sin ambigüedades las componentes
fundamentales de cualquier problema. La teoŕıa de la Especificación Algebraica se ha
desarrollado notablemente desde entonces y se han originado distintas técnicas de espe-
cificación. Esta teoŕıa se ha constituido como un área de estudio dentro de las Ciencias
de la Computación.

Desde hace varios años (al menos desde 1991) viene funcionando un sistema de soft-
ware llamado EAT (siglas de Effective Algebraic Topology) [81, 82]. Este sistema fue
desarrollado por J. Rubio y F. Sergeraert y está destinado al Cálculo Simbólico en To-
poloǵıa Algebraica. En concreto realiza cálculos de grupos de homoloǵıa de algunos
espacios topológicos complejos, como por ejemplo de espacios de lazos iterados. En el
mismo se implementaron una serie de algoritmos diseñados por Sergeraert que se en-
marcan dentro de la Teoŕıa de la Homoloǵıa Efectiva [88] desarrollada por este mismo
autor. Antes de comenzar la construcción de este programa, Sergeraert se dio cuenta
que la programación funcional deb́ıa jugar un papel fundamental en el mismo a través
del concepto de codificación funcional [89]. Es probablemente por ello por lo que el
lenguaje de programación que se utilizó para la implementación del mismo es Common
Lisp.

Actualmente se ha desarrollado una segunda versión del programa que se ha llamado
Kenzo1 [34]. Una de las diferencias entre ambos sistemas, aparte de que Kenzo utiliza
algoritmos más eficientes (en tiempo y espacio en memoria) y que ampĺıa el cálculo a
grupos de homoloǵıa de nuevos espacios topológicos, es que Kenzo ha sido implemen-

1Este nombre proviene de las siglas de Constructive Algebraic Topology [80], es decir, CAT, siendo
Kenzo el nombre del gato de Sergeraert.



Introducción 3

tado utilizando CLOS (Common Lisp Object System) [93] que es la parte orientada a
objetos de Common Lisp. En este sistema se utilizan sustancialmente las ventajas deri-
vadas del uso de la programación orientada a objetos como por ejemplo la herencia y el
polimorfismo.

A través de ambos programas se han encontrado grupos de homoloǵıa que no han sido
obtenidos por ningún otro método, ni teórico ni automático, y que por lo tanto no han
podido ser confirmados, pero tampoco refutados; algunos ejemplos pueden encontrarse
en [80] o [82].

El primer objetivo a la hora de implementar ambos sistemas fue mostrar la viabilidad
de los algoritmos que Sergeraert hab́ıa diseñado, pero el análisis formal del programa, y
en particular del estudio de sus estructuras de datos no se llevó a cabo. No obstante,
a la vista de los resultados obtenidos por los mismos parece interesante realizar dicho
análisis, que aún en el caso de que no pudiese dar lugar a una prueba completa de
la corrección del programa, al menos permitiese razonar sobre los procesos internos de
cálculo.

Esta memoria es la continuación de una serie de trabajos [58, 57, 56] dirigidos hacia
la especificación algebraica de las estructuras de datos de EAT que dieron origen a la
tesis doctoral presentada por V. Pascual [72]. Relatamos a continuación brevemente los
resultados obtenidos en la misma que suponen el punto de partida de esta memoria.

A la hora de comenzar dichos trabajos se observó que en la literatura no se encon-
traban ejemplos de especificación algebraica de sistemas tan complejos (por tamaño y
conceptualmente) como EAT, por lo que la tarea a realizar no consist́ıa simplemente en
aplicar técnicas conocidas sino que era necesario introducir nuevas construcciones y con-
ceptos. En particular se comenzó por el estudio de uno de los aspectos más importantes
de EAT como son sus estructuras de datos. En este estudio se encontró que entre las
estructuras de datos de EAT pueden distinguirse dos capas. Una primera, básica, cons-
tituida por datos estándar (como números, listas, árboles...) y otra segunda, funcional,
dedicada a codificar estructuras algebraicas (como grupos (graduados), anillos, comple-
jos de cadenas...), cuyos elementos son datos de la primera capa. Debemos observar que
estas estructuras algebraicas son elementos que se utilizan en Topoloǵıa Algebraica y
además que el sistema no trabaja con una única de estas estructuras, sino que debe ma-
nejar en tiempo de ejecución familias de ellas. Una dificultad añadida es que la mayoŕıa
de estas estructuras tienen naturaleza infinita. Estas estructuras están codificadas en
EAT apoyándose en la programación funcional, en concreto usando herramientas defini-
das por Sergeraert como la codificación funcional [89] y los objetos localmente efectivos
[79].

En este estudio se comprobó que las técnicas de especificación algebraica clásicas
(simplificando: las basadas en la semántica inicial) son válidas para especificar los datos
de la primera capa. Sin embargo, estas técnicas no son útiles para realizar la especi-
ficación de las estructuras algebraicas que forman la segunda capa. No obstante, no
fue necesario recurrir a técnicas de especificación con conjuntos infinitos de géneros y
operaciones o a formalismos de orden superior, sino que resultó más conveniente utilizar
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una semántica final.

Para llevar a cabo la especificación de este tipo de estructuras se definió una ope-
ración, que se denominó operación imp, que modela el paso de un tipo de datos hasta
el tipo de las familias del tipo de partida. El nombre de imp deriva de que lo que
realmente se está especificando son implementaciones de estas estructuras más que las
estructuras en śı mismas, es decir, el tratamiento a nivel de máquina que EAT realiza de
ellas. Entonces, se obtuvo que las estructuras de datos de EAT forman parte de objetos
finales en adecuadas categoŕıas de implementaciones de tipos abstractos de datos. De
este modo se pudo concluir que la representación elegida por EAT para implementar sus
estructuras es lo “más general” posible, en el sentido de que a partir de cualquier otra
implementación existe una forma de llevar ésta a la implementación elegida por EAT.
Este resultado fue encontrado dentro de un marco basado en implementaciones, algo
alejado de las corrientes actuales en el campo de la especificación algebraica.

Buscando relaciones con las nuevas corrientes en este campo, se encontró, de un modo
bastante inesperado, que los resultados obtenidos estaban muy próximos a métodos de
especificación algebraica que se hab́ıan desarrollado sobre todo en la última década,
relacionados con la programación orientada a objetos, como son las especificaciones
ocultas y las coálgebras. Resultó bastante sorprendente porque se teńıa en mente que
la orientación a objetos en el campo de la homoloǵıa efectiva comenzaba en Kenzo y no
en EAT. El sistema EAT está basado en la programación funcional, mientras que Kenzo
está basado en la programación orientada a objetos (aunque también permanece presente
en el mismo la programación funcional). De este modo, trabajando en un ambiente
puramente algebraico se consiguió obtener un objeto final en una determinada categoŕıa
que resultaba ser un caso particular de objetos finales obtenidos en estos formalismos
para la especificación algebraica orientada a objetos.

Este trabajo comienza donde termina el estudio realizado por V. Pascual, de modo
que se intenta proseguir la tarea realizada por al menos tres caminos.

A través de la operación imp se consiguió relacionar distintos marcos de especificación
como son la especificación algebraica ecuacional, la especificación oculta y la especifica-
ción coalgebraica. Si utilizamos el lenguaje de las instituciones, noción que formaliza la
idea de un marco de especificación, la operación imp supone relaciones entre institucio-
nes que corresponden con los anteriores marcos de especificación. Podemos plantearnos
entonces redefinir esta operación en este ambiente más abstracto.

Otra posible v́ıa de estudio es tratar de abarcar fragmentos cada vez mayores de
EAT. El trabajo realizado previamente se ha centrado en especificar estructuras de
datos “aisladas”; sin embargo, estas estructuras no “viven” solas en el programa, sino
que existen operadores que permiten establecer relaciones entre ellas. El siguiente paso
a dar es tratar de modelar estas relaciones.

Por último, podemos iniciar el análisis del sistema Kenzo de modo similar a como se
ha hecho con EAT. Para ello debemos comprobar hasta qué punto las técnicas utilizadas
para EAT son aplicables a Kenzo. Debemos tener en cuenta que para implementar las
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estructuras de datos de Kenzo se han aprovechado las ventajas que ofrecen las técnicas
orientadas a objetos como son, entre otras, la herencia y el polimorfismo, herramientas
que no están presentes en EAT.

En esta memoria se presentan los resultados obtenidos en estas tres direcciones. La
estructura de la misma es la siguiente. El Caṕıtulo 1 está dedicado a presentar las de-
finiciones básicas y notaciones que se utilizarán a lo largo de la memoria. En concreto,
se estudian brevemente las técnicas de especificación más elementales que se recogen en
la especificación algebraica ecuacional. En el Caṕıtulo 2 se traslada la construcción imp
a relaciones entre instituciones. Estas relaciones dan lugar a un diagrama conmutativo
de morfismos de instituciones que muestran distintas formas equivalentes de entender
esta construcción, bien situándola en la institución algebraica ecuacional, bien en la
institución oculta o bien en una nueva definición de institución coalgebraica que hemos
necesitado incluir y que recoge una serie de coálgebras particulares. El Caṕıtulo 3 está
dedicado a exponer algunas de las dificultades que surgieron a la hora de establecer el
anterior diagrama conmutativo, aśı como a plantear posibles modificaciones y generali-
zaciones del mismo. En particular se obtienen dos diagramas alternativos al anterior. En
el primero se trata de generalizar los nodos que intervienen en el mismo. En el segundo
se plantean alternativas con otros tipos de morfismos de instituciones. En el Caṕıtulo
4 se aborda la tarea de realizar la especificación formal de relaciones entre estructuras
de datos de EAT. Nos centramos en el estudio de operadores en los que intervienen dos
estructuras, de modo que se construye una estructura a partir de otra. Para realizar
este modelado se abandona el ámbito institucional para recuperar el lenguaje algebraico
utilizado previamente en la especificación de las estructuras algebraicas por separado.
El Caṕıtulo 5 recoge los primeros pasos en la dirección de realizar la especificación de las
estructuras de datos de Kenzo. En particular nos interesan las caracteŕısticas orientadas
a objetos presentes en las mismas como son la herencia y el polimorfismo. En la espe-
cificación de ambas caracteŕısticas la noción de coerción juega un papel fundamental,
aunque con interpretaciones distintas para ambas. La memoria termina con una sección
dedicada a conclusiones y a trabajo futuro.





Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Introducción

El propósito de este caṕıtulo es presentar las definiciones, notaciones y resultados básicos
que utilizaremos a lo largo de esta memoria. En particular, dedicamos la primera sección
a fijar la terminoloǵıa referente a la Teoŕıa de Conjuntos y la segunda a exponer los
conceptos básicos de la Teoŕıa de Categoŕıas que necesitaremos posteriormente. En la
tercera sección desarrollamos la técnica de especificación algebraica más elemental: la
especificación algebraica ecuacional.

1.2 Conjuntos

A pesar de que las definiciones que presentamos en esta sección representan conocimien-
tos básicos en matemáticas, preferimos incluirlas para fijar las notaciones que usaremos
en la memoria. Son muchos los trabajos publicados que desarrollan la Teoŕıa de Con-
juntos. Nosotros hemos utilizado como referencias generales [73, 21], junto con [63] para
algunas definiciones particulares.

Consideramos como primitivas las nociones de conjunto y de pertenencia (∈) de un
elemento a un conjunto. Además, entenderemos que cada conjunto está dotado de una
igualdad entre sus elementos que habitualmente llamaremos igualdad literal del conjunto.
No entraremos en cuestiones de fundamentos de la Teoŕıa de Conjuntos. Sin embargo,
śı que necesitaremos hablar de clases para recoger la idea de clase de los conjuntos o del
universo de los conjuntos. No obstante, utilizaremos el concepto de clase únicamente a
un nivel intuitivo.

Usaremos los conceptos de conjunto vaćıo (∅), subconjunto (⊆), conjunto diferencia
(\), producto cartesiano (×) y unión e intersección (∪, ∩, respectivamente) de conjuntos.
Además, como es habitual, denotaremos por N al conjunto de los números naturales (que
incluye al 0), por N∗ al conjunto N \ {0} y por Z al conjunto de los números enteros.

7
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Si S es un conjunto, {As}s∈S denota la familia indexada por S de los conjuntos As

y se llama S-conjunto. Si R y S son dos conjuntos con R ⊆ S y A = {As}s∈S es un
S-conjunto, la restricción de la familia A a R se denota por A|R, es decir A|R = {As}s∈R.
Todas las nociones consideradas sobre conjuntos se generalizan de forma natural a fa-
milias indexadas de conjuntos.

1.2.1 Relaciones

Definición 1.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una relación entre A y B es un subcon-
junto R ⊆ A × B. Habitualmente expresamos (a, b) ∈ R escribiendo a R b.

Si A = B entonces hablamos de relación (binaria) en A.

Debemos hacer notar que es habitual utilizar el término correspondencia para nom-
brar lo que aqúı hemos llamado relación.

Definición 1.2.2. Sean R una relación entre A y B y C,D dos conjuntos tal que C ⊆ A,
D ⊆ B. La restricción de la relación R a C ×D es la relación entre C y D definida por
R|C×D = {(x, y) ∈ R | x ∈ C, y ∈ D}

Relaciones sobre conjuntos especialmente importantes son las relaciones de equiva-
lencia y de orden.

Definición 1.2.3. Sean A un conjunto y R una relación en A.

• Se dice que R es una relación de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

• Se dice que R es una relación de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definición 1.2.4. Sean A un conjunto y R una relación de equivalencia en A. Dos
elementos a, b ∈ A tales que a R b se dicen elementos equivalentes en A módulo R.

Para cada elemento x de A, la clase de equivalencia de x módulo R, que denotaremos
por [x]R, es el conjunto de todos los elementos de A equivalentes a x módulo R.

El conjunto de todas las clases de equivalencia módulo R se denomina conjunto
cociente de A módulo R y se denota por A/R.

1.2.2 Funciones

Un tipo de relaciones especiales son las funciones o aplicaciones.

Definición 1.2.5. Sean A y B conjuntos. Una función parcial o aplicación parcial de A
en B es una relación f ⊆ A × B que verifica que, para cada a ∈ A existe, como mucho,
un b ∈ B tal que (a, b) ∈ f .
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Escribiremos f(a) = b (o f(a) := b) en lugar de (a, b) ∈ f y diremos que f(a)
es indefinido si no existe b ∈ B tal que (a, b) ∈ f . En ambos casos, f(a) se dice el
valor de la función f en el argumento a. Denotaremos por f : A → B a una función
parcial f de A en B. El conjunto A se llama dominio de f y el conjunto B codominio.
Se llama dominio de definición de f al subconjunto de A dado por Def(f) = {a ∈
A | existe b ∈ B tal que f(a) = b} y conjunto imagen de f al subconjunto de B dado
por Im(f) = {b ∈ B | existe a ∈ A tal que f(a) = b}. Si Def(f) = A entonces f se
dice función total. De este modo, toda aplicación total es una aplicación parcial.

Habitualmente se suele definir una función total f : A → B a través de su domi-
nio, su codominio y una regla de correspondencia, que también se denota por f , que
permita asignar a cada elemento a de A el elemento f(a) de B. Para que una función
parcial f : A → B quede completamente definida de esta forma debemos dar además
el dominio de definición Def(f). De esta forma denotaremos una función parcial por
(f,Def(f), A,B) o bien por (f : A → B,Def(f)) o incluso por (f,Def(f)) si el dominio
y el codominio se deducen del contexto.

Podemos hablar simplemente de función o aplicación cuando el contexto permita
identificar si se trata de una aplicación total o parcial.

La siguiente definición contiene algunas propiedades que pueden verificar las funcio-
nes.

Definición 1.2.6. Sea f : A → B una aplicación parcial.

• f es inyectiva si para cada b ∈ B, existe a lo más un elemento a ∈ A tal que
f(a) = b.

• f es sobreyectiva si para cada b ∈ B, existe al menos un elemento a ∈ A tal que
f(a) = b.

• f es biyectiva si es total, inyectiva y sobreyectiva. En este caso se dice que A y B
son conjuntos biyectivos y lo representamos por A ' B.

Ejemplos de funciones que utilizaremos son las siguientes.

Ejemplo 1.2.7.

• Sean f : A → B y g : B → C dos funciones parciales. La función composición de
f y g se define como la función parcial g ◦ f : A → C con dominio de definición
Def(g ◦ f) = {a ∈ Def(f) | f(a) ∈ Def(g)} dada por g ◦ f(a) := g(f(a)),
∀a ∈ Def(g ◦ f).

• Sea f : A → B una función biyectiva. La función inversa de f se define como la
función f−1 : B → A dada por f−1(f(a)) := a para todo a ∈ A. Claramente f−1

es total y biyectiva.

• Sea A un conjunto. La función identidad sobre A es la función total idA : A → A
que se define por idA(a) := a, para todo a ∈ A.
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• Sean A, B dos conjuntos con A ⊆ B. La función inclusión de A en B, es la función
total iA : A → B que se define por iA(a) := a para todo a ∈ A.

• Sean f : A → B una función parcial y C ⊆ A. La función restricción de f a C es
la función parcial f |C : C → B con dominio de definición Def(f |C) = Def(f)∩C
dada por f |C(c) := f(c), para todo c ∈ Def(f |C).

• Un predicado es una función con codominio el conjunto de valores booleanos
{true, false}.

¤

Sea S es un conjunto y sean A = {As}s∈S, B = {Bs}s∈S dos S-conjuntos. Una función
(f : A → B,Def(f)) consiste en un S-conjunto, f = {fs : As → Bs, Def(fs)}s∈S.

1.3 Categoŕıas

En esta sección introducimos una serie de definiciones básicas de Teoŕıa de Categoŕıas
que utilizaremos posteriormente en esta memoria. Es amplia la bibliograf́ıa sobre esta
materia, nosotros hemos utilizado fundamentalmente [7, 60, 6].

Comenzamos dando una definición de categoŕıa. Este concepto pretende abstraer
el fondo que comparten muchas de las nociones con las que habitualmente se traba-
ja en diversas ramas de las matemáticas, formadas por “conjuntos con estructura” y
aplicaciones entre ellos que “conservan la estructura”.

Definición 1.3.1. Una categoŕıa C consta de

• una clase Obj(C) cuyos elementos se denominan objetos de la categoŕıa C;

• para cada par de objetos A,B ∈ Obj(C), una clase MorfC(A,B) cuyos elementos
se denominan morfismos de A en B;

• para cada terna A,B,C de objetos de C, una aplicación MorfC(A,B) ×
MorfC(B,C) → MorfC(A,C) que se denomina composición. La composición
de un par (f, g) se denota por g ◦ f ;

• para cada objeto A de C, un morfismo distinguido en MorfC(A,A) que se denomina
identidad y se denota idA,

de forma que se verifican los siguientes axiomas:

1. la composición es asociativa, es decir, dados f morfismo de MorfC(A,B), g morfis-
mo de MorfC(B,C) y h morfismo de MorfC(C,D), se verifica la siguiente igualdad

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
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2. para cada objeto B de C la identidad idB se comporta como elemento neutro para
la composición. Es decir, dados f morfismo de MorfC(A,B) y g morfismo de
MorfC(B,C) se tienen las siguientes igualdades

idB ◦ f = f, g ◦ idB = g

Escribiremos f : A → B para representar f ∈ MorfC(A,B) y llamaremos al objeto
A dominio y al objeto B codominio del morfismo f . Además, escribiremos Morf(C)
para representar la clase de todos los morfismos de C. Un morfismo f : A → A se dice
endomorfismo de A.

Ejemplo 1.3.2.

• El primer ejemplo de categoŕıa lo constituye la categoŕıa de los conjuntos, que se
denota por Set. Esta categoŕıa tiene por objetos los conjuntos y por morfismos
las aplicaciones totales. La composición y el morfismo identidad para un conjunto
son la composición de aplicaciones y la aplicación identidad sobre ese conjunto.

• Otros ejemplos de categoŕıas que utilizaremos vienen dados por estructuras ma-
temáticas junto con las aplicaciones que “conserven” dicha estructura. Un ejemplo
de este tipo de categoŕıas es la categoŕıa de grupos, que denotamos por GRP , cuyos
objetos son los grupos y cuyos morfismos son los homomorfismos de grupos.

¤

Las notaciones empleadas para referirnos a la teoŕıa abstracta de categoŕıas se impor-
tan del ejemplo caracteŕıstico de la categoŕıa de conjuntos, pero no ha de sorprendernos
la aparición de otros ejemplos de naturaleza bien distinta a los que se adapte mejor otro
tipo de notación.

Habitualmente se suelen trabajar con categoŕıas especiales que restringen el alcance
de la definición anterior. Definimos a continuación alguna de ellas.

Definición 1.3.3.

• Una categoŕıa C se dice localmente pequeña si para cada par de objetos A,B ∈
Obj(C), MorfC(A,B) es un conjunto.

• Una categoŕıa C se dice pequeña si Morf(C) es un conjunto.

• Una categoŕıa C se dice discreta si sus únicos morfismos son las identidades.

En una categoŕıa podemos identificar su clase de objetos con la clase formada por los
morfismos identidad. De esto se sigue que en una categoŕıa pequeña, la clase de objetos
es un conjunto. Habitualmente se trabaja con categoŕıas localmente pequeñas, de modo
que se suele adoptar la definición de este tipo de categoŕıas como la definición general
de categoŕıa (ver por ejemplo [7]). En este caso, una categoŕıa pequeña es aquélla cuya
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clase de objetos es un conjunto. Una categoŕıa discreta queda determinada únicamente
por la clase de sus objetos, de modo que puede identificarse con dicha clase.

La siguiente definición contiene la noción de isomorfismo en una categoŕıa.

Definición 1.3.4. Sean C una categoŕıa y f : A → B un morfismo en C. Se dice que
f es un isomorfismo en C entre A y B si existe un morfismo en C, g : B → C, tal que
g ◦ f = idA y f ◦ g = 1B. En este caso los objetos A y B se dicen isomorfos y se denota
por A ' B.

Definimos a continuación una serie de construcciones sobre categoŕıas que utilizare-
mos posteriormente en esta memoria.

Definición 1.3.5. Una subcategoŕıa D de una categoŕıa C es una categoŕıa formada por
algunos de los objetos y por algunos de los morfismos de C, tal que verifique que si A
es un objeto de D entonces el morfismo identidad idA en C está en D, y si f : A → B y
g : B → C son morfismos de D entonces la composición g ◦ f en C está en D.

Dos tipos de subcategoŕıas de una categoŕıa que se dan con frecuencia son las subca-
tegoŕıas plenas y las cerradas por isomorfismos. Las primeras se caracterizan porque la
subcategoŕıa conserva todos los morfismos de la categoŕıa para cada pareja de objetos.
Las segundas por contener todos los objetos isomorfos a alguno de los objetos de la
subcategoŕıa.

Definición 1.3.6. Una subcategoŕıa D de una categoŕıa C se dice plena si para cada
pareja de objetos A, B de D se tiene que MorfD(A,B) = MorfC(A,B).

Definición 1.3.7. Sea D una subcategoŕıa de una categoŕıa C. Se dice que D es cerrada
por isomorfismo si para cada pareja de objetos A,B ∈ C si A ∈ D y A ' B entonces
B ∈ D.

A partir de una categoŕıa podemos construir otra si invertimos sus morfismos.

Definición 1.3.8. Sea C una categoŕıa. La categoŕıa dual de C que denotaremos por Cop

es la categoŕıa que tiene los mismos objetos que C y que para cada morfismo f : A → B
en C, un morfismo f : B → A se incluye en Cop. Es decir, MorfC(A,B) = MorfCop(B,A).

Nos interesan algunas nociones elementales en Teoŕıa de Categoŕıas como son copro-
ducto, objeto inicial y objeto final.

Definición 1.3.9. Sea J un conjunto y sea {Aj}j∈J una familia de objetos de una
categoŕıa C. El coproducto de la familia {Aj}j∈J es una par (P, {ij}j∈J) donde P es
un objeto de C y, para cada j ∈ J , ij : Aj → P es un morfismo de C, de modo que,
para cualquier otro par (Q, {sj}j∈J) con Q objeto de C y sj : Aj → Q morfismo de C,
se verifica que existe un único morfismo F : P → Q en C, tal que para cada j ∈ J ,
F ◦ ij = sj, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:
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Definición 1.3.10. Sea C una categoŕıa.

• Un objeto I de C se dice inicial en C si, para cualquier otro objeto A de C, existe
un único morfismo en C de I en A .

• Un objeto F de C se dice final en C si, para cualquier otro objeto A de C, existe
un único morfismo en C de A en F .

El coproducto de una familia, el objeto inicial y el objeto final pueden no existir en
una categoŕıa pero, en caso de existir, son únicos salvo isomorfismo.

1.3.1 Funtores

De la misma forma que relacionamos unos conjuntos con otros mediante aplicaciones,
o conjuntos estructurados con otros mediante aplicaciones que conserven su estructura,
un funtor es un morfismo entre categoŕıas que preserva la estructura de categoŕıa.

Definición 1.3.11. Sean C y D dos categoŕıas. Un funtor F de C a D, que denotaremos
por F : C → D, asigna:

• a cada objeto A de C, un objeto F (A) de D;

• a cada morfismo f : A → B de C, un morfismo F (f) : F (A) → F (B) de D;

y verifica que:

1. conserva la composición, es decir, para cada par de morfismos f ∈ MorfC(A,B),
g ∈ MorfC(B,C), se tiene que F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f);

2. conserva las identidades, es decir, para cada objeto A de C, F (idA) = idF (A).

Un funtor F de una categoŕıa en śı misma, F : C → C, se dice endofuntor de C.

Se puede definir de modo natural la composición de funtores, operación que resulta
ser asociativa y, para cada categoŕıa, existe el correspondiente funtor identidad. De
este modo, las categoŕıas junto con los funtores entre ellas constituyen una categoŕıa:
la categoŕıa de categoŕıas, que denotamos por CAT . En esta memoria utilizaremos
una categoŕıa más restringida que es la categoŕıa de categoŕıas localmente pequeñas que
denotaremos por Cat.



14 Caṕıtulo 1. Preliminares

Ejemplo 1.3.12.

1. Sean C y D dos categoŕıas y sea A un objeto de D. El funtor constante sobre A es
el funtor que lleva todos los objetos de C sobre A y todos los morfismos de C sobre
idA.

2. Entre una subcategoŕıa D de una categoŕıa C y esta última categoŕıa se puede
definir un funtor inclusión dado por la identidad sobre los objetos y los morfismos
de D.

3. Un tipo de funtores que se dan con cierta frecuencia son los funtores “tipo olvido”
que relacionan dos categoŕıas de modo que se olvida parte de la estructura de la
primera. Por ejemplo, podemos definir el funtor olvido entre las categoŕıas GRP y
Set de modo que se prescinde de la estructura de grupo, quedándonos sólo con el
conjunto subyacente a un grupo y la aplicación que subyace en un homomorfismo
de grupos.

¤

1.3.2 Transformaciones naturales

Existe una manera de relacionar funtores entre categoŕıas con la idea intuitiva de re-
lacionar cómo dichos funtores actúan sobre los mismos objetos. Esta idea da origen al
concepto de transformación natural.

Definición 1.3.13. Sean C y D dos categoŕıas y sean F,G : C → D dos funtores entre
ellas. Una transformación natural entre F y G, que denotaremos por η : F ⇒ G, es una
clase de morfismos (ηA : F (A) → G(A))A∈Obj(C) de D, un morfismo por cada objeto de
C, tal que para cada morfismo f : A → B de C se tiene que G(f) ◦ ηA = ηB ◦ F (f), es
decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

F (A)
ηA−−−→ G(A)

F (f)

y yG(f)

F (B) −−−→
ηB

G(B)

La composición de dos transformaciones naturales es una transformación natural,
siendo además la composición asociativa. Además, para cada funtor existe la trans-
formación natural identidad. Si trabajamos en la categoŕıa de categoŕıas (localmente
pequeñas) Cat, dadas dos categoŕıas C y D podemos hablar de la categoŕıa de funto-
res entre C y D, cuyos objetos son los funtores entre ellas y cuyos morfismos son las
transformaciones naturales entre funtores.
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1.4 Especificación algebraica ecuacional

A continuación introducimos algunas nociones básicas sobre especificación algebraica.
Estas definiciones son bastante estándar y están ampliamente recogidas en la literatura
(por ejemplo, [63] es una buena referencia, bien escrita y con muchos ejemplos y ejercicios
propuestos, donde podemos encontrar estas definiciones; otras pueden ser [36] o [87]).

La idea básica dentro de la especificación algebraica es que un sistema, en nuestro caso
nos referiremos siempre a un tipo de datos, puede ser modelado mediante un álgebra, es
decir, como un dominio de datos junto con un conjunto de funciones sobre este dominio.
No obstante, es habitual integrar distintos tipos de datos elementales, que forman parte
de otro más complicado. De este modo son necesarios varios dominios de datos y se
debe exigir que las funciones concuerden con el prototipo que se les asigne. Es por ello
conveniente disponer de un nombre para cada uno de estos dominios de datos y también
para cada una de las operaciones. Este conjunto de nombres constituye la sintaxis para
un álgebra y recibe el nombre de signatura.

1.4.1 Signaturas

Definición 1.4.1 (Signatura). Una signatura Σ es una pareja de conjuntos de śımbolos
Σ = (S, Ω). Los elementos de S se denominan géneros y los elementos de Ω operaciones.
Cada operación ω ∈ Ω tiene asociada una aridad, es decir, una secuencia no vaćıa
de elementos de S, s1 . . . sns, que fija el perfil de la operación (es habitual escribir
ω : s1 . . . sn → s). En este caso, ω es el nombre de una operación con n argumentos
(cada uno de ellos del género correspondiente) y resultado de género s. Cuando n = 0,
la operación ω : → s se llama constante de género s.

Debemos notar que la definición anterior permite tener diferentes operaciones en
una signatura con el mismo nombre, tales nombres de operaciones se dicen que están
sobrecargados (la igualdad entre operaciones implica la igualdad de sus nombres y la
igualdad de sus aridades).

Si tenemos dos signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′), decimos que Σ es una subsig-
natura de Σ′ si Σ ⊆ Σ′, lo que significa que S ⊆ S ′ y Ω ⊆ Ω′. La unión de signaturas,
denotada por Σ ∪ Σ′, tiene por géneros S ∪ S ′ y por operaciones Ω ∪ Ω′.

Una aplicación entre signaturas, que haga corresponder sus respectivos géneros y
operaciones, tal que respete la aridad de las operaciones recibe el nombre de morfismo
de signaturas.

Definición 1.4.2 (Morfismo de signaturas). Un morfismo de signaturas µ : Σ → Σ′,
entre dos signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′), es una pareja de aplicaciones conjuntistas
µ = (µS : S → S ′, µΩ : Ω → Ω′) tal que para cada operación ω ∈ Ω de aridad s1 . . . sns,
su imagen, µΩ(ω), tiene aridad µS(s1) . . . µS(sn)µS(s).
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Denotaremos a ambas aplicaciones que integran un morfismo de signaturas por µ, si
el contexto no da lugar a confusión.

Signaturas y morfismos de signaturas definen una categoŕıa que llamamos categoŕıa
de signaturas y que denotamos por SIGE . Esta categoŕıa constituye el ámbito sintáctico
de la especificación algebraica ecuacional.

Ilustraremos con unos ejemplos estas definiciones.

Ejemplo 1.4.3.

1. Definimos una signatura BOOL con un único género S = {bool} y cuyas operaciones
son Ω = {true : bool, false : bool, not : bool bool, and : bool bool bool}. Habitual-
mente utilizaremos un lenguaje que es más apropiado para describir signaturas:

signatura BOOL

géneros bool
operaciones
true : → bool
false : → bool
not : bool → bool
and : bool bool → bool

finsig.

Como vemos, esta signatura puede considerarse como la sintaxis para el “álgebra
de booleanos”.

2. Ejemplos caracteŕısticos de morfismos de signaturas son los renombrados de
géneros y operaciones. Estos constituyen morfismos de signaturas biyectivos. Por
ejemplo, si tomamos las siguientes signaturas MND y MND2:

signatura MND

géneros m
operaciones
bin : m m → m
e : → m

finsig,

signatura MND2

géneros l
operaciones
concat : l l → l
unit : → l

finsig,

la pareja µ = (µS, µΩ) dada por µS(m) = l, µΩ(bin) = concat, µΩ(e) = unit define
un morfismo de signaturas, que es un isomorfismo.

3. Consideramos ahora la signatura definida por:
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signatura GRP

géneros g
operaciones
prd : g g → g
unt : → g
inv : g → g

finsig

Entre MND y GRP podemos considerar el morfismo de signaturas ϕ = (ϕS, ϕΩ) dado
por: ϕS(m) = g, ϕΩ(bin) = prd, ϕΩ(e) = unt. El morfismo ϕ corresponde a otro
tipo de morfismo natural entre dos signaturas: la inclusión de signaturas.

¤

1.4.2 Álgebras

Un álgebra atribuye significado a una signatura. Consiste en interpretar los śımbolos
de géneros y operaciones asociando un conjunto de datos a cada género y una función
a cada operación. Representa de este modo un modelo matemático para la sintaxis
definida por la signatura.

Definición 1.4.4 (Álgebra total). Sea Σ = (S, Ω) una signatura. Un álgebra (total)
A para Σ (o Σ-álgebra) es un par de familias A = 〈(As)s∈S, (ωA)ω∈Ω〉. Para cada s ∈ S,
As es un conjunto, llamado soporte en A de género s, y para cada ω ∈ Ω de perfil
ω : s1 . . . sn → s, ωA es una función total ωA : As1×· · ·×Asn → As, llamada interpretación
en A de la operación ω.

Las funciones que se interpretan de las operaciones son funciones totales, posterior-
mente definiremos otro tipo de álgebras en la que podremos relajar esta condición, per-
mitiendo funciones que no tengan que estar necesariamente definidas en todo el dominio,
es decir, funciones parciales.

Se pueden definir morfismos entre álgebras, más concretamente aplicaciones entre los
conjuntos soportes, de forma que sean compatibles con las funciones de ambas álgebras.
Estas aplicaciones se llaman homomorfismos.

Definición 1.4.5 (Homomorfismo). Sean Σ = (S, Ω) una signatura y A y B dos
Σ-álgebras. Un Σ-homomorfismo f : A → B de A en B es una familia de funciones
(fs : As → Bs)s∈S tal que para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, se verifica la
siguiente condición de homomorfismo

fs(ωA(a1, . . . , an)) = ωB(fs1(a1), . . . , fsn(an))

para todo (a1, . . . , an) ∈ As1 × · · · × Asn .
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Podemos nombrar a un Σ-homomorfismo, simplemente por homomorfismo si el con-
texto permite distinguir la signatura sobre la que está definido.

Las Σ-álgebras y los Σ-homomorfismos definen una categoŕıa que llamamos categoŕıa
de Σ-álgebras y denotamos Alg(Σ).

Ejemplo 1.4.6.

1. Un ejemplo de álgebra A para la signatura BOOL es el conjunto Abool = {0, 1} y
las funciones trueA = 1, falseA = 0, notA(1) = 0 y notA(0) = 1, y para todo
a, b ∈ Abool, andA(a, b) = a ∗ b.

2. Un álgebra B para la signatura MND es la formada por el conjunto Bm = Z y las
funciones eB = 0 y para todo a, b ∈ Bm, binB(a, b) = a + b.

3. Un álgebra C para la signatura GRP es la formada por el conjunto Cg = Bm y las
funciones eC = eB, prdC = binB y para todo a ∈ Cg, invC(a) = −a.

4. En general, si nos fijamos en la signatura GRP, una GRP-álgebra consiste en un
conjunto que tiene un elemento distinguido (correspondiente a la operación e : →
g) y que dispone de dos operaciones internas, una unaria y otra binaria. En
concreto, cualquier grupo resulta ser una GRP-álgebra. Además, los homomorfismos
de grupos son morfismos de GRP-álgebras. Análogamente, cualquier monoide es una
MND-álgebra.

¤

Un tipo de dato puede ser modelado con un álgebra y desde un punto de vista
matemático podemos decir que los tipos de datos son álgebras. Sin embargo, para el
diseño de sistemas de software, interesa en la especificación no tanto la representación
concreta del tipo de datos, sino solamente sus propiedades a nivel abstracto. Es decir, en
la especificación no es necesario distinguir tipos de datos concretos que sean iguales bajo
renombrado de los conjuntos de datos y operaciones. Es más, podŕıa ser útil considerar
esta clase de tipos similares como una unidad en un nivel más abstracto. Esto nos lleva
a la noción de tipo abstracto de dato.

Definición 1.4.7 (Tipo abstracto de datos). Un Tipo Abstracto de Datos (TAD)
para una signatura Σ es una subcategoŕıa plena C de Alg(Σ) que es cerrada bajo iso-
morfismo.

Un morfismo de signaturas, que define una relación entre dos signaturas, da lugar
a una relación entre álgebras y homomorfismos v́ıa la noción de reducto. No obstante,
la dirección de la relación en este contexto semántico es el inverso de la que tiene el
morfismo de signaturas.

Definición 1.4.8 (Reducto de un álgebra). Sean Σ = (S, Ω) y Σ′ dos signaturas,
µ : Σ → Σ′ un morfismo de signaturas y A′ una Σ′-álgebra. El µ-reducto de A′ es la Σ-
álgebra A′|µ que tiene como soporte para cada género s ∈ S, el soporte en A′ de µS(s), es
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decir, A′|µs = A′
µS(s), y como interpretación de cada operación ω ∈ Ω, la interpretación

en A′ de µΩ(ω), es decir, ωA′|µ = µΩ(ω)A′ .

En el caso en el que µ sea un morfismo de signaturas inclusión, podemos escribir
A′|Σ en lugar de A′|µ, para dejar patente que A′|µ no es sino la restricción de A′ a la
subsignatura Σ.

Definición 1.4.9 (Reducto de un homomorfismo). Sean Σ = (S, Ω) y Σ′ dos
signaturas, µ : Σ → Σ′ un morfismo de signaturas, A′, B′ dos Σ′-álgebras y f ′ : A′ → B′

un Σ′-homomorfismo. El µ-reducto de f ′ es el Σ-homomorfismo f ′|µ : A′|µ → B′|µ tal
que, para cada género s ∈ S, la función de f ′|µ correspondiente a s, es la función de f ′

para µS(s), es decir, (f ′|µ)s = f ′
µS(s).

Estas construcciones se extienden a un funtor modelos ModE : SIGE → Catop, donde
Catop denota la dual de la categoŕıa de categoŕıas, que asocia a cada signatura Σ la
categoŕıa Alg(Σ) de sus Σ-álgebras.

Ejemplo 1.4.10. Dados el morfismo de signatura ϕ entre las signaturas MND y GRP y
la GRP-álgebra C del ejemplo anterior, el álgebra ϕ-reducto de C es la MND-álgebra F |ϕ
dada por B. Aśı, en general, la inclusión de la signatura MND en GRP induce un funtor
tipo olvido entre la categoŕıa de GRP-álgebras y la de MND-álgebras. ¤

Una construcción especialmente interesante que utilizaremos en este trabajo es la
noción de álgebra cociente. De modo informal, un álgebra cociente es un álgebra en
la que se ha hecho una identificación sobre los elementos del conjunto soporte. Esta
identificación se realiza con la ayuda de una relación de congruencia que es una rela-
ción de equivalencia sobre cada conjunto soporte del álgebra que es preservada por las
operaciones.

Definición 1.4.11 (Relación de congruencia). Sean Σ = (S, Ω) una signatura y A
una Σ-álgebra. Una relación de congruencia sobre A es una familia Q = (Qs)s∈S de
relaciones de equivalencia, Qs en As, s ∈ S, tal que para cada operación ω : s1 . . . sn →
s ∈ Ω, n ≥ 1 y para cada ai, a

′
i ∈ Asi

con ai Qsi
a′

i, 1 ≤ i ≤ n se verifica que:

ωA(a1, . . . , an) Qs ωA(a′
1, . . . , a

′
n).

Definición 1.4.12 (Álgebra cociente). Sean Σ = (S, Ω) una signatura, A una Σ-
álgebra, y Q = (Qs)s∈S una relación de congruencia en A. El álgebra cociente de A por
Q es la Σ-álgebra A/Q que se define por:

• el conjunto A/Qs = {[a]Qs | a ∈ As}, para cada género s ∈ S,

• la función ωA/Q
([a1]Qs1

, . . . , [an]Qsn
) = [ωA(a1, . . . , an)]Qs , para cada operación

ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, y cada [ai]Qsi
∈ A/Qsi

, i = 1, . . . , n.

donde [a]Qs denota la clase de equivalencia de a con respecto a la relación Qs.
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En general, a partir de cualquier homomorfismo entre dos álgebras que sea compatible
con las relaciones de equivalencia que definen cocientes sobre las mismas, podemos definir
un homomorfismo cociente entre las respectivas álgebras cocientes.

Proposición 1.4.13. Sean Σ = (S, Ω) una signatura, A,B dos Σ-álgebras, Q = (Qs)s∈S

una relación de congruencia en A y R = (Rs)s∈S una relación de congruencia en B, y
sea h : A → B un Σ-homomorfismo de A en B tal que para cada s ∈ S y cada a, a′ ∈ As

verifica que si a Qs a′ entonces hs(a) Rs hs(a
′). Entonces, la familia de aplicaciones

h/Q,R = (h/Q,Rs
: A/Qs → B/Rs)s∈S, que definimos por h/Q,Rs

([a]Qs) = [hs(a)]Rs, para
cada [a]Qs ∈ A/Qs, es un Σ-homomorfismo de A/Q en B/R.

1.4.3 Ecuaciones

A partir de las constantes y de los śımbolos de las operaciones de una signatura, junto con
un conjunto de śımbolos de variables para cada género, podemos construir los términos
de la signatura. Estos términos permiten construir ecuaciones y las ecuaciones serán
usadas como axiomas para restringir el comportamiento semántico posterior que se exige
a las álgebras de una signatura. Una signatura junto con un conjunto de sus ecuaciones
constituyen una especificación.

Definición 1.4.14 (Variables). A cada signatura Σ = (S, Ω) se le asocia una familia
V = (Vs)s∈S de conjuntos infinitos disjuntos. Un elemento de Vs, s ∈ S, se llama variable
de género s. Una familia X = (Xs)s∈S con Xs ⊆ Vs, para todo s ∈ S se llama conjunto
de variables para la signatura Σ. Se asume que las variables de V y los nombres de las
operaciones de Ω son distintos.

De manera informal, V constituye un “universo” de variables mientras que X contiene
las variables con las que vamos a trabajar. El universo se supone lo suficientemente
grande para permitir añadir en cualquier momento “nuevas” variables a X.

Definición 1.4.15 (Términos). Sean Σ = (S, Ω) una signatura y X un conjunto
de variables para ella. El conjunto de Σ(X)-términos, que denotamos por TΣ(X), es
la familia de conjuntos (TΣ(X),s)s∈S que se define por inducción estructural, para cada
s ∈ S, de la siguiente forma:

1. Xs ⊆ TΣ(X),s;

2. si ω : → s es una constante de Ω, entonces ω ∈ TΣ(X),s;

3. si ω : s1 . . . sn → s, n ≥ 1 es una operación de Ω y si ti ∈ TΣ(X),si
para cada

i = 1, . . . , n, entonces ω(t1, . . . , tn) ∈ TΣ(X),s.

Un elemento de TΣ(X),s se llama Σ(X)-término de género s, o Σ-término de género s o
simplemente término de género s, si no hay lugar a confusión.
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Si t es un Σ(X)-término, V ar(t) denota el conjunto de variables que están contenidas
en t. Un término t con V ar(t) = ∅, se llama término sin variables. El conjunto de los
términos sin variables para una signatura Σ se denota por TΣ = (TΣ,s)s∈S, donde TΣ,s

denota el conjunto de los términos sin variables de género s.

Ejemplo 1.4.16. Sea MND la signatura del Ejemplo 1.4.3 y sea Xm = {x, y, z}. Términos
de género m son: x, e, bin(bin(e, x), y). ¤

Definición 1.4.17 (Subtérmino). Un término se dice subtérmino de otro si ocurre
como subcadena dentro de éste.

En la siguiente sección atribuiremos significado a un término dentro de un álgebra.
Para ello será necesario que el género de cada término esté uńıvocamente determinado.
Una signatura que verifique esta condición se dice fuertemente tipada. Claramente una
signatura es fuertemente tipada si sus operaciones tienen diferentes nombres. Sin em-
bargo, esta condición es demasiado restrictiva en la práctica, ya que incluso los lenguajes
de programación clásicos permiten sobrecargar operaciones (por ejemplo, los operadores
aritméticos actúan sobre distintos tipos de números). No obstante, no necesitamos todo
tipo de operaciones sobrecargadas, nos restringiremos a aquellas operaciones que verifi-
quen que si tienen el mismo nombre y además tienen los mismos argumentos entonces
obligatoriamente son iguales. El siguiente teorema demuestra que dichas aplicaciones
son suficientes para garantizar que cada término en una signatura tiene un único género.

Teorema 1.4.18. Sea Σ = (S, Ω) una signatura. Si para cualquier pareja de operaciones
ω : s1 . . . sn → s y ω′ : s′1 . . . s′m → s′ de Ω con s 6= s′ se verifica que

si ω = ω′ y n = m, entonces existe i, 1 ≤ i ≤ n, con si 6= s′i,

entonces la signatura Σ es fuertemente tipada.

Si tenemos una relación entre signaturas dada a través de un morfismo de signaturas,
podemos extender dicha relación a los correspondientes conjuntos de términos (la idea
consiste en cambiar los nombres de las operaciones en los términos v́ıa el morfismo de
signaturas).

Definición 1.4.19 (Extensión de un morfismo de signaturas a términos). Sean
Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′) dos signaturas, µ : Σ → Σ′ un morfismo de signaturas y X un
conjunto se variables para Σ. La extensión de µ a X es el conjunto de variables para
Σ′ dado por µT (X) = (∪µS(s)=s′Xs)s′∈S′ . La extensión de µ a un Σ-término t ∈ TΣ(X)

es el Σ′-término µT (t) ∈ TΣ′(µT (X)) que se define por inducción sobre la forma de t del
siguiente modo:

• si t = x, una variable con x ∈ Xs, s ∈ S, entonces µT (x) = x;

• si t = ω, con ω : → s una constante de Ω, entonces µT (ω) = ω′, con ω′ = µΩ(ω);

• si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 1, y ti ∈ TΣ(X),si
, i = 1, . . . , n,

entonces µT (ω(t1, . . . , tn)) = ω′(µT (t1), . . . , µT (tn)).
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Prescindiremos del sub́ındice escribiendo µ(t) en lugar de µT (t) si el contexto no da lugar
a confusión.

Ejemplo 1.4.20. El renombrado entre las signaturas MND y MND2 del Ejemplo 1.4.3
extiende los MND-términos de género m: x, e, bin(bin(e, x), y) a los MND2-términos de
género l: x, unit, concat(concat(unit, x), y). ¤

Definición 1.4.21 (Ecuación). Sea Σ = (S, Ω) una signatura. Una Σ-ecuación e es
una terna e = (X, t1, t2) donde X es un conjunto de variables para Σ y t1, t2 son dos
Σ(X)-términos de mismo género, es decir t1, t2 ∈ TΣ(X),s para algún género s ∈ S.
Podemos llamarla simplemente ecuación si no hay ambigüedad en la signatura sobre la
que está construida.

Cuando X es exactamente el conjunto de variables que están presentes en t1 y t2,
por simplicidad, no se suele indicar expĺıcitamente el conjunto de variables X. En este
caso se expresa una ecuación por t1 = t2.

Ejemplo 1.4.22. Podemos definir las siguientes ecuaciones para MND: bin(x, bin(y, z)) =
bin(bin(x, y), z), bin(x, e) = x, bin(e, x) = x. ¤

Un morfismo de signaturas puede extenderse a las ecuaciones para estas signaturas,
simplemente trasformando por el morfismo cada uno de los términos que forman la
ecuación.

Definición 1.4.23 (Extensión de un morfismo de signaturas a ecuaciones). Sea
µ : Σ → Σ′ un morfismo de signaturas y e = (X, t1, t2) una Σ-ecuación. La extensión de
e por µ es la Σ′-ecuación µ(e) = (µ(X), µ(t1), µ(t2)).

Esta construcción nos lleva a definir un funtor sentencias, SenE : SIGE → Set, donde
Set denota la categoŕıa de conjuntos, que asocia a cada signatura Σ el conjunto de
ecuaciones en Σ.

Definición 1.4.24 (Especificación). Una especificación consiste en una pareja
Espec = (Σ, E), con Σ una signatura y E un conjunto de ecuaciones en Σ.

Ejemplo 1.4.25. La signatura MND junto con las ecuaciones del ejemplo anterior cons-
tituye la especificación habitual para los monoides. ¤

1.4.4 Satisfacibilidad

La última de las componentes básicas de un marco de especificación consiste en una
relación entre sentencias y modelos que permita establecer un criterio para determinar
la “veracidad” de una ecuación en un determinado modelo. Para ello es necesario previa-
mente dotar de interpretación semántica dentro de un modelo a cada uno de los términos
que forman la ecuación. Comenzamos por asignar significado a sus variables.
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Definición 1.4.26 (Valoración). Sean Σ = (S, Ω) una signatura, X un conjunto de
variables para Σ y A una Σ-álgebra. Una valoración q de X en A es una aplicación
q : X → A, es decir, una familia de funciones q = (qs : Xs → As)s∈S.

Una vez que hemos asignado un valor en un álgebra a cada una de las variables,
podemos asignar valor en dicha álgebra a los términos construidos sobre estas variables.

Definición 1.4.27 (Interpretación de términos). Sean Σ = (S, Ω) una signatura, X
un conjunto de variables para Σ, A una Σ-álgebra, q : X → A una valoración y t ∈ TΣ(X)

un término (fuertemente tipado). La interpretación q(t) del término t por la valoración
q en el álgebra A se define por inducción sobre la estructura de t del siguiente modo:

• si t = x, una variable con x ∈ Xs, s ∈ S, entonces q(x) = q(x);

• si t = ω, con ω : → s una constante de Ω, entonces q(t) = ωA;

• si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 1, ti ∈ TΣ(X),si
para cada

i = 1, . . . , n, entonces q(t) = ωA(q(t1), . . . , q(tn)).

Nota 1.4.28. La condición de fuertemente tipado es necesaria para garantizar la consis-
tencia de la definición de forma que se asigne una única interpretación a cada término.

Para la interpretación de los términos sin variables no es necesaria la intervención
externa de una valoración, por lo que el valor semántico que se asigna a estos términos
viene directamente determinado por el álgebra. Denotaremos este valor por A(t) con t
un término sin variables.

Definición 1.4.29 (Relación de satisfacción). Sean Σ una signatura, A una Σ-
álgebra y e = (X, t1, t2) una Σ-ecuación. Se dice que A satisface e y lo denotamos
A |=E

Σ e, si para cada valoración en A de las variables de e, q : X → A, se verifica que
q(t1) = q(t2).

Diremos que una Σ-álgebra A satisface un conjunto de ecuaciones E, y lo denotamos
por A |=E

Σ E, si A satisface todas las ecuaciones del conjunto E.

Una especificación Espec = (Σ, E) determina una subcategoŕıa de Alg(Σ), la sub-
categoŕıa plena generada por aquellas Σ-álgebras que satisfacen E. Esta categoŕıa se
denota ModΣ(E).

Teorema 1.4.30. Para toda especificación Espec = (Σ, E), la categoŕıa ModΣ(E) es
un TAD.

Ejemplo 1.4.31. La categoŕıa de modelos de la especificación que hemos definido para
MND es la categoŕıa de los monoides en el ejemplo anterior. ¤

El ejemplo de especificación algebraica que hemos desarrollado constituye el formalis-
mo más extendido para la especificación de tipos de datos. De hecho, una buena parte de



24 Caṕıtulo 1. Preliminares

los sistemas de especificación con los que habitualmente se trabaja son generalizaciones
o variantes del marco algebraico ecuacional. Por ejemplo, para poder especificar tipos de
datos en los que algunos de los operadores sean parciales, podemos generalizar la noción
de álgebra de modo que sus operaciones puedan ser parciales. Otras posibles generali-
zaciones se obtienen al considerar diferentes tipos de sentencias (lógica de predicados,
por ejemplo). Podemos encontrar una introducción a algunas de estas generalizaciones
en [63, 4]. En el siguiente caṕıtulo utilizaremos varias de estas generalizaciones. Una de
ellas constituye, por ejemplo, la especificación oculta [42] que consiste, entre otras cosas,
en distinguir en las signaturas dos tipos de géneros: visibles y ocultos.



Caṕıtulo 2

Instituciones orientadas a objetos

2.1 Introducción

En el caṕıtulo anterior hemos esbozado el modo habitual de trabajar con especificaciones
algebraicas. Las nociones básicas son cuatro: signatura, álgebra (o modelo), ecuación
(o sentencia) y satisfacibilidad. El concepto de institución (introducido por Goguen y
Burstall [39]) pretende agrupar, de un modo cohesionado, estas cuatro componentes.

Este concepto ha sido ampliamente utilizado en la literatura, podemos citar entre
muchos otros trabajos [46, 96, 95, 98, 71, 19, 26, 70, 8], de modo que se han presentado
multitud de ejemplos de instituciones y variantes del concepto original de institución.
En nuestro intento de modelar usando la teoŕıa de instituciones las estructuras de datos
que aparecen en los sistemas de cálculo simbólico EAT y Kenzo, hemos encontrado que
las instituciones que mejor se adecúan (aunque no exactamente en el modo que aparecen
en la literatura) son aquellas que han sido propuestas para tratar con el paradigma de
programación orientada a objetos. En particular, son centrales para nuestra aproxi-
mación las instituciones basadas en especificaciones ocultas [38, 41, 15, 45]. En este
caṕıtulo, trataremos con detalle esta tecnoloǵıa, introduciendo también otra familia de
instituciones coalgebraicas: las basadas en los métodos coalgebraicos [83, 54].

2.2 Nociones básicas. Institución algebraica ecua-

cional E

En el concepto de institución [39] se reúnen las cuatro componentes básicas que consti-
tuyen un marco abstracto de especificación: signaturas, sentencias, modelos y relación
de satisfacibilidad.

Definición 2.2.1 (Institución). Una institución I = (SIG, Sen,Mod, |=) consta de:

25
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1. una categoŕıa SIG, llamada categoŕıa de signaturas,

2. un funtor Sen : SIG → Set, llamado funtor sentencias,

3. un funtor Mod : SIG → Catop, llamado funtor modelos, y

4. una relación |=Σ⊆ Obj(Mod(Σ)) × Sen(Σ) para cada Σ ∈ Obj(SIG), llamada
Σ-satisfacción,

tal que para cada morfismo µ : Σ → Σ′ en SIG, se verifica la siguiente condición de
satisfacibilidad :

Mod(µ)(A′) |=Σ e si y sólo si A′ |=Σ′ Sen(µ)(e)

para cada A′ ∈ Obj(Mod(Σ′)) y cada e ∈ Sen(Σ).

De modo natural aparece la cuestión de establecer pasos entre instituciones, de forma
que se puedan trasladar especificaciones dadas en el marco definido por una institución
a otras en un marco distinto. Esto conduce al concepto de morfismo de instituciones
[39, 46].

Definición 2.2.2 (Morfismo de instituciones). Sean I = (SIG, Sen,Mod, |=), I ′ =
(SIG′, Sen′,Mod′, |=′) dos instituciones. Un morfismo de instituciones entre I e I ′,
Φ: I → I ′, consta de:

1. un funtor Φ: SIG → SIG′,

2. una transformación natural α : Sen′ ◦ Φ ⇒ Sen, y

3. una transformación natural β : Mod ⇒ Mod′ ◦ Φ

tal que verifican la siguiente condición de satisfacibilidad :

A |=Σ αΣ(e′) si y sólo si βΣ(A) |=′
Φ(Σ) e′

para cualquier signatura Σ de I, cualquier Σ-modelo A de I y cualquier Φ(Σ)-sentencia
e′ de I ′.

Observamos que las componentes sintáctica y semántica en un morfismo de institu-
ciones van en direcciones opuestas. Sin embargo, existen ejemplos en los que parece más
natural que ambas transformaciones naturales vayan en la misma dirección. Surge aśı
el concepto de morfismo de instituciones unidireccional (“forward”) [46, 95].

Definición 2.2.3 (Morfismo de instituciones unidireccional). Sean I =
(SIG, Sen,Mod, |=), I ′ = (SIG′, Sen′,Mod′, |=′) dos instituciones. Un morfismo de
instituciones unidireccional entre I e I ′, Φ: I → I ′, consta de:
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1. un funtor Φ: SIG → SIG′,

2. una transformación natural α : Sen ⇒ Sen′ ◦ Φ, y

3. una transformación natural β : Mod ⇒ Mod′ ◦ Φ

tal que verifican la siguiente condición de satisfacibilidad :

A |=Σ e si y sólo si βΣ(A) |=′
Φ(Σ) αΣ(e)

para cualquier signatura Σ, cualquier Σ-modelo A y cualquier Σ-sentencia e de I.

Nota 2.2.4. En general, denotamos una institución I por la cuater-
na I = (SIG, Sen,Mod, |=), y si el contexto da lugar a confusión por
I = (SIGI , SenI ,ModI , |=I). De la misma forma, denotamos un morfismo de
instituciones Φ: I → I ′ por la terna Φ = (Φ, α, β), y si hay lugar a confusión por
ΦI−I′

= (ΦI−I′
, αI−I′

, βI−I′
). En todo momento indicaremos si estamos trabajando

con un morfismo de instituciones o con un morfismo de instituciones unidireccional por
lo que no incluimos en la notación referencia expĺıcita para distinguirlos.

Podemos componer morfismos de instituciones o morfismos de instituciones unidi-
reccionales de la forma esperada, de modo que las instituciones junto con cualquiera de
estos tipos de morfismos forman una categoŕıa (ver, por ejemplo, [95]).

Ejemplo 2.2.5. La especificación algebraica ecuacional que hemos desarrollado en el
caṕıtulo de preliminares constituye un primer ejemplo de institución (ver [39]) que lla-
mamos institución algebraica ecuacional y que denotamos E = (SIGE , SenE ,ModE , |=E).

¤

2.3 La institución algebraica ecuacional definida so-

bre un universo de datos ED

Guiados por lo que ocurre cuando queremos especificar implementaciones vamos a de-
finir una variante de la institución algebraica ecuacional. Cuando trabajamos con im-
plementaciones de estructuras algebraicas, como por ejemplo los grupos, lo razonable es
trabajar con implementaciones que compartan un mismo modo de representación en el
computador para los elementos de esas estructuras. Esta restricción se traduce, a nivel
de modelos, en la necesidad de limitar las familias de álgebras a aquellas en las que
todas las álgebras que constituyen la familia compartan los mismos soportes. Aśı, dada
una signatura Σ = (S, Ω) suponemos fijado un dominio de datos D = {Ds}s∈S de modo
que consideramos los posibles modelos que se pueden obtener para esta signatura con
soportes en D. A partir de la institución algebraica ecuacional definimos de esta for-
ma una nueva institución cuyos modelos tengan la caracteŕıstica anterior. Observamos
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que antes de dar esa definición es necesario fijar un dominio de datos sobre el que se
construye dicha institución.

Consideramos fijado un conjunto U que llamamos universo de géneros. Enton-
ces, para cada s ∈ U también fijamos un conjunto Ds (no vaćıo). La familia
D = {Ds}s∈U se llama universo de datos. A continuación definimos la institución
algebraica ecuacional definida sobre el universo de datos D, que denotaremos por
ED = (SIGED , SenED ,ModED , |=ED

), de la siguiente forma.

Signaturas: La categoŕıa SIGED tiene como objetos las signaturas Σ = (S, Ω ∪ C),
donde el conjunto S de géneros cumple que S ⊆ U , el conjunto C es el conjunto de
operaciones constantes {d : → s | para cada d ∈ Ds, para cada s ∈ S} y Ω es un
conjunto de operaciones sobre S. Además las constantes de Ω tienen nombres distintos
de las constantes de C. Los morfismos de SIGED son los morfismos identidad1.

Sentencias: Definimos el funtor de sentencias SenED : SIGED → Set como la restric-
ción a la categoŕıa SIGED del funtor sentencias SenE : SIGE → Set de la institución
algebraica ecuacional E .

Modelos: El funtor ModED : SIGED → Catop asocia a cada objeto Σ = (S, Ω ∪ C)
de SIGED , la categoŕıa que denotaremos por ModED(Σ). Esta categoŕıa tiene como
objetos las Σ-álgebras A que verifiquen que As = Ds para cada género s ∈ S, es decir,
el conjunto soporte de A, en cada género s ∈ S, es el conjunto correspondiente a ese
género en el universo de datos. Y además dA = d para cada d ∈ C, es decir, el elemento
asociado por A a cada constante d : → s de C es exactamente d. Los morfismos de la
categoŕıa ModED(Σ) son los Σ-homomorfismos identidad.

Completamos la definición del funtor ModED : SIGED → Catop sobre los morfismos
identidad en SIGED de la única forma posible, es decir, ModED(idΣ) = idModED (Σ), para
cada morfismo identidad idΣ de SIGED .

Relación de satisfacción: Para cada Σ ∈ SIGED la relación |=ED

Σ entre
Obj(ModED(Σ)) y SenED(Σ) se define como la restricción de |=E

Σ a los conjuntos an-
teriores.

Es inmediato comprobar que las cuatro componentes anteriores verifican la condición
de satisfacibilidad, ya que los únicos morfismos en SIGED son las identidades. Obtene-
mos de esta forma una institución, lo que recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. La tupla ED = (SIGED , SenED ,ModED , |=ED
) constituye una institu-

ción.

Nota 2.3.2. Dada una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGED , observamos que el nom-
bre “sintáctico” que hemos elegido para cada constante de C es el mismo que el dato

1Definimos la categoŕıa SIGED como una categoŕıa discreta. El motivo de esta restricción en los
morfismos de la categoŕıa será explicado más adelante, en el siguiente caṕıtulo.



2.3 La institución algebraica ecuacional sobre un universo de datos ED 29

“semántico” que se le asigna en todas las álgebras de ModED para esta signatura en
ED. Sin embargo, a las constantes de Ω les podemos asignar distintos valores en las
diferentes álgebras de esta categoŕıa. Por esta caracteŕıstica exigimos que las constantes
de los conjuntos Ω y C presenten nombres distintos. En caso de permitir una constante
en Ω ∩ C, esta constante quedaŕıa fijada, por pertenecer a C, en todas las álgebras de
la categoŕıa.

2.3.1 Un primer morfismo de instituciones unidireccional

En el sistema EAT [81] conviven dos clases de estructuras de datos. Por un lado, pode-
mos encontrar un primer tipo de estructuras de datos que se corresponde con los datos
usuales como números enteros, listas (finitas) o árboles de śımbolos (para representar
combinaciones lineales, polinomios, o estructuras similares). Estas estructuras de datos
pueden ser modeladas utilizando las técnicas habituales de especificación algebraica (y
en particular utilizando el modelo inicial de semántica [63]). Por otro lado, existen un
segundo tipo de estructuras de datos correspondiente a estructuras matemáticas como
grupos (graduados), anillos, conjuntos simpliciales, en los que sus elementos son datos
del primer tipo. En [59] se muestra cómo la semántica inicial no resulta adecuada para
estas estructuras y en [58] se introduce una operación sobre tipos abstractos de datos
que permite formalizar la forma de trabajar con este tipo de estructuras.

Podemos explicar los aspectos sintácticos de esta operación por medio del siguiente
ejemplo.

Consideramos la signatura GRP con un único género g y tres operaciones:

prd : g g → g
inv : g → g
unt : → g

Obviamente esta signatura es la base para una especificación algebraica de un grupo,
sobre el conjunto de datos abstráıdo por el género g. Pero si, como es usual en los
paquetes de Computación Simbólica, es necesario manejar varios grupos sobre el mismo
conjunto de datos, se presenta entonces otro tipo de dato que permanece oculto en la
signatura GRP: el tipo de los grupos representados sobre g. Si hacemos expĺıcito este
tipo invisible (u oculto), obtenemos una nueva signatura que denotamos GRPimp con dos
géneros g e imp GRP, y las operaciones:

imp prd : imp GRP g g → g
imp inv : imp GRP g → g
imp unt : imp GRP → g

A través de esta signatura pretendemos especificar no grupos sino familias de grupos.
En [58] se justifica la elección del prefijo imp en esta signatura. Mediante este prefijo
se quiere resaltar su relación con el concepto de implementación, ya que el objetivo que
buscamos con el paso de una signatura a otra es especificar familias de grupos mediante
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una implementación de cada uno de ellos, que se modelan a través del nuevo género.
En este trabajo aunque no entraremos a estudiar cuestiones de implementación, śı que
mantendremos la notación que se eligió en [58]. Entonces, como hemos comentado,
si pretendemos trabajar con familias de grupos es conveniente que los grupos de cada
familia compartan el mismo soporte, es decir, el ambiente adecuado en el que situar
la signatura GRP es SIGED . En la signatura GRPimp, el nuevo género pretendemos que
especifique a familias de grupos, de modo que cada elemento de este género nos permita
recuperar las operaciones de un grupo (sobre el soporte fijado), por lo tanto el soporte
de este género debe estar libre y no podemos incluir esta segunda signatura en SIGED ,
es decir, la situamos por ahora en SIGE .

Esta operación entre signaturas puede ser ampliada a morfismos de signaturas junto
con una relación entre las álgebras y las sentencias de las correspondientes signaturas
que verifique la condición de satisfacibilidad. Obtenemos entonces una relación entre los
ingredientes fundamentales que forman parte de un marco de especificación que engloba-
mos en el concepto de institución. De este modo, transformamos la operación anterior
en un morfismo entre instituciones. El tipo de morfismo de instituciones que parece
natural utilizar en este caso es un morfismo que asigne a sentencias y modelos para la
signatura que represente un grupo GRP, sentencias y modelos para la signatura que re-
presenta familias de grupos GRPimp, es decir un morfismo de instituciones unidireccional.
Este uso de los morfismos entre instituciones es novedoso en el sentido en el que nosotros
no pretendemos a través del morfismo obtener un paso que nos permita movernos entre
dos marcos de especificación [95, 46], sino que utilizamos esta herramienta para explicar
una operación entre los mismos.

Definimos a continuación un morfismo de instituciones unidireccional Φ = (Φ, α, β)
entre la institución algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos D,
ED = (SIGED , SenED ,ModED , |=ED

), y la institución algebraica ecuacional E =
(SIGE , SenE ,ModE , |=E), a través de la cual concretamos las caracteŕısticas de la ope-
ración anterior.

En primer lugar definimos un funtor Φ de la categoŕıa de signaturas SIGED a la
categoŕıa de signaturas SIGE . Para ello debemos establecer una imagen para cada
objeto y cada morfismo de SIGED .

Dada una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGED , definimos Φ(Σ) como la signatu-
ra Σimp = (Simp, Ωimp ∪ C). Esta signatura está formada por el conjunto de géneros
Simp = {imp

Σ
} ∪ S, con imp

Σ
un nuevo género que no está presente en U . El conjun-

to de operaciones Ωimp está formado por una operación imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s, por

cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω. Es decir, obtenemos las operaciones de Ωimp si
agregamos el nuevo género como primer argumento a todas las operaciones de Ω. Las
constantes de C se mantienen inalteradas. Obviamente, para completar la definición
de Φ, la imagen del morfismo identidad de una signatura Σ será la correspondiente
identidad de Σimp.

En el siguiente lema demostramos que la aplicación que acabamos de definir es un
funtor.
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Lema 2.3.3. La aplicación Φ define un funtor de SIGED en SIGE .

Demostración. Observamos que Φ está bien definida ya que podemos distinguir las
operaciones constantes de Ω de las operaciones constantes de C porque tienen nombres
distintos. A nivel de morfismos no hay nada que probar ya que SIGED es una categoŕıa
discreta y, por definición de Φ, se conservan las identidades. ¥

Una vez que hemos definido la primera componente del morfismo de institucio-
nes unidireccional, daremos a continuación la segunda componente que relaciona las
sentencias de ambas instituciones. Se trata de definir una transformación natural
α : SenED ⇒ SenE ◦ Φ, entre el funtor sentencias SenED : SIGED → Set de la insti-
tución ED y el funtor SenE ◦ Φ: SIGED → Set. Esta transformación natural consiste
en una familia de aplicaciones, una aplicación αΣ : SenED(Σ) → SenE(Σimp) para ca-
da signatura Σ de SIGED , que verifique la condición de naturalidad respecto de los
morfismos.

Dada una signatura Σ de SIGED definimos la aplicación αΣ : SenED(Σ) →
SenE(Σimp) como la relación que asocia a cada Σ-ecuación e, la Σimp-ecuación αΣ(e)
que se obtiene a partir de e a través del siguiente proceso. Añadimos al conjunto de
variables de la ecuación e una nueva variable de género imp

Σ
, que denotaremos por zimp.

A continuación, en cada uno de los términos de la ecuación, sustituimos cada operación
de Ω por la operación correspondiente en Ωimp, y no modificamos las variables y las
constantes de C. Por último, completamos el término con la variable zimp en la primera
componente de cada operación de Ωimp que forme parte de este término.

Utilizamos el siguiente ejemplo para ilustrar esta aplicación.

Ejemplo 2.3.4. Dada la categoŕıa SIGED , elegimos un género g del universo de géneros.
Para este género tenemos fijado un conjunto de datos Dg. Entonces la signatura GRP, que
hemos definido anteriormente para tratar de especificar un grupo, pertenece a SIGED ,
si añadimos a la misma los elementos de Dg como constantes. Mediante esta signatura
pretendemos especificar los grupos que podemos definir sobre el soporte Dg.

Dadas las variables de género g: x, x1, x2, x3, algunas ecuaciones para esta signatura
son:

prd(prd(x1, x2), x3) = prd(x1, prd(x2, x3))
prd(unt, x) = x
prd(inv(x), x) = unt
prd(x, inv(x)) = unt

entonces, las ecuaciones correspondientes por la aplicación αGRP para la signatura GRPimp

son:

imp prd(zimp, imp prd(zimp, x1, x2), x3) = imp prd(zimp, x1, imp prd(zimp, x2, x3))
imp prd(zimp, imp unt(zimp), x) = x
imp prd(zimp, imp inv(zimp, x), x) = imp unt(zimp)
imp prd(zimp, x, imp inv(zimp, x)) = imp unt(zimp)

¤
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Podemos definir la aplicación anterior de un modo más preciso a través de un
proceso de inducción sobre la estructura de los términos que constituyen la ecua-
ción. Dada una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGED , la aplicación αΣ : SenED(Σ) →
SenE(Σimp) asocia a cada Σ-ecuación e = (X, t, u) de SenED(Σ), la Σimp-ecuación
αΣ(e) := (X ∪ {zimp}, θ(t), θ(u)), donde θ = (θs : TΣ(X),s → TΣimp(X∪{zimp}),s)s∈S es la
familia de aplicaciones entre términos que definimos a continuación. Dado s ∈ S, defi-
nimos la aplicación θs por inducción sobre la estructura de un término t ∈ TΣ(X),s del
siguiente modo:

• si t = x ∈ Xs, una variable de género s, θs(x) = x;

• si t = d, con d : → s una constante de C, entonces θs(d) = d;

• si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0 y ti ∈ TΣ(X),si
, i = 1, . . . , n,

entonces θs(ω(t1, . . . , tn)) = imp ω(zimp, θs1(t1), . . . , θsn(tn)).

Obtenemos entonces el siguiente lema.

Lema 2.3.5. La familia de aplicaciones α : SenED ⇒ SenE ◦Φ constituye una transfor-
mación natural.

Demostración. Como los únicos morfismos de SIGED son las identidades, obtenemos
de modo trivial que α verifica la condición de naturalidad. ¥

Para completar la definición de un morfismo de instituciones unidireccional entre ED

y E nos falta por definir una transformación natural β : ModED ⇒ ModE ◦ Φ entre el
funtor modelos ModED : SIGED → Catop y el funtor ModE ◦ Φ: SIGED → Catop. Para
ello necesitamos definir una familia de funtores, un funtor βΣ : ModED(Σ) → ModE(Σimp)
para cada signatura Σ de SIGED .

Dada una signatura Σ = (S, Ω∪C) de SIGED definimos un funtor βΣ : ModED(Σ) →
ModE(Σimp) de la siguiente forma. Para cada Σ-álgebra A de ModED(Σ), βΣ(A) es
la Σimp-álgebra que está formada por los conjuntos βΣ(A)s := Ds para cada s ∈ S y
βΣ(A)imp

Σ
:= {∗} (es decir, el soporte del género imp

Σ
es el conjunto unipuntual {∗}).

La interpretación en el álgebra βΣ(A) de la operación imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s, n ≥ 0,

de Ωimp, es la función definida por:

imp ωβΣ(A)(∗, a1, . . . , an) = ωA(a1, . . . , an),

y de cada constante d : → s de C, el elemento: dβΣ(A) = d.

Para completar la definición del funtor βΣ debemos establecer la imagen de los mor-
fismos de ModED(Σ). Ya que en ModED(Σ) sólo se han considerado las identidades,
establecemos que la imagen por un funtor βΣ de la identidad de un álgebra A sea la
identidad de βΣ(A).

Obtenemos entonces el siguiente lema.
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Lema 2.3.6. La familia de funtores β : ModED ⇒ ModE ◦Φ constituye una transforma-
ción natural.

Demostración. De nuevo la demostración de la condición naturalidad de esta familia
de funtores es trivial ya que los únicos morfismos en SIGED son identidades. ¥

Tenemos definidas todas las componentes que forman parte de un morfismo de ins-
tituciones unidireccional. Éstas se recogen en el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7. La terna Φ = (Φ, α, β) definida anteriormente es un morfismo de
instituciones unidireccional entre ED y E.

Demostración. Completamos la demostración de este resultado si comprobamos
que se verifica la condición de satisfacibilidad. Es decir, si para cada signatura Σ de
SIGED ,

A |=ED

Σ e si y sólo si βΣ(A) |=E
Φ(Σ) αΣ(e)

para cualquier sentencia e ∈ SenED(Σ) y cualquier álgebra A ∈ Obj(ModED(Σ)).

Nos centramos primero en la demostración de la implicación directa.

Sean una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) ∈ Obj(SIGED), una Σ-ecuación e = (X, t, u) ∈
SenED(Σ), con t, u ∈ TΣ(X),s, s ∈ S, y una Σ-álgebra A ∈ Obj(ModED(Σ)). Suponemos

que A |=ED

Σ (X, t, u), es decir, que para toda valoración p : X → A se verifica que

p(t) = p(u).

Tenemos que demostrar si βΣ(A) |=E
Φ(Σ) αΣ(e). Como αΣ(e) = (X∪{zimp}, θ(t), θ(u)),

donde zimp es una nueva variable que no está presente en X, entonces debemos probar
que para cada valoración q : X ∪ {zimp} → βΣ(A), se verifica que

q(θ(t)) = q(θ(u)).

Dada una valoración arbitraria q : X ∪ {zimp} → βΣ(A) por βΣ(A), consideramos
la valoración q|S : X → A por A que se obtiene al restringir q a los géneros de S. Si
aplicamos la hipótesis con esta valoración obtenemos que

q|S(t) = q|S(u).

Aśı, es suficiente probar que

q(θ(t)) = q|S(t)

para cualquier término t de género s de S, ya que entonces

q(θ(t)) = q|S(t) = q|S(u) = q(θ(u)).

Demostramos la igualdad anterior por inducción sobre la estructura de un término
t ∈ TΣ(X),s, s ∈ S:



34 Caṕıtulo 2. Instituciones orientadas a objetos

• si t = x ∈ Xs, entonces q(θ(x)) = q(x) = q(x) = q|S(x) = q|S(x);

• si t = d, con d : → s una constante de C, entonces q(θ(d)) = q(d) = d = q|S(d);

• y si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, y ti ∈ TΣ(X),si
, i = 1, . . . , n,

entonces:

q(θ(ω(t1, . . . , tn))) =

= q(imp ω(zimp, θ(t1), . . . , θ(tn)))

= imp ωβΣ(A)(q(zimp), q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn)))

= imp ωβΣ(A)(∗, q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn)))

= ωA(q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn))) por definición de βΣ(A),

= ωA(q|S(t1), . . . , q|S(tn)) por hipótesis de inducción,

= q|S(ω(t1, . . . , tn)).

La demostración de la implicación inversa es totalmente análoga por inducción sobre
los términos, tras la observación de que cada valoración X → A por A puede ser exten-
dida a una valoración q : X∪{zimp} → βΣ(A) por βΣ(A), sin más que definir q(zimp) = ∗.

¥

2.3.2 Ampliación del morfismo a especificaciones

Como ya se ha comentado en el caṕıtulo de preliminares, uno de los v́ınculos fundamen-
tales entre las matemáticas y los programas reales es la noción de tipo abstracto de datos
(y, más en concreto, el concepto de implementación de un tipo abstracto de datos [49],
[58]). Un tipo abstracto de datos viene dado por una signatura Σ y una categoŕıa C de
Σ-álgebras cerrada por isomorfismo. De este modo, una especificación Espec = (Σ, E)
define un tipo abstracto de datos: la subcategoŕıa plena de Σ-álgebras que satisfacen las
ecuaciones de E.

En el morfismo de instituciones anterior queda impĺıcita una operación entre es-
pecificaciones φ : Σ-especificaciones → Σimp-especificaciones. La nueva especificación
construida pretende representar implementaciones de álgebras definidas por la primera
especificación.

Dada una especificación Espec = (Σ, E) de ED, podemos construir otra especifica-
ción φ(Espec) = (Σimp, Eimp), que denotamos por Especimp, con Σimp = Φ(Σ), y para
cada ecuación e de E la ecuación eimp = αΣ(e) se incluye en Eimp, donde Φ y α son,
respectivamente, el funtor de signaturas y la transformación natural sobre sentencias del
morfismo de instituciones unidireccional definido anteriormente.

La relación de satisfacibilidad de este morfismo de instituciones nos permite enunciar
el siguiente resultado:
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Proposición 2.3.8. Sea Espec = (Σ, E) una especificación de ED, con Σ = (S, Ω∪C),
y sea A = 〈Aimp

Σ
, (Ds)s∈S, (imp ωA : Aimp

Σ
×Ds1 ×· · ·×Dsn → Ds)ω : s1...sn→s∈Ω, (dA =

d)d∈C〉 una Σimp-álgebra que sea modelo para Especimp = (Σimp, Eimp). Entonces,
cada elemento a ∈ Aimp

Σ
define una Σ-álgebra Ba de la siguiente forma: Ba =

〈(Ds)s∈S, (imp ωA(a, ) : Ds1 ×· · ·×Dsn → Ds)ω : s1...sn→s∈Ω, (dA = d)d∈C〉 que es modelo
para Espec = (Σ, E).

A partir de esta proposición obtenemos una interpretación de la construcción imp:
las álgebras de la signatura Σimp corresponden con familias de álgebras de la signatura
inicial Σ, de modo que el género distinguido en Σimp se puede considerar como un
conjunto de ı́ndices para dicha familia. La idea que subyace es que dicho género puede
verse como un modelo para implementaciones de Σ-álgebras (de ah́ı el nombre elegido
para la construcción) ya que cada dato de este género permite acceder a la información
necesaria para recuperar (las operaciones de) una Σ-álgebra. (Remitimos a [58] o a [72]
para una explicación más detallada sobre la interpretación de esta operación.)

Ejemplo 2.3.9. Un primer ejemplo que, aunque no representa adecuadamente la com-
plejidad de algunos de los tipos de datos que aparecen en EAT, permite ilustrar la
construcción anterior, es la especificación para un grupo EspecGRP. Ésta se compone de
la signatura GRP, con un conjunto prefijado Dg que serán los elementos de los grupos,
junto con ecuaciones para definir un grupo como las dadas en el Ejemplo 2.3.4.

La proposición anterior indica que dado un modelo A de EspecGRPimp
, cada elemento

a de AimpGRP (soporte del género impGRP) nos permite recuperar un modelo para EspecGRP,
es decir un grupo sobre el soporte Dg, mediante la terna:

(imp prdA(a,−,−), imp invA(a,−), imp untA(a)).

Las siguientes álgebras concretas muestran la relación existente entre GRP-álgebras
y GRPimp-álgebras. Al estar prefijado el dominio de datos D, debemos observar que las
signaturas GRP que aparecen a continuación en los tres ejemplos son distintas, ya que
vaŕıa su soporte de datos. No obstante, utilizaremos para todas ellas el mismo nombre,
aśı como el mismo género ya que śı que comparten la idea de especificación de un grupo
a través de un único género y de tres operaciones.

1. Suponemos que Z es el dominio en D para el género g. Definimos la GRPimp-álgebra
A modelo para EspecGRPimp

que tiene como soporte en A para género impGRP a N.
La interpretación en A de las operaciones es:

imp prdA(n, z1, z2) = z1 + z2
imp invA(n, z) = −z
imp untA(n) = 0

De esta forma, cada n ∈ N determina una GRP-álgebra modelo para EspecGRP que
denotamos An, siendo An = 〈Z, {+Z,−Z, 0Z}〉. Por tanto, la GRPimp-álgebra A
admite ser descrita como una colección indexada por N de copias de Z.
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2. Fijado un n ∈ N, n > 1, consideramos el conjunto 〈n〉 = {0, 1, . . . , n − 1}. Supo-
nemos que 〈n〉 es el dominio en D para el género g. Definimos la GRPimp-álgebra B
modelo para EspecGRPimp

si tomamos como soporte para el género impGRP el conjun-
to BimpGRP = {matrices n×n | la matriz es la tabla del producto de un grupo sobre
〈n〉}. De cada tabla, pueden extraerse los inversos de cada elemento aśı como el
elemento neutro, por lo que la GRPimp-álgebra B representa de forma canónica a
una familia de grupos.

Cualquier grupo finito es isomorfo a uno de los grupos indexados por el conjunto
BimpGRP anterior, por lo que, barriendo todos los n ∈ N, se cubren todos los grupos
finitos.

Por ejemplo, fijamos n = 6 y consideramos el grupo de permutaciones de tres
elementos que denotamos por P3. Vamos a suponer, por concretar, que los tres
elementos permutados son 1, 2 y 3. Si asignamos a cada permutación un ordinal
según el orden lexicográfico, es decir, si tomamos la biyección enumP3 : P3 → 〈n〉
dada por: enumP3((1 2 3)) = 0, enumP3((1 3 2)) = 1, enumP3((2 1 3)) = 2,
enumP3((2 3 1)) = 3, enumP3((3 1 2)) = 4 y enumP3((3 2 1)) = 5, la siguiente
matriz representa la tabla de multiplicar del grupo:

0 1 2 3 4 5
1 0 3 2 5 4
2 4 0 5 1 3
3 5 1 4 0 2
4 2 5 0 3 1
5 3 4 1 2 0

 .

3. Consideramos C con el mismo soporte que el álgebra A para el género g y el soporte
N \ {0, 1} para el género impGRP, cuyas operaciones vienen dadas por:

imp prdC(n, z1, z2) = (z1 + z2) mod n
imp invC(n, z) = −z mod n
imp untC(n) = 0

Para cada n ∈ N\{0, 1}, obtenemos la GRP-álgebra Cn = 〈Z, {+mod n,−mod n, 0Z}〉
que tiene el mismo comportamiento que el grupo Z/nZ (notar que Cn no es iso-
morfo a Z/nZ, de hecho ni siquiera es grupo, es decir no verifica los axiomas de la
especificación, pero existe un cociente del mismo que śı lo es).

¤

Debemos notar que la idea expresada en la proposición anterior de ver las álgebras
de una signatura Σimp como una familia de Σ-álgebras no es del todo cubierta por el
morfismo de instituciones. Esto śı que es cierto desde un punto de vista sintáctico, es
decir, la signatura Σimp procedente de la imagen del morfismo puede ser realmente in-
terpretada como una signatura para las familias de Σ-álgebras. Sin embargo, desde un



2.4 Especificaciones ocultas 37

punto de vista semántico, los modelos en la imagen del morfismo representan implemen-
taciones casi triviales (concretamente implementaciones de familias formadas por una
única álgebra).

En la siguiente sección introducimos el marco de la especificación oculta. Este marco
nos va permitir redefinir el morfismo de instituciones anterior de modo que utilizaremos
como institución de llegada para nuestra construcción una institución oculta. En dicho
marco, las imágenes de los modelos por el morfismo podrán ser reunidas (mediante
coproducto) en una nueva álgebra, que śı recoge la anterior idea y que corresponde
directamente con la implementación de las estructuras de datos del segundo tipo elegida
en EAT.

2.4 Especificaciones ocultas

2.4.1 Conceptos básicos sobre especificaciones ocultas

Esta sección consiste en un breve resumen de algunos conceptos básicos sobre la teoŕıa
de las especificaciones ocultas. Esta teoŕıa tiene su origen en un trabajo de Goguen [38] y
ha sido ampliamente desarrollada en estos últimos años por diversos autores. Algunos de
los trabajos que ha originando son [41, 15, 40, 22, 45, 27, 43]. Una referencia adecuada,
en la que se da una visión general de este tipo de especificaciones es [42].

La idea fundamental de esta teoŕıa es tratar de recoger la diferencia que existe dentro
del paradigma orientado a objetos entre los datos que son utilizados como valores y los
objetos propiamente dichos. Mientras que los datos son visibles y su representación
es accesible y compartida por los elementos que forman el sistema, los objetos tienen
un estado que es oculto, es decir, que únicamente puede observarse indirectamente a
través del efecto de los métodos al actuar sobre ellos. Para modelar esta situación se
distinguen dos tipos de géneros: géneros visibles y géneros ocultos, a través de los cuales
se diferencia ambas situaciones.

Definición 2.4.1 (Signatura oculta). Sean V Σ = (V S, V Ω) una signatura y D una
V Σ-álgebra, donde se incluyen en V Ω, como constantes, los elementos de los conjuntos
soporte de D que no correspondan con constantes previas de V Ω. Llamaremos a la
signatura V Σ signatura visible. En particular, llamaremos a los elementos de V S géneros
visibles y a los de V Ω operaciones visibles. La V Σ-álgebra D se llama álgebra visible.
Una signatura oculta definida sobre V Σ y D es una signatura HΣ = (S, Ω) donde
S = HS t V S y Ω = HΩ t V Ω tal que:

• cada operación ω : s1 . . . sn → s en Ω con si, s ∈ V S, ∀i = 1, . . . , n, pertenece a
V Ω,

• para cada operación ω : s1 . . . sn → s en Ω, en s1, . . . , sn existe como mucho un
género oculto. Por comodidad, se asume que este género oculto aparece en la
primera posición (es decir, es s1).
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Llamaremos a los elementos de HS géneros ocultos y a los elementos de V Ω operaciones
ocultas. Si no hay lugar a confusión, hablaremos de signatura oculta sin hacer referencia
a la signatura y álgebra visibles.

La condición que exige incluir en la signatura visible como constantes todos los datos
del álgebra visible se da para asegurar que todos los datos visibles puedan ser generados
de modo que tengamos la posibilidad de nombrar a todos ellos. De este modo al álgebra
visible se le llama también álgebra de datos o dominio de datos. Si a partir de la
signatura visible se puede asegurar que todos los datos visibles pueden ser generados
por las operaciones de la signatura, no será necesario incluir esta condición.

Debemos observar que la únicas operaciones de una signatura oculta HΣ que in-
volucran exclusivamente a géneros visibles son las operaciones visibles. Si tenemos en
cuenta que el fijar un álgebra de datos viene motivado por la necesidad de disponer de
una representación para los datos, el hecho de haber incluido los elementos del álgebra
D como constantes en la signatura hace que si consideramos simplemente las operacio-
nes constantes, tengamos un sistema de representantes para los datos. Esto hace que
las operaciones visibles (no constantes) sean superfluas desde el punto de vista de la
constructibilidad de los datos (el resultado devuelto al aplicar cualquiera de ellas es un
elemento de D, ya incluido como constante en la signatura). En este sentido debemos
notar que es natural considerar, no el álgebra de términos de la signatura visible, sino
un cociente de ésta en el que se haya identificado cada término visible con la constante
obtenida por su interpretación en el álgebra D. De este modo podemos considerar como
términos visibles solamente las constantes.

Podemos dar una clasificación de las operaciones ocultas dependiendo del papel que
jueguen los géneros ocultos en las mismas.

Sea ω : s1 . . . sn → s una operación de una signatura oculta. Se dice que ω:

• es una operación constructora, si el género de llegada s es un género oculto,

• es una operación deconstructora, si el género de llegada s es un género visible.

A su vez, una operación constructora ω : s1 . . . sn → s es:

• constructora a partir de datos cuando s1, . . . , sn son géneros visibles,

• constructora a partir de objetos (y datos) cuando s1 es diferente de s (ambos, por
supuesto, géneros ocultos), y

• operación de actualización cuando s1 = s.

Definición 2.4.2 (Morfismo de signaturas ocultas). Sean HΣ = (S, Ω) y HΣ′ =
(S′, Ω′) dos signaturas ocultas sobre la misma signatura visible V Σ = (V S, V Ω) y do-
minio de datos D. Un morfismo de signaturas ocultas µ = (µS, µΩ) : HΣ → HΣ′ es un
morfismo de signaturas tal que:



2.4 Especificaciones ocultas 39

1. µS(v) = v, para cada v ∈ V S y µΩ(φ) = φ, para cada φ ∈ V Ω,

2. µS(HS) ⊆ HS ′,

3. µS es inyectiva,

4. y para cada operación ω′ : s′1s
′
2 . . . s′n → s′, n ≥ 1, de HΣ′ tal que s′1 ∈ µS(HS),

entonces existe alguna operación ω en HΣ tal que ω′ = µΩ(ω).

Un morfismo vertical de signaturas ocultas entre dos signaturas ocultas (sobre la
misma signatura visible y el mismo dominio de datos) es un morfismo de signaturas al
que se exigen las condiciones primera y segunda de la definición anterior.

En ocasiones llamaremos a un morfismo de signaturas ocultas morfismo de signaturas
oculto e incluso morfismo oculto.

Las dos primeras condiciones de un morfismo de signaturas ocultas indican que el
morfismo de signaturas preserva la visibilidad y la no visibilidad tanto de los géneros
como de las operaciones. La cuarta condición expresa que no es posible definir nuevas
operaciones ocultas en la signatura de llegada con un género oculto entre sus argumentos
que sea imagen de un género oculto de la salida.

La condición de inyectividad en los géneros ocultos es necesaria para poder definir
correctamente una categoŕıa de signaturas ocultas cuyos morfismos sean los morfismos
ocultos. Si no exigimos esta condición, no necesariamente obtenemos un morfismo de
signaturas ocultas a partir de la composición de dos morfismos de signaturas ocultas. En
el siguiente ejemplo mostramos la necesidad de dicha condición que, por cierto, ha sido
pasada por alto en la construcción de otras categoŕıas de signaturas ocultas similares
[38, 41, 43].

Ejemplo 2.4.3. Consideramos tres signaturas ocultas, Σ1, Σ2 y Σ3, que definimos por:

signatura Σ1

géneros h1, v
operaciones
+: h1 v v → v

finsig,

signatura Σ2

géneros h1, h2, v
operaciones
+: h1 v v → v
∗ : h2 v v → v

finsig,

signatura Σ3

géneros h1, v
operaciones
+: h1 v v → v
∗ : h1 v v → v

finsig.

Estas tres signaturas ocultas están definidas sobre la misma signatura visible V Σ, que
tiene un género visible v, y dominio de datos Dv, que es un conjunto cualquiera que
no es necesario hacer expĺıcito para nuestros propósitos. Para que estén bien definidas
como signaturas ocultas deben incluir como constantes los elementos de Dv. Los géneros
ocultos en las signaturas son h1 y h2.

Consideramos el morfismo de signaturas ocultas inclusión µ entre Σ1 y Σ2 que se
define por la aplicación sobre los géneros dada por µ(v) = v y µ(h1) = h1, y la aplicación



40 Caṕıtulo 2. Instituciones orientadas a objetos

sobre las operaciones µ(+) = +. Por otro lado, consideramos un morfismo de signaturas
ϕ entre Σ2 y Σ3 que definimos por la aplicación sobre los géneros dada por ϕ(v) = v,
ϕ(h1) = h1 y ϕ(h2) = h1, y la aplicación sobre las operaciones dada por ϕ(+) = + y
ϕ(∗) = ∗. Este segundo morfismo de signaturas verifica las propiedades de un morfismo
de signaturas ocultas a excepción de la condición de inyectividad. Sin embargo, su
composición no verifica la cuarta propiedad que se exige a un morfismo de signaturas
ocultas. El género oculto h1 de Σ3 verifica que µ ◦ ϕ(h1) = h1, con h1 género oculto de
Σ1. Además está presente en el soporte de la operación ∗ en Σ3. Pero esta operación no
es imagen por µ ◦ ϕ de ninguna operación de Σ1. ¤

Para definir una categoŕıa de signaturas ocultas fijaremos un universo de géneros
y además un conjunto de datos para cada uno de estos géneros. En este universo
de géneros estarán los elementos entre los que se elegirán los géneros de las distintas
signaturas visibles en nuestra categoŕıa y, en los conjuntos de datos asociados a estos
géneros, los correspondientes dominios de datos.

Definición 2.4.4 (Categoŕıa de signaturas ocultas sobre un universo de datos
D). Consideramos un conjunto U (el universo de géneros visibles) fijado. Entonces, para
cada s ∈ U un conjunto Ds (no vaćıo) es también fijado. La familia D = {Ds}s∈U se
llama universo de datos. Definimos la categoŕıa de signaturas ocultas sobre el universo de
datos D, y la denotaremos por SIGHD , a la categoŕıa que tiene por objetos las signaturas
ocultas HΣ definidas sobre una signatura visible V Σ = (V S, V Ω) y una V Σ-álgebra de
datos DV Σ, de modo que los géneros de V Σ están contenidos en el universo de géneros
U y los conjuntos soporte del dominio de datos DV Σ son los correspondientes conjuntos
del universo de datos D. Los morfismos de la categoŕıa SIGHD son los morfismos de
signaturas ocultas.

Habitualmente abusaremos de la notación nombrando D al universo de datos pre-
fijado aśı como al álgebra visible particular asociada a cada signatura. Expresamos de
este modo que el álgebra visible asociada a una signatura oculta representa los datos del
universo con los que vamos a trabajar dentro de esta signatura.

En el siguiente lema comprobamos que la categoŕıa anterior está bien definida.

Lema 2.4.5. SIGHD es una categoŕıa.

Demostración. Para cada signatura oculta HΣ definida sobre V Σ y DV Σ el morfismo
de signaturas identidad idHΣ es de modo evidente un morfismo de signaturas oculto.

Dados dos morfismos de signaturas ocultos µ : HΣ → HΣ′ y µ′ : HΣ′ → HΣ′′,
tenemos que demostrar que µ′◦µ es un morfismo de signaturas oculto, es decir, que
cumple las cuatro propiedades que caracterizan a un morfismo de signaturas oculto:

1. Es claro que la composición µ′ ◦ µ fija géneros y operaciones visibles si µ y µ′ lo
hacen.
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2. µ′◦µ(HS) = µ′(µ(HS)) ⊆ µ′(HS ′) ⊆ HS′′.

3. µ′◦µS es inyectiva ya que es composición de aplicaciones inyectivas.

4. Dada una operación ω′′ : s′′1 . . . s′′n → s′′ ∈ HΩ′′ con s′′1 = µ′◦µS(s1), donde s1 ∈ HS,
tenemos que probar que existe una operación ω en HΣ tal que ω′′ = µ′◦µΩ(ω).
Como µ′ es un morfismo de signaturas oculto y ω′′ : s′′1 . . . s′′n → s′′ ∈ HΩ′′ con
s′′1 = µ′

S(µS(s1)) y µS(s1) ∈ HS ′, entonces existe una operación ω′ : s′1 . . . s′n → s′

en HΣ′ tal que ω′′ = µ′
Ω(ω′). Tenemos que µ′

S(s′1) = s′′1, y que µ′
S(µS(s1)) = s′′1,

entonces, como µ′
S inyectiva, obtenemos que s′1 = µS(s1). Es decir, tenemos una

operación ω′ : s′1 . . . s′n → s′ en HΣ′ con s′1 = µS(s1), donde s1 ∈ HS. Entonces,
como µ es un morfismo de signaturas oculto, existe una operación ω ∈ HΩ tal
que ω′ = µΩ(ω). Y como ω′′ = µ′

Ω(ω′), obtenemos una operación ω ∈ HΩ tal que
ω′′ = µ′

Ω(µΩ(ω)).

Para completar la demostración citar que la composición de morfismos de signaturas
ocultos verifica la propiedad asociativa y que el morfismo identidad se comporta como tal
(la composición de morfismos de signaturas ocultos no es otra cosa que la composición
de las aplicaciones conjuntistas subyacentes). ¥

Los modelos que se asocian a una signatura oculta son álgebras cuya restricción a la
signatura visible es exactamente el dominio de datos D asociado a esa signatura. Estos
modelos se llaman álgebras ocultas. Un homomorfismo entre álgebras ocultas debe fijar
este dominio de datos.

Definición 2.4.6 (Álgebra oculta). Sea HΣ una signatura oculta definida sobre una
signatura visible V Σ y un dominio de datos D. Un álgebra oculta A para HΣ es una
HΣ-álgebra tal que A|V Σ = D.

Definición 2.4.7 (Homomorfismo oculto). Sea HΣ una signatura oculta definida
sobre V Σ y D, y sean A, B dos HΣ-álgebras ocultas. Un homomorfismo oculto entre
A, B es un HΣ-homomorfismo f : A → B tal que fs = idDs para cada género s ∈ V Σ.

Las álgebras ocultas para una signatura oculta HΣ sobre V Σ y D, junto con los
homomorfismos ocultos definen una categoŕıa, que denotaremos HAlgD(HΣ).

A continuación definimos la noción de satisfacción de comportamiento (“behavioural
satisfaction”) que formaliza cuándo un álgebra oculta verifica una ecuación. De ma-
nera intuitiva, consiste en comprobar si los dos términos que forman la ecuación “se
comportan igual” bajo todos los posibles “experimentos” adecuados a ellos. La idea de
experimento se concreta en el concepto de contexto. Un contexto consiste en un término
de género visible con una única variable.

Definición 2.4.8 (Contexto). Sea HΣ = (S, Ω) una signatura oculta sobre V Σ =
(V S, V Ω) y D, y sea s ∈ S un género. Un HΣ-contexto c para el género s es un HΣ-
término de género visible v ∈ V S que contiene una única variable z, que aparece una
única vez y que es de género s, es decir, c ∈ THΣ({z}),v.
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En ocasiones escribimos un contexto c como c(z) para indicar la única variable del
término c o bien como c(zs) con s el género de z. Denotamos por CHΣ[zs]v al conjunto
de todos los HΣ-contextos para el género s de género visible v con variable zs, y CHΣ[zs]
al conjunto de todos los HΣ-contextos para el género s de cualquier género visible y con
variable en zs.

Los contextos nos permiten “observar” términos, pensando en la variable como un
“hueco” en el que colocar los términos a observar. Un contexto es adecuado para observar
aquellos términos cuyo género coincida con el género de la única variable del contexto.

Definición 2.4.9 (Contexto apropiado para un término). Un contexto c(z) es
apropiado para un término t si el género del término t coincide con el género de la
variable z. Denotamos c(t) al resultado de sustituir t por z en el contexto c.

Una observación de un término es la sustitución, en un contexto apropiado, de la
variable del contexto por el término. Obtenemos aśı un término de género visible que
dará lugar a un dato del dominio de datos. A través de sus observaciones obtenemos el
comportamiento de un término. Surge de esta forma la satisfacción de comportamiento
de una ecuación en la que los dos términos que la forman deben comportarse igual para
todos los contextos. Debemos remarcar que para una signatura oculta consideraremos las
mismas ecuaciones que le correspondeŕıan como signatura de la especificación algebraica
ecuacional.

Definición 2.4.10 (Satisfacción de comportamiento). Sea HΣ = (S, Ω) una sig-
natura oculta sobre V Σ = (V S, V Ω) y D. Una HΣ-álgebra oculta A satisface a través
de su comportamiento una HΣ-ecuación (X, t, u) si y sólo si para cada HΣ-contexto
apropiado c para los términos t y u, se verifica que A |=E

HΣ (X, c(t), c(u)), donde |=E

es la relación de satisfacibilidad de la especificación algebraica ecuacional. En este caso
escribimos A |≡HΣ (X, t, u), y eliminaremos la referencia a la signatura oculta si no hay
lugar a confusión.

La siguiente nota contiene una consecuencia inmediata de la definición anterior y
jugará un papel importante en algunos de los resultados que se obtienen posteriormente.

Nota 2.4.11. Para las ecuaciones visibles, es decir, ecuaciones cuyos términos son de
género visible, no existe diferencia entre la satisfacción ecuacional y la satisfacción de
comportamiento.

En [42], Goguen y Malcolm presentan un álgebra final para la categoŕıa HAlgD(HΣ)
en el caso de ser HΣ una signatura oculta que no presente constructores a partir de datos.
Esta álgebra, que denotamos FHΣ, se define de forma expĺıcita a través las siguientes
“fórmulas mágicas”, según las califican sus propios autores.

A cada género oculto h ∈ HS se le asocia el soporte

FHΣ
h =

∏
v∈V S

[CHΣ[zh]v → Dv],
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es decir, cada f ∈ FHΣ
h es una tupla de funciones indexada por el conjunto de géneros

visibles.

Para cada operación deconstructora ω : h v1 . . . vn → v, n ≥ 0, con h ∈ HS y vi, v ∈
V S, i = 1, . . . , n, la interpretación de la operación ωF HΣ : FHΣ

h × Dv1 × · · · × Dvn → Dv

viene dada por
ωF HΣ(f, d1, . . . , dn) := fv(ω(zh, d1, . . . , dn))

para cada f ∈ FHΣ
h y cada di ∈ Di, i = 1, . . . , n.

Por último, para cada operación constructora ω : h v1 . . . vn → h′, con h, h′ ∈ HS,
vi ∈ V S, i = 1, . . . , n se define la función ωF HΣ : FHΣ

h ×Dv1 × · · · ×Dvn → FHΣ
h′ tal que

para cada f ∈ FHΣ
h , di ∈ Di, i = 1, . . . , n, ωF HΣ(f, d1, . . . , dn) viene dada por la tupla

(kv : CHΣ[zh′ ]v → Dv)v∈V S, tal que para cada v ∈ V S y cada c ∈ CHΣ[zh′ ]v está definida
por

kv(c) := fv(c[ω(zh, d1, . . . , dn)]).

Recogemos en el siguiente teorema la condición de ser objeto final.

Teorema 2.4.12. Si HΣ es una signatura oculta sin constructores desde datos, entonces
la HΣ-álgebra FHΣ es un objeto final en la categoŕıa HAlgD(HΣ).

No obstante, para poder completar la demostración de que este objeto es final debe-
mos trabajar no con el álgebra de términos de la signatura visible sino con un cociente
suyo en el que se identifique cada término visible con la constante obtenida por su inter-
pretación en el álgebra visible. Este hecho, que se ha puesto de manifiesto por ejemplo
en [72], no se tuvo en cuenta en [42].

Para terminar esta sección presentamos el siguiente resultado que hemos extráıdo de
[41] que permite establecer una institución para las álgebras ocultas.

Teorema 2.4.13. Sean HΣ y HΣ′ dos signaturas ocultas definidas sobre la misma
signatura y álgebra visibles V Σ y D, y sea µ : HΣ → HΣ′ un morfismo de signaturas
oculto entre ellas. Entonces,

µ(A′) |≡HΣ e si y sólo si A′ |≡HΣ′ µ(e)

para toda HΣ′-álgebra oculta A′ y toda HΣ-ecuación e, donde µ(A′) representa el reducto
de A′ en HΣ y µ(e) representa la traslación de la ecuación e por el morfismo µ, justo
como en la especificación algebraica ecuacional.

2.4.2 Una institución oculta HD

Definimos a continuación una institución para las álgebras ocultas que es ligeramente
más general que la institución oculta de [41] y [15]. En particular, la categoŕıa de
signaturas presente en la institución oculta de estos art́ıculos está definida de modo que
todas las signaturas de la institución comparten la misma signatura visible y dominio
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de datos. Nosotros fijamos un universo de datos y permitimos signaturas sobre distintas
álgebras visibles, cuyos conjuntos de datos están elegidos entre los conjuntos prefijados
en ese universo de datos.

Definición 2.4.14 (Institución ecuacional oculta definida sobre un universo
de datos D). Consideramos un conjunto U fijado que llamamos universo de géneros.
Entonces, para cada s ∈ U fijamos también un conjunto Ds (no vaćıo). La familia
D = {Ds}s∈U se llama universo de datos. La institución ecuacional oculta definida sobre
el universo de datos D, que denotamos por HD = (SIGHD , SenHD ,ModHD , |=HD

), es la
institución cuyas componentes son:

1. La categoŕıa SIGHD es la categoŕıa de signaturas ocultas que hemos definido en
la sección anterior.

2. El funtor SenHD : SIGHD → Set asocia a cada signatura oculta HΣ definida sobre
V Σ y D, el conjunto de ecuaciones SenE(HΣ), y a cada morfismo de signaturas
oculto µ : HΣ → HΣ′ la aplicación SenE(µ). Es decir, el conjunto de sentencias
que se asocia a cada signatura oculta HΣ es el mismo conjunto de ecuaciones que
corresponde a HΣ en la institución algebraica ecuacional. De la misma forma,
cada morfismo de signaturas oculto da lugar a una aplicación entre los conjuntos
de ecuaciones, ya que un morfismo de signaturas ocultas es un caso particular de
morfismo de signaturas.

3. El funtor ModHD : SIGHD → Catop asocia a cada signatura oculta HΣ definida
sobre V Σ y D la categoŕıa HAlgD(HΣ), y a cada morfismo de signaturas µ : HΣ →
HΣ′ el funtor ModHD(µ) : HAlgD(HΣ′) → HAlgD(HΣ) que se define a través del
reducto.

4. Para cada signatura oculta HΣ sobre V Σ y D, la relación de satisfacción |=HD

HΣ es
la satisfacción de comportamiento |≡HΣ .

La institución anterior está bien definida a partir del Teorema 2.4.13, ya que los
morfismos de SIGHD son siempre morfismos de signaturas definidos entre dos signaturas
construidas sobre la misma signatura y álgebra visible.

2.4.3 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones HD y E

En [15], Burstall y Diaconescu definen un morfismo de instituciones entre una institu-
ción oculta y la institución ecuacional. Este morfismo de instituciones se obtiene como
corolario de un resultado general que trabaja con la construcción abstracta de una insti-
tución oculta asociada a una institución que verifique una serie de condiciones. En esta
sección nos apoyaremos en dicho morfismo para definir un morfismo de instituciones
unidireccional entre HD y E .
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Dadas la institución ecuacional oculta sobre un universo de datos D, a la que he-
mos denotando por HD = (SIGHD , SenHD ,ModHD , |=HD

) y la institución algebraica
ecuacional, E = (SIGE , SenE ,ModE , |=E), definimos a continuación un morfismo de ins-
tituciones unidireccional entre ambas.

Como primera componente del morfismo de instituciones unidireccional, considera-
mos el funtor olvido entre las categoŕıas de signaturas i : SIGHD → SIGE . Este funtor
lleva una signatura oculta HΣ, definida sobre V Σ y D, sobre la signatura HΣ en la que
no se tiene en cuenta la distinción entre géneros ocultos y géneros visibles (ni tampoco
entre operaciones ocultas y operaciones visibles). De la misma forma actúa sobre los
morfismos de signaturas ocultos, olvidando la distinción entre la parte oculta y la parte
visible de los mismos.

Como segunda componente consideramos la transformación natural id : SenHD ⇒
SenE ◦ i entre los funtores sentencias SenHD : SIGHD → Set y SenE ◦ i : SIGHD → Set
dada por las aplicaciones identidad idHΣ : SenHD(HΣ) → SenE(i(HΣ)), una por cada
signatura oculta HΣ definida sobre V Σ y D de SIGHD . Observamos que esta trasfor-
mación natural está bien definida ya que tenemos que SenHD(HΣ) = SenE(i(HΣ)).

Como última componente del morfismo de instituciones unidireccional tenemos que
definir una transformación natural β : ModHD ⇒ ModE ◦ i entre los funtores modelos de
ambas instituciones. Esta trasformación natural vendrá dada por una familia de funtores
(morfismos en Cat), βHΣ : ModHD(HΣ) → ModE(i(HΣ)), uno por cada signatura oculta
HΣ definida sobre V Σ y D de SIGHD . La definición de esta familia de funtores se apoya
en el concepto de datos equivalentes a través de su comportamiento [41].

Definición 2.4.15 (Equivalencia de comportamiento). Sea HΣ = (S, Ω) una sig-
natura oculta definida sobre V Σ y D, y sea A una HΣ-álgebra oculta. Decimos que
dos elementos a, a′ ∈ As, con s ∈ S, son equivalentes a través de su comportamiento si
y sólo si qa(c(z)) = qa′(c(z)) para cualquier HΣ-contexto c(z) para el género s, donde
qx : {z} → A, con x ∈ As, es la valoración definida por qx(z) = x. Denotaremos que
a, a′ ∈ As son equivalentes a través de su comportamiento por a ≡A

HΣ,s a′. También
podemos utilizar a ≡HΣ,s a′, o incluso a ≡HΣ a′ si no hay lugar a confusión.

Los dos siguientes resultados han sido extráıdos de [43]. El primero marca la estrecha
relación que existe entre las nociones de equivalencia de comportamiento y satisfacción
de comportamiento. En el segundo se establece que la equivalencia de comportamiento
es una relación de congruencia.

Lema 2.4.16. Sean HΣ = (S, Ω) una signatura oculta definida sobre V Σ y D, A una
HΣ-álgebra oculta y (X, t, u) una HΣ-ecuación. Entonces,

A |≡HΣ (X, t, u) si y sólo si p(t) ≡HΣ p(u), para toda valoración p : X → A.

Proposición 2.4.17. Sean HΣ = (S, Ω) una signatura oculta definida sobre V Σ y D,
y A una HΣ-álgebra oculta. Entonces, la familia ≡HΣ= {≡HΣ,s}s∈S es una relación de
congruencia en A
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Esta relación de congruencia nos va a permitir definir un álgebra cociente a partir de
un álgebra oculta. Utilizaremos esta construcción para definir la familia de funtores que
den lugar a una transformación natural entre los correspondientes funtores de modelos
de la institución oculta y la institución algebraica ecuacional.

Dada una signatura oculta HΣ = (S, Ω) definida sobre V Σ y D, definimos un funtor
βHΣ : ModHD(HΣ) → ModE(i(HΣ)). Para cada álgebra A ∈ Obj(ModHD(HΣ)), defi-
nimos βHΣ(A) := A/≡HΣ

, que es el álgebra cociente de A por la relación de congruencia
anterior. Para cada homomorfismo de álgebras h = (hs)s∈S : A → B de ModHD(HΣ),
definimos βHΣ(h) := h/≡HΣ

, que es el HΣ-homomorfismo definido sobre los cocientes a
través de h, es decir h/≡HΣ

es la familia de aplicaciones h/≡HΣ,s
: A/≡HΣ,s

→ B/≡HΣ,s
,

una para cada género s ∈ S, dada por: h/≡HΣ,s
([a]≡HΣ,s

) = [hs(a)]≡HΣ,s
, para cada

[a]≡HΣ,s
∈ A/≡HΣ,s

.

El siguiente lema que hemos extráıdo nuevamente de [43] garantiza que el homomor-
fismo h/≡HΣ

está bien definido ya que verifica las hipótesis de la Proposición 1.4.13.

Lema 2.4.18. Sean HΣ = (S, Ω) una signatura oculta, f : A → B un HΣ-
homomorfismo oculto y a, a′ ∈ As, con s ∈ S. Entonces,

a ≡HΣ,s a′ en A si y sólo si f(a) ≡HΣ,s f(a′) en B.

La demostración de que β : ModHD ⇒ ModE ◦ i es una transformación natural puede
obtenerse como corolario de un resultado más potente en [15]. No obstante, ofrecemos
a continuación una demostración directa y mucho más sencilla. Esta demostración se
apoya en la siguiente proposición.

Proposición 2.4.19. Sean HΣ = (S, Ω) y HΣ′ = (S ′, Ω′) dos signaturas ocultas defi-
nidas sobre V Σ y D, µ : HΣ → HΣ′ un morfismo de signaturas oculto y A′ una HΣ′-
álgebra oculta. Entonces,

a ≡ModHD (µ)(A′)
HΣ,s b si y sólo si a ≡A′

HΣ′,µ(s) b

para cada s ∈ S y a, b ∈ A′
µ(s).

Demostración. Si s ∈ S es un género visible, entonces µ(s) es un género visible
y obtenemos de forma inmediata la doble implicación ya que es fácil comprobar que
la equivalencia de comportamiento coincide con la igualdad en los géneros visibles (ver
[43]).

Suponemos que s ∈ S es un género oculto. Entonces si aplicamos la definición de
equivalencia de comportamiento obtenemos que lo que debemos demostrar es

qa(c(z)) = qb(c(z)) si y sólo si q′a(c
′(z′)) = q′b(c

′(z′))

donde el lado izquierdo está cuantificado por todo HΣ-contexto c(z) para el género
s y el derecho por todo HΣ′-contexto c′(z′) para el género µ(s), donde qx : {z} →
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ModHD(µ)(A′) y q′x′ : {z′} → A′ son las valoraciones definidas por qx(z) = x y q′x′(z′) = x′

respectivamente, con x ∈ ModHD(µ)(A′)s y x′ ∈ A′
µ(s).

Nos centramos primero en la implicación inversa.

Sea c(z) un HΣ-contexto para el género s. Entonces µ(c(z)) es un HΣ′-contexto
para el género µ(s). Por hipótesis se verifica entonces que

q′a(µ(c(z))) = q′b(µ(c(z)))

con q′a : {z} → A′ la valoración definida por q′a(z) = a y q′b : {z} → A′ la valoración
definida por q′b(z) = b. Ahora es fácil obtener por inducción sobre la estructura de un
término c que

q′a(µ(c(z))) = qa(c(z))

con qa : {z} → ModHD(µ)(A′) la valoración definida por qa(z) = a, lo que demuestra
esta implicación.

Demostraremos a continuación la implicación directa.

Sea c′(z′) un HΣ′-contexto para el género µ(s), es decir, c′ es un HΣ′-término visible
teniendo una única ocurrencia de una variable z′ de género µ(s). Entonces c′ debe
contener entre sus subtérminos a un término ω′(z′, t′1, . . . , t

′
n) con ω′ : s′s′1 . . . s′n → r′,

n ≥ 0 donde s′ = µ(s), s′i es género visible y t′i es un HΣ′-término de género si sin
variables, ∀i = 1, . . . , n. Por definición de morfismo de signaturas oculto, existe una
operación ω : ss1 . . . sn → r ∈ HΩ tal que ω′ = µ(ω).

Suponemos en un primer momento que c′ = ω′(z′, t′1, . . . , t
′
n). Debemos probar que

q′a(ω
′(z′, t′1, . . . , t

′
n)) = q′b(ω

′(z′, t′1, . . . , t
′
n)),

donde q′a : {z′} → A′ es la valoración definida por q′a(z
′) = a y q′b : {z′} → A′ es la

valoración definida por q′b(z
′) = b.

Tenemos que q′a(ω
′(z′, t′1, . . . , t

′
n)) = ω′

A′(a, dt′1 , . . . , dt′n), donde q′a(t
′
i) = dt′i es una

constante visible, ya que t′i es un término visible, ∀i = 1, . . . , n, (en el caso n = 0,
no aparece ningún término visible, y por lo tanto ninguna constante visible, en la ex-
presión anterior). Ahora, como ω′ = µ(ω) y ModHD(µ)(A′) es el µ reducto de A′,
tenemos que ω′

A′(a, dt′1 , . . . , dt′n) = ωModHD (µ)(A′)(a, dt′1 , . . . , dt′n). Esta constante es igual
a qa(ω(z, dt′1 , . . . , dt′n)), donde qa : {z} → ModHD(µ)(A′) es la valoración definida por
qa(z) = a.

Si consideramos ahora el HΣ-contexto ω(z, dt′1 , . . . , dt′n) para el género s, tenemos
por hipótesis que

qa(ω(z, dt′1 , . . . , dt′n)) = qb(ω(z, dt′1 , . . . , dt′n)),

lo que prueba la implicación para este primer caso.

Consideramos en segundo lugar un contexto general c′ = ω′′(ω′(z′, t′1, . . . , t
′
n)), que

contiene como subtérmino a ω′(z′, t′1, . . . , t
′
n). Éste es el único subtérmino de c′ que
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contiene una variable. Debemos probar que

q′a(ω
′′(ω′(z′, t′1, . . . , t

′
n))) = q′b(ω

′′(ω′(z′, t′1, . . . , t
′
n))),

donde q′a : {z′} → A′ es la valoración definida por q′a(z
′) = a y q′b : {z′} → A′ es la

valoración definida por q′b(z
′) = b. Entonces,

q′a(ω
′′(ω′(z′, t′1, . . . , t

′
n))) =

= ω′′
A′(q′a(ω

′(z′, t′1, . . . , t
′
n)) ya que ω′′ no tiene variables,

= ω′′
A′(q′b(ω

′(z′, t′1, . . . , t
′
n)) por la igualdad probada antes,

= q′b(ω
′′(ω′(z′, t′1, . . . , t

′
n))).

¥

En el siguiente resultado recogemos que cada βHΣ es un funtor. Es una simple
comprobación el demostrar que respeta la identidad y la composición de morfismos de
ModHD(HΣ).

Lema 2.4.20. Sea HΣ una signatura oculta definida sobre V Σ y D. La aplicación
βHΣ : ModHD(HΣ) → ModE(i(HΣ)) es un funtor.

Por fin, demostramos que β define una transformación natural.

Lema 2.4.21. La familia de funtores β : ModHD ⇒ ModE◦i definen una transformación
natural.

Demostración. Falta por comprobar que la familia de funtores verifica la propiedad
de naturalidad, es decir, que para cada morfismo de signaturas oculto µ : HΣ → HΣ′

de SIGHD , entre las signaturas ocultas HΣ = (S, Ω) y HΣ′, es conmutativo el siguiente
diagrama:

ModHD(HΣ)
βHΣ−−−→ ModE(i(HΣ))

ModHD (µ)

x xModE(i(µ))

ModHD(HΣ′) −−−→
βHΣ′

ModE(i(HΣ′))

Primero probamos que el diagrama conmuta sobre los objetos de ModHD(HΣ′). Es
decir, si para cada HΣ′-álgebra oculta A′ de ModHD(HΣ′) se verifica que

ModE(i(µ)) ◦ βHΣ′(A′) = βHΣ ◦ ModHD(µ)(A′).

Por un lado tenemos que, por definición de βHΣ′ , ModE(i(µ))(βHΣ′(A′)) es igual a
ModE(i(µ))(A′/≡HΣ′ ). Esta HΣ-álgebra está definida por:

• para cada género s ∈ S, el conjunto ModE(i(µ))(A′/≡HΣ′ )s = A′/≡HΣ′,µ(s)
, por

definición de reducto. Ahora, por definición del cociente, este conjunto es igual a
{[a]≡HΣ′,µ(s)

| a ∈ A′
µ(s)},
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• para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, la fun-
ción definida por ωModE(i(µ))(A′/≡HΣ′ )([a1]≡HΣ′,µ(s1)

, . . . , [an]≡HΣ′,µ(sn)
) =

µ(ω)A′/≡HΣ′ ([a1]≡HΣ′,µ(s1)
, . . . , [an]≡HΣ′,µ(sn)

), para cada [ai]≡HΣ′,µ(si)
∈ A′/≡HΣ′,µ(si)

,
i = 1, . . . , n, por definición de reducto. Nuevamente, por definición del
cociente, esta función es igual a [µ(ω)A′(a1, . . . , an)]≡HΣ′,µ(s)

, para cada

[ai]≡HΣ′,µ(si)
∈ A′/≡HΣ′,µ(si)

, i = 1, . . . , n.

Por otro lado, por definición de βHΣ, tenemos que βHΣ(ModHD(µ)(A′)) es igual a
ModHD(µ)(A′)/≡HΣ

. Esta HΣ-álgebra está definida por:

• para cada género s ∈ S, el conjunto ModHD(µ)(A′)/≡HΣ,s
= {[a]≡HΣ,s

| a ∈
ModHD(µ)(A′)s}, por definición del cociente,

• para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, la función definida por
ωModHD (µ)(A′)/≡HΣ

([a1]≡HΣ,s1
, . . . , [an]≡HΣ,sn

) = [ωModHD (µ)(A′)(a1, . . . , an)]≡HΣ,s
, pa-

ra cada [ai]≡HΣ,si
∈ ModHD(µ)(A′)/≡HΣ,si

, i = 1, . . . , n, por definición del co-
ciente. Ahora, por definición de reducto esta función es igual a la función
[µ(ω)A′(a1, . . . , an)]≡HΣ,s

, para cada [ai]≡HΣ,si
∈ ModHD(µ)(A′)/≡HΣ,si

, i = 1, . . . , n.

Observamos entonces que para demostrar la igualdad anterior es suficiente probar
que

{[a]≡HΣ′,µ(s)
| a ∈ A′

µ(s)} = {[a]≡HΣ,s
| a ∈ ModHD(µ)(A′)s},

para cada género s ∈ S. Esta igualdad se obtiene de forma inmediata a partir de la
Proposición 2.4.19.

Una vez que hemos demostrado que el diagrama conmuta para los objetos de
ModHD(HΣ′), abordamos la demostración de que el diagrama también conmuta para
sus morfismos. Es decir, tenemos que probar que para cada HΣ′-homomorfismo oculto
h′ : A′ → B′ de ModHD(HΣ′) se verifica que

ModE(i(µ)) ◦ βHΣ′(h′) = βHΣ ◦ ModHD(µ)(h′).

Por un lado tenemos que ModE(i(µ))(βHΣ′(h′)) es el HΣ-homomorfismo dado por la
familia de aplicaciones ModE(i(µ))(h′/≡HΣ′ )s = (h′/≡HΣ′ )µ(s) : A′/≡HΣ′,µ(s)

→ B′/≡HΣ′,µ(s)
,

una para cada género s ∈ S, tal que (h′/≡HΣ′ )µ(s)([a]≡HΣ′,µ(s)
) = [h′

µ(s)(a)]≡HΣ′,µ(s)
, para

todo [a]≡HΣ′,µ(s)
∈ A′/≡HΣ′,µ(s)

.

Por otro lado tenemos que βHΣ(ModHD(µ)(h′)) es el HΣ-homomorfismo da-
do por la familia de aplicaciones ModHD(µ)(h′)/≡HΣ,s

: ModHD(µ)(A′)/≡HΣ,s
→

ModHD(µ)(B′)/≡HΣ,s
, una para cada género s ∈ S, tal que

ModHD(µ)(h′)/≡HΣ,s
([a]≡HΣ,s

) = [ModHD(µ)(h′)s(a)]≡HΣ,s
, para todo [a]≡HΣ,s

∈
ModHD(µ)(A′)/≡HΣ,s

Obtenemos que ambos homomorfismos son iguales sin más que aplicar la Proposición
2.4.19 ya que por definición de reducto tenemos que ModHD(µ)(h′)s(a) = h′

µ(s)(a). ¥
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Para demostrar que la terna de aplicaciones (i, id, β) que hemos definido anterior-
mente constituye un morfismo de instituciones unidireccional, únicamente falta por com-
probar que se verifica la relación de satisfacibilidad. El siguiente teorema que puede
encontrarse en [41] o en [43], expresa que esta relación de satisfacibilidad es compatible
con las trasformaciones de sentencias y modelos. Su demostración es inmediata a partir
del Lema 2.4.16 y del siguiente corolario que hemos extráıdo de [63].

Corolario 2.4.22. Sean Σ una signatura, A una Σ-álgebra, Q una relación de con-
gruencia en A y t, u ∈ TΣ(X) dos términos del mismo género. Entonces, q(t) = q(u)
para toda valoración q : X → A/Q si y sólo si [p(t)]Q = [p(u)]Q para toda valoración
p : X → A.

Teorema 2.4.23. Sea HΣ una signatura oculta definida sobre V Σ y D. Entonces,

A |≡HΣ e si y sólo si βHΣ(A) |=HΣ e

para cualquier una HΣ-álgebra oculta A y cualquier HΣ-ecuación e.

Recogemos el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido en el si-
guiente teorema.

Teorema 2.4.24. La terna (i, id, β) define un morfismo de instituciones unidireccional
entre HD y E.

2.5 Un morfismo de instituciones unidireccional en-

tre la institución ED y la institución HD

Como hemos citado, un primer intento para tratar de modelar las estructuras de datos
presentes en EAT condujo a definir una operación entre signaturas, que se ha extendido a
modelos y sentencias. Esta operación ha dado lugar a un morfismo de instituciones uni-
direccional entre una nueva institución, que llamamos institución algebraica ecuacional
definida sobre un universo de datos D, a la que hemos denotado por ED, y la institución
algebraica ecuacional E . La necesidad de fijar el universo de datos sobre el que definir
los modelos viene originada por lo que se hace en el nivel de las implementaciones. En el
sistema EAT, y en general en cualquier sistema que trabaje con estructuras algebraicas,
es habitual implementar estas estructuras haciendo que sus elementos respondan a un
mismo patrón sintáctico, un mismo modo de representación en el computador. Como
comentamos anteriormente, cuando tratamos de modelizar estas estructuras, esta res-
tricción se traduce en la necesidad de limitar las familias de álgebras a aquéllas en las
que todas las álgebras de la familia compartan los mismos soportes. Esta condición nos
llevaba a fijar un universo de datos D sobre el que definir los modelos.

En el mismo sentido, es claro que el rango de la institución de llegada, en el anterior
morfismo de instituciones unidireccional, es también demasiado amplio: únicamente las
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Σimp-álgebras basadas en D son relevantes en nuestro estudio. Este hecho es precisamen-
te la caracteŕıstica fundamental de la institución oculta HD. En esta sección trataremos
de redefinir el morfismo de instituciones unidireccional entre ED y E a otro entre ED y
HD, que refleje nuestro problema de una forma más conveniente.

Consideramos de nuevo fijados un conjunto U que es el universo de géneros y una
familia de conjuntos D = {Ds}s∈U que es el universo de datos. Estos conjuntos per-
manecerán fijados a lo largo del caṕıtulo salvo que se indique lo contrario. Definimos a
continuación un morfismo de instituciones unidireccional entre ED y HD.

Comenzamos definiendo un funtor entre las categoŕıas de signaturas
ΦED−HD

: SIGED → SIGHD . El funtor ΦED−HD
asigna a cada signatura Σ = (S, Ω ∪ C)

de SIGED , la signatura oculta Σimp = (Simp, Ωimp ∪ C), signatura que definimos de la

misma forma que ΦED−E(Σ), sobre la signatura visible V Σimp = (S,C) y el dominio
de datos D = ({Ds}s∈S, C). Observamos entonces que el único género oculto en la
signatura Σimp es el género destacado imp

Σ
y que las únicas operaciones visibles son

las constantes de C. Además, una caracteŕıstica fundamental de esta signatura es que
todas las operaciones ocultas son deconstructoras.

Como en la institución ED sólo hemos considerado morfismos identidad, la definición
de Φ sobre morfismos resulta obvia, obteniendo el siguiente lema.

Lema 2.5.1. La aplicación ΦED−HD
es un funtor.

A continuación definimos una transformación natural entre los funtores sentencias
αED−HD

: SenED ⇒ SenHD ◦ ΦED−HD
. Esta transformación natural consistirá en una

familia de aplicaciones, una aplicación αED−HD

Σ : SenED(Σ) → SenHD(ΦED−HD
(Σ)) para

cada signatura Σ de SIGED .

Dada una signatura Σ de SIGED , observamos que el conjunto de sen-
tencias SenHD(ΦED−HD

(Σ)) es, por definición, el mismo conjunto de senten-
cias que SenE(ΦED−E(Σ)). Aprovechando lo anterior, definimos la aplicación

αED−HD

Σ : SenED(Σ) → SenHD(ΦED−HD
(Σ)) de la misma forma que la aplicación

αED−E
Σ : SenED(Σ) → SenE(ΦED−E(Σ)) definida anteriormente. Obtenemos trivialmente

que estas aplicaciones constituyen una transformación natural, lo que recogemos en el
siguiente lema.

Lema 2.5.2. La familia de aplicaciones αED−HD
: SenED ⇒ SenHD ◦ ΦED−HD

es una
transformación natural.

Una observación importante que se deduce de la definición de esta trasformación
natural es que para cada signatura Σ de SIGED y cada ecuación e ∈ SenED(Σ), la

ecuación αED−HD

Σ (e) es de género visible. Esto es cierto ya que la signatura Σimp es
puramente deconstructora, es decir, todas sus operaciones ocultas son deconstructoras.
Entonces las únicas ecuaciones de género oculto en SenHD(Σimp) son las igualdades

entre variables ocultas. No obstante, una ecuación αED−HD

Σ (e) no es en ningún caso una
igualdad entre variables ocultas, por lo tanto es una ecuación visible.
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Por último, definimos la tercera componente del morfismo de instituciones uni-
direccional que en este caso será una transformación natural βED−HD

: ModED ⇒
ModHD ◦ ΦED−HD

. Esta trasformación natural consistirá en una familia de funto-
res βED−HD

Σ : ModED(Σ) → ModHD(ΦED−HD
(Σ)), un funtor para cada signatura Σ de

SIGED .

Observamos que para cada Σ-álgebra A, podemos considerar βED−E
Σ (A) como una

Σimp-álgebra oculta ya que, por definición, su restricción a la signatura visible V Σimp =
(S,C) es el álgebra visible D = ({Ds}s∈S, C). Además, para cada Σ-homomorfismo

identidad idA : A → A, tenemos que βED−E
Σ (idA) es un Σimp-homomorfismo oculto ya

que, obviamente, es la identidad sobre la parte visible.

Aśı, dada una signatura Σ de SIGED , podemos definir βED−HD

Σ : ModED(Σ) →
ModHD(ΦED−HD

(Σ)) sobre objetos y morfismos, de forma análoga al funtor

βED−E
Σ : ModED(Σ) → ModE(ΦED−E(Σ)).

Nuevamente es trivial deducir que estos funtores constituyen una transformación
natural, ya que βED−E es una trasformación natural.

Lema 2.5.3. La familia de funtores βED−HD
: ModED ⇒ ModHD ◦ ΦED−HD

define una
transformación natural.

Para completar la definición de un morfismo de instituciones unidireccional falta
por comprobar que la terna que acabamos de definir es compatible con la condición de
satisfacibilidad. Es decir, tenemos que demostrar que para cada signatura Σ de SIGED

se verifica

A |=ED

Σ e si y sólo si βED−HD

Σ (A) |≡HD

ΦED−HD
(Σ)

αED−HD

Σ (e),

para cualquier sentencia e ∈ SenED(Σ) y cualquier álgebra A ∈ Obj(ModED(Σ)).

Tenemos que para cualquier sentencia e ∈ SenED(Σ), la ecuación αED−HD

Σ (e) es
visible. Una nota importante que destacábamos de la relación de satisfacción de com-
portamiento es que sobre ecuaciones visibles esta relación es, en realidad, la relación de
satisfacción ecuacional. Entonces, para probar la condición de satisfacibilidad anterior
es suficiente con demostrar que para cada signatura Σ de SIGED se verifica

A |=ED

Σ e si y sólo si βED−HD

Σ (A) |=E
ΦED−HD

(Σ)
αED−HD

Σ (e),

para cualquier sentencia e ∈ SenED(Σ) y cualquier álgebra A ∈ Obj(ModED(Σ)).

Por la propia definición de las tres componentes de este morfismo de instituciones
unidireccional, obtenemos de modo inmediato que esta condición es cierta, a partir de
la condición correspondiente para el morfismo de instituciones unidireccional entre ED

y E .

El siguiente teorema establece el morfismo de instituciones unidireccional que aca-
bamos de definir.

Teorema 2.5.4. La terna (Φ, α, β) definida anteriormente constituye un morfismo de
instituciones unidireccional entre ED y HD.
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2.5.1 Interpretación de la institución oculta en términos de
implementaciones de estructuras de datos

Como ya se ha indicado previamente, en EAT conviven dos clases de estructuras de
datos. Por un lado se manejan los datos básicos usuales en programación como números,
listas, etc. Por otro lado aparecen estructuras de datos, cuyos elementos son esos datos
básicos, que corresponden a estructuras matemáticas como grupos, anillos, complejos de
cadenas, etc.

La idea que subyace es entender el universo de datos D considerado en las secciones
anteriores como el primer tipo de estructura de datos: datos predefinidos y presentes en
el sistema con el fin de ser utilizados en cualquier momento.

Entonces, una vez fijado el sustrato de datos D sobre el que trabajar, los modelos
ModED(Σ) representan estructuras algebraicas definidas sobre tales datos. Éstas corres-
ponden, por lo tanto, al segundo tipo de datos de datos presente en EAT. No obstante,
en general, no se trata de trabajar con una única estructura matemática, un grupo por
ejemplo, sino con familias de grupos (los cuales deben ser susceptibles de ser creados y
manejados en tiempo de ejecución). Por lo tanto, para modelar EAT no es suficiente con
tener un modelo para un único grupo, sino que debemos tratar de modelar implemen-
taciones de grupos (es decir, la representación en la memoria de un computador de la
información suficiente sobre un grupo). Entonces, las estructuras de datos codificadas en
EAT son en realidad familias de implementaciones de modelos de ModED(Σ). Sin pre-
tender entrar en cuestiones de implementación (en [58] se presenta un estudio detallado
de la modelización de las implementaciones de estas estructuras de datos, apoyándose
en una noción de implementación de un TAD derivada de la noción de implementación
de Hoare [49]) y situándonos en el marco más simple de la especificación algebraica,
obtenemos que debemos movernos de categoŕıas de modelos en ED hacia una categoŕıa
indexada (o fibrada) sobre ella (ver [97]). Esto es exactamente lo que ha sido formalmen-
te expresado en la transferencia de la institución ED a la institución HD en la sección
anterior, ya que, como vemos, los modelos en ModHD(Σimp) son familias de álgebras de
ModED(Σ). Los elementos del conjunto soporte para el género oculto imp

Σ
actúan como

ı́ndices para dichas estructuras.

Debemos hacer notar que la idea de ver estas álgebras ocultas como familias de im-
plementaciones de estructuras no es del todo cubierta por el morfismo de instituciones
unidireccional que acabamos de definir, tal y como ocurre con el morfismo de institu-
ciones unidireccional entre ED y E , ya que nuevamente los modelos en la imagen del
morfismo representan familias formadas por una única álgebra. Sin embargo, en esta
ocasión, estas imágenes pueden ser reunidas (por medio de coproductos) en una nueva
álgebra, que corresponde directa y elegantemente con el modo de implementación usado
en EAT. Además, esta álgebra resulta tener buenas propiedades desde el punto de vista
de las categoŕıas, ya que es el objeto final en la categoŕıa de modelos ModHD(Σimp).

En la siguiente sección construiremos dicho objeto final. Además, trataremos de
hacer una comparación del mismo con el objeto final general de la teoŕıa oculta y con
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el modo en el que en EAT han sido implementadas las estructuras de datos de segundo
tipo.

2.5.2 Objeto final

La existencia de objeto final en las categoŕıas de álgebras ocultas está perfectamente
determinada dentro de la teoŕıa de la especificación oculta (ver, por ejemplo, [42]).
Concretamente, hemos presentado en el Teorema 2.4.12 dicho objeto final a través de lo
que sus autores denominan una “construcción mágica”. No obstante, en nuestro caso,
trabajamos con una signatura oculta Σimp con caracteŕısticas particulares: presenta
un único género oculto, no tiene operaciones visibles (distintas de las constantes) y
cada operación es un deconstructor. Si trabajamos con este tipo de signaturas ocultas,
obtenemos un objeto final para la categoŕıa ModHD(Σimp). Obviamente, este objeto
final es isomorfo al presentado por Goguen y Malcolm en [42], pero insistimos, para
estas signaturas particulares, lejos de tener ese “aspecto mágico”, el álgebra final admite
una descripción bastante natural.

Además, podemos obtener este objeto final a partir del morfismo de instituciones
unidireccional entre ED y HD que hemos definido anteriormente. Más adelante daremos
una descripción del objeto final como coproducto de las imágenes de los modelos de ED

por la transformación natural correspondiente en dicho morfismo.

Dada una signatura Σ = (S, Ω∪C) de SIGED , definimos un álgebra 1lD, que pertenece
a Obj(ModHD(Σimp)) de la siguiente manera:

• el conjunto sobre el género oculto imp
Σ

es 1lDimp
Σ

:= Obj(ModED(Σ)),

• para cada operación imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp la función

imp ω1lD(A, d1, . . . , dn) := ωA(d1, . . . , dn), para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)) y ca-
da di ∈ Di, i = 1, . . . , n.

Una aclaración necesaria es que el álgebra 1lD está bien definida. Para ello es su-
ficiente con comprobar que la categoŕıa ModED(Σ) es una categoŕıa pequeña, es decir,
el soporte para el género oculto Obj(ModED(Σ)) es efectivamente un conjunto. Esto es
aśı ya que al fijar un dominio de datos, las Σ-álgebras que se pueden construir sobre ese
dominio de datos forman un conjunto y no una clase estricta.

Teorema 2.5.5. Sea Σ una signatura en ED. El objeto 1lD es un álgebra final en
ModHD(Σimp). Además, este objeto final es el coproducto en ModHD(Σimp) de los objetos

en la imagen de βED−HD

Σ (ModED(Σ)).

Demostración. Sea Σ = (S, Ω ∪ C) una signatura de SIGED . Demostraremos
primero que 1lD es objeto final en ModHD(Σimp).
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Para cada álgebra M ∈ Obj(ModHD(Σimp)), tenemos que definir un Σimp-
homomorfismo oculto fM : M → 1lD. Para el género oculto consideramos la aplica-
ción fM

imp
Σ

: Mimp
Σ

→ 1lDimp
Σ
, que a cada elemento a ∈ Mimp

Σ
le asocia un álgebra

fM
imp

Σ
(a) := Ma, dada por: ωMa(d1, . . . , dn) := imp ωM(a, d1, . . . , dn), para cada opera-

ción ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω y cada tupla de datos di ∈ Di, i = 1, . . . , n.

Tenemos entonces que fM es un Σimp-homomorfismo oculto, ya que para cada
imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, y para cada a ∈ Mimp

Σ
, di ∈ Di, i = 1, . . . , n, se ve-

rifica que imp ω1lD(fM
imp

Σ
(a), d1, . . . , dn) = imp ω1lD(Ma, d1, . . . , dn) = ωMa(d1, . . . , dn) =

imp ωM(a, d1, . . . , dn).

Además, fM es único. Sea un Σimp-homomorfismo oculto g : M → 1lD definido por
una aplicación gimp

Σ
: Mimp

Σ
→ 1lDimp

Σ
, debemos comprobar que fM

imp
Σ

= gimp
Σ
. Dado

a ∈ Mimp
Σ
, se tiene gimp

Σ
(a) = Ba ∈ ModED(Σ). Como g es un Σimp-homomorfismo,

imp ωM(a, d1, . . . , dn) = imp ω1lD(gimp
Σ
(a), d1, . . . , dn) = imp ω1lD(Ba, d1, . . . , dn) =

ωBa(d1, . . . , dn), para cada imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, y cada di ∈ Di,

i = 1, . . . , n. Por otro lado, por definición de Ma, tenemos que imp ωM(a, d1, . . . , dn) =
ωMa(d1, . . . , dn), para cada imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, y cada di ∈ Di,

i = 1, . . . , n. Obtenemos entonces que ωBa(d1, . . . , dn) = ωMa(d1, . . . , dn), para cada
ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, y cada di ∈ Di, i = 1, . . . , n, por lo que Ba = Ma. De esta forma,
fM = g.

Nos centramos a continuación en la demostración de la segunda parte del teo-
rema, esto es, 1lD es el coproducto en ModHD(Σimp) de los objetos en la imagen

βED−HD

Σ (ModED(Σ)).

Para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)), el soporte para el género distinguido imp
Σ

del objeto βΣ(A) es el conjunto unipuntual {∗}. Consideramos el único Σimp-
homomorfismo oculto hA entre βΣ(A) y 1lD, que como hemos visto, viene dado por
la aplicación hA

imp
Σ

: βΣ(A)imp
Σ

→ 1lDimp
Σ

tal que hA
imp

Σ
(∗) = A. Entonces el par

(1lD, {hA}A∈Obj(ModED (Σ))) es el coproducto de la familia {βΣ(A)}A∈Obj(ModED (Σ)). En
efecto, sea un álgebra G ∈ Obj(ModHD(Σimp)) tal que para cada A ∈ Obj(ModED(Σ))
exista un Σimp-homomorfismo oculto gA entre βΣ(A) y G. Entonces, debemos compro-
bar que podemos definir un único Σimp-homomorfismo oculto k entre 1lD y G que haga
conmutativos todos los diagramas:

βΣ(A) -hA

1lD

Z
ZZ~gA ?

k

G

El morfismo k estará determinado por la aplicación en el género distinguido
kimp

Σ
: 1lDimp

Σ
→ Gimp

Σ
. Consideramos kimp

Σ
(A) := gA

imp
Σ
(∗), para cada A ∈

1lDimp
Σ
. Se trata de un morfismo de Σimp-álgebras ya que para cada operación

imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, cada A ∈ 1lDimp

Σ
, y cada tupla di ∈ Di, i = 1, . . . , n,

tenemos por un lado que imp ω1lD(A, d1, . . . , dn) = ωA(d1, . . . , dn) por definición de
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1lD y por otro lado que imp ωG(kimp
Σ
(A), d1, . . . , dn) = imp ωG(gA

imp
Σ
(∗), d1, . . . , dn) =

imp ωβΣ(A)(∗, d1, . . . , dn) = ωA(d1, . . . , dn), ya que gA es un Σimp-homomorfismo.

Además, los diagramas son conmutativos, ya que para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)) se
verifica que kimp

Σ
(hA

imp
Σ
(∗)) = kimp

Σ
(A) = gA

imp
Σ
(∗), es decir, k ◦ hA = gA.

Por último, este morfismo es único, ya que si existe otro Σimp-homomorfismo oculto
k′ entre 1lD y G, tal que para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)) verifica que k′ ◦ hA = gA,
entonces kimp

Σ
(A) = gA

imp
Σ
(∗) = k′

imp
Σ
(hA

imp
Σ
(∗)) = k′

imp
Σ
(A), por lo que k = k′. ¥

Dada una de nuestras signaturas Σimp, podemos hacer en este momento una compara-
ción entre el objeto final general FΣimp dentro de la teoŕıa oculta, que hemos presentado
en el Teorema 2.4.12, el objeto final 1lD que hemos descrito en el teorema anterior, y el
modo en el que han sido implementadas las estructuras de datos en EAT [81].

Debemos observar que las signaturas Σimp no tienen constructores y que por lo tanto,
los Σimp-contextos para el género oculto son muy simples: son expresiones de la forma
imp ω(z, d1, . . . , dn), con z la única variable de género oculto y di ∈ Di, i = 1, . . . , n, para
cada operación imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s. Recordamos que se tiene como condición que

todos los elementos de Di son introducidos en la signatura como constantes (una de las
razones por las que se introducen dichas constantes en la signatura es para poder obtener
esta colección de contextos [42]). Entonces, ya que los conjuntos de contextos CΣimp

[z]s
pueden verse como una unión disjunta (indexada por los deconstructores que finalizan
en s), cada aplicación de CΣimp

[z]s en Ds puede verse como una tupla de funciones
ωs : Ds1 × · · · × Dsn → Ds, una función para cada operación imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s

de Σimp que finaliza en s. Al recorrer s todos los géneros visibles obtenemos una serie
de funciones que pueden ser reunidas en una única tupla funcional. Aśı, el objeto final
FΣimp puede ser visto como un conjunto de tuplas de funciones y la interpretación de las
operaciones imp ω consiste en la aplicación de una función (que forma parte del primero
de sus argumentos) sobre el resto de los argumentos, que son datos. Debemos notar
que cada una de estas tuplas representa en realidad un objeto de ModED(Σ) al estar D
fijado.

Por ejemplo, en el caso de la signatura GRPimp, existe un único género visible g, y por
lo tanto un único conjunto CGRPimp

[z]g. Este conjunto está formado por contextos de la
forma imp prd(z, a, b) que contribuyen a la definición de una función f1 : Dg×Dg → Dg,
contextos de la forma imp inv(z, a) que contribuyen a la definición de una función
f2 : Dg → Dg y el contexto imp unt(z) que contribuye a la definición de una función
f3 : → Dg. Las tuplas formadas por tres funciones con estas aridades constituyen el
soporte del género oculto del álgebra F GRPimp y definen de forma uńıvoca un álgebra de
ModED(GRP).

Se hace expĺıcito de esta forma el Σimp-isomorfismo oculto entre los objetos finales
1lD y FΣimp a través de esta biyección entre sus correspondientes soportes para el género
destacado. Observamos entonces que, para nuestro caso particular, el objeto final admi-
te ser descrito como un objeto cuyo soporte en el único género oculto es un conjunto de
tuplas funcionales, cada tupla codificando las operaciones de un modelo de ED. Además,
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este conjunto soporte es suficiente para actuar como ı́ndice de modelos de ED. Simple-
mente recuperamos para cada operación de un álgebra de ED la correspondiente función
en la tupla. Los detalles de dicho objeto están desarrollados en [58]. Por último señalar
que este objeto se ajusta completamente con el modo elegido por Rubio y Sergeraert pa-
ra implementar las estructuras de datos de EAT, utilizando para ello de forma intensiva
la programación funcional (ver [81, 58]). Las representaciones en EAT de las estructuras
matemáticas consisten básicamente en tuplas de funciones que codifican las operaciones
de esas estructuras. De este modo, el teorema de existencia de objeto final prueba de
manera formal que la representación que usa EAT para sus estructuras datos es lo “más
general” posible desde el punto de vista de la Teoŕıa de Categoŕıas (puede pensarse que
recoge como elementos a las álgebras individuales y desde cualquier otra “familia” de
álgebras individuales siempre hay un “paso canónico” al objeto final).

Dada una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGED , recogemos de forma expĺıcita esta
representación equivalente del objeto final en ModHD(Σimp) mediante la Σimp-álgebra
canónica Acan dada por:

• Acan
s = Ds, para cada género s ∈ S,

• Acan
imp

Σ
= {(fω : Ds1 × · · · × Dsn → Ds)ω : s1...sn→s∈Ω | 〈(Ds)s∈S, ((fω)ω∈Ω, C)〉 ∈

ModED(Σ)},

• dAcan = d, para cada constante d ∈ C, y

• imp ωAcan((fδ)δ∈Ω, d1, . . . , dn) := fω(d1, . . . , dn), para cada operación
imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp y para cada (fδ)δ∈Ω ∈ Acan

imp
Σ

y di ∈ Di,
i = 1, . . . , n.

Teorema 2.5.6. La Σimp-álgebra Acan es un objeto final en la categoŕıa ModHD(Σimp).

2.5.3 Ampliación del morfismo a especificaciones

Podemos ampliar el morfismo de instituciones unidireccional entre ED y HD a especi-
ficaciones de forma análoga a como se amplia el morfismo entre ED y E , de modo que
obtenemos una propiedad equivalente a la Proposición 2.3.8, ahora sobre álgebra ocultas.

Además, en la institución oculta, dada una especificación Especimp = (Σimp, Eimp)
podemos definir un modelo canónico A

′can que es final dentro del TAD definido por
dicha especificación. Este modelo canónico se define de la misma forma que el objeto
final Acan construido en la sección anterior, pero con la restricción de que sólo tomamos
tuplas funcionales en el género distinguido que definan, junto con D, un modelo de
Espec = (Σ, E) (en lugar de simplemente definir un modelo para Σ). Recogemos la
correspondiente propiedad de finalidad en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.7. La Σimp-álgebra A
′can es un objeto final en el TAD definido por

Especimp = (Σimp, Eimp).
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Ejemplo 2.5.8. Continuamos con la especificación de grupo EspecGRP que hemos intro-
ducido en la sección anterior. Fijado un dominio de datos Dg, definimos la GRPimp-álgebra
A

′can modelo para EspecGRPimp
de la siguiente forma: A

′can
g = Dg y A

′can
impGRP = {(f1, f2, f3) |

f1 : Dg × Dg → Dg, f2 : Dg → Dg, f3 : → Dg, tal que definan un grupo sobre Dg}.

La interpretación en A
′can de las constantes visibles es la habitual y de las tres

operaciones no visibles viene definida por:

imp prdA
′can((f1, f2, f3), z1, z2) = f1(z1, z2)

imp invA
′can((f1, f2, f3), z) = f2(z)

imp untA′can((f1, f2, f3)) = f3

Esta álgebra es la más “general” entre las representaciones de grupos sobre Dg, de
modo que cubre todos los posibles grupos que pueden ser definidos sobre dicho conjunto.
En particular, si consideramos Dg = 〈n〉 entonces este objeto es isomorfo a la GRPimp-
álgebra B del Ejemplo 2.3.9, lo que prueba que esta álgebra es también objeto final en
el TAD definido por EspecGRPimp

. ¤

2.6 Un tercer marco de especificación: coálgebras

En las secciones anteriores hemos estudiado una operación entre signaturas, la operación
imp, dentro de dos marcos diferentes: el de la especificación algebraica ecuacional y el
de la especificación oculta. Ahora, nos disponemos a dar una interpretación de la misma
operación dentro de un tercer formalismo, como son las coálgebras. Uno de los primeros
trabajos en los que aparece el concepto de coálgebra en el campo de la especificación
algebraica es [74] en 1995. La teoŕıa coalgebraica se ha desarrollado notablemente desde
entonces dando lugar a numerosas publicaciones. Art́ıculos que sirven de gúıas en el
uso de las coálgebras son [83] y [54]. Uno de los objetivos de esta teoŕıa consiste en
la modelización de los lenguajes orientados a objetos, de modo que ya en el trabajo de
Reichel [74] se propone de manera expĺıcita el uso de las coálgebras como semántica para
el paradigma orientado a objetos. Art́ıculos que persiguen este objetivo son entre otros
[53, 48, 50, 52]. De modo informal, el concepto de coálgebra consiste en un conjunto
oculto junto con una serie de observadores para dicho conjunto. Aśı, las coálgebras
están muy relacionadas con las especificaciones ocultas, como se pone de manifiesto en
[22] o en [23], de modo que si se prescinden en las signaturas ocultas de las operaciones
constructoras a partir de datos se obtiene que las álgebras para dichas signaturas son en
realidad coálgebras particulares.

En el siguiente apartado introducimos las definiciones básicas de esta teoŕıa que
pueden encontrarse en cualquiera de los anteriores art́ıculos. No obstante, para poder
desarrollar nuestros conceptos dentro de un marco institucional, necesitamos introducir
el concepto de institución coalgebraica asociada a una institución. La mayor parte de
los resultados contenidos en esta sección están publicados en [30].
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2.6.1 Coálgebras

Desde un punto de vista categórico, la noción de coálgebra puede verse como el con-
cepto dual de la noción de álgebra. La diferencia fundamental entre un álgebra y una
coálgebra es que la primera tienen constructores, es decir, operaciones que llegan a un
género distinguido y permiten construir elementos del mismo, mientras que la segunda
posee observadores, es decir, operadores que parten de un género distinguido y permiten
observar determinado comportamiento.

Definición 2.6.1 (Coálgebra). Sea F : Set → Set un endofuntor de Set. Una
F -coálgebra es un par (X,α), donde X es un conjunto y α : X → F (X) es una aplicación.

Si no hay lugar a confusión, hablaremos simplemente de coálgebra, sin hacer referen-
cia al funtor F y podemos denotar una coálgebra por la aplicación α : X → F (X).

Podemos establecer relaciones entre coálgebras a través de la noción de morfismo de
coálgebras.

Definición 2.6.2 (Morfismo de coálgebras). Sea F : Set → Set un endofuntor
de Set. Un F -homomorfismo entre dos F -coálgebras (X,α), (Y, β) es una aplicación
f : X → Y tal que F (f) ◦ α = β ◦ f .

Para cada endofuntor F de Set, las F -coálgebras junto con los F -homomorfismos
entre ellas definen una categoŕıa que denotaremos por CoAlg(F ).

2.6.2 Definición de una institución coalgebraica

En esta sección definiremos una institución para coálgebras asociada a una institución
dada. Debemos adelantar que nuestra institución no recoge todas las posibles coálgebras
definidas sobre cualquier tipo de endofuntor de Set sino que nos restringimos a las
coálgebras que se pueden construir sobre un tipo muy particular de endofuntores como
son los constantes. Estos endofuntores serán suficientes para nuestros propósitos de
modelado.

El punto de partida es una institución I con la propiedad de que, para cada signa-
tura Σ de SIGI , la categoŕıa ModI(Σ) es una categoŕıa pequeña, lo que en particular
implica que la clase Obj(ModI(Σ)) es un conjunto. Esta condición puede parecer de-
masiado restrictiva, pero de hecho, no lo es tanto. Por ejemplo, como se ha comentado
previamente, cuando tratamos de especificar un sistema de software mediante álgebras
sobre una signatura, si exigimos que los conjuntos soporte de cualquier álgebra estén
contenidos dentro de una familia de conjuntos de datos fijada (por ejemplo, objetos de-
finibles en un lenguaje de programación particular), entonces obtenemos una institución
con la propiedad mencionada.

A partir de esta institución I que denotamos por (SIGI , SenI ,ModI , |=I) definimos
a continuación una institución, que llamamos institución coalgebraica asociada a I, y
que denotamos por CoAlg(I) = (SIGCoAlg(I), SenCoAlg(I),ModCoAlg(I), |=CoAlg(I)).
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La categoŕıa de signaturas SIGCoAlg(I) y el funtor sentencias SenCoAlg(I) se definen
de la misma forma que las respectivas componentes de la institución I.

El funtor modelos ModCoAlg(I) : SIGCoAlg(I) → Catop viene dado de la siguiente
forma. Para cada signatura Σ de SIGCoAlg(I), definimos ModCoAlg(I)(Σ) := CoAlg(FΣ),
donde FΣ : Set → Set es el endofuntor constante sobre el conjunto Obj(ModI(Σ)).
Es decir, la categoŕıa de modelos que corresponde a la signatura Σ es la categoŕıa de
coálgebras definidas sobre FΣ.

Para cada morfismo de signaturas µ : Σ → Σ′ de SIGCoAlg(I), ModCoAlg(I)(µ) es el
funtor en Catop entre CoAlg(FΣ′) y CoAlg(FΣ) que definimos de la siguiente forma:
para cada FΣ′-coálgebra (X ′, α′), definimos la FΣ-coálgebra ModCoAlg(I)(µ)((X ′, α′)) :=
(X ′,ModI(µ) ◦ α′), donde ModI(µ) representa la aplicación sobre objetos entre los
conjuntos Obj(ModI(Σ′)) y Obj(ModI(Σ)). Además, a un FΣ′-homomorfismo f : X ′ →
Y ′, entre dos FΣ′-coálgebras (X ′, α′), (Y ′, β′), ModCoAlg(I)(µ) le hace corresponder el FΣ-
homomorfismo, entre las FΣ-coálgebras (X ′,ModI(µ) ◦α′), (Y ′,ModI(µ) ◦ β′), que está
definido por la misma aplicación f : X ′ → Y ′. Esta aplicación verifica la condición de
homomorfismo (ModI(µ)◦β′)◦f = FΣ(f)◦(ModI(µ)◦α′), ya que FΣ un funtor constante
y por lo tanto FΣ(f) es una aplicación identidad, y como f es un FΣ′-homomorfismo
entre (X ′, α′) e (Y ′, β′) y FΣ′ es de nuevo un funtor constante, tenemos que α′ = β′ ◦ f .

Es inmediato comprobar que ModCoAlg(I)(µ) conserva las identidades y la composi-
ción de morfismos por lo que realmente define un funtor.

En el siguiente lema expresamos que el funtor modelos está bien definido.

Lema 2.6.3. La aplicación ModCoAlg(I) : SIGCoAlg(I) → Catop es un funtor.

Demostración. Es sencillo demostrar que esta aplicación conserva las identidades y
la composición de morfismos a partir de que ModI : SIGI → Catop es un funtor. ¥

Para completar una institución falta por determinar la relación de satisfac-
ción. Para cada signatura Σ de SIGCoAlg(I) definimos una relación |=CoAlg(I)

Σ entre
Obj(ModCoAlg(I)(Σ)) y SenCoAlg(I)(Σ) de la siguiente forma: dada una FΣ-coálgebra
(X,α) de ModCoAlg(I)(Σ) y una ecuación e de SenCoAlg(I)(Σ)

(X,α) |=CoAlg(I)
Σ e si y sólo si α(x) |=I

Σ e, ∀x ∈ X.

Para comprobar que las componentes que hemos definido constituyen una institución
es necesario demostrar que cumplen la condición de satisfacibilidad que recogemos en el
siguiente teorema.

Teorema 2.6.4. Sean µ : Σ → Σ′ un morfismo de SIGCoAlg(I), (X ′, α′) una FΣ′-
coálgebra de ModCoAlg(I)(Σ

′) y e una ecuación de SenCoAlg(I)(Σ). Entonces,

(X ′, α′) |=CoAlg(I)
Σ′ SenCoAlg(I)(µ)(e) si y sólo si ModCoAlg(I)(µ)((X ′, α′)) |=CoAlg(I)

Σ e.
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Demostración. Si aplicamos la definición de SenCoAlg(I), de ModCoAlg(I) y de la
relación |=CoAlg(I), obtenemos que es suficiente con demostrar que

α′(x′) |=I
Σ′ SenI(µ)(e), ∀x′ ∈ X ′ si y sólo si ModI(µ) ◦ α′(x′) |=I

Σ e, ∀x′ ∈ X ′.

Esta equivalencia se obtiene directamente a partir de la relación de satisfacibilidad
de la institución I. ¥

2.6.3 Un morfismo de instituciones unidireccional entre una
institución I y su institución coalgebraica CoAlg(I)

La relación que existe entre una institución y su institución coalgebraica asociada
CoAlg(I) puede concretarse en un morfismo de instituciones unidireccional entre am-
bas. Sin embargo, para poder definir este morfismo de instituciones de forma correcta
necesitamos exigir una condición más sobre I: cada morfismo en ModI(Σ) debe ser un
endomorfismo. En el siguiente apartado veremos como esta condición está presente en
el contexto particular en el que trabajamos (y también que surge de manera natural en
las especificaciones ocultas).

Consideramos una institución I = (SIGI , SenI ,ModI , |=I) tal que para cada sig-
natura Σ ∈ Obj(SIGI), la categoŕıa ModI(Σ) es una categoŕıa pequeña y además que
todos sus morfismos son siempre endomorfismos, y tomamos la institución coalgebrai-
ca CoAlg(I) = (SIGCoAlg(I), SenCoAlg(I),ModCoAlg(I), |=CoAlg(I)) asociada a I. En esta
sección definiremos un morfismo de instituciones unidireccional de I en CoAlg(I).

Las componentes del morfismo correspondientes a la relación entre las categoŕıas de
signaturas y los funtores sentencias son identidades ya que ambas instituciones compar-
ten estas componentes.

La tercera componente del morfismo de instituciones unidireccional relaciona los
modelos de ambas instituciones. Para ello necesitamos definir una transformación na-
tural β : ModI ⇒ ModCoAlg(I) entre los funtores modelos ModI : SIGI → Catop y
ModCoAlg(I) : SIGI → Catop, ya que el funtor entre signaturas del morfismo que es-
tamos definiendo es la identidad. Esta transformación natural consiste en un funtor
βΣ : ModI(Σ) → ModCoAlg(I)(Σ) por cada objeto Σ ∈ Obj(SIGI), tal que verifiquen la
propiedad de naturalidad.

Dada una signatura Σ de SIGI y dado un modelo A ∈ Obj(ModI(Σ)), definimos
βΣ(A) := ({∗}, αA : {∗} → FΣ({∗})), donde la aplicación αA viene dada por αA(∗) = A.
Es decir, βΣ(A) es la FΣ-coálgebra que está formada por un conjunto unipuntual y la
aplicación que asocia su único elemento al objeto A.

El único homomorfismo existente entre las FΣ-coálgebras βΣ(A) = ({∗}, αA) y
βΣ(B) = ({∗}, αB) es la identidad del conjunto {∗}. Aśı, para que βΣ se extienda a un
funtor es necesario que en ModI(Σ) sólo existan endomorfismos, condición que nosotros
hemos exigido. Ahora, es un simple ejercicio comprobar que βΣ respeta las identidades



62 Caṕıtulo 2. Instituciones orientadas a objetos

y la composición de morfismos de ModI(Σ), por lo que realmente obtenemos un funtor
βΣ : ModI(Σ) → ModCoAlg(I)(Σ) para cada signatura Σ de SIGI .

Falta por demostrar que esta familia de funtores forman una transformación natural,
propiedad que recogemos en el siguiente lema.

Lema 2.6.5. La familia de funtores β : ModI ⇒ ModCoAlg(I) define una transformación
natural.

Demostración. Debemos demostrar que esta familia de funtores verifican la pro-
piedad de naturalidad, es decir, si para cada morfismo µ : Σ → Σ′ de SIGI , el siguiente
diagrama conmuta sobre objetos y morfismos:

ModI(Σ)
βΣ−−−→ ModCoAlg(I)(Σ)

ModI(µ)

x xModCoAlg(I)(µ)

ModI(Σ′) −−−→
βΣ′

ModCoAlg(I)(Σ
′)

Dado A′ ∈ Obj(ModI(Σ′)), si aplicamos sucesivamente la definición βΣ′ y de
ModCoAlg(I)(µ), tenemos que ModCoAlg(I)(µ)(βΣ′(A′)) = ModCoAlg(I)(µ)(({∗}, αA′)) =
({∗},ModI(µ)◦αA′), que es exactamente la FΣ-coálgebra definida por βΣ(ModI(µ)(A′)).

Dado un morfismo h′ : A′ → A′ de ModI(Σ′), si aplicamos de nuevo sucesiva-
mente la definición βΣ′ y de ModCoAlg(I)(µ), tenemos que ModCoAlg(I)(µ)(βΣ′(h′)) =
ModCoAlg(I)(µ)(id{∗}) = id{∗}, que es igual al FΣ-homomorfismo de coálgebras definido
por βΣ(ModI(µ)(h′)). ¥

Para comprobar que esta transformación natural constituye junto con el funtor iden-
tidad sobre signaturas y la transformación natural identidad sobre sentencias un morfis-
mo de instituciones unidireccional, únicamente falta por demostrar que éstas verifican
la condición de satisfacibilidad. Es decir, debemos demostrar que para cada objeto Σ
de SIGI se verifica que

A |=I
Σ e si y sólo si βΣ(A) |=CoAlg(I)

Σ e

para cada Σ-modelo A y cada Σ-sentencia e de I.

Pero tenemos que βΣ(A) = ({∗}, αA), con αA(∗) = A, por lo que obtenemos esta
condición de satisfacibilidad de forma inmediata.

Reflejamos este morfismo de instituciones en el siguiente teorema.

Teorema 2.6.6. Sea I una institución tal que para cada Σ ∈ Obj(SIGI), ModI(Σ)
es una categoŕıa pequeña y cada morfismo en ModI(Σ) es un endomorfismo. Entonces,
existe un morfismo de instituciones unidireccional canónico entre I y CoAlg(I).
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2.6.4 Un morfismo de instituciones unidireccional entre la ins-
titución ED y su institución coalgebraica CoAlg(ED)

Consideramos, como caso particular de institución I, la institución algebraica ecuacional
definida sobre un universo de datos D, que hemos denotado por ED. Esta institución
verifica las condiciones exigidas en el morfismo de instituciones unidireccional del apar-
tado anterior. Por un lado, las categoŕıas de modelos ModED(Σ) son pequeñas, ya que
estos modelos están construidos sobre un universo de datos D fijado. Por otro lado, en la
definición de dicha categoŕıa exigimos que los morfismos sean identidades entre modelos,
por lo que en particular son endomorfismos. Entonces, utilizando la técnica anterior,
podemos construir la institución coalgebraica asociada a ED. Además, obtenemos un
morfismo de instituciones unidireccional entre ED y su institución coalgebraica asociada
CoAlg(ED).

Este morfismo de instituciones nos permite también modelar las estructuras de datos
presentes en EAT. Esto no nos debe resultar extraño, ya que, como podemos deducir,
por ejemplo, de [22], la categoŕıa de álgebras ocultas HAlgD(Σimp) es canónicamente
equivalente a la categoŕıa de coálgebras que definimos por ModCoAlg(ED)(Σ). De esta
forma ambos formalismos son equivalentes en expresividad.

En este caso, otra vez nos movemos desde la categoŕıa de modelos en ED a una cate-
goŕıa de familias indexadas ya que cada coálgebra de CoAlg(ED) representa una familia
de modelos en ED. No obstante, nuevamente, esta representación no es del todo reco-
gida por el morfismo de instituciones anterior, ya que aunque desde un punto de vista
sintáctico, śı que cada funtor FΣ puede ser interpretado como una signatura para imple-
mentaciones de Σ-álgebras, los modelos en la imagen del morfismo representan familias
con una única álgebra tal y como ocurre con el morfismo de instituciones que termina
en la institución oculta HD. Sin embargo, podemos agrupar, como en el caso oculto,
estas imágenes como coproductos para obtener objetos finales que también corresponden
directamente con las estructuras de datos que aparecen en EAT.

2.6.5 Objeto final

La existencia de objeto final en la categoŕıa ModCoAlg(ED)(Σ) puede ser obtenida por
diferentes medios: como caso particular de categoŕıa indexada o fibrada [97], a partir
de resultados generales sobre coálgebras [5], a partir de resultados conocidos en el área
de la especificación coalgebraica [74], a partir de la teoŕıa oculta [42], o en nuestro caso
muy particular, simplemente por un argumento elemental en teoŕıa de categoŕıas, porque
dicha categoŕıa no es sino la categoŕıa cociente (slice) obtenida al fijar un conjunto (en
la categoŕıa de conjuntos) [7]. Por tanto, podemos describir este objeto final a través de
la aplicación identidad 1lD : Obj(ModED(Σ)) → Obj(ModED(Σ)). Utilizamos para este
objeto la misma notación que para el objeto final obtenido en las álgebras ocultas. De
hecho el lector que conozca la relación entre álgebras ocultas y coálgebras [22] observará
que ésta es la coálgebra que corresponde al álgebra oculta final [42].
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El siguiente resultado muestra que, igual que ocurŕıa en el caso de las álgebras ocultas,
el morfismo de instituciones permite la reconstrucción del objeto final.

Teorema 2.6.7. El objeto final 1lD es el coproducto de la imagen sobre los modelos del
morfismo de instituciones canónico entre ED y CoAlg(ED).

Demostración. Para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)), se tiene la FΣ-coálgebra

β
ED−CoAlg(ED)
Σ (A) = ({∗}, αA : {∗} → Obj(ModED(Σ))), donde αA viene definida por

αA(∗) = A. Podemos considerar entonces un morfismo iA entre esta coálgebra y 1lD,
concretamente iA : {∗} → Obj(ModED(Σ)), que definimos también por iA(∗) = A.

Sea (X,α : X → Obj(ModED(Σ))) otra FΣ-coálgebra para la que exista un morfismo
hA : {∗} → X entre las coálgebras ({∗}, αA) y (X,α), para cada A ∈ Obj(ModED(Σ)).
Podemos definir entonces un morfismo f : Obj(ModED(Σ)) → X como f(A) = hA(∗),
∀A ∈ Obj(ModED(Σ)). Es claro que éste es el (único) morfismo que verifica f(iA(∗)) =
hA(∗), ∀A ∈ Obj(ModED(Σ)). ¥

El objeto 1lD admite otra representación. Si repetimos el argumento que hemos
dado para el objeto final oculto, cada modelo de ModED(Σ), con Σ = (S, Ω) y Ω =
(ω1, . . . , ωk), puede ser identificado con una tupla funcional (f1, . . . , fk), que corresponde
con las funciones que interpretan las operaciones en ese modelo, ya que el dominio
de datos D permanece fijado. Estas tuplas de funciones determinan este objeto final.
Recordamos que dicha representación corresponde directamente con el modo en que las
estructuras de datos fueron implementadas en EAT.

2.6.6 Un morfismo de instituciones unidireccional entre la ins-
titución CoAlg(ED) y la institución HD

Definimos a continuación un morfismo de instituciones unidireccional entre la institución
coalgebraica asociada a la institución ED, CoAlg(ED) = (SIGCoAlg(ED), SenCoAlg(ED),

ModCoAlg(ED), |=CoAlg(ED)) y la institución oculta HD = (SIGHD , SenHD , ModHD , |=HD
).

Este morfismo está inspirado en la relación conocida entre las coálgebras y las álgebras
ocultas [22] y nos permite establecer una conexión entre estos dos marcos de especifica-
ción.

Las componentes que relacionan las signaturas ΦCoAlg(ED)−HD
y las sentencias

αCoAlg(ED)−HD
de este morfismo de instituciones unidireccional se definen de la mis-

ma forma que las respectivas componentes del morfismo de instituciones unidireccional
entre ED y HD.

La tercera y última componente del morfismo de instituciones unidireccional será una
transformación natural β : ModCoAlg(ED) ⇒ ModHD ◦ Φ. Esta transformación natural
consistirá en un funtor βΣ : ModCoAlg(ED)(Σ) → ModHD(Φ(Σ)), por cada signatura Σ de
SIGCoAlg(ED), verificando la propiedad de naturalidad.

Dada una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGCoAlg(ED), para definir un funtor
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βΣ : ModCoAlg(ED)(Σ) → ModHD(Φ(Σ)) debemos establecer la imagen de los objetos
y morfismos de ModCoAlg(ED)(Σ).

Dada una FΣ-coálgebra (X , γ) de Obj(ModCoAlg(ED)(Σ)), entonces βΣ((X , γ)) es la
Σimp-álgebra oculta que tiene:

• en el único género oculto imp
Σ
, el soporte βΣ((X , γ))imp

Σ
= X ,

• y para cada operación oculta imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, n ≥ 0, la función

imp ωβΣ((X ,γ))(a, d1, . . . , dn) := ωγ(a)(d1, . . . , dn), para cada a ∈ X y cada di ∈ Di,
∀i = 1, . . . , n.

Dado un homomorfismo f : X → X ′ entre dos FΣ-coálgebras (X , γ) y (X ′, γ′),
definimos βΣ(f) como el homomorfismo oculto, entre las Σimp-álgebras βΣ((X , γ)) y
βΣ((X ′, γ′)), que tiene a f por aplicación en el género oculto.

En el siguiente lema demostramos que el homomorfismo oculto anterior está bien
definido.

Lema 2.6.8. Sea f : X → X ′ un homomorfismo entre dos FΣ-coálgebras (X , γ) y
(X ′, γ′), con Σ = (S, Ω ∪ C). La aplicación f junto con las aplicaciones identidades
idDs, para cada s ∈ S, definen un Σimp-homomorfismo oculto entre las Σimp-álgebras
ocultas βΣ((X , γ)) y βΣ((X ′, γ′)).

Demostración. Debemos comprobar que esta familia de aplicaciones verifica la
condición de homomorfismo, es decir, que para cada operación imp ω : imp

Σ
s1 . . . , sn →

s ∈ Ωimp, n ≥ 0, se verifica que

imp ωβΣ((X ,γ))(a, d1, . . . , dn) = imp ωβΣ((X ′,γ′))(f(a), d1, . . . , dn),

para todo a ∈ X y di ∈ Di, ∀i = 1, . . . , n.

Sea imp ω : imp
Σ
s1 . . . , sn → s ∈ Ωimp, n ≥ 0, y sean a ∈ X , di ∈ Di,

∀i = 1, . . . , n. Por definición de βΣ((X , γ)) y de βΣ((X ′, γ′)) tenemos respectivamente
que imp ωβΣ((X ,γ))(a, d1, . . . , dn) = ωγ(a)(d1, . . . , dn) e imp ωβΣ((X ′,γ′))(f(a), d1, . . . , dn) =
ωγ′◦f(a)(d1, . . . , dn).

Ahora bien, como FΣ es un funtor constante y f es un homomorfismo entre las FΣ-
coálgebras (X , γ) y (X ′, γ′), se verifica que γ = γ′ ◦ f lo que completa la demostración.

¥

Comprobamos a continuación que la familia de aplicaciones que acabamos de definir
es una familia de funtores.

Lema 2.6.9. La aplicación βΣ : ModCoAlg(ED)(Σ) → ModHD(Φ(Σ)) es un funtor para
cada signatura Σ de SIGCoAlg(ED).
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Demostración. Dada una signatura Σ de SIGCoAlg(ED), tenemos que βΣ respeta
identidades. La imagen del homomorfismo identidad de una coálgebra es el homomorfis-
mo identidad entre la correspondiente álgebra oculta, ya que la función correspondiente
al género oculto es la identidad.

Similarmente, esta aplicación respeta la composición de dos homomorfismos de
coálgebras a través de la composición de la función correspondiente a este género oculto.

¥

Por último, recogemos en el siguiente lema, que la familia de funtores anterior define
una transformación natural. La demostración del mismo es inmediata ya que los únicos
morfismos de SIGCoAlg(ED) son las identidades.

Lema 2.6.10. La familia de funtores β : ModCoAlg(ED) ⇒ ModHD ◦ Φ constituye una
transformación natural.

Una vez definidas las tres componentes que definen un morfismo de instituciones
unidireccional podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.11. La terna (Φ, α, β) definida anteriormente constituye un morfismo de
instituciones unidireccional entre CoAlg(ED) y HD.

Demostración. Para demostrar que estas operaciones constituyen un morfismo de
instituciones unidireccional únicamente falta por comprobar que se verifica la condición
de satisfacibilidad, es decir, que para cada signatura Σ de SIGCoAlg(ED), se verifica que

(X , γ) |=CoAlg(ED)
Σ e si y sólo si βΣ((X , γ)) |=HD

Φ(Σ) αΣ(e)

para cualquier sentencia e ∈ SenCoAlg(ED)(Σ) y cualquier coálgebra (X , γ) ∈
ModCoAlg(ED)(Σ).

Sean Σ = (S, Ω ∪ C) una signatura de SIGCoAlg(ED), e = (X, t, u) una ecua-
ción de SenCoAlg(ED)(Σ), con t, u ∈ TΣ(X),s, s ∈ S, y sea (X , γ) una coálgebra de
ModCoAlg(ED)(Σ).

Tenemos por un lado que

(X , γ) |=CoAlg(ED)
Σ (X, t, u) si y sólo si γ(a) |=ED

Σ (X, t, u), ∀a ∈ X ,

sin más que aplicar la definición de |=CoAlg(ED)
Σ .

Por otro lado tenemos que

βΣ((X , γ)) |=HD

Φ(Σ) αΣ((X, t, u)) si y sólo si βΣ((X , γ)) |=ED

Φ(Σ) (X ∪ {zimp}, θ(t), θ(u)),

ya que αΣ((X, t, u)) = (X∪{zimp}, θ(t), θ(u)) es una ecuación visible, con zimp una nueva
variable que no está presente en X.
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Entonces, para demostrar el teorema es suficiente con demostrar:

γ(a) |=ED

Σ (X, t, u), ∀a ∈ X si y sólo si βΣ((X , γ)) |=ED

Φ(Σ) (X ∪ {zimp}, θ(t), θ(u)).

Nos centramos primero en la demostración de la implicación directa.

Suponemos que γ(a) |=ED

Σ (X, t, u), ∀a ∈ X . Demostraremos que βΣ((X , γ)) |=ED

Φ(Σ)

(X ∪ {zimp}, θ(t), θ(u)) probando que para cada valoración q : X ∪ {zimp} → βΣ((X , γ)),
se verifica que

q(θ(t)) = q(θ(u)).

Sea q : X∪{zimp} → βΣ((X , γ)) una valoración, entonces q(zimp) ∈ X y por hipótesis

γ(q(zimp)) |=ED

Σ (X, t, u). Además la restricción de q a los géneros visibles en S, q|S : X →
βΣ((X , γ))|S , es una valoración para la Σ-álgebra γ(q(zimp)). Si utilizamos esta valoración
obtenemos que

q|S(t) = q|S(u).

Entonces es suficiente probar que para cada uno de los dos términos de la ecuación
t y u, se verifica que

q(θ(t)) = q|S(t).

Demostraremos la igualdad anterior por inducción sobre la estructura de un término
t ∈ TΣ(X),s, s ∈ S, que pueda formar parte de una ecuación (X, t, u) ∈ SenCoAlg(ED)(Σ):

• si t = x ∈ Xs, entonces q(θ(x)) = q(x) = q(x) = q|S(x) = q|S(x);

• si t = d, con d : → s una constante de C, entonces q(θ(d)) = q(d) = d = q|S(d);

• y si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0 y ti ∈ TΣ(X),si
, i = 1, . . . , n,

entonces

q(θ(ω(t1, . . . , tn))) =

= q(imp ω(zimp, θ(t1), . . . , θ(tn)))

= imp ωβΣ((X ,γ))(q(zimp), q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn)))

= imp ωβΣ((X ,γ))(q(zimp), q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn)))

= ωγ(q(zimp))(q(θ(t1)), . . . , q(θ(tn))) por definición de βΣ((X , γ)),

= ωγ(q(zimp))(q|S(t1), . . . , q|S(tn)) por hipótesis de inducción,

= q|S(ω(t1, . . . , tn)).

Demostramos a continuación la implicación inversa.

Suponemos que βΣ((X , γ)) |=ED

Φ(Σ) (X ∪{zimp}, θ(t), θ(u)). Tenemos que demostrar si

γ(a) |=ED

Σ (X, t, u), ∀a ∈ X . Es decir, probar que para cada a ∈ X y cada valoración
p : X → γ(a) se verifica que p(t) = p(u).
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Sean a ∈ X y p : X → γ(a) una valoración, entonces la aplicación q : X ∪ {zimp} →
βΣ((X , γ)), que definimos por q(zimp) = a y q(x) = p(x) para cada x ∈ X, es trivialmente
una valoración para βΣ((X , γ)). Entonces, por hipótesis se cumple que q(θ(t)) = q(θ(u)).

Si aplicamos ahora inducción estructural sobre los términos de forma análoga a lo
hecho en la implicación anterior, obtenemos nuevamente que, para cualquier término
t que pueda formar parte de una ecuación (X, t, u) ∈ SenCoAlg(ED)(Σ), se verifica que
q(θ(t)) = p(t), lo que concluye la prueba. ¥

2.7 Diagrama de morfismos de instituciones unidi-

reccionales

En esta sección vamos a realizar una recopilación de los distintos morfismos de institu-
ciones unidireccionales que hemos desarrollado a lo largo del caṕıtulo. Además estable-
ceremos las relaciones que existen entre los mismos de modo que conseguiremos construir
un diagrama conmutativo con dichos morfismos.

Como hemos comentado, nuestro interés en el ámbito de las instituciones surge ini-
cialmente de la búsqueda de formalismos que nos permitieran el modelado formal de
las estructuras de datos de EAT. Esto nos ha llevado a interpretar nuestros resultados
desde diferentes perspectivas: oculto, coálgebras, categoŕıas, etc. En este caṕıtulo he-
mos establecido pasos (morfismos) entre las correspondientes instituciones. El primer
marco de especificación en el que inicialmente pretendimos explicar estas ideas ha sido
el de la especificación algebraica ecuacional, que denotamos por E . En [29] definimos
un endomorfismo de E que recoǵıa las ideas básicas de nuestra construcción sobre ti-
pos de datos. No obstante, como hemos comentado E no es el marco adecuado debido
fundamentalmente a la necesidad de fijar un sustrato de datos sobre los que construir
estas estructuras de datos. Hemos considerado de esta forma una nueva institución, la
institución algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos ED, que incorpora
un dominio de datos prefijado. Entonces se ha modificado el anterior endomorfismo para
obtener un morfismo de instituciones unidireccional entre ED y E .

Como en realidad pretendemos modelar familias de estas estructuras de datos, re-
sulta necesario distinguir entre dos tipos de géneros: los que corresponden a estos datos
fijados, y los que representarán las estructuras sobre esos datos. En la literatura se ha
desarrollado un marco de especificación que incorpora esta distinción entre géneros como
una de sus caracteŕısticas fundamentales. Se trata de la teoŕıa de las especificaciones
ocultas que queda recogida en la institución oculta HD. Al renombrar las componentes
del morfismo anterior para situarlo dentro de esta institución, se obtiene un morfismo
de instituciones unidireccional entre ED y HD que nos ha permitido dar una buena
modelización de nuestro tratamiento de las estructuras.

Relacionada con la teoŕıa oculta se encuentra la teoŕıa de las coálgebras y hemos
expresado nuestros resultados en términos de esta teoŕıa. Para ello, a partir de una



2.7 Diagrama de morfismos de instituciones unidireccionales 69

institución I, hemos definido una institución coalgebraica CoAlg(I) para coálgebras
(particulares) adecuada a nuestras necesidades, junto con un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas que se obtiene de manera natural. Con esta nueva construc-
ción definimos otro morfismo de instituciones unidireccional entre ED y CoAlg(ED) que
permite obtener un modelado equivalente de las estructuras de datos presentes en EAT.

Si ponemos en común los anteriores morfismos de instituciones unidireccionales junto
con el morfismo de instituciones que relaciona HD con E y CoAlg(ED), obtenemos el
siguiente diagrama que resulta ser conmutativo:

CoAlg(ED)
↗ ↓

ED −→ HD

↘ ↓
E

Dividimos la demostración de la conmutatividad del diagrama anterior en dos partes.
En el primer resultado recogemos que la sección inferior del diagrama es conmutativo.

Teorema 2.7.1. ΦHD−E ◦ ΦED−HD
= ΦED−E .

Demostración. Debemos probar que conmuta tanto los funtores de signaturas como
las transformaciones naturales de sentencias y modelos.

Probamos primero que los funtores de signaturas conmutan. Dada una signatura
Σ = (S, Ω ∪ C) ∈ Obj(SIGED), entonces ΦED−HD

(Σ) = Σimp es una signatura oculta

sobre la signatura visible (S,C) y el álgebra de datos D, entonces ΦHD−E(ΦED−HD
(Σ)) =

ΦHD−E(Σimp) = Σimp es una signatura en la que olvidamos la estructura oculta. Esta

signatura es exactamente ΦED−E(Σ). Para los morfismos de signaturas conmuta trivial-
mente ya que son identidades.

Las transformaciones naturales para las sentencias conmutan, es decir αHD−E ◦
αED−HD

= αED−E , ya que por definición αHD−E es la identidad y αED−HD
= αED−E .

Por último probamos que las transformaciones naturales para las sentencias conmu-
tan, es decir, si para cada signatura Σ de SIGED , se tiene que

βHD−E
ΦED−HD

(Σ)
◦ βED−HD

Σ = βED−E
Σ .

Dada un álgebra A de ModED(Σ), entonces βED−HD

Σ (A) es la Σimp-álgebra ocul-
ta definida por el conjunto unipuntual, {∗}, sobre el único género oculto. Entonces

βHD−E
ΦED−HD

(Σ)
(βED−HD

Σ (A)) = βED−HD

Σ (A), ya que el cociente que define βHD−E
ΦED−HD

(Σ)
sobre

βED−HD

Σ (A) es la identidad en la parte visible y el conjunto asociado al género oculto está
formado por un único elemento. Entonces obtenemos la conmutatividad de los funtores
sobre los objetos ya que hemos definido βED−HD

Σ (A) = βED−E
Σ (A).



70 Caṕıtulo 2. Instituciones orientadas a objetos

Sobre cada homomorfismo identidad idA de ModED(Σ), obtenemos que los funtores
anteriores trivialmente conmutan. ¥

Probamos a continuación que conmuta la sección superior del diagrama.

Teorema 2.7.2. ΦCoAlg(ED)−HD ◦ ΦED−CoAlg(ED) = ΦED−HD
.

Demostración. Por definición, es inmediato comprobar que conmutan los funtores de
signaturas y las transformaciones naturales sobre sentencias, ya que estas componentes
entre ED y CoAlg(ED) están definidas como identidades y las componentes respectivas
para las otras integrantes del diagrama están definidas de la misma forma.

Falta por demostrar la conmutatividad de las trasformaciones naturales sobre mode-
los, es decir, si para cada Σ de SIGED , se tiene que

β
CoAlg(ED)−HD

ΦED−CoAlg(ED)(Σ)
◦ β

ED−CoAlg(ED)
Σ = βED−HD

Σ .

Dada un álgebra A de ModED(Σ), entonces β
ED−CoAlg(ED)
Σ (A) es la FΣ-

coálgebra ({∗}, γA : {∗} → Obj(ModED(Σ)) definida por γA(∗) = A. Entonces

β
CoAlg(ED)−HD

Σ (({∗}, γA)) es la Σimp-álgebra que tiene el conjunto {∗} como soporte para
el género oculto y con soportes para los géneros visibles los respectivos soportes de A.
Las funciones para cada operación de esta álgebra están definidas de la manera corres-
pondiente a partir de las funciones de A. Esta álgebra es exactamente la Σimp-álgebra

definida por βED−HD

Σ (A).

Dado un homomorfismo identidad idA de ModED(Σ), tenemos trivialmente la conmu-
tatividad buscada, ya que obtenemos un Σimp-homomorfismo identidad también sobre
el conjunto unipuntual en el género oculto de las correspondientes Σimp-álgebras. ¥



Caṕıtulo 3

Diagramas alternativos

3.1 Introducción

En el caṕıtulo anterior obtuvimos un diagrama de morfismos de instituciones unidirec-
cionales. A través de éste pretendemos interpretar la modelización de las estructuras
de datos presentes en EAT desde distintas perspectivas. No obstante, dicho diagrama
requiere algunas discusiones. Por un lado, tenemos que la institución que actúa como
origen de los tres morfismos principales es la institución algebraica ecuacional definida
sobre un universo de datos, que denotamos por ED. Observamos que esta institución
es muy limitada, no sólo por presentar un dominio de datos prefijado, sino también
porque las posibles relaciones entre signaturas de la institución se limitan a identidades
entre las mismas. Partir de un dominio de datos prefijado no puede ser considerado
verdaderamente una limitación, ya que, desde un punto de vista de las aplicaciones a la
programación concreta, la idea es que representan a los tipos de datos predefinidos en
un lenguaje de programación. Sin embargo, exigir que los morfismos entre signaturas se
limiten a identidades nos obliga a prescindir de relaciones muy naturales entre signaturas
como pueden ser las inclusiones de signaturas. Un primer motivo de discusión es, enton-
ces, estudiar la causa por la cual esta institución es tan limitada y si es posible introducir
en su lugar una institución algo más general. Por otro lado, el tipo de morfismo de insti-
tuciones que se ha elegido para establecer las relaciones entre las mismas es el morfismo
de instituciones unidireccional y no el habitual morfismo de instituciones. Otra cuestión
que surge entonces es si podemos redefinir el diagrama utilizando esta noción habitual
de morfismo o cualquier otro de los tipos de morfismos entre instituciones que aparecen
en la literatura. En este caṕıtulo discutiremos estas y otras cuestiones que surgieron al
desarrollar el diagrama anterior. Para ello dividimos el caṕıtulo en dos secciones. En
la primera sección nos centraremos en el estudio de los nodos que forman el diagrama,
mientras que en la segunda la dedicaremos a reflexionar sobre el tipo de morfismos que
lo integran.

71
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3.2 Estudio de los nodos del diagrama

Nos centramos ahora en el estudio las instituciones que aparecen como nodos en el
diagrama presentado en el caṕıtulo anterior. El objetivo es valorar sus caracteŕısticas y
discutir posibles modificaciones en las mismas que nos permitan obtener un diagrama
más general.

Las instituciones que juegan un papel más importante dentro de nuestro diagrama
son la institución algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos ED y la
institución ecuacional oculta definida sobre un universo de datos HD. La primera es
la institución de origen de los tres morfismos con los que pretendemos modelar la cons-
trucción imp y supone el marco en el que representamos el sustrato de datos sobre el que
se realiza esta construcción. La segunda representa posiblemente el marco más adecuado
en el que explicar los resultados de dicha construcción. Comenzaremos entonces esta
sección analizando primero la institución HD y posteriormente la institución ED.

Para estudiar la institución oculta HD realizamos a continuación una comparación
de la misma con otras instituciones ocultas que aparecen en la literatura.

3.2.1 Otras instituciones ocultas

Si revisamos la literatura podemos encontrar distintas instituciones ocultas “básicas”
dependiendo fundamentalmente del papel que juegue el dominio de datos D fijado.

La primera referencia a este tipo de instituciones aparece en [38]. En este art́ıculo
se define una institución oculta en la que no aparece prefijado un dominio de datos
para todas las signaturas ocultas de la institución, ni siquiera una signatura visible
común, sino que cada signatura oculta lo es sobre una signatura visible particular. Se
define entonces un morfismo de signaturas oculto entre dos signaturas ocultas que en
principio pueden venir definidas sobre signaturas visibles distintas. Esto permite pensar
en una institución en la que cada signatura oculta HΣ lo es sobre un álgebra de datos
D diferente. No obstante, puede ser interesante partir de un universo de datos prefijado
que corresponda con el dominio de todas las posibles álgebras de datos que se pueden
utilizar, restricción que como se ha comentado, parece natural cuando pretendemos fijar
los tipos de datos de base en nuestro sistema de software.

Por otro lado en [41, 15, 22] se presenta otra institución oculta1 en la que partiendo
de un álgebra de datos D prefijada y una signatura visible para D, todas las signaturas
ocultas de la institución comparten esta signatura y dominio de datos. Los morfismos
de signaturas ocultos son morfismos de signaturas que entre otras propiedades deben
ser identidades sobre la parte visible de las signaturas. Si consideramos esta institución
oculta en nuestro diagrama de morfismos de instituciones nos vemos obligados a incluir

1En una versión posterior del art́ıculo [38] publicada en la página Web personal del autor, se reconoce
haber omitido de forma involuntaria parte del material que contiene esta nueva versión. En particular,
se cambia la institución oculta que aparece en [38] por la institución que comparten estos otros art́ıculos.
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como constantes en nuestras signaturas todos los datos del universo, lo cual es defendible
si se considera que cualquier dato del universo está definido. No obstante, supone o bien
manejar signaturas enormes de forma innecesaria ya que incluimos datos que dichas
signaturas no van a utilizar al no presentar operaciones sobre los mismos, o bien reducir
el universo de datos a un conjunto pequeño, de forma que restringimos las posibles
signaturas ocultas a aquellas que utilizan esos datos.

La institución oculta que hemos adoptado supone una posición intermedia entre am-
bas. Partimos de un universo de géneros visibles y un universo de datos D para estos
géneros prefijados, entonces las signaturas ocultas pueden estar definidas sobre diferen-
tes signaturas visibles y dominios de datos cuyos géneros y conjuntos están elegidos
entre los prefijados por el universo. De este modo no incluimos en todas las signaturas
todos los datos de D, sino sólo aquéllos para los cuales existan operaciones que permi-
tan utilizarlos. No obstante, debemos mantener la restricción de que si dos signaturas
están relacionadas mediante un morfismo de signaturas, entonces estas signaturas deben
compartir la misma signatura visible y dominio de datos.

3.2.2 Estudio de la institución ED

En esta sección estudiamos con más detalle la institución algebraica ecuacional definida
sobre un universo de datos, ED. El objetivo de la sección es aclarar cuál es el motivo
de las restricciones que esta institución presenta con respecto a la institución algebraica
ecuacional y si es posible relajar alguna de sus condiciones.

El papel que juega la institución ED en el diagrama anterior es el de modelar, den-
tro del marco de especificación algebraica ecuacional, estructuras de datos de las que
denominábamos de segundo tipo, es decir, estructuras de datos como grupos, anillos o
conjuntos simpliciales. Estas estructuras se construyen sobre estructuras de datos de
primer tipo que se corresponden con los datos usuales, como números o listas. No obs-
tante, en el sistema EAT y en general en los paquetes de Computación Simbólica, no
se trabaja con una única estructura de segundo tipo, un grupo por ejemplo, sino que se
manejan varios grupos a la vez que se construyen sobre un mismo conjunto de datos. De
esta forma se presenta un nuevo tipo de dato que representa a este conjunto de grupos.
Los morfismos anteriores entre instituciones, que parten de ED, se encargan de hacer
expĺıcito este tipo invisible u oculto (la operación de hacer expĺıcito este nuevo género la
denominábamos operación imp). Es por ello por lo que considerábamos que el morfismo
que refleja de forma más adecuada esta operación es el que tiene como institución de
llegada a la institución oculta HD. Las caracteŕısticas particulares de la institución HD

nos obligan a introducir restricciones en la institución ED necesarias para poder obtener
este morfismo de instituciones unidireccional.

A continuación vamos a analizar brevemente las peculiaridades de esta operación
imp, como una construcción dentro del marco de especificación algebraico ecuacional,
prescindiendo de las restricciones de la institución ED. En este marco más sencillo distin-
guiremos las caracteŕısticas, tanto de tipo sintáctico como semántico que son inherentes
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a la operación imp, de las restricciones que debemos incluir por situarnos dentro del
marco que nos proporciona la institución oculta. Históricamente comenzamos el estudio
del problema de este modo y desarrollamos un endomorfismo de la institución algebraica
ecuacional E que podemos encontrar en [29].

Comenzamos recordando la definición, a un nivel puramente sintáctico, de la opera-
ción imp.

Dada una signatura Σ = (S, Ω), se construye una signatura Σimp dada por
(Simp, Ωimp). El conjunto de géneros Simp = {imp

Σ
} ∪ S, con imp

Σ
un nuevo género

no presente en S. Y para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, la operación
imp ω : imp

Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp.

Si interpretamos esta última signatura en el marco oculto, es lógico definir los géneros
de S como géneros visibles. Estos géneros permanecen presentes en todo momento y
modelan los datos del primer tipo. Entonces, se debe verificar que S ⊆ U , donde U es el
universo de géneros (visibles). Ésta es la primera condición que exiǵıamos a las signaturas
de ED. Además, una vez prefijado el dominio de datos D, la signatura oculta Σimp debe
incluir una constante d : → s por cada elemento d ∈ Ds, con s ∈ S. Estas constantes
se corresponden con los posibles datos particulares (visibles) que podemos utilizar. Es
por ello natural, aunque no necesario, que incluyamos también estos elementos en la
signatura Σ de ED.

Dado un morfismo de signaturas µ : Σ → Σ′, entre las signaturas Σ = (S, Ω) y
Σ′ = (S ′, Ω′), es posible extender µ a un morfismo µimp : Σimp → Σ′

imp. Este morfismo se
define por la función sobre los géneros µimpS(s) := µS(s), si s ∈ S y µimpS(imp

Σ
) := imp

Σ′
y la función sobre las operaciones µimpΩ(imp ω) := imp ω′, con ω′ = µΩ(ω).

Si situamos el morfismo de signaturas µimp en el marco oculto, debemos exigir, por
un lado, que este morfismo de signaturas sea la identidad sobre la parte visible. Esta
condición nos lleva a imponer que la función µS sea la identidad, por lo que S = S ′.
Además, para cada operación imp ω′ : imp

Σ′s
′
1s

′
2 . . . s′n → s′, n ≥ 0, de Σ′

imp se verifica
que su primer argumento es imagen de un género oculto de Σimp. Entonces, debemos
exigir que exista una operación imp ω en Σimp tal que imp ω′ = µimpΩ(imp ω). Si
traducimos esta condición al nivel del morfismo de signaturas µ, obtenemos que para
cada operación ω′ de Σ′ debe existir una operación ω de Σ tal que ω′ = µΩ(ω). Es decir,
la función µΩ debe ser sobreyectiva.

Observamos que en la institución ED restrinǵıamos los morfismos de signaturas a
morfismos identidad, mientras que para nuestros objetivos es suficiente, según el párrafo
anterior, exigir a los morfismos que su función sobre géneros sea la identidad y que
su función sobre operaciones sea sobreyectiva. Aśı, podemos ampliar nuestra institu-
ción de origen para que incluya estos morfismos de signaturas de modo que obtenemos
igualmente un morfismo de instituciones entre ella y HD.

Nos centramos a continuación en las caracteŕısticas de tipo semántico de la operación
imp.
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Dada una signatura Σ = (S, Ω), a cada Σ-álgebra A le asociamos una Σimp-álgebra
Aimp que definimos por los conjuntos (Aimp)imp

Σ
:= {∗} en el nuevo género, y (Aimp)s :=

As para el resto de los géneros s ∈ S. La interpretación de las operaciones de Σimp en
Aimp es la natural.

Cuando situamos esta álgebra en el marco oculto es necesario que los conjuntos
asociados a los géneros visibles sean los conjuntos correspondientes en el domino de
datos prefijado D. Estos conjuntos representan conjuntos de datos del primer tipo, por
lo tanto prefijados y conocidos, sobre los que vamos a trabajar. Es por ello lógico y
necesario exigir a las Σ-álgebras de ED la condición As = Ds, para cada s ∈ S.

Por otro lado, a cada morfismo de Σ-álgebras f = (fs)s∈S : A → B, la construcción
imp le asocia el morfismo fimp : Aimp → Bimp que se define por la familia de funciones
(id{∗}, (fs)s∈S). Nuevamente, al situarnos dentro del marco oculto, es necesario que las
funciones del morfismo sean la identidad sobre los géneros visibles. Por ello, es necesario
imponer que los morfismos de Σ-álgebras sean identidades.

Observamos que todas las condiciones que hemos exigido a ED se justifican de una
manera lógica por el papel que juega esta institución dentro del morfismo que la relaciona
con HD, excepto la condición que indica que los morfismos entre signaturas deben ser
identidades. En realidad, según lo comentado anteriormente, podemos elegir morfismos
de signaturas algo más generales, por ejemplo, morfismos de signaturas cuya aplicación
sobre los géneros sea la identidad y sobre las operaciones sea sobreyectiva. Sin embargo
estos morfismos tampoco cubren morfismos de signaturas muy naturales como pueden
ser las inclusiones entre dos signaturas como la que mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Las siguientes signaturas constituyen, respectivamente, la base para la
especificación algebraica de un semigrupo y de un grupo construidos sobre un mismo
conjunto De:

signatura SGRP

géneros e
operaciones
∗ : e e → e

finsig,

signatura GRP

géneros e
operaciones
prd : e e → e
inv : e → e
unt : → e

finsig.

Podemos definir el morfismo de signaturas inclusión i : SGRP ↪→ GRP.

Consideramos ahora las signaturas ocultas SGRPimp y GRPimp que se construyen a
partir de SGRP y GRP por la operación imp:
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signatura SGRPimp

géneros e, impSGRP
operaciones
imp ∗ : impSGRP e e → e

finsig,

signatura GRPimp

géneros e, impGRP
operaciones
imp prd : impGRP e e → e
imp inv : impGRP e → e
imp unt : impGRP → e

finsig.

Entonces, el morfismo de signaturas inclusión entre SGRPimp y GRPimp, iimp : SGRPimp ↪→
GRPimp, que se obtiene al aplicar la operación imp al morfismo i, no es un morfismo de
signaturas oculto. La signatura oculta GRPimp tiene operaciones ocultas que no son ima-
gen de ninguna operación oculta en SGRPimp, entonces no se verifica la cuarta propiedad
de la definición de este tipo de morfismos. ¤

Trataremos a continuación de generalizar la institución ED, con las caracteŕısticas
mı́nimas necesarias para poder situar nuestra construcción dentro de un marco oculto,
de modo que incluyamos además los morfismos de signaturas anteriores.

3.2.3 Generalización de la institución ED

En principio parece conveniente incluir dentro de la institución ED morfismos de signa-
turas del tipo de inclusión que hemos presentado en el ejemplo de la sección anterior.
No obstante, nuestro objetivo ha sido relacionar los morfismos de esta institución con
los de una institución oculta, de modo que tal relación represente la operación imp.
Aśı, si pensamos en el papel que juega un morfismo de signaturas de ED dentro de esta
construcción, parece imprescindible mantener la restricción que impone que la aplicación
correspondiente a los géneros de este morfismo de signaturas sea la identidad. Esto es
aśı ya que se corresponde con la aplicación sobre los géneros visibles de un morfismo de
signaturas oculto y todos los autores que abordan estos temas están de acuerdo en que
dicha aplicación en un morfismo de signaturas oculto sea la identidad. Donde existe más
controversia es en la cuarta condición que se exige a un morfismo de signaturas oculto.
Esta condición, denominada condición de encapsulamiento, no permite definir nuevas
operaciones ocultas en la signatura de llegada que contengan entre sus argumentos un
género oculto que sea imagen de un género oculto de la signatura de salida. Los propios
autores fundadores de la teoŕıa oculta reconocen en [41] haber recibido cŕıticas sobre esta
condición por considerarla muy restrictiva. No obstante, es imprescindible para poder
demostrar la condición de satisfacibilidad de la institución oculta HD. Es exactamente
esta condición la que nos impide incluir el morfismo de signaturas inclusión, referido en
el Ejemplo 3.2.1, en ED.

En esta sección generalizaremos la institución ED de modo que ampliamos la clase
de sus morfismos de signaturas, permitiendo morfismos que no sean identidades entre
las operaciones de las signaturas. A continuación generalizaremos la institución oculta
HD para mantener la relación entre ambas.



3.2 Estudio de los nodos del diagrama 77

Consideramos de nuevo fijados un conjunto U , que es el universo de géneros, y
una familia de conjuntos D = {Ds}s∈U , que es el universo de datos. Estos conjuntos
permanecerán fijados a lo largo del caṕıtulo, salvo que se indique lo contrario.

Definimos la institución algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo
de datos D, que denotaremos por ĒD = (SIGĒD , SenĒD ,ModĒD , |=ĒD

), de la siguiente
forma:

La categoŕıa SIGĒD tiene como objetos las signaturas Σ = (S, Ω), donde el conjunto
S de géneros satisface que S ⊆ U . Los morfismos de SIGĒD son los morfismos de
signaturas cuya componente correspondiente a la aplicación entre géneros es la identidad.

El funtor ModĒD : SIGĒD → Catop asocia a cada objeto Σ = (S, Ω) de SIGĒD ,
la categoŕıa ModĒD(Σ). Esta categoŕıa tiene como objetos las Σ-álgebras A de modo
que verifiquen que As = Ds, para cada género s ∈ S. Los morfismos de la categoŕıa
ModĒD(Σ) son los Σ-homomorfismos identidad. Por su parte, si µ es un morfismo de
signaturas de SIGĒD , ModĒD(µ) es el funtor definido al considerar los correspondientes
reductos de álgebras.

El funtor sentencias SenĒD y la relación de satisfacción |=ĒD
se definen de la misma

forma que las respectivas componentes de la institución algebraica ecuacional E , sobre
cada signatura o morfismo de signaturas de SIGĒD .

Es inmediato comprobar que las cuatro componentes anteriores están bien definidas
y que verifican la condición de satisfacibilidad, lo que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. La tupla ĒD = (SIGĒD , SenĒD ,ModĒD , |=ĒD
) constituye una institu-

ción.

3.2.4 Generalización de la institución HD

Si pretendemos redefinir nuestro morfismo de instituciones unidireccional de modo que
tengamos como origen la institución ĒD que hemos definido en la sección anterior, es
necesario generalizar también la institución HD. Esta institución debe incluir al menos
los morfismos de signaturas ocultos que se obtienen por la operación imp a partir de los
morfismos de signaturas de ĒD.

El origen de nuestra restricción sobre los morfismos de signaturas se encuentra en
la cuarta condición que se impone a un morfismo de signaturas oculto. Debemos notar
que asociada a esta condición es necesario exigir que la aplicación correspondiente a los
géneros sea inyectiva. Sin esta condición no podemos definir una categoŕıa de signaturas
ocultas con estos morfismos como demuestra el Ejemplo 2.4.3.

Diversos autores [45, 27, 47] han introducido generalizaciones de este morfismo de
signaturas oculto. Por ejemplo en [45] se define una signatura oculta en la que se desta-
can una serie de operaciones que se llaman operaciones de comportamiento (“behavioral
operations”). La idea es utilizar únicamente estas operaciones destacadas para construir
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los contextos con los que realizar las observaciones. De este modo únicamente es necesa-
rio que los morfismos de signaturas ocultos verifiquen la condición de encapsulamiento
sobre las operaciones de comportamiento. Además, en estos art́ıculos se generalizan
otros conceptos de la teoŕıa oculta. Por ejemplo, las signaturas ocultas pueden contener
operaciones con más de un género oculto en su argumento. Con estas definiciones ob-
tienen nuevas instituciones ocultas. No obstante, pierden propiedades interesantes como
es la obtención del álgebra final y por lo tanto la conexión con la teoŕıa coalgebraica.

En esta sección trataremos de redefinir la institución HD para que incluya nuestro
caso particular, siendo conscientes de que no alcanzamos la generalidad de las institu-
ciones obtenidas en los art́ıculos que acabamos de mencionar. No obstante, no perdemos
ninguna propiedad respecto de HD y utilizamos un lenguaje bastante sencillo e intuitivo
en el que continuamos usando los conceptos habituales de la especificación oculta.

Una de las caracteŕısticas fundamentales de la signatura oculta Σimp que construimos
a partir de una signatura Σ, es que todas sus operaciones son deconstructoras. Esta
signatura contiene por lo tanto un tipo especial de géneros ocultos que llamaremos
géneros deconstructores, que son aquéllos que no están presentes como género resultado
de ninguna operación.

Definición 3.2.3 (Género deconstructor). Un género oculto h de una signatura
oculta HΣ se dice deconstructor, si h no aparece como género resultado de ninguna
operación en HΣ.

La siguiente definición es una generalización de la definición de morfismo de signa-
turas oculto.

Definición 3.2.4 (Morfismo de signaturas deconstructor débil). Sean HΣ =
(S, Ω) y HΣ′ = (S ′, Ω′) dos signaturas ocultas sobre la misma signatura visible V Σ =
(V S, V Ω) y dominio de datos D. Un morfismo de signaturas deconstructor débil µ =
(µS, µΩ) : HΣ → HΣ′ es un morfismo de signaturas tal que:

1. µS(v) = v, para cada v ∈ V S y µΩ(φ) = φ, para cada φ ∈ V Ω,

2. µS(HS) ⊆ HS ′,

3. si s1 ∈ HS no es un género deconstructor, s2 ∈ HS y µS(s1) = µS(s2), entonces
s1 = s2,

4. para cada operación ω′ : s′1 . . . s′n → s′ ∈ Ω′, n ≥ 1, con s′1 = µS(s1), s1 ∈ HS, si s1

no es un género deconstructor de HΣ, entonces existe alguna operación ω en HΣ
tal que ω′ = µΩ(ω).

Un morfismo de signaturas deconstructor débil es un morfismo de signaturas ocultas
en el que únicamente exigimos la condición de encapsulamiento en las operaciones cuyo
primer argumento sea la imagen de algún género no deconstructor. Además, únicamente
es necesario exigir inyectividad cuando se involucra a los géneros no deconstructores.
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Comentamos de nuevo que este morfismo es un caso particular del morfismo de signa-
turas presente en [45], si consideramos como operaciones de comportamiento todas las
operaciones de la signatura excepto aquéllas que sean deconstructoras sobre un género
deconstructor. No obstante, en este trabajo no se tiene en cuenta la condición de in-
yectividad necesaria si pretendemos definir una categoŕıa de signaturas ocultas con este
tipo de morfismos.

Si HΣ es una signatura deconstructora, es decir, una signatura oculta en la que todas
sus operaciones son deconstructoras, entonces todos sus géneros ocultos son deconstruc-
tores y por lo tanto podemos obviar las condiciones 3 y 4 en la definición anterior.
Obtenemos en este caso un morfismo vertical de signaturas ocultas.

Observamos que este morfismo de signaturas permite relacionar una signatura de-
constructora con una no deconstructora. En un apartado posterior veremos como esta
posibilidad nos impide reproducir el morfismo de instituciones entre la nueva institu-
ción oculta que pretendemos definir (la cual va a incorporar este tipo de morfismos de
signaturas) y la institución algebraica ecuacional. Por ello, definimos a continuación un
nuevo tipo de morfismo de signaturas ocultas que no permite que se establezcan estas
relaciones entre signaturas.

Definición 3.2.5 (Morfismo de signaturas deconstructor fuerte). Un morfismo
de signaturas deconstructor fuerte entre dos signaturas ocultas HΣ y HΣ′ es un morfismo
de signaturas deconstructor débil µ = (µS, µΩ) : HΣ → HΣ′ en el que para cada género
oculto s ∈ HΣ, si s es un género deconstructor de HΣ, entonces µS(s) es un género
deconstructor de HΣ′.

Definimos ahora dos categoŕıas de signaturas ocultas en las que utilizamos estas
nuevas definiciones de morfismo de signatura oculto.

Definición 3.2.6 (Categoŕıa de signaturas ocultas con morfismos deconstruc-
tores débiles (respectivamente, fuertes)). Definimos la categoŕıa de signaturas ocul-
tas con morfismos deconstructores débiles sobre un universo de datos D, que denotamos
por SIGH̃D , como la categoŕıa cuyos objetos son las signaturas ocultas sobre una signa-
tura visible y álgebra de datos en D y cuyos morfismos son los morfismos de signaturas
deconstructores débiles.

Análogamente, definimos la categoŕıa de signaturas ocultas con morfismos decons-
tructores fuertes sobre un universo de datos D, que denotamos por SIGH̄D , cuyos mor-
fismos son los morfismos de signaturas deconstructores fuertes.

Con el siguiente lema demostramos que las categoŕıas anteriores están bien definidas.

Lema 3.2.7. SIGH̃D y SIGH̄D son categoŕıas.

Demostración. La única propiedad que no se obtiene de forma inmediata a partir
de la categoŕıa SIGHD es que la composición de dos morfismos de signaturas débiles
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(respectivamente, fuertes) es un morfismo de signaturas deconstructor débil (respectiva-
mente, fuerte).

Es claro que la imagen de un género no deconstructor es a su vez no deconstructor.
Por ello, la composición de aplicaciones inyectivas sobre dos géneros en los que uno de
ellos no es deconstructor es inyectiva sobre estos géneros.

Dados dos morfismos de signaturas deconstructores débiles µ : HΣ → HΣ′ y
µ′ : HΣ′ → HΣ′′ y dada una operación ω′′ : s′′1 . . . s′′n → s′′ ∈ HΩ′′, n ≥ 1, con
s′′1 = µ′◦µS(s1), s1 ∈ HS, si suponemos que existe una operación σ : r1 . . . rm → s1 ∈ HΩ,
entonces debemos probar que existe una operación ω en HΣ tal que ω′′ = µ′◦µΩ(ω).

Tenemos por un lado que ω′′ : s′′1 . . . s′′n → s′′ ∈ HΩ′′, con s′′1 = µ′
S(µS(s1)), µS(s1) ∈

HS ′, y por otro que σ : r1 . . . rm → s1 ∈ HΩ, es decir µΩ(σ) : µS(r1) . . . µS(rm) →
µS(s1) ∈ HΩ′. Entonces, como µ′ es un morfismo de signaturas deconstructor débil,
existe una operación ω′ : s′1 . . . s′n → s′ en HΣ′ tal que ω′′ = µ′

Ω(ω′), con µ′
S(s′1) = s′′1.

Además, µ′
S(µS(s1)) = s′′1 y µS(s1) no es deconstructor, entonces s′1 = µS(s1), s1 ∈ HS.

Ahora, como µ es morfismo de signaturas deconstructor débil y σ ∈ HΩ, entonces existe
una operación ω ∈ HΩ tal que ω′ = µΩ(ω), es decir, ω′′ = µ′

Ω(µΩ(ω)).

Además, la composición de dos morfismos que conservan géneros deconstructores
conserva géneros deconstructores. Aśı, la composición de dos morfismos deconstructores
fuertes es un morfismo deconstructor fuerte. ¥

Podemos definir dos nuevas instituciones ocultas que incluyan como categoŕıa de
signaturas las categoŕıas que acabamos de definir. Para ello tenemos que el Teorema
2.4.13 también es cierto para morfismos de signaturas deconstructores débiles (o fuer-
tes), siempre y cuando no se aplique a ecuaciones que sean igualdades entre variables
ocultas. Para evitar esa posibilidad dichas igualdades serán excluidas del conjunto de
sentencias. Observamos no obstante que no perdemos generalidad en las especificaciones
que podemos construir. Las ecuaciones de la forma ({z}, z, z), identidad de una varia-
ble oculta, no aportan significación a los modelos. Una ecuación del tipo ({z, z′}, z, z′),
de variables de género oculto, obliga a que la observación a través de los contextos de
cualquier elemento en ese género produzca el mismo resultado, de modo que se pierde
la capacidad para diferenciar elementos a partir de observaciones.

En el siguiente teorema recogemos esta propiedad de satisfacibilidad para morfismos
de signaturas deconstructores débiles. Ofrecemos además su demostración, que es una
ligera modificación de la demostración realizada por Goguen y Diaconescu en [41] con
morfismos de signaturas ocultos, para poner de relieve el papel que juega la condición
de encapsulamiento en la misma.

La idea fundamental en este desarrollo es que los géneros deconstructores son exclusi-
vamente de observación. Como no existen operaciones con estos géneros como resultado,
tampoco existen términos distintos de las variables en dicho género. Por lo tanto, las
únicas ecuaciones que podemos construir de género deconstructor son igualdades entre
variables, que como hemos comentado no interesan en nuestro estudio. Entonces, la
única manera de poder obtener información de un soporte para un género deconstruc-
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tor es a través de la observación “directa” de una operación deconstructora sobre dicho
conjunto. De este modo, podemos dotar de estructura a los conjuntos correspondientes
a estos géneros en las álgebras ocultas si exigimos, v́ıa ecuaciones visibles, que estas
observaciones nos ofrezcan resultados esperados. Por ejemplo, podemos retomar la es-
pecificación de una familia de grupos que utilizamos en el caṕıtulo anterior. En esta
especificación exigimos que cada grupo de la familia, que esperamos que sea un ele-
mento del soporte asignado al género (deconstructor) destacado, verifique la propiedad
asociativa sobre los elementos del dominio de datos asignado al género visible.

Teorema 3.2.8. Sean HΣ y HΣ′ dos signaturas ocultas definidas sobre la misma sig-
natura y álgebra visibles V Σ y D, y sea µ : HΣ → HΣ′ un morfismo de signaturas
deconstructor débil entre ellas. Entonces,

µ(A′) |≡HΣ e si y sólo si A′ |≡HΣ′ µ(e)

para toda HΣ′-álgebra oculta A′ y toda HΣ-ecuación e que no sea una igualdad entre
variables ocultas.

Demostración. En el caso en el que la ecuación e sea visible se tiene que la satis-
facción de comportamiento es equivalente a la satisfacción ecuacional ordinaria, por lo
que se obtiene el resultado a partir de ésta.

Sean µ : HΣ → HΣ′ un morfismo de signaturas deconstructor débil, A′ una HΣ′-
álgebra oculta y e = (X, t, u) una HΣ-ecuación oculta que no sea igualdad entre varia-
bles. Debemos probar que la siguiente equivalencia se cumple, donde el lado izquierdo
está cuantificado por los contextos c apropiados para t y u, y el lado derecho por los
contextos c′ apropiados para µ(t) y µ(u):

µ(A′) |=HΣ (X, c(t), c(u)) si y sólo si A′ |=HΣ′ (µ(X), c′(µ(t)), c′(µ(u))).

Nos fijamos primero en la implicación inversa. Esta implicación es exactamente la
misma que aparece en [41], ya que no interviene en su proceso la condición de encapsu-
lamiento.

Sea c un contexto apropiado para t; si suponemos que t es un HΣ-término de género
s1, entonces c es un HΣ-término visible que contiene una única ocurrencia de una variable
z de género s1. Entonces µ(c) es un HΣ′-término visible con una única ocurrencia de la
variable z de género µ(s1). Por lo tanto, µ(c) es un contexto apropiado para µ(t) y µ(u)
y por hipótesis se verifica que

A′ |=HΣ′ (µ(X), µ(c)(µ(t)), µ(c)(µ(u))).

Ahora bien, por extensión del morfismo de signaturas a términos se tiene que
µ(c(t)) = µ(c)(µ(t)) y si aplicamos la relación de satisfacibilidad de la institución alge-
braica ecuacional (el morfismo de signaturas deconstructor es, en particular, un morfismo



82 Caṕıtulo 3. Diagramas alternativos

de signaturas ordinario; lo mismo sucede con la HΣ′-álgebra oculta A′ y la HΣ-ecuación
e) se tiene

µ(A′) |=HΣ (X, c(t), c(u)).

Demostraremos a continuación la implicación directa.

Sea e = (X, t, u) una HΣ-ecuación de género oculto s1, que no es una igualdad entre
variables. Entonces en la signatura HΣ debe existir una operación oculta σ : r1 . . . rm →
s1, m ≥ 0, que actúe como última operación en al menos uno de los dos términos de
la ecuación e. Sea c′ un contexto adecuado para µ(t), es decir, c′ es un HΣ′-término
visible con una única ocurrencia de una variable z′ de género µ(s1). Entonces c′ debe
contener entre sus subtérminos a un término ω′(z′, t′2, . . . , t

′
n) con ω′ : s′1s

′
2 . . . s′n → s′,

n ≥ 1, donde s′1 = µ(s1) y s′i es visible, ∀i = 2, . . . , n. Por definición de morfismo de
signaturas deconstructor débil, existe una operación ω : s1s2 . . . sn → s ∈ HΩ tal que
ω′ = µ(ω) (es en este punto donde necesitamos la condición de encapsulamiento sin la
cual no podemos garantizar la existencia de esta operación). Es importante observar que
para nuestro caso particular es suficiente que esta condición se cumpla para operaciones
sobre géneros no deconstructores. El resto de la demostración corresponde nuevamente
con la demostración de [41].

Suponemos en un primer momento que c′ = ω′(z′, t′2, . . . , t
′
n). Debemos probar si

A′ |=HΣ′ (µ(X), ω′(µ(t), t′2, . . . , t
′
n), ω′(µ(u), t′2, . . . , t

′
n))

es decir, si para toda valoración q : µ(X) → A′ se verifica

q(ω′(µ(t), t′2, . . . , t
′
n)) = q(ω′(µ(u), t′2, . . . , t

′
n)).

Sea q : µ(X) → A′ una valoración. Por definición de la interpretación de un término
por la valoración tenemos que q(ω′(µ(t), t′2, . . . , t

′
n)) = ω′

A′(q(µ(t)), q(t′2), . . . , q(t
′
n))) =

ω′
A′(q(µ(t)), dt′2 , . . . , dt′n)), donde hemos denotado q(t′i) = dt′i , con dt′i una constante visi-

ble, ya que t′i es un término visible, ∀i = 2, . . . , n, (en el caso n = 1, no es necesaria esta
notación ya que no aparece ningún género visible). Por ello es suficiente con probar si

ω′
A′(q(µ(t)), dt′2 , . . . , dt′n) = ω′

A′(q(µ(u)), dt′2 , . . . , dt′n).

Consideramos ahora el contexto ω(z, dt′2 , . . . , dt′n) tal que ω′ = µ(ω). Este contexto
es adecuado para t y u. Entonces por hipótesis se verifica que

µ(A′) |=HΣ (X,ω(t, dt′2 , . . . , dt′n), ω(u, dt′2 , . . . , dt′n)).

Si aplicamos la relación de satisfacibilidad de la institución algebraica ecuacional obte-
nemos que

A′ |=HΣ′ (µ(X), ω′(µ(t), dt′2 , . . . , dt′n), ω′(µ(u), dt′2 , . . . , dt′n)),

y como q : µ(X) → A′ es una valoración, tenemos que

q(ω′(µ(t), dt′2 , . . . , dt′n)) = q(ω′(µ(u), dt′2 , . . . , dt′n)).
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Obtenemos directamente la igualdad buscada a partir de esta última, ya que

q(ω′(µ(t), dt′2 , . . . , dt′n)) = ω′
A′(q(µ(t)), dt′2 , . . . , dt′n).

Consideramos en segundo lugar un contexto general c′ = ω′′(ω′(z′, t′2, . . . , t
′
n)), que

contiene como subtérmino a ω′(z′, t′2, . . . , t
′
n). Además éste es el único subtérmino de c′

donde aparece una variable. Debemos probar que

A′ |=HΣ′ (µ(X), ω′′(ω′(µ(t), t′2, . . . , t
′
n)), ω′′(ω′(µ(u), t′2, . . . , t

′
n)))

es decir, si para toda valoración q : µ(X) → A′ se verifica que

q(ω′′(ω′(µ(t), t′2, . . . , t
′
n))) = q(ω′′(ω′(µ(u), t′2, . . . , t

′
n))).

Sea q : µ(X) → A′ una valoración. Como la única variable de c′ es z′ entonces es
suficiente con probar si

ω′′
A′(q(ω′(µ(t), t′2, . . . , t

′
n))) = ω′′

A′(q(ω′(µ(u), t′2, . . . , t
′
n))).

Pero, esta igualdad es cierta ya que como paso previo se ha probado la igualdad

q(ω′(µ(t), t′2, . . . , t
′
n)) = q(ω′(µ(u), t′2, . . . , t

′
n)).

¥

Podemos definir entonces la siguiente institución oculta.

Definición 3.2.9 (Institución ecuacional oculta con morfismos decons-
tructores débiles). La institución ecuacional oculta con morfismos deconstructo-

res débiles definida sobre un universo de datos D, que denotamos por H̃D =
(SIGH̃D , SenH̃D ,ModH̃D , |=H̃D

) es la institución formada por:

1. la categoŕıa SIGH̃D de las signaturas ocultas con morfismos deconstructores débiles
sobre un universo de datos D,

2. el funtor SenH̃D : SIGH̃D → Set, asocia a cada signatura oculta HΣ de SIGH̃D ,
el conjunto de ecuaciones SenHD(HΣ) que no sean identidades entre variables
de género oculto, y a cada morfismo de signaturas µ de SIGH̃D , la aplicación
SenHD(µ),

3. el funtor ModH̃D : SIGH̃D → Catop se define de la misma forma que el funtor
ModHD sobre los objetos y morfismos de SIGH̃D ,

4. y la relación de satisfacibilidad |=H̃D
es la satisfacción de comportamiento |=HD

.

Además, notamos que el teorema anterior también es cierto para morfismos de signa-
turas deconstructores fuertes (ya que también son débiles). Entonces, de modo análogo
podemos definir una institución ecuacional oculta con morfismos deconstructores fuertes
definida sobre un universo de datos D, que denotaremos por H̄D.



84 Caṕıtulo 3. Diagramas alternativos

3.2.5 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones ĒD y H̃D

La institución algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo de datos
D, que denotamos por ĒD, supone una ampliación de la institución ED que utilizamos
en el caṕıtulo anterior para representar el sustrato de datos presente en el sistema que
se pretende modelar, EAT en nuestro caso. La diferencia fundamental entre estas dos
instituciones es que la generalizada permite trabajar con morfismos entre signaturas dis-
tintos de la identidad. En esta sección definiremos un morfismo de instituciones entre
esta nueva institución y una institución oculta que modele de nuevo la construcción imp
de modo que representamos el sustrato de datos de un modo más conveniente. Recorda-
mos que nos véıamos obligados a limitar, en nuestra institución algebraica ecuacional,
los morfismos de signaturas a identidades por la condición de encapsulamiento presen-
te en los morfismos de signaturas ocultos. En la sección anterior hemos definido dos
instituciones ocultas generalizadas que prescinden en parte de dicha condición. Ambas
instituciones nos servirán como marco de llegada para nuestra construcción.

Dadas la institución algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo
de datos D, ĒD = (SIGĒD , SenĒD ,ModĒD , |=ĒD

), y la institución ecuacional oculta

con morfismos deconstructores débiles definida sobre un universo de datos D, H̃D =
(SIGH̃D , SenH̃D ,ModH̃D , |=H̃D

), definimos a continuación un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas.

Comenzamos definiendo un funtor Φ: SIGĒD → SIGH̃D entre las respectivas cate-
goŕıas de signaturas. Dada una signatura Σ = (S, Ω) de SIGĒD , definimos Φ(Σ) como la
signatura oculta Σimp = (Simp, Ωimp ∪ C). Esta signatura oculta es la misma signatura

que obteńıamos como imagen del funtor ΦED−HD
sobre la signatura (S, Ω ∪ C). Obser-

vamos que podemos incorporar las constantes de C en cada género a Σimp sin necesidad
de que estén presentes en Σ.

Para completar la definición del funtor Φ debemos establecer la imagen de los morfis-
mos de SIGĒD que ahora no son triviales. Dado un morfismo de signaturas de SIGĒD ,
µ : Σ → Σ′ entre las signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S, Ω′), definimos Φ(µ) como el
morfismo de signaturas deconstructor débil µimp : Σimp → Σ′

imp entre las signaturas
Σimp = (Simp, Ωimp ∪ C) y Σ′

imp = (S ′
imp, Ω

′
imp ∪ C). Este morfismo está definido por

la función sobre los géneros µimpS(s) := µS(s) si s ∈ S y µimpS(imp
Σ
) := imp

Σ′ , y
la función sobre las operaciones µimpΩ(imp ω) := imp ω′, con ω′ = µΩ(ω), para cada
operación imp ω ∈ Ωimp, y µimpΩ(d) = d para cada constante d ∈ C. Observamos que
realmente obtenemos un morfismo de signaturas deconstructor débil (es más, también
es fuerte), ya que µimp es la identidad sobre la parte visible (tenemos que µS es la iden-
tidad por pertenecer µ a SIGĒD), es biyectiva sobre géneros ocultos (sólo hay uno en
cada signatura y lo conserva) y todas las operaciones ocultas de ambas signaturas son
deconstructoras.

Es claro que se tiene el siguiente resultado.
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Lema 3.2.10. La aplicación Φ es un funtor.

La segunda componente del morfismo de instituciones unidireccional será una trans-
formación natural α : SenĒD ⇒ SenH̃D ◦ Φ, que estará formada por una familia de
aplicaciones αΣ : SenĒD(Σ) → SenH̃D(Φ(Σ)), una por cada Σ ∈ SIGĒD , verificando la
condición de naturalidad respecto de los morfismos de signaturas.

Dada Σ = (S, Ω) ∈ SIGĒD consideramos como αΣ la misma aplicación αED−HD

(S,Ω∪C)

correspondiente a la trasformación natural entre sentencias del morfismo de instituciones
unidireccional entre ED y HD, sobre las sentencias de SenĒD(Σ). Observamos que la
aplicación anterior está bien definida, ya que la imagen de una ecuación de SenĒD(Σ)
nunca es una igualdad de variables ocultas.

Para comprobar que la familia de aplicaciones anterior forma una transformación
natural debemos comprobar que verifica la propiedad de naturalidad. En este caso
tenemos morfismos de signaturas distintos de la identidad, por lo que esta propiedad no
es trivial.

Lema 3.2.11. La familia de aplicaciones α : SenĒD ⇒ SenH̃D ◦Φ constituye una trans-
formación natural.

Demostración. Debemos comprobar si para cada morfismo µ : Σ → Σ′ de SIGĒD ,
entre las signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′), el siguiente diagrama es conmutativo:

SenĒD(Σ)
αΣ−−−→ SenH̃D(Φ(Σ))

SenĒD (µ)

y ySenH̃D (Φ(µ))

SenĒD(Σ′) −−−→
αΣ′

SenH̃D(Φ(Σ′))

es decir, debemos comprobar si para cualquier sentencia e = (X, t, u) de SenĒD(Σ), con
t, u ∈ TΣ(X),s, s ∈ S, se verifica que

SenH̃D(Φ(µ)) ◦ αΣ(e) = αΣ′ ◦ SenĒD(µ)(e).

Por un lado, tenemos que por definición de αΣ, SenH̃D(Φ(µ))(αΣ((X, t, u))) es igual
a SenH̃D(Φ(µ))((X ∪ {zimp}, θ(t), θ(u)). Esta sentencia es igual a (Φ(µ)(X ∪ {zimp}),
Φ(µ)(θ(t)), Φ(µ)(θ(u))) por definición de SenH̃D(Φ(µ)).

Por otro lado, tenemos que por definición de SenĒD(µ), αΣ′(SenĒD(µ)((X, t, u))) es
igual a αΣ′((µ(X), µ(t), µ(u))). Esta sentencia es igual a (µ(X)∪{zimp}, θ(µ(t)), θ(µ(u)))
por definición de αΣ′ .

Basta entonces con probar si para cualquier término t ∈ TΣ(X)

Φ(µ)(θ(t)) = θ(µ(t)).

Demostramos la igualdad anterior por inducción sobre la estructura de los Σ(X)-
términos:
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• si t = x ∈ Xs, s ∈ S, entonces Φ(µ)(θ(x)) = µimp(x) = µ(x) = θ(µ(x));

• y si t = ω(t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0 y ti ∈ TΣ(X),si
, i = 1, . . . , n,

entonces

Φ(µ)(θ(ω(t1, . . . , tn))) =

= µimp(imp ω(zimp, θ(t1), . . . , θ(tn)))

= µimp(imp ω)(µimp(zimp), µimp(θ(t1)), . . . , µimp(θ(tn)))

= imp µ(ω)(zimp, µimp(θ(t1)), . . . , µimp(θ(tn)))

= imp µ(ω)(zimp, θ(µ(t1)), . . . , θ(µ(tn))) por hipótesis de inducción,

= θ(µ(ω)(µ(t1), . . . , µ(tn)))

= θ(µ(ω(t1, . . . , tn))).

En cuanto a las variables tenemos que Φ(µ)(X ∪ {zimp}) = µimp(X) ∪ µimp(zimp) =
µ(X)∪zimp. Recordamos que la familia de aplicaciones α, añade al conjunto de variables
una nueva variable que no es usada en ninguno de los géneros del universo U de géneros.

¥

Por último, vamos a definir una transformación natural β : ModĒD ⇒ ModH̃D ◦ Φ.
Esta transformación natural vendrá dada por una familia de funtores βΣ : ModĒD(Σ) →
ModH̃D(Φ(Σ)), un funtor βΣ para cada signatura Σ de SIGĒD . Definimos nuevamente

el funtor βΣ de la misma forma que el funtor βED−HD

(S,Ω∪C) correspondiente a la trasforma-

ción natural entre modelos del morfismo de instituciones unidireccional entre ED y HD

(recordar que se obtiene un álgebra oculta a partir de un álgebra sin más que añadir un
conjunto soporte con un único elemento para el género oculto).

Otra vez no es trivial comprobar que la familia de funtores anterior forma una trans-
formación natural ya que tenemos morfismos distintos de la identidad.

Lema 3.2.12. La familia de aplicaciones β : ModĒD ⇒ ModH̃D ◦ Φ constituye una
transformación natural.

Demostración. Debemos comprobar si para cada morfismo µ : Σ → Σ′ de SIGĒD ,
entre las signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′), el siguiente diagrama es conmutativo:

ModĒD(Σ)
βΣ−−−→ ModH̃D(Φ(Σ))

ModĒD (µ)

x xModH̃D (Φ(µ))

ModĒD(Σ′) −−−→
βΣ′

ModH̃D(Φ(Σ′))

El diagrama de funtores anterior conmuta trivialmente sobre los Σ′-homomorfismos
de ModĒD(Σ′) ya que estos son identidades. Falta entonces por comprobar que el dia-
grama conmuta sobre las Σ′-álgebras, es decir, debemos comprobar si para cualquier
Σ′-álgebra A′ de ModĒD(Σ′)

ModH̃D(Φ(µ)) ◦ βΣ′(A′) = βΣ ◦ ModĒD(µ)(A′).
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Es claro que las dos Σimp-álgebra ocultas anteriores tienen los mismos soportes (para
los géneros visibles están fijados y para el único género oculto ambas tienen como soporte
el conjunto unipuntual {∗}).

Para cada operación imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, n ≥ 0, las interpretaciones

de imp ω en las Σimp-álgebras anteriores son las funciones:

imp ωModH̃D (Φ(µ))(βΣ′ (A′))(∗, a1, . . . , an) =

= µimp(imp ω)βΣ′ (A′)(∗, a1, . . . , an)

= imp µ(ω)βΣ′(A′)(∗, a1, . . . , an)

= µ(ω)A′(a1, . . . , an)

= ωModĒD (µ)(A′)(a1, . . . , an)

= imp ωβΣ(ModĒD (µ)(A′))(∗, a1, . . . , an),

y para cada constante d ∈ C, dModH̃D (Φ(µ))(βΣ′ (A′)) = d = dβΣ(ModĒD (µ)(A′)). ¥

Obtenemos directamente que las tres componentes que acabamos de describir verifi-
can la propiedad de satisfacibilidad exigida a un morfismo de instituciones unidireccional.
La prueba se basa en que dicha propiedad es cierta para las componentes del morfismo
de instituciones unidireccional entre ED y HD.

Teorema 3.2.13. La terna (Φ, α, β) que hemos definido anteriormente constituye un

morfismo de instituciones unidireccional entre ĒD y H̃D.

Observamos que podemos utilizar en las definiciones anteriores la institución ecua-
cional oculta con morfismos deconstructores fuertes. Aśı, de modo análogo se obtiene
un morfismo de instituciones unidireccional entre ĒD y H̄D.

3.2.6 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones H̄D y E

En esta sección definimos un morfismo de instituciones unidireccional entre H̄D y E , si-
milar al morfismo entre HD y E que hemos considerado en el caṕıtulo anterior. Bastará
con probar que las construcciones del morfismo anterior pueden extenderse a morfismos
de signaturas deconstructores fuertes. Sin embargo, observaremos que no podemos ob-
tener un morfismo similar para H̃D, ya que sus morfismos de signaturas no respetan los
géneros deconstructores.

Dadas la institución oculta con morfismos deconstructores fuertes sobre un universo
de datos D, H̄D = (SIGH̄D , SenH̄D ,ModH̄D , |=H̄D

) y la institución algebraica ecuacional,
E = (SIGE , SenE ,ModE , |=E), definimos a continuación un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas.

A nivel de signaturas consideramos como ΦH̄D−E la correspondiente componente del
morfismo de instituciones unidireccional entre HD y E . Es decir, tomamos el funtor
olvido i : SIGH̄D → SIGE entre las respectivas categoŕıas de signaturas.
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A nivel de sentencias consideramos la transformación natural α : SenH̄D ⇒ SenE ◦ i,
que viene dada por la inclusión αHΣ : SenH̄D(HΣ) ↪→ SenE(i(HΣ)), para cada signa-
tura oculta HΣ de SIGH̄D . Estas aplicaciones no se definen como identidades ya que
recordamos que excluimos las ecuaciones entre variables ocultas en SenH̄D(HΣ).

Por último, a nivel de modelos, definimos una transformación natural β : ModH̄D ⇒
ModE ◦ i dada por un funtor βHΣ : ModH̄D(HΣ) → ModE(i(HΣ)), por cada signatura
oculta HΣ de SIGH̄D . Para definir estos funtores necesitamos la noción de equivalen-
cia deconstructora, una variante de la equivalencia de comportamiento que definimos a
continuación.

La equivalencia deconstructora se define como la igualdad en los géneros que sean
deconstructores y como la equivalencia de comportamiento en el resto. En realidad,
esta equivalencia es un caso particular de la equivalencia de comportamiento para las
operaciones de comportamiento presentada en [45] o en [43], si consideramos como ope-
raciones de comportamiento todas las operaciones de la signatura excepto aquellas que
sean deconstructoras sobre un género deconstructor.

Definición 3.2.14 (Equivalencia deconstructora). Sean HΣ = (S, Ω) una signatura
oculta definida sobre V Σ y D, y A una HΣ-álgebra oculta. Decimos que dos elementos
a, a′ ∈ As, con s ∈ S, son equivalentes deconstructores si y sólo si a = a′ si s es un
género deconstructor de HΣ y a ≡A

HΣ,s a′ en otro caso. Denotaremos que a, a′ ∈ As son

equivalentes deconstructores por a ≡A,d
HΣ,s a′. En ocasiones lo denotaremos por a ≡d

HΣ,s a′,
o incluso a ≡d

HΣ a′, si no hay lugar a confusión.

Es claro que la familia de relaciones de equivalencia ≡A,d
HΣ,s define una relación de

congruencia en un HΣ-álgebra oculta A, que denotamos ≡A,d
HΣ o ≡d

HΣ. Además, dado un
HΣ-homomorfismo oculto h : A → B, tenemos trivialmente que h respeta los cocientes
originados en A y B por ≡d

HΣ, es decir que para cada a, a′ ∈ As, con s ∈ S, si a ≡d
HΣ a′

en A entonces hs(a) ≡d
HΣ hs(a

′) en B, ya que si s es deconstructor entonces tenemos
igualdades y si s no es deconstructor entonces podemos aplicar la doble implicación de
la equivalencia de comportamiento. (Observamos que no obtenemos para la equivalencia
deconstructora la doble implicación, ya que podemos definir HΣ-homomorfismos ocultos
no inyectivos en un género no deconstructor. No obstante, únicamente es necesaria esta
implicación en la Proposición 1.4.13 para poder definir el homomorfismo cociente entre
las respectivas álgebras cocientes.)

Ahora, podemos definir el funtor βHΣ como la aplicación sobre objetos que asocia a
cada HΣ-álgebra oculta A, la HΣ-álgebra A/≡d

HΣ
. El HΣ-homomorfismo h/≡d

HΣ
es la

imagen de h por βHΣ.

Para morfismos de signaturas deconstructores fuertes obtenemos el siguiente resul-
tado que se corresponde con la Proposición 2.4.19 para morfismos de signaturas ocultos.
A partir esta proposición se obtiene que la familia de funtores que hemos definido forma
una transformación natural de forma similar a como demostramos que la correspondiente
familia de funtores para el morfismo entre HD y E definen una transformación natural.
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Proposición 3.2.15. Sean HΣ = (S, Ω) y HΣ′ = (S ′, Ω′) dos signaturas ocultas defi-
nidas sobre V Σ y D, µ : HΣ → HΣ′ un morfismo de signaturas deconstructor fuerte y
A′ una HΣ′-álgebra oculta. Entonces,

a ≡ModH̄D (µ)(A′),d
HΣ′,µ(s) b si y sólo si a ≡A′,d

HΣ,s b

para cada s ∈ S y a, b ∈ A′
µ(s).

Demostración. Como µ un morfismo de signaturas deconstructor fuerte, entonces
s ∈ S es deconstructor si y sólo si µ(s) es deconstructor. Ahora, si s es deconstruc-
tor, tenemos la igualdad en ambos miembros, y si s no es deconstructor aplicamos la
Proposición 2.4.19. ¥

Debemos observar que no es cierto un resultado parecido para morfismos de signa-
turas deconstructores débiles. Si para un género deconstructor s, permitimos que µ(s)
sea no deconstructor, entonces a ≡d

HΣ′,µ(s) b no implica en general a = b. Por ello no
podemos definir de una forma similar la trasformación natural entre los funtores modelos
correspondiente a un morfismo de instituciones unidireccional entre H̃D y E .

Para completar la definición del morfismo de instituciones unidireccional debemos
comprobar que la terna que acabamos de considerar (Φ, α, β) verifica la condición de
satisfacibilidad. Como no existen ecuaciones distintas de las igualdades entre variables
para los géneros deconstructores, obtenemos el siguiente lema que marca la relación
que existe entre las nociones de equivalencia deconstructora y satisfacción de comporta-
miento. La demostración de la condición de satisfacibilidad que buscamos es inmediata
a partir del mismo.

Lema 3.2.16. Sean HΣ = (S, Ω) una signatura oculta definida sobre V Σ y D, A una
HΣ-álgebra oculta y (X, t, u) una HΣ-ecuación que no sea una igualdad de variables
ocultas. Entonces,

A |≡HΣ (X, t, u) si y sólo si p(t) ≡d
HΣ p(u), para toda valoración p : X → A.

Teorema 3.2.17. Sea HΣ una signatura oculta de H̄D. Entonces,

A |=H̄D

HΣ e si y sólo si βHΣ(A) |=E
Φ(HΣ) αHΣ(e)

para cada A ∈ Obj(ModH̄D(HΣ)) y e ∈ SenH̄D(HΣ).

3.2.7 Primer diagrama alternativo

Nuestro objetivo es construir un diagrama alternativo al presentado en el caṕıtulo an-
terior, en el que aparezcan las instituciones que acabamos de definir. Observamos que
únicamente vamos a poder completar el diagrama si utilizamos como institución oculta la
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institución que tiene como morfismos de signaturas los morfismos deconstructores fuer-
tes H̄D, ya que es la institución para la que hemos definido un morfismo de instituciones
unidireccional entre ella y la institución algebraica ecuacional E .

En las secciones anteriores, hemos estudiado con detalle el morfismo de instituciones
unidireccional entre ĒD y H̄D, que nuevamente se considera el morfismo central del
diagrama. En esta sección comentaremos brevemente las definiciones del resto de los
morfismos del diagrama.

La definición de un morfismo de instituciones unidireccional entre las instituciones
ĒD y E podemos realizarla de forma similar a como hemos construido el morfismo entre
ĒD y H̄D, pero sin tener en cuenta la distinción entre parte visible y parte oculta.

El morfismo de instituciones unidireccional entre ĒD y CoAlg(ĒD) podemos obtener-
lo a partir de la definición general de un morfismo entre una institución y su institución
coalgebraica asociada, ya que ĒD verifica las condiciones necesarias para ello. Recorda-
mos que estas condiciones son que para cada signatura Σ de SIGĒD , se verifique que
ModĒD(Σ) sea una categoŕıa pequeña, y que cada uno de sus morfismos sean endomor-
fismos. Ambas son ciertas, ya que tenemos prefijado el dominio de datos D por lo que
la categoŕıa anterior es pequeña, y además sus morfismos son identidades.

Para completar nuestro diagrama, únicamente falta por definir un morfismo de insti-
tuciones unidireccional entre CoAlg(ĒD) y H̄D. Este morfismo se construye a partir del
morfismo entre CoAlg(ED) y HD de forma similar a como hemos definido el morfismo
entre ĒD y H̄D a partir del morfismo entre ED y HD.

Obtenemos el siguiente diagrama de morfismos de instituciones unidireccionales con-
mutativo:

CoAlg(ĒD)
↗ ↓

ĒD −→ H̄D

↘ ↓
E

Podemos comprobar que el diagrama conmuta sobre los nuevos morfismos de signa-
turas que se han introducido en la institución ĒD, sin más que aplicar la definición de
los morfismos de instituciones sobre ellos. La conmutatividad del resto del diagrama se
obtiene de forma similar al diagrama construido en el caṕıtulo anterior.

3.3 Estudio de los morfismos

En esta sección nos centramos en el estudio del tipo de morfismo de instituciones que
hemos utilizado para construir nuestro diagrama. El objetivo del mismo es explicar por
qué se han elegido morfismos de instituciones unidireccionales y si es posible construir un
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diagrama similar utilizando la noción habitual de morfismo de instituciones o cualquier
otra de las relaciones entre instituciones que han sido definidas por distintos autores.

Cuando se revisa la literatura resulta en principio sorprendente la gran variedad de
tipos de morfismos diferentes que se han utilizado para abordar la noción de relación
entre instituciones. Incluso se han publicado varios art́ıculos [46, 95] que pretenden
recopilar y poner un poco de orden entre esta diversidad de morfismos. No obstante,
si nos paramos a pensar más detenidamente en la noción de institución, deducimos que
esto no es tan extraordinario. Bajo el concepto de institución se engloban todas las
herramientas que son necesarias para hacer especificación. No debe resultar por ello
extraño que las posibilidades para relacionar dos marcos de especificación puedan ser
variadas.

En nuestro recorrido para modelar la operación imp hemos estudiado diferentes posi-
bilidades para situar una signatura Σ en un marco de especificación y la correspondiente
signatura Σimp en otro marco de especificación distinto. De esta forma entendemos que,
v́ıa nuestra operación, podemos establecer una relación entre dichos marcos. Es decir,
se construye un morfismo entre instituciones. Surge entonces el problema de decidir qué
tipo de morfismo de instituciones es el más adecuado en nuestro caso. Si nos fijamos en
la operación imp observamos que, además de relacionar signaturas, tenemos que a partir
de sentencias para una signatura Σ, se construyen sentencias para la signatura Σimp y
lo mismo respecto de los modelos. Es por ello lógico pensar en un morfismo de institu-
ciones en el que las relaciones entre signaturas, sentencias y modelos vayan en la misma
dirección. Este morfismo de instituciones es el morfismo de instituciones unidireccional.
En el caṕıtulo anterior hemos utilizado este tipo de morfismos para modelar la operación
imp. Sin embargo, también podemos pensar en utilizar la noción de morfismo de insti-
tuciones habitual, en el que el paso entre signaturas y modelos se realiza en la misma
dirección y el de sentencias se realiza en dirección contraria. Estableceŕıamos de esta
forma, a través de nuestra operación, una relación entre dos marcos de especificación
v́ıa este otro tipo de morfismo de instituciones. En este caso, la representación anterior
de la operación imp sobre sentencias se pospone al trabajo con especificaciones.

A continuación, trataremos de obtener un segundo diagrama alternativo utilizando
morfismos de instituciones. Al ir el paso entre sentencias en sentido contrario nos ve-
remos obligados a prescindir de las igualdades entre variables ocultas en la institución
oculta. Curiosamente esta condición también era necesaria, aunque por otros motivos,
en la construcción del primer diagrama alternativo. No obstante, no nos va a ser posible
completar el diagrama. El punto clave para ello es que no se verifica la condición de
satisfacibilidad del morfismo que relaciona la teoŕıa coalgebraica y la teoŕıa de especi-
ficaciones ocultas. Como veremos, dicha condición sólo es cierta para ecuaciones que
presenten una única variable oculta. Estas ecuaciones aparecen en [22] dentro de las
especificaciones coalgebraicas, a través de las cuales se establece una relación entre estas
dos teoŕıas. En general, los trabajos que consideran ecuaciones para coálgebras (ver, por
ejemplo, [51, 78]) exigen esta condición. (En el diagrama de instituciones que incluimos
en [28] pasamos por alto este detalle al dar por hecho que únicamente trabajábamos
con este tipo de ecuaciones.) Definiremos entonces un nuevo tipo de morfismo de insti-
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tuciones, al restringir el conjunto de sentencias sobre el que se verifica la condición de
satisfacibilidad. Con este nueva idea trataremos de completar el diagrama.

Comenzamos, como hicimos en el primer diagrama alternativo, definiendo el morfis-
mo de instituciones entre ED y HD, que nuevamente consideramos el morfismo central
del diagrama.

3.3.1 Un morfismo de instituciones entre la institución ED y la
institución HD

En esta sección vamos a establecer un morfismo de instituciones entre la ins-
titución algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos D, ED =
(SIGED , SenED ,ModED , |=ED

), y la institución ecuacional oculta sobre un universo de
datos D, HD = (SIGHD , SenHD ,ModHD , |=HD

).

Observamos que la diferencia entre un morfismo de instituciones y un morfismo
de instituciones unidireccional radica en el sentido de la transformación natural que
relaciona las sentencias de ambas instituciones, junto con el consiguiente cambio en la
relación de satisfacibilidad. Entonces, para definir este morfismo de instituciones, que
denotamos nuevamente por (Φ, α, β), utilizaremos las componentes que son comunes con
el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido en el caṕıtulo anterior
entre estas mismas instituciones. Es decir, el funtor Φ entre las categoŕıas de signaturas y
la transformación natural β entre los funtores modelos son los mismos que las respectivas
componentes del morfismo de instituciones unidireccional definido anteriormente entre
ambas instituciones. Por ello, únicamente falta por definir la componente que relaciona
los funtores sentencias de las mismas.

Definimos a continuación una transformación natural α : SenHD ◦Φ ⇒ SenED . Esta
transformación natural consistirá en una aplicación αΣ : SenHD(Φ(Σ)) → SenED(Σ) por
cada signatura Σ de SIGED , de modo que se verifique la condición de naturalidad.

Dada una signatura Σ de SIGED definimos la aplicación αΣ : SenHD(Σimp) →
SenED(Σ) como la relación que asocia a cada Σimp-sentencia e (que no sea igualdad entre
variables ocultas) la Σ-sentencia que se obtiene si eliminamos en e todos los términos de
género imp

Σ
y sustituimos todas las operaciones imp ω de Σimp en e por la correspon-

diente operación ω de Σ.

Utilizamos el siguiente ejemplo para ilustrar esta aplicación.

Ejemplo 3.3.1. Dada la categoŕıa SIGED , elegimos un género g del universo de géneros
(para este género tendremos fijado un conjunto de datos Dg). Nos fijamos nuevamente
en la signatura GRP que hemos venido utilizando para especificar un grupo sobre este
conjunto de datos y la correspondiente signatura GRPimp que obtenemos al aplicarle la
operación imp.

Dadas las variables de género g: x, x1, x2, x3, y las variables de género impGRP:
z1, z2, z3, z4, algunas ecuaciones para la signatura GRPimp son:



3.3 Estudio de los morfismos 93

imp prd(z1, imp prd(z2, x1, x2), x3) = imp prd(z3, x1, imp prd(z4, x2, x3))
imp prd(z1, imp unt(z2), x) = x
imp prd(z1, imp inv(z2, x), x) = imp unt(z3)

entonces, las ecuaciones correspondientes por la aplicación αGRP para la signatura GRP

son:

prd(prd(x1, x2), x3) = prd(x1, prd(x2, x3))
prd(unt, x) = x
prd(inv(x), x) = unt

¤

Podemos definir la aplicación anterior de un modo más preciso a través de un pro-
ceso de inducción sobre la forma de los términos que constituyen la ecuación. Dada
una signatura Σ = (S, Ω ∪ C) de SIGED , la aplicación αΣ : SenHD(Σimp) → SenED(Σ)
asocia a cada Σimp-ecuación e = (X, t, u) de SenHD(Σimp), la Σ-ecuación αΣ(e) :=
(X \ Ximp

Σ
, φ(t), φ(u)), donde φ = (φs : TΣimp(X),s → TΣ(X\Ximp

Σ
),s)s∈S es la familia de

aplicaciones entre términos que damos a continuación. Dado s ∈ S, definimos la apli-
cación φs por inducción sobre la estructura de un término t ∈ TΣimp(X),s del siguiente
modo:

• si t = x ∈ Xs variable de género s, φs(x) = x;

• si t = d, con d : → s una constante de C, entonces φs(d) = d;

• y si t = imp ω(z, t1, . . . , tn) con imp ω : imp
Σ
s1 . . . sn → s ∈ Ωimp, n ≥ 0, z

variable de Ximp
Σ

y ti ∈ TΣimp(X),si
, 1 ≤ i ≤ n, entonces φs(imp ω(z, t1, . . . , tn)) =

ω(φs1(t1), . . . , φsn(tn)).

Como los únicos morfismos de SIGED son las identidades, obtenemos de modo trivial
que α verifica la condición de naturalidad.

Es importante observar que la familia de aplicaciones φ no contiene una aplicación
que actúe sobre términos de género distinguido imp

Σ
. Esta aplicación no es necesaria ya

que recordamos que no existen términos distintos de las variables en este género y por lo
tanto tampoco ecuaciones distintas de las igualdades entre variables, y hemos excluido
estas sentencias de HD.

En esta sección vamos a excluir, tanto en HD como en ED, todas las sentencias que
sean igualdades entre variables de cualquier género. Para obtener el diagrama también
las excluiremos de E . Obtenemos de esta forma tres instituciones distintas que conti-
nuaremos llamando y denotando de la misma manera, ya que no perdemos capacidad
de expresión respecto de las especificaciones que podemos construir. Las ecuaciones de
la forma ({z}, z, z), identidad de una variable, no aportan significación a los modelos en
ninguna de las tres instituciones. Una ecuación del tipo ({z, z′}, z, z′), de variables de
género s de HD visible o de ED y E , se puede eliminar construyendo una especificación
equivalente en la que los términos de género s sean identificados con una única constante.
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Esta transformación natural entre sentencias completa nuestro morfismo de institu-
ciones que recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Sean ED y HD, respectivamente, la institución algebraica ecuacional y
la institución oculta definidas sobre D, de modo que se excluyen en ambas las ecuaciones
que identifican variables. Entonces, la terna (Φ, α, β) que acabamos de definir es un
morfismo de instituciones entre ED y HD.

Demostración. Falta por comprobar que se verifica la condición de satisfacibilidad.
Es decir, que para cada signatura Σ de SIGED ,

A |=ED

Σ αΣ(e) si y sólo si βΣ(A) |=HD

Φ(Σ) e

para cualquier álgebra A ∈ Obj(ModED(Σ)) y cualquier sentencia e ∈ SenHD(Φ(Σ)).

Nos centramos primero en la demostración de la implicación directa.

Sean Σ = (S, Ω ∪ C) una signatura de SIGED , A un álgebra de ModED(Σ) y e =
(X, t, u), con t, u ∈ TΣimp(X),s, s ∈ S, una sentencia de SenHD(Σimp). Suponemos que se

cumple A |=ED

Σ αΣ((X, t, u)), es decir, que para toda valoración p : X \ Ximp
Σ
→ A se

verifica que
p(φ(t)) = p(φ(u)).

Tenemos que demostrar que βΣ(A) |=HD

Φ(Σ) (X, t, u). Como e = (X, t, u) es una
ecuación visible, entonces únicamente debemos comprobar que para cada valoración
q : X → βΣ(A), se verifica que

q(t) = q(u).

Sea q : X → βΣ(A) una valoración. Podemos definir la valoración q|S : X\Ximp
Σ
→ A

sin más que restringir la valoración q a los géneros de S. Si aplicamos la hipótesis con
esta valoración obtenemos que

q|S(φ(t)) = q|S(φ(u)).

Observamos entonces que es suficiente probar que

q|S(φ(t)) = q(t)

para cualquier término t ∈ TΣimp(X),s, s ∈ S.

Demostramos a continuación la igualdad anterior por inducción sobre la estructura
de los Σimp-términos t que puedan formar parte de una ecuación de SenHD(Σimp). Re-
cordamos que estos términos no pueden ser de género imp

Σ
y por lo tanto únicamente

contienen variables como subtérminos de este género.

• si t = x ∈ Xs, entonces q|S(φ(x)) = q|S(x) = q|S(x) = q(x) = q(x);

• si t = d, con d : → s una constante de C, entonces q|S(φ(d)) = q|S(d) = d = q(d);



3.3 Estudio de los morfismos 95

• y si t = imp ω(z, t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, z variable arbitraria
de género imp

Σ
y ti ∈ TΣimp(X),si

, 1 ≤ i ≤ n, entonces:

q|S(φ(imp ω(z, t1, . . . , tn))) =

= q|S(ω(φ(t1), . . . , φ(tn)))

= ωA(q|S(φ(t1)), . . . , q|S(φ(tn)))

= ωA(q(φ(t1)), . . . , q(φ(tn))) por hipótesis de inducción,

= imp ωβΣ(A)(∗, q(φ(t1)), . . . , q(φ(tn))) por definición de βΣ(A),

= imp ωβΣ(A)(q(z), q(φ(t1)), . . . , q(φ(tn)))

= q(imp ω(z, t1, . . . , tn)).

La demostración de la implicación inversa es totalmente análoga por inducción sobre
los términos, tras la observación de que cada valoración X \ Ximp

Σ
→ A puede ser

trivialmente extendida a una valoración q : X → βΣ(A), asignando a cada variable de
Ximp

Σ
el único valor posible del álgebra βΣ(A) en dicho género. ¥

3.3.2 Los otros morfismos de instituciones del diagrama

Una vez que hemos definido el morfismo de instituciones central del diagrama, en esta
sección trataremos de estudiar el resto de los morfismos que lo integran.

El morfismo de instituciones entre ED y E se define de forma similar al morfismo de
la sección anterior entre ED y HD, pero sin realizar la distinción entre géneros ocultos y
géneros visibles.

Los morfismos de instituciones entre HD y E , y entre ED y CoAlg(ED) se obtienen di-
rectamente a partir de sus correspondientes morfismos de instituciones unidireccionales
en el diagrama inicial. Basta tener en cuenta que las transformaciones naturales entre
sentencias eran en los dos casos aplicaciones identidad, por lo que no hay problema en
tomar la dirección opuesta. Para ello recordar que hemos restringido las sentencias de
las instituciones HD y E , a aquellas sentencias que no sean igualdades entre variables.
Entonces, podemos redefinir de forma inmediata el morfismo de instituciones unidirec-
cional entre HD y E , de modo que la transformación natural entre las sentencias continúe
siendo la identidad.

El morfismo de instituciones entre CoAlg(ED) y HD requiere de un estudio más
detallado, que realizamos en la siguiente sección.

3.3.3 Estudio de un morfismo de instituciones entre la institu-
ción CoAlg(ED) y la institución HD

En esta sección trataremos de definir un morfismo de instituciones entre CoAlg(ED) y
HD. Para ello, podemos nuevamente aprovechar las componentes que son comunes con
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el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido entre ellas en el caṕıtulo
anterior. Es decir, definimos el funtor entre signaturas Φ y la transformación natural β
entre modelos de la misma forma que las correspondientes componentes del morfismo de
instituciones unidireccional entre dichas instituciones. Entonces, únicamente falta por
determinar la componente que relaciona las sentencias de las mismas.

Una transformación natural α : SenHD ◦Φ ⇒ SenCoAlg(ED) constará de una aplicación
αΣ : SenHD(Φ(Σ)) → SenCoAlg(ED)(Σ) por cada signatura Σ de SIGCoAlg(ED). Recorda-

mos que SenHD(Φ(Σ)) = SenHD(ΦED−HD
(Σ)) y que SenCoAlg(ED)(Σ) = SenED(Σ). En-

tonces, hacemos un primer intento de definir un morfismo de instituciones considerando
αΣ := αED−HD

Σ para cada signatura Σ de SIGCoAlg(ED), donde αED−HD
es la transforma-

ción natural que forma parte del morfismo de instituciones (sin apellidos) entre ED y
HD.

Para obtener un morfismo de instituciones falta por comprobar que se verifica la
condición de satisfacibilidad. No obstante, como probamos a continuación únicamente
podemos demostrar una de las dos implicaciones de esta condición.

Teorema 3.3.3. Sea Σ una signatura de SIGCoAlg(ED). Entonces,

βΣ((X , γ)) |=HD

Φ(Σ) e =⇒ (X , γ) |=CoAlg(ED)
Σ αΣ(e)

para cualquier coálgebra (X , γ) de ModCoAlg(ED)(Σ) y cualquier sentencia e de
SenHD(Φ(Σ)).

Demostración. Sean Σ = (S, Ω ∪ C) una signatura de SIGCoAlg(ED), (X , γ) una
coálgebra de ModCoAlg(ED)(Σ) y e = (X, t, u), con t, u ∈ TΣimp(X),s, s ∈ S, una ecuación
de SenHD(Σimp) arbitrarias.

Por un lado, tenemos que

(X , γ) |=CoAlg(ED)
Σ αΣ((X, t, u)) si y sólo si γ(a) |=ED

Σ (X \Ximp
Σ
, φ(t), φ(u)), ∀a ∈ X ,

sin más que aplicar las definiciones de |=CoAlg(ED)
Σ y de αΣ.

Por otro lado, tenemos que

βΣ((X , γ)) |=HD

Σimp
(X, t, u) si y sólo si βΣ((X , γ)) |=ED

Σimp
(X, t, u),

ya que (X, t, u) es una ecuación visible.

Entonces es suficiente con demostrar que:

βΣ((X , γ)) |=ED

Σimp
(X, t, u) =⇒ γ(a) |=ED

Σ (X \ Ximp
Σ
, φ(t), φ(u)), ∀a ∈ X .

Fijado a ∈ X , debemos demostrar que para cada valoración p : X \ Ximp
Σ
→ γ(a)

se verifica que p(φ(t)) = p(φ(u)). Dada p, consideramos la valoración por βΣ((X , γ)),



3.3 Estudio de los morfismos 97

q : X → βΣ((X , γ)), dada por q(z) = a para todo z ∈ Ximp
Σ

y q(x) = p(x) para cada
x ∈ X \ Ximp

Σ
. Entonces por hipótesis se verifica que q(t) = q(u).

Si aplicamos ahora inducción sobre la estructura de los términos, obtenemos nue-
vamente que, para cualquier término t que pueda formar parte de una ecuación de
SenHD(Σimp), se verifica que p(φ(t)) = q(t). Esta igualdad prueba la implicación.

Este proceso de inducción es similar al que hemos realizado en el morfismo de ins-
tituciones entre ED y HD, de modo que ahora nos quedamos con un único elemento a
de βΣ((X , γ)) en el género destacado imp

Σ
, al cual se le asocia la Σ-álgebra γ(a). De-

tallamos a continuación dicho proceso de inducción sobre la estructura de un término
t ∈ TΣimp(X),s, s ∈ S:

• si t = x ∈ Xs, entonces p(φ(x)) = p(x) = p(x) = q(x) = q(x);

• si t = d, con d : → s constante de C, entonces p(φ(d)) = p(d) = d = q(d);

• y si t = imp ω(z, t1, . . . , tn), con ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, z variable arbitraria
de género imp

Σ
y ti ∈ TΣimp(X),si

, i = 1, . . . , n, entonces

p(φ(imp ω(z, t1, . . . , tn))) =

= p(ω(φ(t1), . . . , φ(tn)))

= ωγ(a)(p(φ(t1)), . . . , p(φ(tn)))

= ωγ(a)(q(t1), . . . , q(tn)) por hipótesis de inducción,

ya que la valoración q está definida de la misma forma para todo z ∈ Ximp
Σ
,

= imp ωβΣ((X ,γ))(a, q(t1), . . . , q(tn)) por definición de βΣ((X , γ)),

= imp ωβΣ((X ,γ))(q(z), q(t1), . . . , q(tn))

= q(imp ω(z, t1, . . . , tn)).

¥

La implicación en el otro sentido no es cierta para toda sentencia de SenHD(Σimp),
contando que en el universo de datos D exista un conjunto con más de un elemento. Si
intentamos aplicar un proceso de inducción similar sobre la estructura de un término,
tenemos que a partir de una valoración q por βΣ((X , γ)), la valoración que necesitamos
por una Σ-álgebra depende del valor que adopte q en las variables ocultas de la ecuación.
Si esta ecuación presenta más de una variable oculta no tenemos ninguna valoración que
nos sirva para dicho proceso de inducción.

Ejemplo 3.3.4. Sea nat un género del universo de géneros que tiene asociado un con-
junto con más de un elemento. Por ejemplo, suponemos que Dnat = N.

Consideramos una signatura Σ de SIGED que tiene como único género a nat y como
operaciones una única constante const : → nat, además del conjunto de constantes que
se derivan de D, {i : → nat}i∈N.
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El endofuntor constante FΣ : Set → Set asociado a Σ está definido por FΣ(X) =
Obj(ModED(Σ)), para cada X ∈ Set. Definimos la FΣ-coálgebra ({1, 2}, γ : {1, 2} →
FΣ({1, 2})) dada por γ(1) = A1 y γ(2) = A2, donde An, para n = 1, 2, es la Σ-álgebra
que se define por constAn = n, e iAn = i, i ∈ N.

Tenemos que Φ(Σ) = Σimp. Esta signatura es una signatura oculta que tiene un
género visible nat, un género oculto imp

Σ
, un conjunto de constantes visibles {i : →

nat}i∈N, y una operación oculta imp const : imp
Σ
→ nat. Entonces, βΣ(({1, 2}, γ)) es

la Σimp-álgebra A que se define por los conjuntos: Aimp
Σ

= {1, 2} y Anat = N, y las
operaciones: iA = i, para i ∈ N e imp constA : {1, 2} → N, tal que imp constA(1) =
constA1 = 1 e imp constA(2) = constA2 = 2.

Elegimos la Σimp-sentencia ({x, y}, imp const(x), imp const(y)) que presenta dos va-
riables ocultas. Entonces se verifica que

({1, 2}, γ) |=CoAlg(ED)
Σ αΣ(({x, y}, imp const(x), imp const(y)),

ya que trivialmente γ(a) |=ED

Σ const = const, ∀a ∈ {1, 2}.

Sin embargo, no se verifica que

A |=HD

Σimp
({x, y}, imp const(x), imp const(y)),

es decir, si para cualquier valoración q : {x, y} → A, q(imp const(x)) = q(imp const(y)).
Ya que si elegimos la valoración dada por qimp

Σ
: {x, y} → Aimp

Σ
tal que qimp

Σ
(x) = 1

y qimp
Σ
(y) = 2, entonces tenemos que q(imp const(x)) = imp constA(1) = 1 que es

distinto de q(imp const(y)) = imp constA(2) = 2. ¤

No obstante, están perfectamente delimitadas las sentencias de SenHD(Σimp) para
las cuales se verifica la implicación en el otro sentido. Se trata de aquellas ecuaciones
en las que aparece una única variable de género oculto. Estas ecuaciones son también
elegidas por Ĉırstea en [22] para establecer una relación entre la teoŕıa coalgebraica y la
teoŕıa oculta a través de las especificaciones coalgebraicas. No obstante, este estudio se
realiza fuera del ámbito de las instituciones.

Teorema 3.3.5. Sea Σ una signatura de SIGCoAlg(ED) y sea e una ecuación de
SenHD(Φ(Σ)) con una única variable de género oculto. Entonces,

(X , γ) |=CoAlg(ED)
Σ αΣ(e) =⇒ βΣ((X , γ)) |=HD

Φ(Σ) e

para cualquier coálgebra (X , γ) de ModCoAlg(ED)(Σ).

Demostración. Sea Σ = (S, Ω∪C) una signatura de SIGCoAlg(ED), sea e = (X, t, u)
una ecuación de SenHD(Σimp) con Ximp

Σ
= {z}, y t, u ∈ TΣimp(X),s, s ∈ S, y sea

(X , γ) una coálgebra de ModCoAlg(ED)(Σ). Debemos demostrar que para cada valoración
q : X → βΣ((X , γ)), se verifica que q(t) = q(u).
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Sea q : X → βΣ((X , γ)) una valoración. Tenemos que qimp
Σ
(z) = a para algún

a ∈ βΣ((X , γ))imp
Σ
. Entonces la restricción de q a los géneros visibles en S, q|S : X \

Ximp
Σ
→ βΣ((X , γ))|S , es una valoración por la Σ-álgebra γ(a). Por hipótesis, obtenemos

que q|S(φ(t)) = q|S(φ(u)). Si procedemos como antes por inducción sobre la estructura
de un término t con una única variable oculta z, obtenemos que q|S(φ(t)) = q(t), lo que
prueba la implicación. ¥

3.3.4 Otros tipos de morfismos

A pesar de que no hemos definido un morfismo de instituciones entre CoAlg(ED) y
HD, śı que obtenemos una versión más débil de relación entre instituciones llamada
pre-morfismo de instituciones, noción que definimos a continuación. Las siguientes de-
finiciones han sido extráıdas de [68], y son una modificación de las publicadas en [85].

Definición 3.3.6 (Pre-institución). Una pre-institución I = (SIG, Sen,Mod, |=)
consta de:

1. una categoŕıa SIG, llamada categoŕıa de signaturas,

2. un funtor Sen : SIG → Set, llamado funtor sentencias,

3. un funtor Mod : SIG → Catop, llamado funtor modelos, y

4. una relación |=Σ⊆ Obj(Mod(Σ)) × Sen(Σ) para cada Σ ∈ Obj(SIG), llamada
Σ-satisfacción.

Se dice que en una pre-institución I

i. la reducción preserva la satisfacción (condición rps) si

A′ |=Σ′ Sen(µ)(e) =⇒ Mod(µ)(A′) |=Σ e

ii. la expansión preserva la satisfacción (condición eps) si

Mod(µ)(A′) |=Σ e =⇒ A′ |=Σ′ Sen(µ)(e)

para cada morfismo µ : Σ → Σ′ en SIG, cada A′ ∈ Obj(Mod(Σ′)) y cada e ∈ Sen(Σ).

Obviamente, una institución es una pre-institución que verifica las condiciones rps y
eps.

Un ejemplo de pre-institución es la institución oculta en la que se cambian los morfis-
mos de signaturas ocultos por morfismos verticales de signaturas ocultas. Si no exigimos
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la condición de encapsulamiento en los morfismos de signaturas ocultos obtenemos que
la institución verifica la condición rps, pero no la condición eps (ver [25]).

Se puede definir ahora una relación entre dos pre-instituciones, lo que origina el
concepto de pre-morfismo de pre-instituciones.

Definición 3.3.7 (Pre-morfismo de pre-instituciones). Sean I =
(SIG, Sen,Mod, |=), I ′ = (SIG′, Sen′,Mod′, |=′) dos pre-instituciones. Un pre-
morfismo de pre-instituciones entre I e I ′, que denotamos por Φ: I 99K I ′, consta
de:

1. un funtor Φ: SIG → SIG′,

2. una transformación natural α : Sen′ ◦ Φ ⇒ Sen, y

3. una transformación natural β : Mod ⇒ Mod′ ◦ Φ.

Se dice que en un pre-morfismo de pre-instituciones

i. que cumplen la condición rps, la condición de morfismo es rps si

A |=Σ αΣ(e′) =⇒ βΣ(A) |=′
Φ(Σ) e′

ii. que cumplen la condición eps, la condición de morfismo es eps si

βΣ(A) |=′
Φ(Σ) e′ =⇒ A |=Σ αΣ(e′)

para cualquier signatura Σ de I, cualquier Σ-modelo A de I y cualquier Φ(Σ)-sentencia
e′ de I ′.

Obviamente, un morfismo de instituciones es un pre-morfismo de instituciones en el
que la condición de morfismo es rps y eps.

Se pueden componer pre-morfismos de pre-instituciones (verificando la condición rps
o eps) de la forma esperada, de modo que los pre-morfismos de pre-instituciones junto
con las pre-instituciones (que cumplan la respectiva condición rps o eps) forman una
categoŕıa.

3.3.5 Segundo diagrama alternativo

Si utilizamos los conceptos que hemos definido en la sección anterior, observamos que
la relación que hemos determinado anteriormente entre CoAlg(ED) y HD es un pre-
morfismo de instituciones que verifica la condición eps. Si utilizamos este morfismo
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podemos completar el siguiente diagrama conmutativo de pre-morfismos de instituciones
que verifican dicha condición:

CoAlg(ED)
↗ p

p
g

ED −→ HD

↘
y
E

Para comprobar que el diagrama realmente conmuta únicamente falta por verificar
que conmutan las trasformaciones naturales de las sentencias. En el fragmento inferior
del diagrama conmutan de modo inmediato ya que la transformación natural que rela-
ciona las sentencias entre las instituciones HD y E es la identidad y las transformaciones
naturales de los otros dos morfismos están definidas de la misma forma. Lo mismo
ocurre con la parte superior, en el que la transformación natural que es la identidad en
este caso es la transformación que relaciona las sentencias entre las instituciones ED y
CoAlg(ED).

Como tenemos perfectamente localizado el conjunto de sentencias para las cuales no
se tiene la condición de morfismo rps, surge la idea de definir un nuevo tipo de morfismo
de instituciones en el que no sea necesario que se verifique la condición de satisfacibilidad
sobre todas las sentencias de una institución sino únicamente sobre un subconjunto de
las mismas. Una idea parecida fue propuesta en [25] para delimitar los modelos y las
sentencias sobre las que se verifica la condición eps de la pre-institución oculta con
morfismos verticales de signaturas ocultas.

Definición 3.3.8 (Morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sen-
tencias). Sean I = (SIG, Sen,Mod, |=), I ′ = (SIG′, Sen′,Mod′, |=′) dos instituciones
y sea C′ = {C′

Σ′ ⊆ Sen′(Σ′)}Σ′∈Obj(SIGI′ ) un conjunto indexado de sentencias. Un morfis-
mo de instituciones restringido al conjunto de sentencias C′ entre I e I ′, que denotamos

por Φ: I C′
−→ I ′, es un pre-morfismo de instituciones Φ = (Φ, α, β) : I 99K I ′ tal que

para cualquier signatura Σ de I, se verifica que

A |=Σ αΣ(e′) si y sólo si βΣ(A) |=′
Φ(Σ) e′

para cualquier Σ-modelo A de I y cualquier sentencia e′ ∈ C′
Φ(Σ)

Es evidente que un morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias
C′ en el que C′

Σ′ = ∅, para todo Σ′ de SIGI′ es un pre-morfismo de instituciones, y
en el que C′

Σ′ = Sen′(Σ′), para todo Σ′ de SIGI′ es un morfismo de instituciones (sin
apellidos).

Además, es claro que un morfismo de instituciones es, en particular, un morfismo
de instituciones restringido a cualquier subconjunto de sentencias de la institución de
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llegada. No obstante, en caso de que no se verifique esta condición de satisfacibilidad
sobre todas las sentencias, lo interesante es tratar de localizar el subconjunto mayor de
sentencias sobre las que śı se verifica. Por ejemplo, es claro que es posible elegir todas
las sentencias para aquellas signaturas de la institución de llegada que no sean imagen
de una signatura de la institución de partida. Debemos también notar que la condición
que hemos impuesto no afecta a la transformación natural sobre las sentencias que forma
parte del morfismo, únicamente lo hace sobre la condición de satisfacibilidad.

Posteriormente, a partir de un morfismo de instituciones restringido a un conjunto
de sentencias, trataremos de definir un morfismo de instituciones, prescindiendo en la se-
gunda institución de las sentencias fuera de ese conjunto. Para realizar esta construcción
no nos servirán todos los subconjuntos de sentencias, sino sólo aquéllos que verifiquen
unas ciertas condiciones.

Si utilizamos la definición anterior podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.3.9. El pre-morfismo de instituciones entre CoAlg(ED) y HD que hemos
definido anteriormente es un morfismo de instituciones restringido a un conjunto de

sentencias Ch, Φ: CoAlg(ED)
Ch

−→ HD, donde Ch está formado por:

• Ch
HΣ = {e ∈ SenHD(HΣ) | e es una ecuación en una variable oculta}, si HΣ es

una signatura deconstructora, con un único género oculto, y

• Ch
HΣ = SenHD(HΣ), en otro caso.

En el corolario anterior utilizamos impĺıcitamente que únicamente son imagen por
el funtor de signaturas del pre-morfismo de instituciones aquellas signaturas ocultas de-
constructoras con un único género oculto. De esta forma nos quedamos con las sentencias
para las cuales se establece una buena relación entre el marco coalgebraico y el marco
oculto, que coinciden con las propuestas por Ĉırstea en [22] para nuestro caso particular.

El objetivo que nos proponemos es incluir en la parte superior de nuestro diagrama
esta nueva versión de morfismo de instituciones. Para ello es necesario definir la com-
posición de dos morfismos de instituciones restringidos a un conjunto de sentencias y,
más en general, comprobar si las instituciones junto con los morfismos de instituciones
restringidos a un conjunto de sentencias definen una categoŕıa.

Definimos la composición de dos morfismos de instituciones restringidos a un con-
junto de sentencias, como un morfismo de instituciones restringido al mayor conjunto de
sentencias posible para que dicho morfismo esté bien definido. Por lo tanto, estas sen-
tencias deben elegirse entre el conjunto de sentencias del segundo morfismo cuya imagen
por la transformación natural correspondiente caiga dentro del conjunto de sentencias
del primer morfismo.

Definición 3.3.10. Dadas tres instituciones I, I ′ y I ′′ y dos pre-morfismos de institu-

ciones restringidos a un conjunto de sentencias Φ: I C′
→ I ′ y Φ′ = (Φ′, α′, β′) : I ′ C′′

→ I ′′,
donde C′ = {C′

Σ′ ⊆ Sen′(Σ′)}Σ′∈Obj(SIGI′ ), y C ′′ = {C′′
Σ′′ ⊆ Sen′′(Σ′′)}Σ′′∈Obj(SIGI′′ ), se
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define el morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias composición
Φ′◦Φ como el morfismo de instituciones composición restringido al conjunto de sentencias
C2 = {C2

Σ′′ ⊆ Sen′′(Σ′′)}Σ′′∈Obj(SIGI′′), donde

C2
Σ′′ = {e ∈ C′′

Σ′′ | α′
Σ′(e) ∈ C′

Σ′ , ∀Σ′ ∈ Obj(SIGI′) tal que Φ′(Σ′) = Σ′′}

para cada Σ′′ ∈ Obj(SIGI′′).

Si consideramos, como es natural, el morfismo de instituciones restringido a un con-
junto de sentencias identidad idI como el morfismo de instituciones identidad (sin res-
tringir a ninguna sentencia), entonces no es dif́ıcil comprobar que se verifica la regla de
las identidades y que la composición de estos morfismos es asociativa. Obtenemos de
este modo el siguiente teorema.

Teorema 3.3.11. Las instituciones junto con los morfismos de instituciones restringidos
a un conjunto de sentencias forman una categoŕıa.

Podemos incluir ahora en la sección superior del diagrama el morfismo de institucio-
nes restringido a un conjunto de sentencias Ch entre CoAlg(ED) y HD. Observamos que
según la anterior definición de composición de morfismos de instituciones de este tipo,
el morfismo entre ED y HD debe restringirse a este mismo conjunto de sentencias Ch.
Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

CoAlg(ED)

½½>
?C

h

ED -Ch

HD

Los conjuntos de sentencias a los que se restringen los anteriores morfismos hacen
expĺıcita la idea impĺıcita de nuestra operación imp: sólo utilizaremos en la institución
oculta aquellas ecuaciones en una única variable oculta. El equivalente en la institución
algebraica ecuacional son las ecuaciones en una única variable en el género destacado.
No obstante, no tenemos una forma natural de expresar este conjunto de sentencias
dentro del marco algebraico ecuacional ya que hemos perdido la distinción entre géneros
ocultos y visibles. Este hecho indica de nuevo que el marco adecuado en el que situar
nuestra operación es el marco oculto.

Podemos pensar ahora en restringir el conjunto de sentencias de la institución HD,
de modo que contenga solamente las sentencias que nos interesan. Obtenemos de esta
forma una nueva institución: el correspondiente funtor sentencias asocia a cada signa-
tura el conjunto de sus sentencias con una única variable oculta, y a cada morfismo
de signaturas la correspondiente aplicación entre estas sentencias. Entonces se define
de manera natural un morfismo de instituciones entre CoAlg(ED) y esta nueva institu-
ción a partir del morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias entre
CoAlg(ED) y HD.
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La construcción anterior puede hacerse en general, de modo que a partir de un
morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias entre dos instituciones
podemos definir un morfismo de instituciones si modificamos la institución de llegada
mediante la restricción de sus sentencias a dicho conjunto. Para que esto esté bien
definido, es necesario que este conjunto sea respetado por las aplicaciones que define el
funtor sentencias para cada morfismo de signaturas.

Aunque se trata de una construcción bastante natural, comenzamos por presentar lo
que se entiende por institución definida a partir de otra mediante restricción de senten-
cias.

Definición 3.3.12 (Institución definida a partir de otra restringiendo su
conjunto de sentencias). Sea I = (SIGI , SenI ,ModI , |=I) una institución y sea
C = {CΣ ⊆ SenI(Σ)}Σ∈Obj(SIGI) un conjunto indexado de sentencias, tal que pa-
ra cada morfismo µ : Σ → Σ′ de SIGI , se cumpla que Sen(µ)(e) ∈ CΣ′ para cada
e ∈ CΣ. La institución definida a partir de I con sentencias en C, que denotamos por
I|C = (SIGI|C , SenI|C ,ModI|C , |=I|C), es la institución que tiene como categoŕıa de sig-
naturas, funtor modelos y relación de satisfacción las respectivas componentes de I. El
funtor sentencias SenI|C : SIGI → Set asocia a cada signatura Σ de SIGI el conjunto
SenI|C(Σ) = CΣ, y a cada morfismo de signaturas µ : Σ → Σ′ de SIGI la aplicación
SenI|C(µ) : CΣ → CΣ′ tal que SenI|C(µ)(e) := SenI(µ)(e), para cada e ∈ CΣ.

La institución anterior está bien definida ya que SenI|C es un funtor. Preserva las
identidades y la composición de morfismos de signaturas, al ser éstas preservadas por
SenI . La relación de satisfacibilidad se verifica trivialmente sobre un subconjunto de
sentencias al verificarse sobre todo el conjunto.

La condición que exige que Sen(µ)(e) ∈ CΣ′ para cada e ∈ CΣ es necesaria para
poder definir SenI|C . Esta fuerte condición se obtiene de modo natural en nuestro caso
particular.

Ahora, podemos definir un morfismo de instituciones entre una institución y cualquier
institución que se origine a partir de ella tras restringir su conjunto de sentencias. Este
hecho queda patente en el siguiente resultado, cuya demostración es evidente.

Lema 3.3.13. Sean I una institución e I|C la institución definida a partir de I con
sentencias en un conjunto C. Entonces, la inclusión natural i = (idSIGI , iI|C , idModI)
dada por la identidad en el nivel de signaturas y modelos, y la inclusión en el nivel de
sentencias es un morfismo de instituciones.

Por fin, en el siguiente resultado construimos a partir de un morfismo de instituciones
restringido a un conjunto de sentencias entre dos instituciones, un morfismo de institu-
ciones entre la primera institución y la segunda institución restringida a este conjunto
de sentencias.

Teorema 3.3.14. Dadas dos instituciones I, I ′ y un morfismo de instituciones res-

tringido a un conjunto de sentencias C′, Φ: I C′
−→ I ′, tal que para cada morfismo
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µ′ : Σ′
1 → Σ′

2 de SIGI′, se cumpla que SenI′(µ′)(e′) ∈ C′
Σ′

2
para cada e′ ∈ C′

Σ′
1
, entonces

podemos definir un morfismo entre I e I ′|C′ que hace conmutar el siguiente diagrama:

I C′
−→ I ′

↘
yi

I ′|C′

donde i es el morfismo de instituciones inclusión entre I ′ e I ′|C′.

Demostración. Sea Φ = (Φ, α, β) : I C′
→ I ′ un morfismo de instituciones res-

tringido a un conjunto de sentencias C′. Definimos un morfismo de instituciones
ΦC′

= (ΦC′
, αC′

, βC′
) : I → I ′|C′ de la forma que indicamos a continuación.

El funtor entre las categoŕıas de signaturas y la transformación natural entre los
funtores modelos son los mismos que los de Φ, es decir, ΦC′

:= Φ y βC′
:= β. La trans-

formación natural αC′
: SenI′|C′ ◦ Φ ⇒ SenI viene dada por una familia de aplicaciones

αC′
Σ : SenI′|C′ (Φ(Σ)) → SenI(Σ), una para cada Σ de SIGI , siendo αC′

Σ (e) := αΣ(e) para
cada e ∈ SenI′|C′ (Φ(Σ)). Es directo probar que estas tres piezas definen un morfismo de
instituciones. ¥

Podemos aplicar este resultado a los morfismos de instituciones entre CoAlg(ED) y
HD, y entre ED y HD, restringidos ambos al conjunto de sentencias Ch anteriormente
fijado, ya que para cada morfismo de signaturas oculto µ : HΣ → HΣ′ de HD, y para
cada e ∈ Ch

HΣ se verifica que SenHD(µ)(e) ∈ Ch
HΣ′ . Observamos que si HΣ es una

signatura deconstructora con único género oculto y e es una ecuación en una variable
oculta, entonces, si HΣ′ es deconstructora con único género oculto, SenHD(µ)(e) es una
ecuación en una variable oculta.

Si aplicamos el teorema anterior a estos morfismos obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

CoAlg(ED)

½½> ZZ~?C
h

ED -Ch

HD - HD|Ch£ ¢6
En nuestro contexto tiene sentido definir un morfismo entre instituciones en el que

restringimos el conjunto de sentencias sobre el que se verifica la condición de satis-
facibilidad. No obstante, podemos también generalizar la definición de morfismo de
instituciones de modo que la condición de satisfacibilidad se verifique, en lugar de sobre
un conjunto particular de sentencias, sobre un conjunto particular de modelos o inclu-
so sobre un conjunto particular de signaturas. Obtenemos de esta forma dos nuevas
nociones de morfismo de instituciones. Debemos observar que las restricciones sobre
modelos y signaturas en estos morfismos se deben realizar sobre la institución de salida
del morfismo y no sobre la institución de llegada como ocurre en el caso de las sentencias.
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Estos morfismos restringidos a una subcategoŕıa de modelos o signaturas también
originan otras instituciones, que se definen restringiendo sus modelos o signaturas a
dichas categoŕıas, siempre que verifiquen una condición parecida al caso de las sentencias.
Y, como es de suponer, a partir de un morfismo de instituciones restringido a una
categoŕıa de modelos o signaturas podemos definir un morfismo de instituciones entre
la institución restringida (en esta ocasión la restricción se realiza sobre la institución de
salida) y la institución de llegada, de modo que junto con el morfismo de instituciones
inclusión originan también un diagrama conmutativo.

En realidad, podemos definir un morfismo entre dos instituciones que permita posi-
bles restricciones en los tres ingredientes que intervienen en la condición de satisfacibi-
lidad: signaturas, sentencias y morfismos.

Para terminar el caṕıtulo, indicaremos que podemos hacer un estudio de nuestro
diagrama que incorpore por un lado la generalización de los nodos que lo integran,
que hemos conseguido en el primer diagrama alternativo, y por otro el cambio en los
morfismos, que hemos realizado en el segundo diagrama alternativo. De este modo,
podemos obtener un diagrama de morfismos de instituciones (sin apellidos) en el que
los nodos sean más generales (por ejemplo, que la institución ED presente morfismos de
signaturas distintos de la identidad).



Caṕıtulo 4

Especificación algebraica de
relaciones entre estructuras de datos
en EAT

4.1 Introducción

En los caṕıtulos anteriores hemos tratado, desde la perspectiva de las instituciones, dife-
rentes marcos de especificación que han sido usados en [72] para modelizar las estructuras
de datos presentes en EAT. En todos ellos se parte de un universo de datos fijado sobre
el que se construyen los modelos. Inicialmente, esto puede parecer bastante restrictivo.
Sin embargo, refleja lo que habitualmente se hace en la práctica en programación, y en
particular es aśı como se trabaja en EAT. Este universo de datos se corresponde con los
tipos de datos que tiene el lenguaje de programación empleado, y que son utilizados en
los programas que se implementan usando dicho lenguaje.

No obstante, la aparente rigidez que supone el trabajar con un conjunto de datos
prefijado, puede ser superada por al menos dos procedimientos.

Por un lado, es posible que nos interese que distintas expresiones de estos datos
básicos representen dentro de los modelos al mismo elemento. Para ello podemos incluir
dentro del conjunto de datos relaciones de equivalencia que definan igualdades en este
conjunto. De esta forma, a pesar de trabajar con un conjunto de datos fijado, podemos
obtener distintos dominios de datos si consideramos cocientes en los mismos respecto de
estas relaciones de equivalencia. Aśı, si consideramos como conjunto de datos D = Z,
que representa el tipo de datos integer, entonces podemos trabajar con la clase de
estructuras, por ejemplo grupos, que se pueden construir con conjunto base D. En
principio, en esta clase no están incluidos los grupos finitos como Z/nZ. Sin embargo,
śı que podemos modelar estos grupos finitos sobre D si permitimos definir relaciones de
equivalencia en D, que identifiquen de forma adecuada sus elementos.
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Por otro lado, podemos permitir que las operaciones de los modelos no estén definidas
sobre todos los elementos del dominio de datos D, es decir, admitimos parcialidad en
nuestros modelos. De este modo ampliamos las posibilidades de especificación ya que,
en la práctica, los programas raramente están bien definidos para cada dato de entrada
sintácticamente correcto. En particular, en el campo de la Topoloǵıa Algebraica, muchas
de las estructuras que se manejan están basadas en conjuntos graduados, y esto implica
que las operaciones sólo están definidas entre elementos del mismo grado. Más adelante
estudiaremos los casos particulares de conjunto simplicial y complejo de cadenas.

Una vez tratado el modelado de las estructuras de datos de EAT, el siguiente paso
será estudiar cómo tratar las relaciones entre esas estructuras. Por ejemplo, en EAT
se dispone de un operador que a partir de un conjunto simplicial construye el complejo
de cadenas asociado a ese conjunto simplicial. Debemos observar que este operador
corresponde a un funtor (aunque sólo nos interesa su definición en el nivel de objetos)
entre la categoŕıa de los conjuntos simpliciales y la categoŕıa de los complejos de cadenas.
Este caṕıtulo se dedica a la formalización de este tipo de relaciones entre estructuras de
datos.

Para dar una especificación de los conjuntos simpliciales y de los complejos de cadenas
podemos utilizar la construcción imp desarrollada en los caṕıtulos anteriores. Dada una
signatura pensada para especificar un determinado tipo de estructuras, la operación
imp daba lugar a una signatura con un género oculto, que representaba a familias de
estructuras del tipo de partida. No obstante, para dotar a nuestro sistema de mayor
capacidad necesitamos incorporar las dos caracteŕısticas que hemos comentado, que
ampĺıan la capacidad de especificación de la teoŕıa oculta, como son la introducción
de clases de equivalencia y la parcialidad. Estas dos caracteŕısticas serán utilizadas en
la especificación de los conjuntos simpliciales y los complejos de cadenas. Lo natural es
pensar que el modo de especificar el operador al que nos hemos referido entre conjuntos
simpliciales y complejos de cadenas, consistirá en añadir una nueva operación entre los
géneros destacados de las signaturas para estas estructuras. Habrá que estudiar cómo
trasladar a nivel de las categoŕıas imp la construcción funtorial entre las estructuras de
partida.

Debemos destacar que nosotros no estamos defendiendo que los conjuntos simplicia-
les, los complejos de cadenas o el funtor entre ambos no puedan ser especificados de otras
formas, por ejemplo usando álgebras totales o especificación de orden superior (como las
presentadas en [11] o [3]). Cuando una estructura algebraica es lo suficientemente rica, la
definición de una signatura para ella requiere de numerosas decisiones de diseño (ver en
[65] las muy diversas presentaciones que son posibles para la categoŕıa de los conjuntos
simpliciales, por ejemplo). Sin embargo, el objetivo de este trabajo no es analizar las
diferentes alternativas para especificar estas estructuras de datos. Nuestro objetivo es
reflejar, de modo tan fiel como sea posible, las caracteŕısticas de un sistema de software
real que está ofreciendo resultados muy satisfactorios como es EAT [81].

Aunque se han definido instituciones que tienen las caracteŕısticas que pretendemos
incorporar a nuestro sistema de especificación, como pueden ser instituciones de álgebras
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parciales, instituciones de álgebras con igualdades e incluso instituciones que incluyen
ambas caracteŕısticas (ver, por ejemplo, [39, 96, 98]), preferimos situarnos en un marco
en el que nos resulte cómodo realizar nuestros propósitos de modelado sin preocuparnos
de estudiar si éste constituye una institución o si la introducción de un determinado
tipo de operadores tiene o no alguna repercusión en la relación entre instituciones. Será
preciso realizar un trabajo posterior para responder a estas cuestiones.

En el caṕıtulo de preliminares definimos una especificación como una pareja formada
por signatura y un subconjunto de sus ecuaciones (que suele interpretarse como un
conjunto de axiomas). Asignar significado a una especificación requiere definir qué clase
de objeto matemático va a representar dicho significado, es decir, decidir qué denota una
especificación. Cualquiera que sea la respuesta que elijamos tenemos que, como mı́nimo,
una especificación debe determinar el conjunto de operaciones del objeto a especificar,
es decir, debe contener al menos una signatura. A partir de esta signatura, en [86] se
indica que podemos elegir la semántica para una especificación en al menos tres niveles:

• Lo que alĺı se denomina semántica de presentación, esto es, una especificación
denota una signatura y un conjunto de axiomas para esta signatura. En este caso,
una especificación es algo puramente sintáctico.

• Semántica de teoŕıas en la que una especificación está formada por una signatura
y un conjunto de axiomas que forman una teoŕıa. En este caso el significado de la
especificación no es exclusivamente sintáctico.

• Semántica basada en modelos en la que una especificación es una signatura junto
con una clase de álgebras para esa signatura.

En nuestro caso, el objetivo último de una especificación es determinar una clase de
álgebras, que es lo que nos permite modelar las estructuras sobre las que los programas
trabajan. De este modo estamos de acuerdo con lo expresado por Sannella y Tarlecki
en [86] y Reichel en [75], al considerar que la semántica basada en modelos es la más
conveniente.

Entre las aproximaciones semánticas basadas en modelos de las especificaciones des-
tacamos: la laxa (“loose semantics”), en la que la clase de modelos lo constituyen aquellas
álgebras de la signatura que satisfacen los axiomas de la especificación [63, 75]; la ini-
cial, en la que el modelo definido por la especificación es el álgebra inicial dentro de la
categoŕıa de modelos que satisfacen los axiomas [36, 63]; la final, en la que el modelo
definido por la especificación es el objeto final [99, 74]; la basada en modelos pura, en la
que la especificación incorpora una clase de álgebras cerrada por isomorfismos, esto es,
un TAD, un Tipo Abstracto de Datos [63, 75, 101, 36].

A partir de ahora, en lugar de dar la presentación de una especificación a través de
una signatura y de un conjunto de axiomas, nosotros usaremos directamente su signifi-
cado. El significado que adoptaremos para una especificación será el de una categoŕıa
de modelos cerrada por isomorfismo, es decir, el de un TAD. La forma de señalar las
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álgebras que integran la clase será a través de restricciones semánticas. De este modo
dispondremos de más herramientas matemáticas que nos permitan modelizar de forma
más cómoda nuestras estructuras. Aśı, nuestro enfoque va a ser basado exclusivamente
en modelos, como en [63] (Caṕıtulo 2) o en [61], en lugar de un enfoque axiomático,
continuando con el marco usado por V. Pascual en [72] para modelar las estructuras de
EAT. En lo que sigue, cuando hablemos de “especificación”, lo que queremos decir es
una signatura junto con una clase de álgebras para ella.

La estructura de este caṕıtulo es la siguiente. En la Sección 4.4 incorporaremos a
nuestro sistema de especificación las dos caracteŕısticas comentadas en esta introduc-
ción, que permiten ampliar las posibilidades de especificación cuando trabajamos con
dominios prefijados, como son la parcialidad y la posibilidad de establecer equivalencias
dentro del dominio de datos. Previamente dedicamos las dos próximas secciones a de-
finir una serie de conceptos básicos que nos serán útiles para llevar a cabo esta tarea.
En concreto en la Sección 4.2 introducimos las álgebras parciales y en la Sección 4.3
las álgebras con igualdad. En la Sección 4.5 estudiaremos las repercusiones que la an-
terior ampliación tiene en la operación imp. La última sección del caṕıtulo se dedica a
utilizar el tratamiento anterior para el modelado de un tipo especial de relaciones entre
estructuras presente en EAT.

4.2 Álgebras parciales

Cuando se trata de especificar sistemas de programación reales es frecuente encontrar
operadores que son parciales. Estos operadores no están definidos para ciertos argu-
mentos, produciendo normalmente errores si se intentan utilizar sobre ellos. Se puede
especificar estos operadores a través de operaciones totales. Para ello es suficiente añadir
a cada conjunto soporte un elemento especial que represente un “valor error”. No obs-
tante, el añadir este elemento, además de no ser una solución natural, origina multitud
de problemas por el trato especial que debe darse al mismo (por ejemplo, dicho elemento
pasa a formar parte de los argumentos de las operaciones). Resulta más natural permitir
que las operaciones de las álgebras no tengan por qué estar definidas en todo su dominio,
es decir, permitir operaciones parciales.

El marco de la especificación algebraica ecuacional que hemos presentado en el
caṕıtulo de preliminares es el marco clásico de especificación algebraica. A partir de
éste se han introducido una gran variedad de modificaciones para incrementar su poder
expresivo de modo que tengan en cuenta la variedad de caracteŕısticas de los sistemas
de software. No obstante, como es normal, a medida que se va enriqueciendo el marco
de especificación la teoŕıa se hace a su vez más compleja y más dif́ıcil de entender.

En esta sección estudiaremos una ampliación de la especificación algebraica ecua-
cional, para poder trabajar con parcialidad dentro de las álgebras. Existen numerosos
trabajos que han desarrollado este tema. Nosotros hemos utilizado entre otros [20],
[14], [11] y [63]. A continuación ofrecemos una serie de definiciones básicas que pueden
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encontrarse en cualquiera de ellos.

Definición 4.2.1 (Álgebra parcial). Sea Σ = (S, Ω) una signatura. Un álgebra parcial
A para Σ (o Σ-álgebra parcial) es un par de familias A = 〈(As)s∈S, (ωA, Def(ωA))ω∈Ω〉.
Para cada género s ∈ S, As es un conjunto, y para cada operación ω ∈ Ω, de perfil
ω : s1 . . . sn → s, ωA es una función parcial, ωA : As1 × · · · × Asn → As, con dominio de
definición Def(ωA). Como en el caso total, el conjunto As se llama soporte en A de
género s, y la función parcial ωA se llama interpretación en A de la operación ω.

Una Σ-álgebra parcial en el que todas sus operaciones sean totales es una Σ-álgebra
total.

Ejemplo 4.2.2. Un ejemplo t́ıpico que sirve para ilustrar la noción de álgebra parcial
viene dado a través del álgebra de los números naturales que contiene, además de la
operación “siguiente”, la operación “predecesor”:

signatura NAT

géneros nat
operaciones
0: → nat
sig : nat → nat
pred : nat → nat

finsig,

Un álgebra parcial A para esta signatura viene dada por: el soporte Anat = N, la
constante 0A = 0, la función total sigA(n) = n+1, y la función parcial predA(n) = n−1,
con Def(predA) = N \ {0}. ¤

De la misma forma que se ha generalizado la noción de álgebra, es necesario modificar
la noción de morfismo entre álgebras, de manera que sea adecuada para establecer rela-
ciones entre álgebras parciales. Existen en la literatura varias definiciones de morfismo
entre álgebras parciales según el distinto tratamiento que podemos dar a los elemen-
tos que no están dentro del dominio de definición de alguna operación. Presentamos a
continuación dos definiciones diferentes de morfismo que utilizaremos posteriormente.

Definición 4.2.3 (Homomorfismo débil y fuerte). Sean Σ = (S, Ω) una signatura
y A, B dos Σ-álgebras parciales.

i) Un Σ-homomorfismo débil de A en B, f : A → B, es una familia de funciones
totales, (fs : As → Bs)s∈S, tal que para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω,
n ≥ 0, la siguiente condición es cierta:

si (a1, . . . , an) ∈ Def(ωA), entonces (fs1(a1), . . . , fsn(an)) ∈ Def(ωB) y en
este caso

fs(ωA(a1, . . . , an)) = ωB(fs1(a1), . . . , fsn(an)).
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ii) Un Σ-homomorfismo fuerte de A en B, f : A → B, es un Σ-homomorfismo débil
con la siguiente caracteŕıstica adicional:

si (a1, . . . , an) /∈ Def(ωA), entonces (fs1(a1), . . . , fsn(an)) /∈ Def(ωB).

Un homomorfismo débil es una familia de funciones totales entre los conjuntos so-
portes de dos álgebras parciales, de manera que se dé la condición de homomorfismo
para los elementos en el dominio de definición de la primera álgebra, sin preocuparse de
los elementos que no estén en dicho dominio de definición. El homomorfismo fuerte es,
como su nombre sugiere, más exigente. Obliga a que los elementos no definidos de un
álgebra queden asociados con elementos no definidos en la otra. De esta forma, da lugar
a un homomorfismo sobre álgebras totales si asociamos todos los elementos sobre los que
no se tiene definición con un elemento destacado, por ejemplo, un elemento “error”.

Ejemplo 4.2.4. Para ilustrar los conceptos anteriores definimos dos álgebras parciales
B y C para la signatura NAT.

1. La NAT-álgebra B está definida por el soporte para el género nat Bnat = Z, y las
funciones totales para las operaciones 0B = 0, sigB(n) = n+1 y predB(n) = n−1,
para todo n ∈ Bnat.

2. La NAT-álgebra C viene dada por el mismo soporte para el género nat y la misma
constante para 0 que B y las funciones parciales sigC(n) = n + 1, con dominio de
definición Def(sigC) = {n ∈ Cnat | n ≥ 0}, y predC(n) = n − 1, con dominio de
definición Def(sigC) = {n ∈ Cnat | n > 0}.

Los morfismos de signaturas inclusión A ↪→ B y A ↪→ C que vienen inducidos por la
función inclusión de N en Z (donde A es la NAT-álgebra definida en el ejemplo anterior)
constituyen respectivamente un homomorfismo de signaturas débil que no es fuerte de
A en B, y un homomorfismo de signaturas fuerte de A en C. ¤

Para una signatura Σ, las Σ-álgebras parciales junto con los Σ-homomorfismos
débiles (fuertes, respectivamente) definen una categoŕıa que denotaremos por PAlg(Σ)
(PfAlg(Σ), respectivamente).

Dada una signatura Σ, la categoŕıa de álgebras (totales), Alg(Σ), y las dos categoŕıas
anteriores están relacionadas de modo que Alg(Σ) es una subcategoŕıa no plena de
PfAlg(Σ), y ésta a su vez es una subcategoŕıa no plena pero con los mismos objetos de
PAlg(Σ).

Un Σ-homomorfismo débil es un isomorfismo si las funciones que lo forman son
biyectivas y las inversas de éstas forman un Σ-homomorfismo débil. Un Σ-homomorfismo
fuerte es un isomorfismo si es biyectivo.

Debemos observar que la noción de TAD como subcategoŕıa de álgebras cerrada por
isomorfismo depende de la noción de morfismo que se considere dentro de la categoŕıa
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de álgebras para una signatura, fundamentalmente porque puede variar la noción de
isomorfismo que se tenga para ella. Esto ocurre por ejemplo con PAlg(Σ) y PfAlg(Σ).

Definimos a continuación los conceptos de relación de congruencia y de álgebra co-
ciente en el contexto parcial. Éstos se basan en el concepto de relación de equivalencia
parcial que hemos extráıdo de [76].

Definición 4.2.5 (Relación de equivalencia parcial). Sean A un conjunto y R una
relación en A. Se dice que R es una relación de equivalencia parcial si es simétrica y
transitiva.

Una relación de equivalencia parcial R en un conjunto A es en realidad una relación
de equivalencia (total) en un subconjunto de A (el formado por aquéllos elementos que
aparecen en algún par de R).

La definición de relación de congruencia parcial en un álgebra parcial es la adaptación
al caso parcial de la definición de congruencia habitual en álgebras totales. Como en
ese caso, una relación de congruencia parcial en un álgebra parcial permite definir un
álgebra cociente (parcial). Estas definiciones pueden encontrarse por ejemplo en [20] o
en [14].

Definición 4.2.6 (Relación de congruencia parcial). Sean Σ = (S, Ω) una signatura
y A una Σ-álgebra parcial. Una relación de congruencia parcial en un álgebra parcial
A es una familia Q = (Qs)s∈S de relaciones de equivalencia parciales, Qs en As, s ∈ S,
tal que para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, se verifica que si ai Qsi

bi con
ai, bi ∈ Asi

, 1 ≤ i ≤ n, y (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ Def(ωA), entonces ωA(a1, . . . , an) Qs

ωA(b1, . . . , bn).

Dada una relación de congruencia parcial Q en una Σ-álgebra parcial A, con
Σ = (S, Ω), se llama dominio de Q a la familia de conjuntos {{a ∈ As | a Qs a}}s∈S.
Si el dominio de una relación parcial en un álgebra coincide con los conjuntos soporte
del álgebra en cada género, entonces la familia de relaciones de equivalencia parcia-
les verifican la propiedad reflexiva por lo que son relaciones de equivalencia (totales).
En este caso llamaremos a la relación de congruencia parcial sobre un álgebra parcial,
simplemente relación de congruencia (total) sobre un álgebra parcial.

Definición 4.2.7 (Álgebra parcial cociente). Sean una signatura Σ = (S, Ω), una
Σ-álgebra parcial A y una relación de congruencia parcial Q en A. El álgebra parcial
cociente de A por Q es la Σ-álgebra parcial A/Q definida por:

• para cada género s ∈ S, (A/Q)s = {[a]Qs | a Qs a},

• para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω, n ≥ 0, Def(ωA/Q
) =

{([a1]Qs1
, . . . , [an]Qsn

) ∈ (A/Q)s1 × · · · × (A/Q)sn | existe xi ∈ [ai]Qsi
, i =

1, . . . , n, tal que (x1, . . . , xn) ∈ Def(ωA)}; y para cada ([a1]Qs1
, . . . , [an]Qsn

) ∈
Def(ωA/Q

),
ωA/Q

([a1]Qs1
, . . . , [an]Qsn

) = [ωA(x1, . . . , xn)]Qs ,

con xi ∈ [ai]Qsi
, i = 1, . . . , n, tal que (x1, . . . , xn) ∈ Def(ωA).
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4.3 Álgebras con igualdad

En esta sección trataremos la segunda de las caracteŕısticas que nos permitirán ampliar
la capacidad expresiva de nuestro sistema de especificación: la posibilidad de establecer
identificaciones dentro de un conjunto de datos.

La definición fundamental es la de signatura con igualdad. A partir de una signatura,
podemos definir una nueva signatura, si incorporamos a la misma un predicado binario
por cada uno de sus géneros.

Definición 4.3.1 (Signatura con igualdad). Sea Σ = (S, Ω) una signatura. La
signatura con igualdad que se obtiene a partir de Σ, que denotamos por Σeq = (Seq, Ωeq),
se obtiene enriqueciendo Σ con el género bool y con una operación binaria eqs : s s → bool
por cada género s ∈ S. Es decir, Seq = S ∪ {bool} y Ωeq = Ω ∪ {eqs}s∈S.

Para evitar confusión con los nombres, utilizaremos el renombrado de las operaciones
de Ω en el caso en que el nombre de alguna de ellas coincida con el de las nuevas
operaciones que se incorporan a Ωeq.

Ejemplo 4.3.2. Si retomamos la signatura de grupo GRP, que tiene un único género {g}
y tres operaciones {prd : g g → g, inv : g → g, unt : → g}, entonces la signatura GRPeq

está formada por los géneros {g, bool} y las operaciones {prd : g g → g, inv : g → g,
unt : → g, eqg : g g → bool}. ¤

La presencia de predicados en las signaturas está ampliamente desarrollada en la
literatura, usando variantes de la lógica de predicados [87, 39] para la construcción de
las sentencias y la relación de satisfacibilidad. Un hecho especialmente importante para
este tipo de signaturas es que el llamado Lenguaje de Especificación Algebraica Común
CASL [98] soporta también predicados dentro de una lógica de primer orden parcial [20].

Debemos hacer notar que habitualmente se prefiere presentar estos predicados reuni-
dos en un tercer conjunto que se desglosa en las signaturas acompañando a los conjuntos
de géneros y operaciones. De este modo no es necesario representar estos predicados co-
mo operaciones con género resultado bool, sino que es suficiente con atribuir a cada uno
de ellos los géneros que correspondan a sus argumentos. Entonces, la interpretación de
un predicado de una signatura Σeq en un álgebra no será una función, sino una relación
dentro del soporte correspondiente. Esta relación representará las tuplas de elementos
en los que el predicado es verdad.

En [39] se usa una lógica de primer orden con igualdad, en la que se introduce en
cada signatura una relación de igualdad por cada género de la misma. Estas signaturas
están muy próximas a la nuestras. No obstante, se exige que los modelos para estas
signaturas tengan como interpretación de estas relaciones igualdades literales sobre los
soportes.

La diferencia fundamental con respecto a nuestras signaturas con igualdad es que
las operaciones eq que se añaden representan test booleanos (posiblemente parciales y
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distintos de las igualdades literales). Estos operadores booleanos fueron implementados
como componentes de las estructuras en EAT (ver [81]). Por ello pensamos que es ne-
cesario darles la misma interpretación sintáctica que al resto de los operadores. Estas
operaciones nos permiten identificar elementos que se consideren “iguales” dentro de los
soportes. Tras esta identificación, se obtiene el soporte para la estructura que preten-
demos modelar. De esta forma su cometido semántico está claro. Las álgebras para
una signatura con igualdad deben verificar que las funciones (posiblemente parciales)
correspondientes a las igualdades deben constituir relaciones de congruencia (parciales)
que permitan definir un álgebra cociente (parcial) a partir de ellas. Esta álgebra debe
entonces representar a la estructura que pretendemos modelar. Observamos que a partir
de un dominio de datos fijado podemos obtener diversos conjuntos de datos dependiendo
de las identificaciones.

En muchas ocasiones al trabajar con parcialidad se suele distinguir en las signaturas
dos conjuntos de operaciones, uno para las operaciones totales y otro para las parciales
[20, 98]. Nosotros trabajaremos con signaturas parciales con igualdad. No obstante,
preferimos no realizar este tipo de separaciones a nivel sintáctico (entre operaciones
totales y parciales, o entre predicados y operaciones) de modo que no complicamos la
notación, ya que para nuestro estudio tales distinciones no resultan beneficiosas.

Definimos a continuación el concepto de álgebra parcial con igualdad. Abordamos
directamente el caso de álgebras parciales, ya que es éste el que necesitaremos, que
supone una extensión del caso total.

Definición 4.3.3 (Álgebra parcial con igualdad). Sea Σ = (S, Ω) una signatura,
y Σeq = (Seq, Ωeq) la correspondiente signatura con igualdad. Un álgebra parcial con
igualdad para Σeq (o Σeq-álgebra parcial con igualdad) es una Σeq-álgebra parcial A =
〈(As)s∈Seq , (ωA, Def(ωA))ω∈Ωeq〉 tal que:

• Abool := {true, false} y eqbool es la igualdad literal;

• para cada género s ∈ S, la función parcial eqs
A : As×As → {true, false} determina

una relación de equivalencia parcial en As;

• la familia de relaciones eqA = {eqs
A}s∈Seq es una relación de congruencia parcial en

A.

Si Σeq = (Seq, Ωeq) es la signatura asociada a Σ = (S, Ω) y A es una Σeq-álgebra par-
cial con igualdad, podemos considerar la Σeq-álgebra parcial cociente A/eqA

. Debemos
observar entonces que las funciones parciales que interpretan a las operaciones eq son
ahora en esta álgebra cociente igualdades literales parciales que no nos aportan informa-
ción. Si prescindimos ahora de estas funciones obtenemos un álgebra para la signatura
inicial Σ, que denotaremos por Ã.

La definición de homomorfismo de álgebras parciales con igualdad no vaŕıa con res-
pecto a la de homomorfismo de álgebras parciales. De esta forma, dada una signatura
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Σeq con igualdad obtenemos dos categoŕıas de álgebras parciales con igualdad, que de-
notaremos PÃlg(Σeq) y Pf Ãlg(Σeq), subcategoŕıas plenas de PAlg(Σeq) y PfAlg(Σeq)
respectivamente, dependiendo de si utilizamos homomorfismos débiles o fuertes.

Aunque como hemos comentado no es nuestro objetivo analizar si el marco en el
que nos situamos constituye o no una institución, la siguiente definición de morfismo de
signaturas con igualdad invita a pensar en una institución en la que a las signaturas y
álgebras con igualdad les acompañe algún tipo de ecuación parcial. Entonces, la relación
de satisfacibilidad se definirá de modo que un álgebra parcial con igualdad verifica una
ecuación si el álgebra cociente que se origina satisface, según la lógica parcial, dicha
ecuación parcial.

Definición 4.3.4 (Morfismo de signaturas con igualdad). Sea µ : Σ → Σ′ un
morfismo de signaturas, entre dos signaturas Σ = (S, Ω) y Σ′ = (S ′, Ω′), que está definido
por la pareja de aplicaciones µ = (µS : S → S ′, µΩ : Ω → Ω′). El morfismo de signaturas
con igualdad que se obtiene a partir de µ, que denotamos por µeq : Σeq → Σ′eq, entre las
signaturas Σeq = (Seq, Ωeq) y Σ′eq = (S ′eq, Ω′eq), es el morfismo de signaturas dado por
la pareja de aplicaciones µeq = (µeq

S : Seq → S ′eq, µeq
Ω : Ωeq → Ω′eq) que se definen por:

µeq
S (s) := µS(s), para todo s ∈ S, y µeq

S (bool) := bool; y µeq
Ω (ω) := µΩ(ω), para todo

ω ∈ Ω, y µeq
Ω (eqs) := eqµS(s), para todo s ∈ S.

A partir de la categoŕıa SIGE formada por las signaturas y morfismos de signatu-
ras podemos definir una categoŕıa SIGeq

E formada por las signaturas y morfismos de
signaturas que se obtienen a partir de los de SIGE por la construcción anterior.

4.4 Incorporación de la parcialidad y de operaciones

de igualdad

En esta sección ampliaremos la capacidad expresiva de los formalismos a la hora de
realizar especificaciones. Para ello cambiaremos el marco de la especificación algebraica
ecuacional por otro más complicado, pero que nos permitirá modelar estructuras tam-
bién más complejas. En particular, vamos a incluir las dos nuevas caracteŕısticas que
hemos comentado previamente en nuestras signaturas y modelos. Por un lado, permi-
tiremos parcialidad para las funciones en nuestros modelos. Esto nos obliga a trabajar
con álgebras y homomorfismos parciales. Por otro lado, incluiremos en nuestras signa-
turas una operación de igualdad por cada género de las mismas. Esta operación nos
permitirá definir identificaciones sobre los dominios de datos. De esta forma, como he-
mos comentado, a pesar de continuar trabajando sobre dominios de datos prefijados,
podremos recoger distintos dominios de datos, bien porque establezcamos un cociente
en este conjunto de datos o bien porque, a través de la parcialidad, trabajemos sobre
subconjuntos de los mismos.

El punto de partida es una categoŕıa T , o más bien una clase de objetos, que pre-
tendemos modelar (la clase de los grupos, la clase de los conjuntos simpliciales, etc.).
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Entonces, como es habitual, es necesario determinar una signatura Σ con el objetivo de
obtener Σ-álgebras que representen (en algún sentido) los objetos de T . Sin embargo,
repetimos que no es posible pensar en representar cualquier objeto de T (cualquier gru-
po, por ejemplo), tanto desde el punto de la computabilidad (normalmente T es una
clase no numerable), como desde un punto de vista práctico (es muy útil, como se ha
comentado previamente, identificar los conjuntos soporte de los géneros base con un tipo
del lenguaje de programación utilizado). Por ello, dada una signatura Σ = (S, Ω) consi-
deraremos fijado un dominio de datos D = {Ds}s∈S para ella. De este modo trataremos
de representar los objetos de T que se pueden construir “sobre” estos datos prefijados.
La novedad es que no nos restringiremos a las álgebras para esta signatura que tengan
como dominio de datos a D; sino a aquellas que se sustenten en D.

Aśı, a partir de la signatura Σ con dominio de datos D = {Ds}s∈S construimos la
signatura con igualdad Σeq. El dominio de datos que se fija para Σeq es el dominio
de datos que se tiene para Σ junto con el conjunto Dbool = {true, false}. Este nuevo
dominio de datos lo seguiremos denotando D (podemos suponer que en la signatura Σ
no tenemos un género llamado bool con dominio de datos distinto de los booleanos; si
aśı ocurriese bastaŕıa con renombrar este género).

Además, para cada operación ω : s1 . . . sn → s de Ωeq, n ≥ 0, prefijamos también
un conjunto domω ⊆ Ds1 × · · · × Dsn , que se llama dominio de definición para ω. El
conjunto de dominios de definición para las operaciones de una signatura Σeq = (Seq, Ωeq)
se llama dominio de definición para Σeq y lo denotamos por domΣeq

, es decir, domΣeq
=

{domω}ω∈Ωeq . Denotaremos también este conjunto por domΣ o bien simplemente por
dom si no hay lugar a confusión.

Como resulta natural suponer, el dominio de definición de una signatura va a deter-
minar los dominios de las funciones parciales para sus álgebras. La necesidad de fijar
estos dominios de definición viene motivada también por lo que ocurre en el nivel de las
implementaciones. Cuando se trabaja en este nivel, para cada operación de la signatura
sólo se tiene un código (que implementa esta operación) y un dominio de datos sobre el
que el código es sintácticamente correcto; pero no se tiene el dominio real de definición,
como ocurre al trabajar con funciones (una función parcial tiene, según su propia de-
finición, incorporado un dominio de definición). Sin embargo, un mismo código puede
tener distintos dominios de definición, por lo que en este caso se hace necesario fijar
uno de ellos. Como veremos algo más adelante para trabajar en el nivel algebraico no es
estrictamente necesario fijar estos dominios de definición. En un álgebra, cada operación
viene acompañada de su dominio de definición por lo que está perfectamente definida.
No obstante, preferimos comenzar el estudio aproximándonos lo más posible al modelo
usado en EAT para la implementación de algunos tipos de estructuras matemáticas y
para ello utilizaremos ejemplos directamente obtenidos de dicho programa, tal y como
se hizo en [28].

Llegado este punto, tenemos que dada una signatura Σeq con domino de datos D y
dominio de definición dom asociados, la categoŕıa ambiente en la que trabajaremos es la
categoŕıa PÃlgD,dom(Σeq) de Σeq-álgebras parciales con igualdad con conjuntos soportes
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D y dominios de definición dom. Es decir, dada una signatura Σeq = (Seq, Ωeq), una
Σeq-álgebra A de PÃlgD,dom(Σeq) verifica que As = Ds para cada género s ∈ Seq, en
particular Abool = {true, false}, y para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ωeq, n ≥ 0,
wA es una función parcial con dominio de definición Def(ωA) = domω. Además, las
relaciones que se obtienen de las funciones parciales que se asocian a las operaciones de
igualdad determinan una relación de congruencia parcial.

Los morfismos de la categoŕıa PÃlgD,dom(Σeq) son los Σeq-homomorfismos débiles
identidad. Nuevamente, los géneros de esta signatura representarán los géneros visibles
de un álgebra oculta. Es por ello por lo que las únicas relaciones entre los conjuntos
soportes de estas álgebras que vamos a permitir son las identidades. Una mejor notación
para este tipo de categoŕıas discretas es posiblemente PÃlgD,dom,{}(Σeq), siguiendo la
notación utilizada en [72], de modo que se hace referencia visual expĺıcita a que estamos
trabajando con una categoŕıa discreta. Nosotros preferimos no utilizar los śımbolos {}
por no recargar demasiado la notación, insistiendo, cuando sea preciso, que estamos
trabajando con una categoŕıa sin morfismos distintos de las identidades.

En general, no nos van a interesar todas las álgebras de la categoŕıa PÃlgD,dom(Σeq),
sino un subcategoŕıa C que defina un TAD, esto es, que sea cerrada por isomorfis-
mo. En realidad, como los únicos morfismos que tenemos son las identidades, cualquier
subcategoŕıa verifica esta condición. Como hemos indicado, en lugar de utilizar un
enfoque axiomático, para determinar dichas álgebras utilizaremos una serie de restric-
ciones semánticas, que permitan definir la subcategoŕıa C. Aśı, una primera restricción
semántica es que las álgebras de la categoŕıa verifiquen que las funciones que interpretan
las igualdades constituyan una relación de congruencia. En general, deberemos exigir
que el álgebra cociente que se define a través de dicha congruencia sea un objeto de T ,
que es la clase que inicialmente pretendemos representar.

De esta forma, en lugar de buscar, como haćıamos en los caṕıtulos previos, Σ-álgebras
totales que representen a los elementos de la clase de objetos T que se pueden construir
sobre un dominio de datos prefijado, utilizaremos Σeq-álgebras parciales con igualdad
A (eso śı con un dominio de datos prefijado D y un dominio de definición para sus
operaciones también prefijado dom), de modo que el álgebra parcial cociente Ã que se
obtiene a partir de la relación de congruencia parcial definida por las funciones parciales
correspondientes a las operaciones de igualdad, represente a un objeto de T .

Debemos observar que la categoŕıa C que obtenemos supone una generalización res-
pecto a la que definimos en los caṕıtulos previos. Para ello simplemente debemos con-
siderar todas las operaciones totales y las operaciones de igualdad como las igualdades
literales en el dominio de datos.

4.4.1 Ejemplos

En esta sección aplicaremos la técnica que hemos desarrollado anteriormente para el
modelado de estructuras concretas. En particular especificaremos los grupos finitos
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Z/nZ, los conjuntos simpliciales que pueden construirse sobre un conjunto graduado X
de śımplices geométricos y los complejos de cadenas que pueden construirse sobre un
conjunto graduado X de generadores.

4.4.1.1 Grupos sobre Z

Si tratamos de especificar la familia de grupos finitos Z/nZ con n > 1 no podemos utilizar
la técnica que hemos definido en los caṕıtulos anteriores dentro de la especificación
algebraica ecuacional con dominio de datos prefijado. El motivo es que cada grupo de la
familia está definido sobre un conjunto de elementos distinto. No obstante, todos esos
conjuntos de datos presentan la propiedad de que se pueden definir sobre un soporte
común D = Z. Para conseguir cada conjunto particular en cada grupo es suficiente con
establecer relaciones de equivalencia en el mismo. Este soporte base está representado
en el nivel de implementación por el tipo de datos integer.

Realizaremos a continuación la especificación de los grupos que se pueden definir
estableciendo identificaciones dentro del conjunto de los números enteros. Estos grupos
integran una subcategoŕıa plena de la categoŕıa de los grupos, que denotamos por TGRPZ ,
y engloban a los grupos finitos Z/nZ con n > 1.

La signatura que nos sirve como base sintáctica es GRPeq. Recordamos que esta
signatura tiene como conjunto de géneros {g, bool} y como conjunto de operaciones
{prd : g g → g, inv : g → g, unt : → g, eqg : g g → bool}.

El dominio de datos que fijamos para los géneros es Dg = Z y Dbool = {true, false}.
En este ejemplo el dominio de definición dom para las operaciones consiste en considerar
todas ellas totales. Trabajamos entonces con la categoŕıa de álgebras (totales) con
igualdad ÃlgD(GRPeq).

Entonces, nos restringimos a la subcategoŕıa CGRPZ de ÃlgD(GRPeq) tal que cada
GRPeq-álgebra A objeto de CGRPZ verifica que:

• la función eqg
A : Z × Z → {true, false} junto con la igualdad literal en el género

bool determinan una relación de congruencia en A,

• la GRP-álgebra cociente Ã que se obtienen por la relación de congruencia anterior
a partir de A verifica que, para cada [a], [b], [c] ∈ Ãg,

· prdÃ([a], prdÃ([b], [c])) = prdÃ(prdÃ([a], [b]), [c]),

· prdÃ([a], untÃ) = prdÃ(untÃ, [a]) = [a],

· prdÃ([a], invÃ([a])) = prdÃ(invÃ([a]), [a]) = untÃ.

Es decir, Ã es un grupo.

De este modo, cualquier grupo finito o numerable puede ser modelado sobre CGRPZ

(y esto cubre cualquier grupo interesante tratable desde el punto de vista del Cálculo
Simbólico).
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4.4.1.2 Conjuntos simpliciales

Un conjunto simplicial K es un conjunto graduado indexado por los enteros no negativos,
K = {Kn}n∈N, junto con dos familias de funciones

· δn
i : Kn → Kn−1, para n > 0 e i = 0, . . . , n

· ηn
i : Kn → Kn+1, para n ≥ 0 e i = 0, . . . , n

que satisfacen las siguientes igualdades:

δn−1
i δn

j = δn−1
j−1 δn

i si i < j,

ηn+1
i ηn

j = ηn+1
j+1 ηn

i si i ≤ j,

δn+1
i ηn

j = ηn−1
j−1 δn

i si i < j,

δn+1
j ηn

j = identidad = δn+1
j+1 ηn

j ,

δn+1
i ηn

j = ηn−1
j δn

i−1 si i > j + 1.

A los elementos de Kn se les denomina śımplices de dimensión n o n-śımplices de K.
A las funciones δn

i se les denomina operadores cara (un n-śımplice tiene n + 1 caras que
son śımplices de dimensión n−1) y a las ηn

i operadores degeneración. Un śımplice que se
encuentra en la imagen de un operador degeneración se denomina śımplice degenerado
y, en otro caso, śımplice geométrico o no degenerado.

Si K y L son conjuntos simpliciales, un morfismo f : K → L entre ellos es una familia
de aplicaciones, f = {fn : Kn → Ln}n∈N, entre los conjuntos correspondientes al mismo
grado que conmutan con los operadores cara y degeneración.

Los conjuntos simpliciales junto con los morfismos entre ellos forman una categoŕıa
que denominamos categoŕıa de conjuntos simpliciales y que denotamos por TSS.

Referencias en las que podemos encontrar las definiciones anteriores, aśı como un
estudio más detallado de los conjuntos simpliciales son los libros [65], [64].

Nuestro objetivo es modelar la clase de objetos de TSS y para ello, vamos a definir un
TAD que la aproxime. En [57] aparece tratado este ejemplo, y en [72] se desarrolla con
detalle. En ambos casos se trabaja con álgebras parciales; ahora aprovechamos además
la posibilidad de definir cocientes en el dominio de datos.

Una propiedad que presentan los śımplices de un conjunto simplicial y que juega un
papel importante en el modo en el que se representan en el sistema EAT es la siguiente.

Propiedad 4.4.1. Cualquier śımplice de un conjunto simplicial puede expresarse de
forma única como una sucesión de degeneraciones de un śımplice no degenerado; es
decir, cada n-śımplice x admite una expresión de la forma x = ηn−1

jk
. . . ηn−k

j1
z donde

k ≥ 0, j1 < · · · < jk y z es un (n − k)-śımplice no degenerado. Si k = 0 entonces x es
un n-śımplice no degenerado.
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Debido a la propiedad anterior, es habitual, al trabajar con conjuntos simpliciales,
partir de un conjunto graduado K = {Kn}n∈N que no contenga a todos los śımplices,
sino solamente a los śımplices geométricos.

Llamaremos śımplice abstracto a la representación de un śımplice mediante un par for-
mado por una secuencia de degeneraciones aplicables consecutivamente y por un śımplice
no degenerado. La propiedad anterior nos dice que todo śımplice posee representación
como śımplice abstracto. En la práctica, para representar la secuencia de degeneracio-
nes de un śımplice abstracto es suficiente con tener una lista de números que contengan
los sub́ındices de dichas degeneraciones junto con el śımplice no degenerado, ya que el
supeŕındice de las mismas viene determinado por la dimensión de este śımplice. Por lo
tanto, podemos representar un śımplice abstracto por un par formado por una lista de
enteros no negativos estrictamente decreciente y por un śımplice geométrico. La repre-
sentación de los śımplices geométricos tendrá la lista vaćıa como lista de degeneraciones.

Entonces, si partimos del conjunto de śımplices geométricos, tenemos un modo de re-
presentación común, un patrón para representar los śımplices como śımplices abstractos.
Por lo tanto, los conjuntos simpliciales son buenos candidatos a ser modelados mediante
nuestra técnica de especificación. Nos apoyaremos en este patrón para elegir un dominio
de datos para sus elementos.

La signatura Σss que definimos a continuación nos va a permitir especificar los con-
juntos simpliciales.

signatura Σss

géneros nat, gsm, asm
operaciones
face : nat nat asm → asm
dgn : nat nat asm → asm

finsig

El género nat representa al conjunto de los números naturales N, gsm a los śımplices
geométricos y asm a los śımplices del conjunto simplicial. Las operaciones face y dgn
corresponden a los operadores cara y degeneración en el conjunto simplicial, respectiva-
mente.

En este momento son necesarios una serie de comentarios respecto a la signatura
anterior. Existe una diferencia fundamental entre el ejemplo de grupo y el ejemplo
de complejo simplicial. El primero está compuesto por un único conjunto y por una
serie de operaciones sobre este conjunto. Dicho ejemplo se adapta perfectamente a la
especificación algebraica clásica. Sin embargo, un conjunto simplicial está formado por
un número infinito de conjuntos y por un número también infinito de aplicaciones entre
estos conjuntos. Una primera forma de abordar este segundo ejemplo, puede ser el
considerar una signatura con un número infinito de géneros y de operaciones totales que
representen a cada uno de estos conjuntos y aplicaciones. No obstante, si pensamos
en una posible implementación directa de una tal signatura, con una función por cada
operación, obtendŕıamos tuplas infinitas de funciones.
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Una segunda opción es considerar la signatura que hemos definido. En ella tenemos
un único género que recoge a todos los śımplices geométricos en un solo conjunto. Desde
un punto de vista matemático, esto significa que estamos más bien representado la unión
disjunta de todos los śımplices geométricos

⊔
n∈N Kn en lugar del conjunto graduado

{Kn}n∈N. Esto exige poder determinar qué elemento pertenece a qué conjunto dentro
del conjunto graduado. Para ello, podemos representar, por ejemplo, los elementos
de

⊔
n∈N Kn, a través de parejas 〈n, x〉 con n ∈ N y x ∈ Kn. En EAT los śımplices

geométricos no tienen esta representación, fundamentalmente por razones de eficiencia.
Se realizan much́ısimas operaciones sobre estos śımplices geométricos y por ello se ha
preferido una representación de los mismos más simple a través de un único elemento x
que establezca el valor del mismo, sin tener una información expĺıcita del grado al cual
pertenece este elemento. Esta decisión implica que el usuario, y también el programa,
debe conocer en cada momento cuál es el grado de un elemento. Esto lo podemos
representar a través de una función con codominio los naturales, dim : K → N, que
permita extraer la dimensión de cada śımplice geométrico. La representación del resto de
los śımplices se realiza a través de su correspondiente expresión como śımplice abstracto
según la propiedad anterior. Aśı, el género gsm sin operaciones se utiliza como género
auxiliar para poder definir el soporte del género asm. Este género en principio no es
necesario para modelar un conjunto simplicial, pero a través de él ponemos de manifiesto,
como hace EAT, la distinción entre śımplices geométricos y śımplices degenerados.

Ahora, gracias a la presencia de parcialidad, podemos recoger en dos únicas operacio-
nes, face y dgn, a todos los operadores cara y degeneración. Estas operaciones contienen
como argumentos el ı́ndice y la dimensión de la cara o degeneración a calcular, aśı como
un śımplice. La idea es que solamente estarán definidas sobre aquellos śımplices cuya
dimensión coincida con la dimensión de la operación y el ı́ndice de la misma esté entre
los permitidos.

Si retomamos nuestra técnica de especificación tenemos que no vamos a poder re-
presentar todos los conjuntos simpliciales. Únicamente aquéllos que se puedan construir
sobre un conjunto de śımplices geométricos prefijados ∪n∈NKn, utilizando equivalencias
o parcialidad en ellos, van a poder ser modelados.

Consideramos entonces fijado el siguiente dominio de datos Dss para la signatura
anterior:

· Dss
nat := N,

· Dss
gsm := ∪n∈NKn,

· Dss
asm := {〈(jk, . . . , j1), a〉 | ∃n ∈ N tal que a ∈ Kn, k ∈ N, ji ∈ N, ∀i = 1, . . . , k y

0 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n + k − 1}.

Además, asociado al conjunto de datos Dss
gsm debe existir una operación

dimss
gsm : Dss

gsm → N que permita determinar dado un elemento a ∈ Dss
gsm la dimen-

sión o grado de a, es decir, el conjunto Kn tal que a ∈ Kn. Esta operación induce
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otra dimss
asm : Dss

asm → N que permite determinar la dimensión de un śımplice abstrac-
to. Esta aplicación, se define de la siguiente manera: para cada śımplice abstracto
x = 〈(jk, . . . , j1), a〉 ∈ Dss

asm, dimss
asm(x) := n + k, si dimss

gsm(a) = n. Denotaremos de la
misma forma estas dos operaciones cuando no exista riesgo de confusión.

El conjunto de datos Dss
asm corresponde con la representación en EAT para los

śımplices geométricos y depende del conjunto Dss
gsm. En realidad, este último será el

único conjunto de datos que variaremos de una categoŕıa de álgebras a otra. Es más,
el conjunto Dss

asm podemos obtenerlo como modelo inicial para la categoŕıa de álgebras
asociada a una signatura auxiliar. Esta signatura está formada por las operaciones cons-
tantes para los géneros nat y gsm, una por cada elemento del dominio de datos en estos
géneros, junto con la operación dgn : nat nat asm → asm y una operación de coerción
convert-n-d-gsm : gsm → asm (presente en EAT, ver [81], página 41) que transforma
un śımplice geométrico en el correspondiente śımplice abstracto no degenerado (debemos
exigir a las álgebras de la categoŕıa que las operaciones anteriores respeten la dimensión
de los elementos y que verifiquen la propiedad que permite intercambiar dos operaciones
degeneración cuando éstas actúan seguidas). Las operaciones de coerción jugarán un
papel destacado en el próximo caṕıtulo.

Construimos entonces la signatura con igualdad Σss,eq a partir de Σss. Esta signatura
es:

signatura Σss,eq

géneros nat, gsm, asm, bool
operaciones
face : nat nat asm → asm
dgn : nat nat asm → asm
eqnat : nat nat → bool
eqgsm : gsm gsm → bool
eqasm : asm asm → bool

finsig

Esta signatura contiene tres operaciones de igualdad, una por cada género de Σss.
Mientras que la operación de igualdad sobre los naturales es una operación total (en reali-
dad exigiremos que sea la igualdad literal), las igualdades sobre los śımplices geométricos
y śımplices abstractos serán operaciones parciales: únicamente interesa comparar dos ele-
mentos si tienen la misma dimensión. Entonces, podemos prefijar el siguiente dominio
de definición domss para las operaciones de la signatura, apoyándonos en las operaciones
de dimensión:

· domss
face = {(i, n, x) ∈ N × N × Dss

asm | 0 ≤ i ≤ n, n > 0, dimss(x) = n},

· domss
dgn = {(i, n, x) ∈ N × N × Dss

asm | 0 ≤ i ≤ n, n ≥ 0, dimss(x) = n},

· domss
eqgsm = {(a, b) ∈ Dss

gsm × Dss
gsm | dimss(a) = dimss(b)},

· domss
eqasm = {(x, y) ∈ Dss

asm × Dss
asm | dimss(x) = dimss(y)},
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· la operación eqnat es total.

De esta forma tenemos determinado el ambiente en el que situamos nuestras álgebras
que es PÃlgDss,domss

(Σss,eq). No obstante, no nos interesan todas las Σss,eq-álgebras de
PÃlgDss,domss

(Σss,eq) sólo nos quedaremos con aquéllas que verifiquen que las opera-
ciones de igualdad constituyan una relación de congruencia parcial particular (que sea
coherente con el dominio de datos que hemos elegido para representar a los śımplices
geométricos) y que el álgebra parcial cociente que se obtiene a partir de esta congruen-
cia sea una conjunto simplicial. Es decir, nos restringiremos a una subcategoŕıa Css de
PÃlgDss,domss

(Σss,eq) tal que cada A objeto de Css verifica las siguientes condiciones:

· La función parcial eqasm
A : Dss

asm × Dss
asm → {true, false}, se define de modo na-

tural a partir de la relación de equivalencia parcial definida para los śımplices
geométricos, es decir, para cada (〈(jk, . . . , j1), a〉, 〈(lp, . . . , l1), b〉) ∈ domss

eqasm , te-
nemos que eqasm

A (〈(jk, . . . , j1), a〉, 〈(lp, . . . , l1), b〉) = true si y solamente si k = p,
ji = li ∀i = 1, . . . , k y eqgsm

A (a, b) = true.

· La función eqnat
A : N × N → {true, false} define la igualdad literal en N, es decir,

no identifica parejas de naturales no iguales.

Además, debemos exigir que la Σss-álgebra parcial cociente Ã que se obtiene a partir
de la relación de congruencia parcial anterior verifique las igualdades exigidas a los
conjuntos simpliciales. Si tenemos en cuenta que la dimensión de un elemento coincide
con la de toda su clase de equivalencia, estas igualdades pueden describirse del siguiente
modo:

· para cada [x] ∈ Ãasm con dimss(x) = n y cada par i, j ∈ N tal que i, j ≤ n e i < j,
se tiene que

faceÃ(i, n − 1, faceÃ(j, n, [x])) = faceÃ(j − 1, n − 1, faceÃ(i, n, [x]))

· para cada [x] ∈ Ãasm con dimss(x) = n y cada par i, j ∈ N tal que i, j ≤ n e i ≤ j,
se tiene que

dgnÃ(i, n + 1, dgnÃ(j, n, [x])) = dgnÃ(j + 1, n + 1, dgnÃ(i, n, [x]))

· para cada [x] ∈ Ãasm con dimss(x) = n y cada par i, j ∈ N tal que i, j ≤ n e i < j,
se tiene que

faceÃ(i, n + 1, dgnÃ(j, n, [x])) = dgnÃ(j − 1, n − 1, faceÃ(i, n, [x]))
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· para cada [x] ∈ Ãasm con dimss(x) = n y cada j ∈ N tal que j ≤ n, se tiene que

faceÃ(j, n + 1, dgnÃ(j, n, [x])) = faceÃ(j + 1, n + 1, dgnÃ(j, n, [x])) = [x]

· para cada [x] ∈ Ãasm con dimss(x) = n y cada par i, j ∈ N tal que i ≤ n + 1 e
i > j + 1, se tiene que

faceÃ(i, n + 1, dgnÃ(j, n, [x])) = dgnÃ(j, n − 1, faceÃ(i − 1, n, [x])).

Las anteriores igualdades llevan impĺıcita la condición de que las operaciones faceA

y dgnA sean compatibles con la operación dimensión, es decir:

· para cada (i, n, x) ∈ domss
face, dimss(faceA(i, n, x)) = n − 1,

· para cada (i, n, x) ∈ domss
dgn, dimss(dgnA(i, n, x)) = n + 1.

Por último, para ser coherentes con la representación que hemos elegido para los
śımplices abstractos, debemos exigir la siguiente condición a la operación degeneración:
para cada (i, n, 〈(jk, . . . , j1), a〉) ∈ domss

dgn se verifica que:

dgnA(i, n, 〈(jk, . . . , j1), a〉) := 〈(jk + 1, . . . , jl + 1, i, jl−1, . . . , j1), a〉

con l tal que jl−1 < i ≤ jl.

La propiedad que permite intercambiar las operaciones degeneración, junto con la
interpretación de la lista estrictamente decreciente de naturales como la sucesiva aplica-
ción de las operaciones degeneración, es la que posibilita la anterior definición. Tenemos
entonces una lista estrictamente decreciente, ya que en el caso de que la lista contenga
una pareja (i, j) con i ≤ j, entonces podemos sustituirla por (j + 1, i).

Obtenemos de esta forma a través de la categoŕıa Css una representación de cual-
quier conjunto simplicial que se pueda construir como cociente del conjunto de śımplices
geométricos K = {Kn}n∈N.

4.4.1.3 Complejos de cadenas

Un complejo de cadenas C = {Cp, dp}p∈Z es una familia de Z-módulos libres {Cp}p∈Z
junto con una familia de homomorfismos de Z-módulos {dp}p∈Z, dp : Cp → Cp−1, llama-
das aplicaciones diferenciales, tal que dp−1 ◦ dp = 0, para cada p ∈ Z (habitualmente
esta propiedad se indica diciendo que d2 = 0).

Si C = {Cp, dp}p∈Z y C ′ = {C ′
p, d

′
p}p∈Z son complejos de cadenas, un morfismo

f : C → C ′ entre ellos, es una familia de homomorfismos de módulos, f = {fp : Cp →
C ′

p}p∈Z, tales que fp−1 ◦ dp = d′
p ◦ fp, para todo p ∈ Z.
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Un Z-módulo libre es un grupo abeliano que, además es generado, lo que implica
que cada elemento del mismo puede expresarse como una combinación lineal sobre un
conjunto de generadores. A estos elementos se les denomina por ello combinaciones (los
elementos de Cp se les llamarán combinaciones de grado p). Es importante notar que
la definición anterior es sólo un caso particular de la definición de complejo de cadenas
que se puede encontrar, por ejemplo, en [64]. En realidad, un complejo de cadenas
se define como una familia de R-módulos, con R un anillo cualquiera. No obstante,
consideraremos la anterior definición de complejo de cadenas por ser ésta la que utiliza
EAT (ver [81], página 1).

Los complejos de cadenas junto con los morfismos entre ellos forman una categoŕıa
que denominamos categoŕıa de complejos de cadenas y que denotamos por TCC .

Nuestro objetivo es modelar la clase de objetos de TCC y para ello vamos a definir
un TAD que la aproxime. Nuevamente utilizamos la terminoloǵıa y las construcciones
que utiliza el sistema EAT [81], apoyándonos en el ejemplo desarrollado en [72].

La estructura de complejo de cadenas es similar a la de un conjunto simplicial en
cuanto a que su base es un conjunto graduado (en particular un grupo abeliano libre
graduado). Debemos observar que, a partir del conjunto de generadores Gp de un Z-
módulo libre Cp en un determinado grado p, una combinación de ese grado es una suma
formal de monomios constituidos por un entero que actúa por multiplicación sobre un
generador. En la práctica, para representar una tal combinación es suficiente con tener
un conjunto de pares formados por un entero y un generador, junto con el grado de la
combinación que puede venir expresado por otro entero, de modo que los generadores
de todos los pares deban ser de dicho grado. De esta forma, si partimos del conjunto
de generadores, tenemos un patrón común para las combinaciones como pares formados
por un entero, que marque el grado de la combinación, y una lista de pares formados por
un entero y un generador. Debemos observar que, en esta ocasión, no obtenemos una
representación directa de las combinaciones, ya que el orden de las parejas en la lista no
debe determinar combinaciones distintas. No obstante, dispondremos posteriormente de
una igualdad sobre estos elementos. Esta igualdad será utilizada para identificar dos de
estos elementos si se diferencian en el orden de estos pares en la lista.

Entonces, para modelar esta graduación utilizaremos una técnica similar a la utili-
zada para los conjuntos simpliciales. Consideraremos dos géneros gnr y cmb en los que
se recogerán respectivamente los generadores y las combinaciones de todos los grupos,
junto con otro género int, que representará al conjunto de los números enteros Z. Es
necesario incluir alguna forma de obtener el grado de un generador o de una combina-
ción. Una posible forma de conseguir esto es, como ya comentamos en el caso de los
conjuntos simpliciales, reflejar expĺıcitamente en la expresión de los elementos un ı́ndice
que marque la graduación. EAT codifica de esta forma las combinaciones. Sin embargo,
no añade, otra vez por razones de eficiencia, a cada generador el grado que le corres-
ponde. No obstante, nuevamente supone que el usuario, y también el programa, sabe
en todo momento el grado de un generador. De modo análogo a lo visto para conjuntos
simpliciales, utilizaremos para representar esto una operación que obtenga el grado para
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cada uno de los generadores.

Una signatura que va a formar parte de nuestra especificación de los complejos de
cadenas es Σcc, que se define por:

signatura Σcc

géneros int, gnr, cmb
operaciones
add : cmb cmb → cmb
zero : int → cmb
mns : cmb → cmb
mlt : int cmb → cmb
df : cmb → cmb

finsig

Las cuatro primeras operaciones corresponden a la estructura de Z-módulo graduado
sobre cmb, y la operación df a las aplicaciones diferenciales.

Como es de esperar, es necesario prefijar un conjunto de generadores que servirá de
base, las combinaciones se obtendrán a partir de ellos. Para ello fijamos el siguiente
dominio de datos:

· Dcc
int := Z,

· Dcc
gnr := ∪p∈ZGp,

· Dcc
cmb := {〈p, [(t1, a1), (t2, a2), . . . , (tm, am)]〉 | p ∈ Z, m ∈ N, ti ∈ Z, y ai ∈ Gp,

∀i = 1, . . . ,m}.

El conjunto de datos Dcc
gnr debe disponer de una operación dimcc

gnr : Dcc
gnr → Z que

permita determinar, dado un elemento a ∈ Dcc
gnr, la dimensión o grado de a, es decir,

el conjunto Gn tal que a ∈ Gn. En esta ocasión, por la representación elegida para las
combinaciones, obtenemos directamente una operación dimcc

cmb : Dcc
cmb → Z que permite

extraer el grado de una combinación: dimcc
cmb(〈p, [(t1, a1), (t2, a2), . . . , (tm, am)]〉) := p.

Denotaremos de la misma forma estas dos operaciones cuando no exista riesgo de con-
fusión.

Nuevamente, el conjunto de datos Dcc
cmb corresponde con la representación que se

ha utilizado en EAT para las combinaciones y depende del conjunto Dcc
gnr que es tam-

bién el único conjunto de datos que variaremos de una categoŕıa de álgebras a otra.
Además, el conjunto Dcc

cmb también puede obtenerse como modelo inicial para una ca-
tegoŕıa de álgebras asociadas a una signatura auxiliar. Esta signatura está formada
por las operaciones constantes para los géneros int y gnr junto con las operaciones
zero : int → cmb, que permite construir la combinación nula, y una operación (par-
cial) add-mnm-to-cmbn : int gnr cmb → cmb que añade a una combinación un nuevo
monomio (se debe además exigir a las álgebras de la categoŕıa que las operaciones an-
teriores respeten la dimensión de los elementos). En realidad, en el programa EAT se
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trabaja con combinaciones denominadas reducidas, es decir, que todos sus monomios
tengan coeficiente no nulo y sus generadores sean todos distintos. No obstante, en el
mismo programa se comenta que los resultados de algunos cálculos intermedios pueden
originar combinaciones no reducidas. Nosotros, en lugar de tomar como base para las
combinaciones las combinaciones reducidas, consideramos también las no reducidas, de
modo que nos va a resultar posteriormente más sencillo dar la definición de algunas de
las operaciones que podrán devolver combinaciones no reducidas. Posteriormente, re-
cuperaremos las combinaciones reducidas al actuar la operación de igualdad sobre ellas
(simulando el proceso realizado en EAT).

Ahora, construimos la signatura Σcc,eq a partir de Σcc. Esta signatura es:

signatura Σcc,eq

géneros int, gnr, cmb, bool
operaciones
add : cmb cmb → cmb
zero : int → cmb
mns : cmb → cmb
mlt : int cmb → cmb
df : cmb → cmb
eqint : int int → bool
eqgnr : gnr gnr → bool
eqcmb : cmb cmb → bool

finsig

Nuevamente nos apoyaremos en la parcialidad para conseguir una estructura gradua-
da a partir de estas operaciones: únicamente estarán definidas si actúan sobre elementos
de grado correcto. A partir de las anteriores operaciones de dimensión podemos definir
el siguiente dominio de definición domcc para las operaciones de la signatura:

· domcc
add = {(x, y) ∈ Dcc

cmb × Dcc
cmb | dimcc(x) = dimcc(y)},

· las operaciones zero, mns, mlt, df y eqint son totales,

· domcc
eqgnr = {(a, b) ∈ Dcc

gnr × Dcc
gnr | dimcc(a) = dimcc(b)},

· domcc
eqcmb = {(x, y) ∈ Dcc

cmb × Dcc
cmb | dimcc(x) = dimcc(y)}.

De esta forma tenemos definido el ambiente PÃlgDcc,domcc
(Σcc,eq) en el que situamos

nuestras álgebras. Entonces nos restringiremos a una subcategoŕıa Ccc de éstas, com-
puesta por aquéllas que verifiquen que su cociente por la relación de congruencia definida
a través de las operaciones de igualdad sea un complejo de cadenas.

Como hemos hecho en el caso de los conjuntos simpliciales no vamos a incluir cual-
quier relación de congruencia, ya que, si tenemos en cuenta el dominio de datos que
hemos fijado, es natural elegir como equivalencia para los enteros la igualdad literal
y para las combinaciones la sólo identifique combinaciones iguales salvo generadores
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equivalentes. Además, vamos a utilizar esta igualdad sobre combinaciones para dotar
de significado, como suma de monomios, a la expresión sintáctica que representa una
combinación en Dcc

cmb. Para ello, identificaremos dos combinaciones si se diferencian en
el orden de sus monomios; una combinación que presente un monomio con coeficiente
nulo con aquélla que no presente dicho monomio; y por último, una combinación que
tenga dos generadores iguales en dos monomios distintos con la combinación que pre-
sente un único monomio, con ese mismo generador y coeficiente la suma (entera) de los
coeficientes.

Aśı, nos restringiremos a una subcategoŕıa Ccc de PÃlgDcc,domcc
(Σcc,eq) tal que cada

Σcc,eq-álgebra parcial con igualdad A ∈ Ccc verifica las siguientes condiciones:

· La función parcial eqcmb
A : Dcc

cmb × Dcc
cmb → {true, false} verifica que

- eqcmb
A (〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉, 〈p, [(s1, b1), . . . , (sn, bn)]〉) = true si m = n,

y para cada i = 1, . . . , n existe un único j ∈ {1, . . . , n} tal que ti = sj y
eqgnr

A (ai, bj) = true,

- eqcmb
A (〈p, [(0, a1), (t2, a2), . . . , (tm, am)]〉, 〈p, [(t2, a2), . . . , (tm, am)]〉) = true,

- eqcmb
A (〈p, [(t1, a1), (t2, b2), (t3, a3), . . . , (tm, am)]〉,〈p,[(t1 + t2, a1),(t3, a3),. . . ,

(tm, am)]〉)= true si eqgnr
A (a1, b2) = true .

de modo que la definición de eqcmb
A se completa para constituir una relación de

equivalencia parcial en Dcc
cmb.

· La función eqint
A : Z × Z → {true, false} es la igualdad literal en Z.

Además, Ã debe ser un complejo de cadenas. No obstante, para ser coherentes con la
estructura que se ha dado a las combinaciones, tenemos que algunas de las operaciones
de grupo abeliano libre del complejo de cadenas han quedado totalmente determinadas.
Estas operaciones son las siguientes:

· zeroA : Z → Dcc
cmb es la función total definida por:

zeroA(p) := 〈p, [()]〉,

para cada p ∈ Z,

· mnsA : Dcc
cmb → Dcc

cmb es la función total definida por:

mnsA(〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉) := 〈p, [(−t1, a1), . . . , (−tm, am)]〉,

para cada 〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉 ∈ Dcc
cmb,

· mltA : Z × Dcc
cmb → Dcc

cmb es la función total definida por:

mltA(n, 〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉) := 〈p, [(n ∗ t1, a1), . . . , (n ∗ tm, am)]〉,

para cada n ∈ Z y cada 〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉 ∈ Dcc
cmb.
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Entonces, para que el álgebra Ã sea una representación de un Z-módulo libre sobre
el conjunto de generadores Dcc

gnr a través de la representación que se ha elegido para
las combinaciones es suficiente que la función parcial addA : Dcc

cmb × Dcc
cmb → Dcc

cmb con
dominio de definición {(x, y) ∈ Dcc

cmb × Dcc
cmb | dimcc(x) = dimcc(y)} esté definida por:

addA(x, y) := 〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am), (s1, b1), . . . , (sn, bn)]〉,

para cada x = 〈p, [(t1, a1), . . . , (tm, am)]〉, y = 〈p, [(s1, b1), . . . , (sn, bn)]〉 ∈ Dcc
cmb.

Falta además exigir que la función correspondiente a la diferencial df represente a una
familia de aplicaciones diferenciales. Para ello, la función dfÃ debe ser compatible con el
resto de las operaciones (la restricción a los elementos en cada grado es un homomorfismo
de Z-módulos), es decir:

· dimcc(dfÃ([x])) = dimcc([x]) − 1, para cada [x] ∈ Ãcmb,

· dfÃ(addÃ([x], [y])) = addÃ(dfÃ([x]), dfÃ([y])), para cada ([x], [y]) ∈ Def(addÃ),

· dfÃ(zeroÃ(p)) = zeroÃ(p − 1), para cada p ∈ Z,

· dfÃ(mnsÃ([x])) = mnsÃ(dfÃ([x])), para cada [x] ∈ Ãcmb,

· dfÃ(mltÃ(n, [x])) = mltÃ(n, dfÃ([x])) para cada n ∈ Z y cada [x] ∈ Ãcmb.

La dimensión de una combinación coincide con la de todos los elementos de su clase de
equivalencia. Es esta dimensión la que se le asigna a la clase de una combinación en la
igualdad anterior.

Por último, debe verificarse la propiedad caracteŕıstica de la familia de homomorfis-
mos de un complejo de cadenas que obliga a que la composición de dos homomorfismos
consecutivos sea el elemento neutro, es decir:

dfÃ(dfÃ([x])) = zeroÃ(p − 2),

para cada [x] ∈ Ãcmb, con dimcc([x]) = p.

Obtenemos de esta forma, a través de la categoŕıa Ccc, una representación de cualquier
complejo de cadenas que se pueda construir sobre el conjunto de generadores G =
{Gp}p∈Z.

4.5 Adaptación de la operación imp para incluir la

parcialidad y las operaciones de igualdad

En los caṕıtulos previos hemos definido una operación que modela la posibilidad de
EAT para trabajar no con una única estructura sino con familias de estructuras de una
misma clase. Esta operación se ha denominado operación imp. La limitación que nos
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viene impuesta es que todas las estructuras de la familia deben tener exactamente el
mismo conjunto de datos soporte. En la sección anterior hemos considerado signaturas
y modelos que incorporan dos caracteŕısticas que nos van a permiten ampliar el tipo de
estructuras que podemos especificar, a pesar de continuar trabajando con un conjunto
de datos fijado. En concreto trabajamos con funciones parciales para las operaciones y
con la posibilidad de definir identificaciones dentro del dominio de datos. En esta sección
estudiaremos cuáles son las modificaciones que tenemos que realizar en la operación imp
para poder recoger familias de estructuras que presenten las anteriores caracteŕısticas.

Comenzamos comentando que en el nivel sintáctico la operación imp no necesita
ninguna variación. Las operaciones de igualdad y el género bool presentes en una sig-
natura Σeq no tienen ningún trato diferenciado con respecto del resto de operaciones y
de géneros. Aśı, dada una signatura Σeq = (Seq, Ωeq) con domino de datos D y domi-
nio de definición dom asociados, construimos una nueva signatura Σeq

imp = (Seq
imp, Ω

eq
imp).

Esta signatura presenta un nuevo género, que denotamos por impΣeq , que se incorpora
como primer argumento a cada operación ω : s1 . . . sn → s, n ≥ 0, de Σeq (incluidas las
operaciones de igualdad) para dar lugar a la operación imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s de
Σeq

imp.

De los distintos marcos alternativos que estudiamos para situar la signatura resultado
de la operación imp, comentábamos que posiblemente el más adecuado fuera la teoŕıa
oculta. En este caṕıtulo también alojaremos las signaturas Σeq

imp en este marco.

La signatura Σeq
imp se considerará una signatura oculta, con un único genero ocul-

to impΣeq , sobre la signatura visible V Σeq
imp = (Seq, C) y el dominio de datos D =

({Ds}s∈Seq , C), donde C es un conjunto de constantes, d : → s, una por cada d ∈ Ds

y cada género s ∈ Seq. Para que quede bien definida como signatura oculta es preciso
incorporar este conjunto de constantes a Σeq

imp.

Si nos centramos ahora en las caracteŕısticas semánticas de la construcción imp, te-
nemos que el espacio de salida de esta aplicación es ahora PÃlgD,dom(Σeq). Pretendemos
que la imagen de una de estas álgebras sea una Σeq

imp-álgebra que representa a una fami-
lia de Σeq-álgebras. Lo primero que debemos notar es que la signatura Σeq

imp no es una
signatura con igualdad. Debemos pensar que Σeq

imp significa por construcción (Σeq)imp,
lo que no es equivalente a (Σimp)

eq. La diferencia estriba en las operaciones de igualdad.
En (Σeq)imp no tenemos ninguna operación de igualdad, entendidas como operaciones
binarias con género resultado bool. Por ello, las Σeq

imp-álgebras que utilizaremos no serán
álgebras con igualdad. Sin embargo, con respecto a la parcialidad ocurre algo distinto.
Para recoger mediante la operación imp una familia de Σeq-álgebras parciales, vamos a
usar una Σeq

imp-álgebra parcial.

La categoŕıa en la que situaremos las Σeq
imp-álgebras que obtenemos es

HPAlgD,dom(Σeq
imp). Esta categoŕıa tiene como objetos Σeq

imp-álgebras parciales ocultas.
Es decir, Σeq

imp-álgebras parciales cuya restricción a la signatura visible V Σeq
imp es el do-

minio de datos D. Además, el dominio de parcialidad de sus operaciones está definido
sobre los géneros visibles a través de dom en la correspondiente operación de Σeq, y se
“completa” total sobre el género oculto. Más concretamente, las Σeq

imp-álgebras A de
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HPAlgD,dom(Σeq
imp) verifican que As = Ds para cada s ∈ Seq y dA = d para cada d : →

s ∈ C, y el dominio de definición de cada operación imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp,

n ≥ 0, viene dado por Def(imp ωA) = AimpΣeq × domω.

Esperamos que la notación que utilizamos para representar los dominios de definición
no produzca confusión: mientras que en PÃlgD,dom(Σeq) el dominio dom coincide con
los dominios de definición de las operaciones, en HPAlgD,dom(Σeq

imp), dom sólo sirve para
determinarlos.

Los morfismos de la categoŕıa HPAlgD,dom(Σeq
imp) son los Σeq

imp-homomorfismos débiles
ocultos, es decir, Σeq

imp-homomorfismos débiles identidad sobre los géneros visibles.

Si A y B son Σeq
imp-álgebras de HPAlgD,dom(Σeq

imp), un Σeq
imp-homomorfismo débil

oculto, h : A → B, está determinado por una función total himpΣeq : AimpΣeq → BimpΣeq

(recordamos que impΣeq es el único género oculto), tal que para cada operación
imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq

imp, n ≥ 0, y para cada (a, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωA)
se verifica que

imp ωA(a, d1, . . . , dn) = imp ωB(himpΣeq (a), d1, . . . , dn).

Debemos notar que para cada (a, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωA) se tiene que
(himpΣeq (a), d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωB). Es más, también se obtiene que si
(a, d1, . . . , dn) /∈ Def(imp ωA) entonces (himpΣeq (a), d1, . . . , dn) /∈ Def(imp ωB). Por
lo tanto el anterior morfismo, además de débil, es fuerte. El hecho de trabajar sobre
dominios de definición prefijados para las operaciones de la signatura Σeq que constituye
la parte visible de la signatura Σeq

imp, junto con la condición de la teoŕıa oculta de exi-
gir operaciones identidades para las operaciones del homomorfismo correspondientes a
operaciones visibles, hace que los homomorfismos débiles ocultos actúen como homomor-
fismos totales si nos restringimos a los elementos de este dominio de definición prefijado.
Posteriormente nos situaremos en una categoŕıa menos restrictiva, ya que no fijaremos
los dominios de definición de las operaciones y tendrá más morfismos. Aunque desde
el punto de vista algebraico la categoŕıa a la que acabamos de referirnos puede resultar
más interesante, lo cierto es que HPAlgD,dom(Σeq

imp) está más próxima al sistema EAT. A
nivel de álgebras cada operación viene acompañada de su dominio de definición; sin em-
bargo, esto no ocurre a nivel de implementación (la manera de representar una operación
es mediante un código funcional, y un código funcional no determina un único dominio).
La idea que subyace en EAT es que el dominio de una operación debe estar prefijado.
Por ello preferimos desarrollar primero este caso con el propósito de aproximarnos lo
más posible a EAT.

Como ya se ha comentado, lo normal es que no nos interesan todas las álgebras de
PÃlgD,dom(Σeq), sino una subcategoŕıa C, que contiene a las álgebras que representan
a las estructuras que pretendemos modelar. La imagen de esta categoŕıa por la ope-
ración imp es una subcategoŕıa plena Cimp de HPAlgD,dom(Σeq

imp). Los objetos de esta
subcategoŕıa son las Σeq

imp-álgebras parciales ocultas A tales que, para todo a ∈ AimpΣeq ,
la Σeq-álgebra parcial Aa que definimos a continuación es un objeto de C. Para un ele-
mento a ∈ AimpΣeq se define la Σeq-álgebra parcial Aa de modo que asocia a cada género
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s ∈ Seq el conjunto Aa
s = Ds, y a cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ωeq, n ≥ 0, la

función parcial ωAa , que tiene dominio de definición Def(ωAa) = domω, y está definida
por ωAa(d1, . . . , dn) := imp ωA(a, d1, . . . , dn) para cada (d1, . . . , dn) ∈ domω. Debemos
observar que en particular Aa debe ser un álgebra con igualdad.

En estas condiciones la categoŕıa Cimp también va a disponer de álgebra final. Este
objeto va a presentar como soporte del género destacado tuplas funcionales (ahora par-
ciales) que representen álgebras de C, reflejando la forma en que han sido implementadas
las estructuras de datos de EAT [81]. De esta forma, se entiende la capacidad de EAT
para definir estructuras con operaciones parciales y establecer identificaciones dentro de
los conjuntos soportes a través de igualdades.

4.5.1 Objeto final

Sean la signatura con igualdad Σeq = (Seq, Ωeq), el dominio de datos D, el dominio de
definición dom y la signatura oculta Σeq

imp = (Seq ∪ {impΣeq}, Ωeq
imp ∪ C) tal y como se

han definido en la sección anterior. Sea C subcategoŕıa de PÃlgD,dom(Σeq) y Cimp su
correspondiente subcategoŕıa de HPAlgD,dom(Σeq

imp). Entonces, definimos un objeto en
Cimp, que denotamos por Acan, de la siguiente manera:

• Acan
s = Ds, para cada género s de Seq,

• Acan
impΣeq = {(fω)ω∈Ωeq | 〈D, (fω, domω)ω∈Ωeq〉 ∈ C},

• dAcan = d, para cada constante d : → s de C,

• imp ωAcan((fδ)δ∈Ωeq , d1, . . . , dn) := fω(d1, . . . , dn), para todo (fδ)δ∈Ωeq ∈ Acan
impΣeq y

(d1, . . . , dn) ∈ domω, para cada imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp.

Por definición, se tiene que la Σeq
imp-álgebra Acan es un objeto de Cimp (cada dato

de Acan
impΣeq define un objeto de C). Además es final dentro de esta categoŕıa, como

se prueba en la siguiente proposición. Como estamos trabajando sobre dominios de
definición prefijados, la demostración de este resultado es muy parecida a la del caso
total.

Proposición 4.5.1. La Σeq
imp-álgebra parcial Acan es objeto final de Cimp.

Demostración. Dado un elemento B ∈ Cimp, podemos definir un Σeq
imp-homomorfismo

oculto débil a través de la función total hcan : BimpΣeq → Acan
impΣeq tal que, para cada

b ∈ BimpΣeq , hcan(b) := (ωBb)ω∈Ωeq .

Para cada imp σ : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp, y cada (b, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp σB)

la siguiente secuencia de igualdades prueban la condición de ser hcan homomorfismo:
imp σAcan(hcan(b), d1, . . . , dn) = imp σAcan((ωBb)ω∈Ωeq , d1, . . . , dn) = σBb(d1, . . . , dn) =
imp σB(b, d1, . . . , dn).
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Además el morfismo anterior es único. Si suponemos que existe otro Σeq
imp-

homomorfismo oculto débil, en el nivel correspondiente al género distinguido se tie-
ne una función total h : BimpΣeq → Acan

impΣeq tal que, para cada b ∈ BimpΣeq , h(b) :=
(fδ)δ∈Ωeq , con (fδ)δ∈Ωeq ∈ Acan

impΣeq . Entonces, para cada imp ω : impΣeqs1 . . . sn →
s ∈ Ωeq

imp y cada (b, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωB) tenemos, por ser h homomorfis-
mo, la siguiente cadena de igualdades: ωBb(d1, . . . , dn) = imp ωB(b, d1, . . . , dn) =
imp ωAcan(h(b), d1, . . . , dn) = imp ωAcan((fδ)δ∈Ωeq , d1, . . . , dn) = fω(d1, . . . , dn). Por lo
que ωBb(d1, . . . , dn) = fω(d1, . . . , dn). Como además ambas funciones comparten el mis-
mo dominio de definición domω, para cada ω ∈ Ωeq, se deduce la igualdad hcan = h.

¥

4.5.2 Ejemplos

A continuación detallaremos la imagen por la aplicación imp de las categoŕıas CGRPZ ,
Css y Ccc que hemos propuesto como ejemplos en la sección anterior. Obtenemos de
esta forma especificaciones para familias de grupos, conjuntos simpliciales y complejos
de cadenas, respectivamente.

4.5.2.1 Familias de grupos sobre Z

Partimos de la subcategoŕıa CGRPZ de ÃlgD(GRPeq) que hemos definido anteriormente,
con GRP la signatura para grupo y Dg = Z. En este ejemplo trabajábamos con álgebras
totales. Entonces, la signatura GRP

eq
imp es:

signatura GRP
eq
imp

géneros g, bool, impGRPeq

operaciones
imp prd : impGRPeq g g → g
imp inv : impGRPeq g → g
imp unt : impGRPeq → g
imp eqg : impGRPeqg g → bool

finsig

Esta signatura se considera una signatura oculta con el género impGRPeq como único
género oculto. Para ello es necesario incorporar a la misma una constante por cada
elemento de Dg = Z y Dbool = {true, false}.

La categoŕıa CGRPZ
imp , imagen de la categoŕıa CGRPZ por la operación imp,

está formada por las GRP
eq
imp-álgebras A de HAlgD(GRPeq

imp), que verifiquen
que para todo a ∈ AimpGRPeq , la GRPeq-álgebra Aa pertenece a CGRPZ .
En este caso Aa está formada por los conjuntos {Dg, Dbool} y las fun-
ciones {imp prdA(a,−), imp invA(a,−), imp untA(a,−), imp eqg

A(a,−)}. Entonces,
imp eqg

A(a,−) define una relación de congruencia para Aa y el álgebra cociente Ãa por
esta relación de congruencia es un grupo.
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Por ejemplo, podemos recoger la familia de grupos finitos Z/nZ con n > 1, a través
del álgebra G de CGRPZ

imp que definimos a continuación. Como soporte para el género
impGRPeq se considera GimpGRPeq := {n ∈ N | n > 1} y como funciones se tiene:

imp prdG(n, d1, d2) = d1 + d2
imp invG(n, d) = −d
imp untG(n) = 0
imp eqg

G(n, d1, d2) = true si y sólo si n divide a d1 − d2

Aśı, para cada n ∈ GimpGRPeq , se tiene una GRPeq-álgebra Gn = 〈Z, (imp prdG(n,−),
imp invG(n,−), imp untG(n), imp eqg

G(n,−))〉 que pertenece a CGRPZ . La función
imp eqg

G(n,−) define de modo evidente una relación de congruencia en Gn y el álgebra
G̃n es una representación del grupo Z/nZ.

Un segundo ejemplo de familia de grupos que podemos definir sobre Z es la familia
de los subgrupos {nZ, n ∈ N}. Para ello consideramos el álgebra H de CGRPZ

imp que tiene
como soporte para el género distinguido HimpGRPeq = N y las funciones:

imp prdH(n, d1, d2) = d1 + d2
imp invH(n, d) = −d
imp untH(n) = 0
imp eqg

H(n, d1, d2) = true si y sólo si d1 = d2 y n divide a d1

De este modo, para cada n ∈ HimpGRPeq , si fijamos n como primer argumento de
las funciones, obtenemos una GRPeq-álgebra Hn tal que el álgebra cociente H̃n es una
representación del grupo nZ.

Respecto del objeto final dentro de la categoŕıa CGRPZ
imp , según su propia definición,

tiene como soporte para el género oculto el conjunto de tuplas funcionales totales (∗ : Z×
Z → Z, − : Z → Z, e : → Z, =: Z × Z → {true, false}) que definan un elemento de
CGRPZ . Las interpretaciones de una operación en esta álgebra consiste en aplicar la
correspondiente operación de grupo (que forma parte del primer argumento) sobre el
resto de argumentos (que representan datos enteros).

4.5.2.2 Familias de conjuntos simpliciales

Partimos en esta ocasión de la subcategoŕıa Css de álgebras de PÃlgDss,domss
(Σss,eq),

con Σss la signatura para un conjunto simplicial, y Dss y domss el dominio datos y el
dominio de definición prefijados para esta signatura. La signatura Σss,eq

imp es:
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signatura Σss,eq
imp

géneros nat, gsm, asm, bool, impΣss,eq

operaciones
imp face : impΣss,eqnat nat asm → asm
imp dgn : impΣss,eqnat nat asm → asm
imp eqnat : impΣss,eqnat nat → bool
imp eqgsm : impΣss,eqgsm gsm → bool
imp eqasm : impΣss,eqasm asm → bool

finsig

Consideramos esta signatura como una signatura oculta con el género impΣss,eq como
único género oculto, por lo que es necesario incorporar a la misma una constante por
cada elemento de Dss.

Entonces la subcategoŕıa Css
imp de HPAlgDss,domss

(Σss,eq
imp ) está formada por las Σss,eq

imp -
álgebras parciales ocultas A, con dominio de definición para cada una de sus funciones
parciales el definido a partir de domss en la correspondiente operación, y tal que para
todo a ∈ AimpΣss,eq la Σss,eq-álgebra Aa dada por las operaciones (imp faceA(a,−),
imp dngA(a,−),imp eqnat

A (a,−), imp eqgsm
A (a,−), imp eqasm

A (a,−)) sea un objeto de Css.

Una familia muy importante de conjuntos simpliciales que aparece expĺıcitamente
como ejemplo en EAT son los llamados śımplices estándar. El śımplice estándar de
dimensión m, denotado habitualmente en la literatura por ∆m, tiene como śımplices
de dimensión k las listas ordenadas con exactamente k + 1 naturales entre 0 y m. El
operador degeneración i-ésimo sobre una de estas listas duplica el elemento que ocupa
la posición i + 1 en la lista. El operador cara i-ésimo elimina el elemento que ocupa la
posición i + 1.

En este ejemplo podemos observar fácilmente la Propiedad 4.4.1 que permite repre-
sentar un śımplice de forma única como śımplice abstracto: la repetición de un número
dentro de la lista de naturales que forman un śımplice puede expresarse como la aplica-
ción del operador degeneración de ı́ndice el correspondiente a la posición de ese elemento
sobre el śımplice que no tiene dicho elemento. De este modo obtenemos que las listas de
naturales estrictamente decrecientes corresponden con los śımplices geométricos.

A través de nuestra técnica podemos modelar la familia de los śımplices estándar.
En este caso, para tener determinado el dominio de datos es suficiente con fijar

Dss
gsm := {(a1, . . . , ak) | k ∈ N, k ≥ 1, ai ∈ N,∀i = 1, . . . , k y ai < aj si i < j}

de forma que la dimensión de una lista de longitud k es k − 1, es decir,
dimss

gsm((a1, . . . , ak)) = k − 1.

El dominio de datos para el género asm está entonces formado por parejas de listas
de naturales, la primera estrictamente decreciente y la segunda estrictamente creciente.

Los dominios de definición de las operaciones están prefijados, a partir de la operación
de dimensión para los śımplices geométricos.
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Una Σss,eq
imp -álgebra de HPAlgDss,domss

(Σss,eq
imp ) que modela la familia {∆m}m∈N es

el álgebra ∆N que definimos a continuación. El soporte para el género destacado es
∆N

impΣss,eq := N. Con respecto a las operaciones tenemos que:

· La función parcial imp dgn∆N está definida como la operación degeneración pre-
definida en Css independientemente del argumento m ∈ ∆N

impΣss,eq ,

· La función parcial imp face∆N tiene dominio de definición: Def(imp face∆N) =
{(m, i, n, 〈(jl, . . . , j1), (a1, . . . , ak)〉) ∈ N × N × N × Dss

asm | 0 ≤ i ≤ n, l ≥ 0,
k ≥ 1, n > 0, n = l+k−1}. Esta función se define sobre los śımplices geométricos
del dominio por:

imp face∆N(m, i, k − 1, 〈( ), (a1, . . . , ak)〉) := 〈( ), (a1, . . . , ai, ai+2, . . . , ak)〉,

y se extiende la definición a todos los śımplices abstractos a través de las propie-
dades que permiten intercambiar los operadores cara y degeneración.

· La función parcial imp eqgsm
∆N tiene dominio de definición: Def(imp eqgsm

∆N ) =
{(m, (a1, . . . , ak), (b1, . . . , bl)) ∈ N × Dss

gsm × Dss
gsm | k = l}. Esta función se

define sobre estos elementos del dominio por:

imp eqgsm
∆N (m, (a1, . . . , ak), (b1, . . . , bk)) := true sii ai = bi,∀i = 1, . . . , k y ak ≤ m.

· La función parcial imp eqasm
∆N para un elemento de ∆N

impΣss,eq se define a partir de la
correspondiente aplicación imp eqgsm

∆N para ese elemento tal y como se ha exigido
en la categoŕıa Css.

· Por último, la función total imp eqnat
∆N se define como la igualdad literal de natu-

rales, independientemente del argumento ∆N
impΣss,eq .

La notación elegida puede resultar confusa. El nombre ∆N que hemos elegido para
el álgebra anterior se utiliza habitualmente para denotar al complejo simplicial libre-
mente generado por los enteros positivos. Este conjunto simplicial tiene como śımplices
geométricos exactamente a Dss

gsm, y como operador cara al definido anteriormente (inde-
pendientemente del primer género) sobre los śımplices que se obtienen a partir de estos
śımplices geométricos. De este modo, ∆m ⊂ ∆N, para todo m ∈ N. Entonces pode-
mos obtener los śımplices geométricos de ∆m a partir de Dss

gsm a través de la anterior
relación de equivalencia parcial cuyo dominio es exactamente este conjunto de śımplices
geométricos.

El objeto final en este caso tiene como soporte para el género oculto tuplas de
funciones parciales (fc, dg, =nat, =gsm, =asm) tal que 〈Dss, ((fc, domss

face), (dg, domss
dgn),

(=nat, domss
eqnat), (=gsm, domss

eqgsm), (=asm, domss
eqasm))〉 ∈ Css.

Es importante señalar que la implementación que en sistema EAT se hace de los
conjuntos simpliciales no incluye dentro de la tupla funcional todas las componentes
anteriores. Por ejemplo, no están presentes las operaciones de igualdad en los géneros
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nat y asm ni tampoco la función degeneración. En realidad, estas funciones no son
necesarias para determinar un conjunto simplicial de Css. La función parcial =asm se
obtiene a partir de la función parcial =gsm y la igualdad =nat está prefijada: es la igualdad
literal. Además, la operación degeneración viene determinada por la representación que
se ha fijado para las combinaciones.

Aśı, una tupla formada por la pareja de funciones parciales (fc, =gsm) es suficiente
para servir de ı́ndice de un objeto de Css. Podemos obtener entonces una expresión
equivalente del objeto final en la que el soporte en el género destacado esté formado por
parejas de funciones del tipo la anterior.

No obstante, la representación elegida por EAT todav́ıa es algo más sencilla. En
lugar de aparecer en la tupla una función parcial (fc, domss

face), que representa al ope-
rador cara sobre los śımplices abstractos, aparece una función parcial (fc′, Def(fc′))
que representa al operador cara exclusivamente sobre los śımplices geométricos del do-
minio de definición. Esta función, usando las propiedades que permiten intercambiar las
operaciones cara y degeneración, es suficiente para obtener la definición de la operación
cara sobre todos los śımplices. De esta forma, una tupla tan sencilla como (fc′, =gsm)
es utilizada en EAT para servir de ı́ndice de un objeto de Css.

4.5.2.3 Familias de complejos de cadenas

Por último, y de forma más resumida, abordaremos el ejemplo de las familias de com-
plejos de cadenas. Partimos de la subcategoŕıa Ccc de álgebras de PÃlgDcc,domcc

(Σcc,eq),
con Σcc la signatura para un complejo de cadenas y Dcc, domcc, el dominio datos y el
dominio de definición prefijados para esta signatura. La signatura Σcc,eq

imp es:

signatura Σcc,eq
imp

géneros int, gnr, cmb, bool, impΣcc,eq

operaciones
imp add : impΣcc,eqcmb cmb → cmb
imp zero : impΣcc,eq int → cmb
imp mns : impΣcc,eqcmb → cmb
imp mlt : impΣcc,eqint cmb → cmb
imp df : impΣcc,eqcmb → cmb
imp eqint : impΣcc,eq int int → bool
imp eqgnr : impΣcc,eqgnr gnr → bool
imp eqcmb : impΣcc,eqcmb cmb → bool

finsig

Esta signatura es una signatura oculta con el género impΣcc,eq como único género
oculto, por lo que es necesario incorporar a la misma una constante por cada elemento
de Dcc.

Entonces, la subcategoŕıa Ccc
imp de HPAlgDcc,domcc

(Σcc,eq
imp ) está formada por las Σcc,eq

imp -
álgebras parciales ocultas A, cuyo dominio de definición para sus operaciones está de-
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finido a partir del respectivo dominio en domcc (siendo total sobre el género oculto), y
tal que, para cada elemento del soporte a ∈ AimpΣcc,eq , la Σcc,eq-álgebra que se obtiene
fijando el elemento a como primer argumento define un álgebra de Ccc.

El objeto canónico dentro de esta categoŕıa tiene como soporte para el género oculto
un conjunto de tuplas de funciones parciales (+, 0,−, ∗, d, =int, =gnr, =cmb) con dominio
de definición domcc, que constituyen la interpretación de las operaciones en un álgebra
de Ccc.

Si nos fijamos en el sistema EAT podemos observar que, nuevamente, la implemen-
tación concreta que se usa para trabajar con complejos de cadenas no incluye todas
esas funciones. Esta vez no están presentes las cuatro operaciones que determinan la
estructura de Z-módulo, ni tampoco las igualdades correspondientes a los enteros y a
las combinaciones. En realidad, estas funciones no son necesarias para determinar un
complejo de cadenas de Ccc. Las funciones 0, −, ∗ quedan fijadas para ser coherentes
con la estructura elegida para las combinaciones y la forma de sumar combinaciones
también queda determinada a partir de la estructura de éstas (junto con la igualdad).
La igualdad para los enteros es la igualdad literal y la igualdad para las combinaciones
se obtiene a partir de la igualdad sobre los generadores.

De esta forma, una tupla formada por la pareja de funciones (d, =gnr), diferencial
e igualdad entre generadores, es suficiente para servir de ı́ndice de un objeto de Ccc.
Podemos obtener entonces una expresión equivalente del objeto final en la que el soporte
en el género destacado esté formado por parejas de funciones como la anterior.

EAT implementa una representación todav́ıa más sencilla de un complejo de cadenas.
En realidad, para tener completamente definida la operación diferencial d sobre las
combinaciones es suficiente con disponer de una operación d′ que defina la diferencial
sobre las combinaciones formadas por un único monomio con coeficiente la unidad (éstas
vienen en realidad a representar a los generadores). Podemos recuperar la diferencial
simplemente extendiendo por linealidad. EAT utiliza una tupla de la forma (d′, =gnr)
para servir de ı́ndice de un objeto de Css.

4.5.3 Dominios de definición no prefijados

Hemos comentado previamente que la necesidad de fijar un dominio de definición para
las operaciones de la signatura Σeq viene motivado por lo que ocurre a nivel de imple-
mentaciones. A nivel de algebras no es necesario prefijar este dominio de definición, ya
que cada operación lleva consigo el dominio sobre el que está definida. Si trabajamos
sobre dominios de definición no prefijados, obtenemos una categoŕıa más rica en obje-
tos, en la que los homomorfismos débiles ocultos ya no tienen por qué ser fuertes. Sin
embargo, para obtener en tal caso un objeto final debemos trabajar con homomorfismos
fuertes ya que, en caso contrario, perdemos la propiedad de unicidad (puede haber más
de un morfismo con codominio el objeto final).
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4.5.3.1 Trabajar con homomorfismos fuertes

Podemos repetir el estudio que hemos realizado para modelar los objetos de una categoŕıa
T , pero ahora sin fijar los dominios de definición de las funciones en los modelos. Para
ello consideramos una signatura Σ y un dominio de datos D para Σ. Trabajaremos en
la categoŕıa PÃlgD(Σeq) de Σeq-álgebras parciales con igualdad con conjuntos soporte
prefijados por D. Los morfismos de esta categoŕıa seguirán siendo los Σeq-homomorfismos
débiles identidad, que obviamente también son fuertes. Es decir, en este caso tenemos
que PÃlgD(Σeq) coincide con Pf ÃlgD(Σeq). Lo mismo que antes, no necesariamente
nos interesa toda esta categoŕıa, sino un subcategoŕıa propia, que denotamos por Cf ,
que verifique condiciones semánticas que permitan modelar los objetos de T . En esta
ocasión vamos a permitir, para cada operación, un dominio de definición distinto en
cada álgebra.

Si ampliamos ahora la definición de la operación imp para que tenga como espa-
cio de salida Pf ÃlgD(Σeq), entonces nos vemos obligados a ampliar también el espacio
de llegada. En este caso, la categoŕıa en la que se situarán las Σeq

imp-álgebras imagen
por esta operación es HPfAlgD(Σeq

imp), categoŕıa de las Σeq
imp-álgebras parciales ocul-

tas con dominio de datos D. Los morfismos de la categoŕıa HPfAlgD(Σeq
imp) son los

Σeq
imp-homomorfismos fuertes ocultos.

Si A y B son Σeq
imp-álgebras de HPfAlgD(Σeq

imp) un Σeq
imp-homomorfismo débil oculto,

h : A → B, está determinado por una función total himpΣeq : AimpΣeq → BimpΣeq , tal que
para cada operación imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq

imp, se tiene:

si (a, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωA) entonces (himpΣeq (a), d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωB),
y en ese caso

imp ωA(a, d1, . . . , dn) = imp ωB(himpΣeq (a), d1, . . . , dn).

El homomorfismo anterior es fuerte si además se verifica que:

si (a, d1, . . . , dn) /∈ Def(imp ωA) entonces (himpΣeq (a), d1, . . . , dn) /∈ Def(imp ωB).

En este caso, al no estar prefijado los dominios de definición, obviamente pueden
existir Σeq

imp-homomorfismos débiles que no sean fuertes.

Entonces, la operación imp define a partir de una subcategoŕıa Cf de Pf ÃlgD(Σeq),
una subcategoŕıa plena Cfimp de HPfAlgD(Σeq

imp). Ahora los objetos de esta categoŕıa
son las Σeq

imp-álgebras parciales A, tales que, para todo a ∈ AimpΣeq , la Σeq-álgebra
parcial Aa dada por los conjuntos Aa

s = Ds, para cada s ∈ Seq, y las funciones parciales
ωAa(d1, . . . , dn) := imp ωA(a, d1, . . . , dn) cuyo dominio de definición es Def(ωAa) :=
{(d1, . . . , dn) ∈ D1×· · ·×Dn | (a, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωA)}, para cada ω : s1 . . . sn →
s ∈ Ωeq, es un objeto de Cf .
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En este caso, la categoŕıa Cfimp también posee objeto final. Este objeto final, que
denotaremos por Acan

f puede describirse por:

• Acan
fs = Ds, para cada s ∈ Seq,

• Acan
fimpΣeq = {(fω, Def(fω))ω∈Ωeq | 〈D, (fω, Def(fω))ω∈Ωeq〉 ∈ Cf},

• dAcan
f

= d, para cada constante d : → s de C,

• para cada imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp, n ≥ 0,

Def(imp ωAcan
f

) := {
(
(fδ, Def(fδ))δ∈Ωeq , d1, . . . , dn

)
∈ Acan

fimpΣeq × Ds1 × · · · ×
Dsn | (d1, . . . , dn) ∈ Def(fω)} y sobre este dominio de definición se define
imp ωAcan

f

(
(fδ, Def(fδ))δ∈Ωeq , d1, . . . , dn

)
:= fω(d1, . . . , dn).

Obtenemos la siguiente proposición. En su demostración únicamente nos detendre-
mos en las diferencias de la misma respecto a la dada para el caso de dominios prefijados.

Proposición 4.5.2. La Σeq
imp-álgebra parcial oculta Acan

f es objeto final de Cfimp

Demostración. Sea un álgebra B ∈ Cfimp. Entonces, por definición de
Cfimp, para cada b ∈ BimpΣeq las funciones parciales definidas por ωBb(d1, . . . , dn) :=
imp ωB(b, d1, . . . , dn), con dominio de definición Def(ωBb) := {(d1, . . . , dn) ∈ D1 ×· · ·×
Dn | (b, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωB)}, para cada operación ω : s1 . . . sn → s ∈ Ωeq, n ≥ 0,
constituyen, junto con D, un objeto de Cf .

Ahora, la función total hcan : BimpΣeq → Acan
fimpΣeq que se define para cada b ∈ BimpΣeq ,

por hcan(b) := (ωBb , Def(ωBb))ω∈Ωeq , determina un Σeq
imp-homomorfismo oculto fuer-

te. Para cada imp σ : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp, tenemos que (b, d1, . . . , dn) ∈

Def(imp σB) si y sólo si (d1, . . . , dn) ∈ Def(σBb) lo que es equivalente a que
(hcan(b), d1, . . . , dn) ∈ Def(imp σAcan

f
).

Además, este morfismo es único. Si existe otro Σeq
imp-homomorfismo oculto fuerte

entre B y Acan
f , esté quedará determinado por una función total h : BimpΣeq → Acan

fimpΣeq

tal que, para cada b ∈ BimpΣeq , h(b) := (fδ, Def(fδ))δ∈Ωeq ∈ Acan
fimpΣeq . Entonces, pa-

ra cada operación imp ω : impΣeqs1 . . . sn → s ∈ Ωeq
imp, tenemos que (b, d1, . . . , dn) ∈

Def(imp ωB) si y sólo si ((fδ, Def(fδ))δ∈Ωeq , d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωAcan
f

) por ser h

homomorfismo fuerte. Por tanto, (d1, . . . , dn) ∈ Def(ωBb) si y sólo si (d1, . . . , dn) ∈
Def(fω) y concluimos que los dominios de definición de ambas tuplas de funciones son
iguales. ¥

Debemos observar que el caso en el que los dominios de definición de las operaciones
están prefijados es un caso particular de éste. No obstante, si no prefijamos los dominios
de definición podemos obtener ejemplos en los que los miembros de la familia corres-
pondan con estructuras definidas parcialmente sobre conjuntos distintos. En el siguiente
ejemplo presentamos una de estas familias.
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Ejemplo 4.5.3. Suponemos que queremos especificar la categoŕıa discreta T formada
por sólo dos objetos que correspondan al conjunto de los números naturales con la
operación siguiente y al mismo conjunto con la operación predecesor. Entonces, una
signatura Σ que permite especificar los elementos de la anterior categoŕıa viene dada
por un único género s y una única operación ω : s → s. El dominio de datos que fijamos
para esta signatura es Ds = N. En este caso no vamos a establecer igualdades sobre este
dominio (exigiremos que la igualdad sea la literal) por lo que no necesitamos construir
la signatura Σeq. De esta forma, trabajamos con la categoŕıa de álgebras PAlgD(Σ).
De toda esta categoŕıa nos restringimos a la subcategoŕıa C con dos únicas álgebras: A1

que está definida por Def(ωA1) = N y ωA1(n) = n + 1, para todo n ∈ N; y A2 que está
definida por Def(ωA2) = N∗ y ωA2(n) = n − 1, para todo n ∈ N∗.

Ahora, si construimos la signatura oculta Σimp y la correspondiente subcategoŕıa Cimp

de HPAlgD(Σimp), podemos considerar un álgebra B de Cimp que recoge la familia de dos
álgebras que forman A1 y A2 de la siguiente manera. El soporte sobre el género destacado
es el conjunto formado por dos elementos {+,−}, y la única función parcial tiene como
dominio de definición ({+}×N)∪ ({−}×N∗) y está definida por imp ωB(+, n) := n+1,
para todo n ∈ N, e imp ωB(−, n) := n − 1, para todo n ∈ N∗. ¤

La posibilidad de disponer de dominios de definición distintos en cada álgebra permite
pensar en modelados alternativos para las estructuras que hemos presentado anterior-
mente, sin necesidad de recurrir a las álgebras con igualdad.

Ejemplo 4.5.4. Podemos obtener un álgebra parcial que represente a la familia de los
subgrupos de Z si trabajamos sobre la categoŕıa PAlgD(GRP), con GRP la signatura para
grupo y Z como dominio de datos para el único género. Esta álgebra es una GRPimp-
álgebra G que esta definida por el soporte N para el género destacado y las operaciones:

· imp prdG(n, d1, d2) = d1 + d2 con Def(imp prdG) = {(n, d1, d2) | n ∈ N, d1, d2 ∈
nZ},

· imp invG(n, d) = −d con Def(imp invG) = {(n, d) | n ∈ N, d ∈ nZ},

· imp untG(n) = 0.

Para cada n ∈ N fijado, obtenemos una GRP-álgebra equivalente a nZ sin más que
restringirnos al dominio de definición de las operaciones. No obstante, debemos observar
que no obtenemos directamente una representación del grupo nZ, ya que el conjunto
soporte del álgebra es todo Z a diferencia de lo que consegúıamos con las álgebras con
igualdad, donde el soporte del álgebra es nZ. ¤

4.5.3.2 Trabajar con homomorfismos débiles

Si no fijamos los dominios de definición y consideramos nuestros modelos dentro de
la categoŕıa HPAlgD(Σeq

imp), cuyos morfismos son los homomorfismos débiles ocultos,
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entonces el objeto canónico que hemos definido en la subcategoŕıa plena Cimp deja de
ser objeto final. Esto es debido a que el homomorfismo que utilizamos para probar la
finalidad de este objeto no es único, como demuestra el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 4.5.5. Tomamos como categoŕıa de partida la categoŕıa discreta formada por
dos objetos: el conjunto de los números naturales con la aplicación identidad y este
mismo conjunto con la identidad restringida a N∗. Es decir, T = {〈N, (idN : N →
N, Def(idN) = N)〉, 〈N, (idN∗ : N → N, Def(idN∗) = N∗)〉}.

Una signatura adecuada para especificar los objetos de esta categoŕıa es la misma
signatura Σ y el mismo dominio de datos que hemos utilizado en el Ejemplo 4.5.3. Tam-
poco necesitamos en esta ocasión construir la signatura con igualdad correspondiente
(la única igualdad considerada es la literal). Ahora nos restringimos a la subcategoŕıa C
de PAlgD(Σ) con dos únicos objetos que corresponden a las dos álgebras de T .

Nos entretenemos un momento en citar las caracteŕısticas tanto de la signatura Σimp

como de la categoŕıa Cimp. La signatura oculta Σimp tiene dos géneros s, imp
Σ
, y una

única operación imp ω : imp
Σ
s → s, además de las constantes visibles. Si continuamos

con nuestra construcción tomando una subcategoŕıa Cimp plena de HPAlgD(Σimp) (ca-
tegoŕıa cuyos morfismos son homomorfismos débiles), tenemos que Cimp está formada
por las álgebras B de HPAlgD(Σimp) tal que para todo b ∈ Bimp

Σ
, la Σ-álgebra Bb dada

por Bb
s = N y ωBb(x) := ωB(b, x), con Def(ωBb) = {x ∈ N | (b, x) ∈ Def(ωB)}, es un

objeto de C. Es decir ωBb es idN o idN∗ .

Ahora, el objeto canónico Acan en Cimp es la Σimp-álgebra cuyo soporte sobre el
género destacado es Acan

imp
Σ

= {(f,Def(f)) | 〈N, (f,Def(f))〉 ∈ C}; es decir, en este

caso, Acan
imp

Σ
= {(idN, N), (idN∗ , N∗)}. La única operación de Acan está definida de la

siguiente forma: Def(imp ωAcan) = {((f,Def(f)), x) ∈ Acan
imp

Σ
× N | x ∈ Def(f)},

es decir, Def(imp ωAcan) = {(idN, N) × N, (idN∗ , N∗) × N∗}, y para estos elementos
imp ωAcan((f,Def(f)), x) = f(x).

Sin embargo, vamos a comprobar que el objeto anterior no es final en Cimp. En
efecto, podemos definir dos morfismos de Acan en śı mismo. Por un lado tenemos el
morfismo identidad. Por otro lado, definimos el Σimp-homomorfismo oculto débil h
dado por la aplicación himp

Σ
: Acan

imp
Σ

→ Acan
imp

Σ
tal que himp

Σ
((idN, N)) = (idN, N) y

himp
Σ
((idN∗ , N∗)) = (idN, N).

Esta aplicación realmente determina un Σimp-homomorfismo oculto débil. Para la
única operación oculta imp ω : imp

Σ
g → g, se verifica la condición sobre los domi-

nios de definición. Como Def(imp ωAcan) = {(idN, N) × N, (idN∗ , N∗) × N∗}. Da-
do ((idN, N), x), con x ∈ N, se tiene que (himp

Σ
((idN, N)), x) = ((idN, N), x), o dado

((idN∗ , N∗), x), con x ∈ N∗, entonces (himp
Σ
((idN∗ , N∗)), x) = ((idN, N), x). Ambos casos

pertenecen a Def(imp ωAcan). Además, también se verifica la condición de homomorfis-
mo. Para cada ((f,Def(f)), x) ∈ Def(imp ωAcan), imp ωAcan(himp

Σ
((f,Def(f)), x) =

imp ωAcan((idN, N), x) = idN(x) = x = imp ωAcan((f,Def(f)), x), aśı himp
Σ

conmuta
con la única operación de Acan. ¤
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La idea subyacente es que, cuando trabajamos con homomorfismos ocultos débiles
(sin prefijar los dominios de definición), perdemos una propiedad que estaba presente en
todo nuestro estudio anterior y que no ha sido mencionada hasta ahora. Esta propiedad
dice que la restricción de un homomorfismo oculto a los género visibles es el homomor-
fismo identidad para el dominio de datos. Esta condición sobre los morfismos puede
expresarse en general en nuestra construcción imp de una manera bastante natural:

Si A y B son Σeq
imp-álgebras de Cimp, un Σeq

imp-homomorfismo oculto débil, f : A →
B, f = (fimpΣeq , (idDs)s∈Seq), de HPAlgD,dom(Σeq

imp) es un morfismo de Cimp si para

todo a ∈ AimpΣeq , (idDs)s∈Seq : Aa → BfimpΣeq (a) es un morfismo de C.

Esta condición no se satisface en el ejemplo anterior. Observamos que nuestra cate-
goŕıa C es una categoŕıa discreta, por lo que realmente sólo se dispone del homomorfismo
identidad y únicamente podemos garantizar que los dominios de definición de las ope-
raciones de Aa coincidan con los de las operaciones de BfimpΣeq (a) si trabajamos con
homomorfismos fuertes.

Si imponemos esta condición sobre los morfismos de Cimp, que obviamente dejará de
ser una subcategoŕıa plena, recuperamos la propiedad de ser objeto final para el caso en
el que trabajemos con homomorfismos ocultos débiles.

4.6 Modelado de relaciones entre diferentes estruc-

turas algebraicas

Hasta ahora sólo nos hemos preocupado de especificar por separado las estructuras de
datos presentes en EAT. No obstante, en EAT estas estructuras no viven solas, sino
que existen operadores que permiten establecer relaciones entre ellas. En particular,
estudiaremos un tipo de operadores muy importantes, aquéllos que permiten construir
una estructura a partir de otra. Un ejemplo de este tipo es el operador que construye el
complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial. Las relaciones entre estructuras
algebraicas corresponden con la restricción a objetos de funtores entre las correspondien-
tes categoŕıas de estructuras. En esta sección trataremos de extender nuestros resultados
previos de tal modo que estos funtores entre categoŕıas puedan ser también modelados.
Dicho modelado constituye el bloque central del art́ıculo [28].

Partimos de dos categoŕıas T 1 y T 2, y un funtor entre ellas F : T 1 → T 2 (la cons-
trucción que pretendemos modelar). Suponemos que ambas categoŕıas admiten una
modelización siguiendo la técnica descrita en las secciones anteriores. Para ello retoma-
mos el hecho de tener un dominio de definición prefijado, tal y como se hace en [28], ya
que es suficiente para nuestros propósitos. No obstante, podemos hacer un desarrollo
paralelo sin tener estos dominios prefijados trabajando con homomorfismos fuertes o
bien con homomorfismos débiles incluyendo condiciones parecidas a las presentes en el
comentario final de la sección anterior. Aśı, disponemos, para i = 1, 2, de una signatura
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Σi = (Si, Ωi), un dominio de datos Di junto con un dominio de definición domi, y una
subcategoŕıa Ci de PÃlgDi,domi

(Σi,eq), tal que cada A objeto de Ci verifica que el cociente
A/eqi

A
define un objeto de T i.

Además, exigimos que el funtor F cumpla que, para cada Σ1,eq-álgebra A de C1, el
T 2-objeto F (A/eq1

A
) pueda ser expresado como B/eq2

B
para alguna Σ2,eq-álgebra B de

C2. En otras palabras, estamos asumiendo que el funtor F : T 1 → T 2 pueda elevarse al
nivel de la representación dando lugar a una aplicación F̃ : Obj(C1) → Obj(C2) que hace
conmutativo el siguiente diagrama sobre objetos:

Obj(C1)
F̃−−−→ Obj(C2)

/eq1

y y/eq2

T 1 −−−→
F

T 2

En general, esta condición dará lugar a una restricción sobre el dominio de datos D2,
como veremos posteriormente en los ejemplos.

De la misma forma que para realizar el modelado de los objetos de una categoŕıa T ,
nos preocupábamos de modelar los objetos de una categoŕıa intermediaria C, de modo
que los objetos de la categoŕıa inicial se obtienen por paso al cociente, el modelado de la
aplicación sobre objetos del funtor F se realizará a partir del modelado de una aplicación
auxiliar F̃ , que actúe sobre los objetos de las categoŕıas auxiliares. Nuevamente, el funtor
F se obtendrá tras un posterior paso al cociente.

Bajo las condiciones anteriores definimos una signatura Σ que es la unión de Σ1,eq
imp

y Σ2,eq
imp, (signaturas construidas a partir de Σ1,eq y Σ2,eq a través de la operación imp),

junto con una operación ρ : impΣ1,eq → impΣ2,eq entre los géneros distinguidos de ambas
signaturas. La signatura Σ se define como una signatura oculta con dos géneros ocultos
impΣ1,eq y impΣ2,eq . El álgebra de datos está formada por las constantes que provienen
del dominio de datos D = D1 ∪ D2.

Debemos notar que las dos signaturas anteriores no son disjuntas: por ejemplo coin-
ciden en el género bool. Para evitar entrar en conflicto con los nombres de los géneros
de ambas signaturas, renombraremos un género si aparece en las dos signaturas con
dominio de definición distinto. Además, consideraremos que los géneros ocultos son
siempre distintos (renombraremos en caso contrario), por lo que no se produce conflictos
entre las operaciones de las dos signaturas, ya que todos ellos presentan a uno u otro
de estos géneros ocultos. No obstante, no pretendemos entrar por ahora en problemas
como el polimorfismo de operadores, que por otro lado no está presente en EAT. Por lo
tanto, también renombraremos una operación si aparece con el mismo nombre en ambas
signaturas.

Esta situación es nueva con respecto a lo que hemos presentado en los caṕıtulos
previos y también respecto al trabajo realizado en [72]. En esta signatura aparecen por
primera vez dos géneros ocultos y también operaciones constructoras. Naturalmente,



146 Caṕıtulo 4. Especificación algebraica de relaciones entre estructuras

este tipo de signaturas están incluidas en la teoŕıa general de especificaciones ocultas
[42], aunque no en el caso particular de signatura obtenida a partir de la construcción
imp que en este trabajo hemos tratado.

El ambiente en el que nos situamos a partir de la signatura Σ es la categoŕıa
HPAlgD,dom(Σ). Esta categoŕıa tiene como objetos las Σ-álgebras parciales ocultas
definidas sobre el dominio de datos D = D1 ∪ D2. El dominio de definición para las
operaciones deconstructoras viene definido como antes a partir de dom = dom1 ∪ dom2,
mientras que la operación ρ es considerada total. Los morfismos de esta categoŕıa son
los Σ-homomorfismos débiles ocultos. No obstante, al trabajar sobre dominios prefijados
y ser ρ total son también fuertes.

Un morfismo h : A → B de HPAlgD,dom(Σ) entre dos Σ-álgebras A y B de esta
categoŕıa, está determinado por dos aplicaciones totales:

himp
Σi,eq

: Aimp
Σi,eq

→ Bimp
Σi,eq

, i = 1, 2,

una para cada género oculto, tal que verifique:

• para cada operación imp ω : impΣi,eqs1 . . . sn → s, con i = 1, 2 y cada tupla
(a, d1, . . . , dn) ∈ Def(imp ωA)

imp ωA(a, d1, . . . , dn) = imp ωB(himp
Σi,eq

(a), d1, . . . , dn),

• y para cada a ∈ AimpΣ1,eq

himpΣ2,eq (ρA(a)) = ρB(himpΣ1,eq (a)).

Como es de esperar, no nos interesan todas las álgebras de HPAlgD,dom(Σ). Consi-
deramos una subcategoŕıa plena C de HPAlgD,dom(Σ) tal que dada un álgebra A de C
se tiene que:

• Las restricciones (siendo precisos, los reductos para las inclusiones de signaturas)
de A a Σ1,eq

imp y a Σ2,eq
imp son objetos de C1

imp y C2
imp respectivamente; es decir, A|Σi,eq ∈

Ci
imp, i = 1, 2. Denotaremos A|Σi,eq por A(i), i = 1, 2.

• Para cada elemento a ∈ AimpΣ1,eq , A(2)ρA(a) = F̃ (A(1)a).

Recordamos que, para b ∈ Aimp
Σi,eq

, A(i)b es la Σi,eq-álgebra parcial de Ci que
definimos por las funciones parciales ωA(i)b(d1, . . . , dn) := imp ωA(i)(b, d1, . . . , dn) y
Def(ωA(i)b) = domω, para cada ω : s1 . . . sn → s de Σi,eq. Entonces, la segunda con-

dición exige que la interpretación de la operación ρ sea exactamente la prestada de F̃ .
Es decir, el elemento ρA(a) ∈ AimpΣ2,eq determina el objeto de C2 que se obtiene al aplicar

F̃ al álgebra de C1 obtenida a partir de a.
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Si A y B son Σ-álgebras de C, un Σ-homomorfismo oculto débil h : A → B,
dado por h = (himpΣ1,eq , himpΣ2,eq , (ids)s∈S\{impΣ1,eq ,impΣ2,eq}), obviamente verifica que

hi = (himp
Σi,eq

, (ids)s∈Si,eq) es un Σi,eq
imp-homomorfismo de Ci

imp, i = 1, 2. Aśı, todos
los morfismos de la categoŕıa cumplen esta condición esperable y podemos considerar
nuestra subcategoŕıa plena.

En estas condiciones podemos de nuevo definir un objeto canónico en C, a partir de la
unión de los objetos finales de C1

imp y C2
imp. Dicho objeto resultará ser final en C y, desde

el punto de vista de la implementación, lo importante es que corresponde con la forma
en que este tipo de trasformaciones entre estructuras de datos fueron implementados en
EAT.

4.6.1 Objeto final

Sean la signatura Σ = (S, Ω), el dominio de datos D y el dominio de definición dom
tal y como han sido definidos en la sección anterior, aśı como la subcategoŕıa C de
HPAlgD,dom(Σ). Sea Ai,can el objeto final que obtuvimos para la categoŕıa Ci

imp, i = 1, 2.
Entonces, podemos definir un objeto de C, que denotamos de nuevo por Acan, a partir
de estos dos objetos finales, junto con una interpretación de ρ que hace corresponder a
cada tupla de funciones que representa a un objeto O de C1, la tupla de funciones que
representa al objeto F̃ (O) de C2. De forma más precisa, definimos el álgebra Acan como
la Σ-álgebra que verifica:

• Acan|Σi,eq
imp = Ai,can, i = 1, 2,

• para cada (fω1)ω1∈Ω1,eq ∈ Acan
impΣ1,eq

, se define ρAcan((fω1)ω1∈Ω1,eq) = (gω2)ω2∈Ω2,eq ,

siendo 〈D2, (gω2)ω2∈Ω2,eq〉 = F̃ (〈D1, (fω1)ω1∈Ω1,eq〉).

De la propia definición se obtiene que este objeto pertenece a la categoŕıa C. El
siguiente resultado demuestra que Acan es objeto final de C.

Teorema 4.6.1. La Σ-álgebra Acan, cuyos reductos sobre Σ1,eq
imp y Σ2,eq

imp corresponden con
los objetos finales en C1

imp y C2
imp, es objeto final en C.

Demostración. Sea B un objeto de C. Entonces, por definición de la subcategoŕıa
C se tiene que:

· B|Σi,eq
imp ≡ B(i) ∈ Ci

imp, para i = 1, 2,

· para cada b ∈ BimpΣ1,eq , B(2)ρB(b) = F̃ (B(1)b).

Como B(i) ∈ Ci
imp y Ai,can es el objeto final de esta categoŕıa, existe un único

Σi,eq
imp-homomorfismo oculto débil de Ci

imp entre B(i) y Ai,can, i = 1, 2. Suponemos
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que este homomorfismo está determinado por la función total en el género oculto
hi,can : B(i)imp

Σi,eq
→ Ai,can

imp
Σi,eq

, con i = 1, 2.

Podemos definir entonces el único morfismo entre B y Acan en C que determinado
por la pareja de funciones totales (h1,can, h2,can).

Para demostrar que este morfismo verifica la propiedad de homomorfismo débil es
suficiente con comprobar la propiedad de homomorfismo sobre la operación ρ. Para
el resto de las operaciones se obtiene de forma inmediata por ser hi,can, i = 1, 2 un
homomorfismo débil en la correspondiente categoŕıa. Es decir, debemos probar si para
cada b ∈ BimpΣ1,eq

h2,can(ρB(b)) = ρAcan(h1,can(b)).

Por un lado tenemos que h1,can(b) = (ω1
B(1)b)ω1∈Ω1,eq , por definición de h1,can, y, por

definición de Acan, ρAcan((ω1
B(1)b)ω1∈Ω1,eq) = (fω2)ω2∈Ω2,eq , tal que 〈D2, (fω2)ω2∈Ω2,eq〉 =

F̃ (〈D1, (ω1
B(1)b)ω1∈Ω1,eq〉).

Por otro lado tenemos que h2,can(ρB(b)) = (ω2
B(2)ρB(b))ω2∈Ω2,eq , por definición de h2,can,

y 〈D2, (ω2
B(2)ρB(b))ω2∈Ω2,eq〉 = F̃ (〈D1, (ω1

B(1)b)ω1∈Ω1,eq〉), por definición de B. Entonces

(fω2)ω2∈Ω2,eq = (ω2
B(2)ρB(b))ω2∈Ω2,eq , por lo que obtenemos la igualdad buscada.

La unicidad del morfismo se demuestra a partir de la unicidad de los morfismos
finales hi,can en las categoŕıas Ci

imp, i = 1, 2. Sea otro morfismo entre B y Acan en C
determinado por la pareja de funciones totales (h1, h2), con hi : B(i)imp

Σi,eq
→ Ai,can

imp
Σi,eq

,

i = 1, 2. Entonces, en particular hi es morfismo en Ci
imp. Pero, hi,can es final en esta

categoŕıa, por lo que hi,can = hi, i = 1, 2. ¥

4.6.2 Ejemplos

Para ilustrar la potencia práctica de esta última construcción teórica, en esta sección
incluimos tres ejemplos de su aplicación. En el primero desarrollamos el funtor olvido
entre grupos y semigrupos. En este ejemplo nos situaremos en un contexto “ŕıgido” (en
el que trabajaremos con álgebras totales y no permitiremos definir equivalencias en sus
soportes). En el segundo, estudiamos la construcción anillo de grupo. En esta ocasión
permitiremos igualdades distintas de las literales aunque las álgebras seguirán siendo
totales. El tercer ejemplo lo dedicaremos a representar la construcción que define el
complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial. Esta construcción está presente
en EAT y para describirla formalmente necesitamos incorporar la parcialidad a nuestros
modelos y la posibilidad de establecer cocientes en los mismos.
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4.6.2.1 Semigrupo de un grupo

Sean SGRP la categoŕıa de los semigrupos, GRP la categoŕıa de los grupos y F : GRP →
SGRP el funtor olvido entre ambas que asigna a cada grupo el semigrupo que se obtiene
prescindiendo de la operación inversa y el elemento neutro del grupo.

Comenzamos recordando la modelización de ambas categoŕıas por separado. Para
ello utilizamos la técnica presentada en las secciones anteriores.

Para GRP rescatamos la signatura de grupo GRP y fijamos un dominio de datos
DGRP

g = X, con X un conjunto cualquiera. Aśı, debemos restringimos a los grupos que
se pueden construir sobre este conjunto X, es decir, nos quedamos con la subcategoŕıa
CGRP de AlgDGRP

(GRP) cuyos objetos están en GRP .

Para modelar los semigrupos definimos la signatura SGRP con un único género sg
y una única operación +: sg × sg → sg. Para ella es necesario fijar un dominio de
datos DSGRP

sg = Y , con Y un conjunto cualquiera. Nos restringimos entonces a una

subcategoŕıa CSGRP de AlgDSGRP
(SGRP) cuyos objetos están en SGRP .

En este caso, como no establecemos equivalencias dentro de los soportes, tenemos
que:

F̃ := F |CGRP : Obj(CGRP ) → Obj(CSGRP ).

Entonces, para que el funtor F verifique la condición que hemos exigido a los funtores
que vamos a tratar es necesario y suficiente que DSGRP

sg = DGRP
g , es decir, el grupo y el

semigrupo deben compartir el mismo soporte.

Si aplicamos la operación imp a esas signaturas y esas categoŕıas de álgebras, obtene-
mos una categoŕıa CGRP

imp de GRPimp-álgebras, y una categoŕıa CSGRP
imp de SGRPimp-álgebras.

Ahora, para especificar el funtor F , construimos la signatura Σ que resulta de la unión
de las signaturas GRPimp y SGRPimp junto con una operación ρ : impGRP → impSGRP entre
los géneros destacados de ambas signaturas. Esta signatura es una signatura oculta con
los anteriores géneros como únicos géneros ocultos. El dominio de datos D está formado
por Dg = Dsg = X.

Entonces, consideramos la subcategoŕıa C de HAlgD(Σ) tal que cada A objeto de C,
verifique que:

• para cada a ∈ AimpGRP , la GRP-álgebra A(1)a = 〈X, (imp prdA(a,−), imp inv(a,−),
imp unt(a))〉 esté en CGRP , y para cada b ∈ AimpSGRP , la SGRP-álgebra A(2)b =
〈X, imp +A(b,−)〉 esté en Csgrp,

• para cada a ∈ AimpGRP , A(2)ρA(a) = F (A(1)a), es decir:

imp +A(ρA(a),−) := imp prdA(a,−)

Si aplicamos el teorema anterior a este caso particular obtenemos que el objeto
canónico consta de tuplas para los géneros ocultos. En concreto, tuplas de tres funciones
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para el género destacado impGRP que determinen grupos sobre X y tuplas de una única
función para el género destacado impSGRP que determinen semigrupos sobre X. La función
que se asocia a ρ asigna a un elemento del conjunto para impGRP, la primera función
correspondiente a la operación producto en la tupla. Nuestra construcción hace expĺıcito
que esta operación de proyección es un “olvido” de estructura.

Por ejemplo, si X = Z, podemos representar cualquier grupo numerable provisto
del semigrupo que se obtiene al olvidar las operaciones inversa y elemento neutro. Sin
embargo, no es posible, en este contexto “ŕıgido”, codificar por ejemplo grupos finitos
del mismo modo, si mantenemos X = Z.

En el siguiente ejemplo abordamos una construcción algebraica más interesante como
es la del funtor que asocia a un grupo, el anillo de grupo correspondiente.

4.6.2.2 Anillo de grupo

La siguiente definición de anillo de grupo ha sido extráıda de [77].

Definición 4.6.2 (Anillo de grupo). Sean Z el anillo de los enteros y G un grupo. El
anillo de grupo Z[G] se define como el conjunto de todas las sumas formales

∑
x∈G rxx

con rx ∈ Z y rx = 0 para todo x ∈ G salvo en un número finito de excepciones, junto
con las operaciones de suma y multiplicación dadas por(∑

x∈G

rxx

)
+

(∑
x∈G

r′xx

)
=

∑
x∈G

(rx + r′x)x

y (∑
x∈G

rxx

)(∑
y∈G

r′yy

)
=

∑
z∈G

( ∑
xy=z

rxr
′
y

)
z.

Por analoǵıa con estructuras anteriores, en ocasiones nos referiremos a los elementos
de un anillo de grupo como combinaciones y a los del grupo como generadores.

Como es habitual en la definición anterior estamos denotando de la misma forma
al grupo G y al conjunto sobre el que está definido el grupo, aunque debemos tener
presente que son cosas distintas. Resulta redundante señalar que si G es un grupo, Z[G]
es un anillo.

En este ejemplo tratamos de especificar el funtor que asocia a cada grupo G el anillo
de grupo Z[G]. Este funtor se define sobre morfismos de forma natural (a partir de las
imágenes de los generadores se obtienen las imágenes de las combinaciones).

Podemos trabajar con una definición de anillo de grupo más general. A partir de
cualquier anillo con unidad R y cualquier grupo G se construye el anillo de grupo R[G].
Aśı, fijado un anillo con unidad R definimos análogamente el funtor que asocia a cada
grupo G el anillo de grupo R[G].
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Sean GRP la categoŕıa de los grupos, RNG la categoŕıa de los anillos y F : GRP →
RNG el funtor que asigna a cada grupo su anillo de grupo asociado.

Debemos comenzar dando modelos formales para grupos y anillos. En esta ocasión
incluimos la posibilidad de realizar identificaciones sobre los soportes pero no permiti-
remos parcialidad. Por ello, no es necesario prefijar un dominio de definición.

Para la primera categoŕıa necesitamos nuevamente la signatura de grupo GRP,
aśı como un dominio de datos DGRP

g = X. Definimos la subcategoŕıa CGRP eq
de

ÃlgDGRP
(GRPeq) que está formada por las GRPeq-álgebras A tal que la GRP-álgebra Ã

es un grupo con elementos tomados en X.

Similarmente, para modelizar los anillos, utilizamos la signatura RNG que tiene un
único género r y las operaciones +: r×r → r, − : r → r, e : → r, ∗ : r×r → r, junto con
un conjunto de datos DRNG

r = Y . Definimos la subcategoŕıa CRNGeq
de ÃlgDRNG

(RNGeq)
que está formada por las RNGeq-álgebras B tal que la GRP-álgebra B̃ es un anillo con
soporte de elementos en Y .

Ahora, para poder especificar la aplicación entre objetos dada por el funtor
F : GRP → RNG, debe verificarse que para cada álgebra A de Obj(CGRP eq

), el objeto
F (Ã) de RNG pueda ser modelado a través de un álgebra B de Obj(CRNGeq

). Como X
es el soporte del álgebra A para el género g, entonces el conjunto sobre el que se define
el grupo Ã es el cociente X/eqg

A
. Aśı, el conjunto sobre el que se define el anillo F (Ã) es

Z[X/eqg
A
]. Entonces, para que se verifique la anterior condición es suficiente considerar

como soporte para la signatura de anillo el conjunto DRNG
r = Z[X], es decir, el grupo

abeliano libre sobre el conjunto X, de modo que al actuar la igualdad eqr
B sobre este

conjunto recuperemos el soporte anterior para el anillo. Con idea de aproximarnos a una
posible implementación, tomaremos como soporte DRNG

r el conjunto formado por listas
de parejas de elementos, similar al que elegimos para las combinaciones de un complejo
de cadenas en un determinado grado pero prescindiendo del elemento que marcaba el
grado. Es decir, consideramos

DRNG
r = {〈(r1, x1), . . . , (rn, xn)〉 | n ≥ 0, ri ∈ Z, xi ∈ X, i = 1, . . . , n},

de modo que se recoge un número finito de parejas que debe contener aquéllas en las
que el coeficiente entero no es nulo. No se exige que todos los coeficientes sean no
nulos, ni que los elementos de X sean distintos para poder definir más cómodamente las
operaciones del anillo. Posteriormente la igualdad deberá realizar identificaciones que
permitan recuperar la suma formal.

Si aplicamos ahora la operación imp a dichas signaturas y a sus correspondientes
categoŕıas de álgebras, obtenemos una categoŕıa CGRP eq

imp de GRP
eq
imp-álgebras y una cate-

goŕıa CRNGeq

imp de RNG
eq
imp-álgebras. Entonces, para especificar el funtor F , consideramos

la signatura Σ que es la unión de las signaturas GRPeq
imp y RNG

eq
imp junto con una operación

ρ : impGRPeq → impRNGeq entre los géneros destacados de ambas signaturas. Esta signatura
es una signatura oculta con los dos anteriores como únicos géneros ocultos. El dominio
de datos D está formado por los dominios de datos fijados en las dos signaturas.
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Entonces, consideramos la subcategoŕıa C de HAlgD(Σ) tal que cada A objeto de C,
verifique que:

• para cada a ∈ AimpGRPeq , la GRPeq-álgebra A(1)a = 〈X, {imp prdA(a,−),
imp invA(a,−), imp untA(a), imp eqg

A(a,−)}〉 esté en CGRP eq
, y para cada

b ∈ AimpRNGeq , la RNGeq-álgebra A(2)b = 〈Z[X], {imp +A(b,−), imp −A(b,−),
imp eA(b), imp ∗A(b,−), imp eqr

A(b,−)}〉 esté en CRNGeq
,

• para cada a ∈ AimpGRP , A(2)ρA(a) = F̃ (A(1)a).

Para que se dé la segunda condición anterior es suficiente exigir que las operaciones
imp +A, imp −A y imp eA para el elemento ρA(a) fijado, se definan como las operacio-
nes correspondientes al grupo abeliano libre del complejo de cadenas, aprovechando la
estructura que tienen los elementos de DRNG

r . La operación de igualdad imp eqr
A para

el elemento ρA(a) fijado, se define similarmente a partir de la operación imp eqg
A para

el elemento a fijado, esto es, se tienen igualdades entre combinaciones que se definan a
partir de igualdades sobre generadores. Además, se utiliza esta igualdad para recuperar
la suma formal a partir de la representación anterior de modo que se identifican dos
combinaciones si se diferencian en el orden de sus monomios, una combinación que pre-
sente un elemento con coeficiente nulo con aquélla que no la presente y por último una
combinación con dos monomios que comparten el mismo generador con la combinación
que presente un único monomio con ese generador y coeficiente la suma (entera) de los
coeficientes. Por último, la operación imp ∗A sobre el elemento ρA(a) se define de la
siguiente manera:

imp ∗A(ρA(a), 〈(rx1 , x1), . . . , (rxn , xn)〉, 〈(ry1 , y1), . . . , (rym , ym)〉) :=

〈(rxi
ryj

, imp prdA(a, xi, yj))i=1,...,n,j=1,...,m〉.

Si aplicamos el teorema de existencia de objeto final, en este caso particular obte-
nemos un modo “universal” de representar la construcción anillo de grupo (sobre un
conjunto X). Ésta consta de tuplas de cuatro funciones (incluida la igualdad) para el
género destacado impGRPeq que determinen un grupo sobre X, y de tuplas de cinco fun-
ciones para el género destacado impRNGeq que determinen anillos sobre Z[X]. La función
correspondiente a ρ asigna a una tupla de funciones en impGRPeq la tupla del anillo de
grupo que se construye sobre el anterior grupo en impRNGeq .

Por ejemplo, si X = Z, podemos representar cualquier grupo finito o numerable
provisto de su correspondiente anillo de grupo.

4.6.2.3 Complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial

Como último ejemplo abordamos la representación del funtor que aplica a cada con-
junto simplicial el complejo de cadenas que canónicamente tiene asociado. La siguiente
definición ha sido tomada de [65].
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Definición 4.6.3 (Complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial). Sea
K = {Kn}n∈N un conjunto simplicial con operaciones cara y degeneración {δn

i }n>0,i=1,...,n,
{ηn

i }n≥0,i=1,...,n. El complejo de cadenas asociado a K, que denotamos por C(K), es
el complejo de cadenas dado por {C(K)n, dn}n∈Z donde, si n ≥ 0, C(K)n = Z[Kn]
siendo Z[Kn] el Z-módulo libre generado por Kn, y si n < 0, C(K)n = ∅; la operación
diferencial, para n > 0 se define a partir de la siguiente aplicación sobre los generadores

dn :=
n∑

i=0

(−1)iδn
i

(se completa al extenderse por linealidad para los elementos de Z[Kn]), y para n ≤ 0 se
toma el homomorfismo nulo.

Sobre los morfismos, es claro como cada morfismo entre conjuntos simpliciales da
lugar a un morfismo entre los correspondientes complejos de cadenas (otra vez basta
extender a combinaciones una aplicación entre generadores).

Sean SS la categoŕıa de los conjuntos simpliciales, CC la categoŕıa de los complejos
de cadenas y F : SS → CC el funtor que construye el complejo de cadenas asociado
a un conjunto simplicial. Antes de tratar de modelar la aplicación a nivel de objetos
correspondiente a este funtor, necesitamos construir representaciones para los conjuntos
simpliciales y los complejos de cadenas. Estas representaciones han sido propuestas como
ejemplos en las secciones anteriores. Para conseguirlas ha sido necesario utilizar tanto
equivalencias dentro de los dominios como parcialidad en los modelos. Aśı, definimos
dos signaturas Σss,eq y Σcc,eq, junto con los dominios de datos Dss, Dcc y los dominios de
definición domss y domcc. Entonces, consideramos categoŕıas Css y Ccc que recogen los
conjuntos simpliciales y complejos de cadenas que se pueden definir sobre los dominios
de definición a través de relaciones de equivalencia en los mismos.

Nuestro objetivo es dar una especificación de la restricción a objetos del funtor F , a
través de una aplicación F̃ : Obj(Css) → Obj(Ccc). Para ello es necesario que se verifique
que para cada álgebra A de Obj(Css), el objeto F (Ã) ∈ CC pueda ser modelado a
través de un álgebra B de Obj(Ccc). Debemos observar que la familia de conjuntos de
generadores del complejo de cadenas F (Ã) viene dada por Dss

asm/eqasm
A

. Aśı, es suficiente
con fijar como soporte para el género gnr en la signatura Σcc,eq el conjunto de datos
Dcc

gnr := Dss
asm. Entonces, si definimos la igualdad sobre los generadores del complejo

de cadenas como la igualdad sobre los śımplices del conjunto simplicial, recuperamos el
anterior soporte para los generadores del complejo de cadenas.

Ahora, definimos la signatura Σ que es la unión de las signaturas Σss,eq
imp y Σcc,eq

imp

junto con una operación ρ : impΣss,eq → impΣcc,eq entre los géneros destacados de ambas
signaturas. Esta signatura es una signatura oculta con los anteriores géneros como
únicos géneros ocultos. El dominio de datos D para ella se construye a partir del
conjunto de śımplices geométricos Dss

gsm = K y el conjunto de generadores Dcc
gnr = Dss

asm.
La operación de grado para los generadores del complejo de cadenas se obtiene a partir
de la operación de dimensión para los śımplices abstractos en el conjunto simplicial y
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a partir de éstas se obtienen los dominio de definición de las operaciones. Debemos
observar que, como consecuencia, los conjuntos de generadores para ı́ndices negativos
son vaćıos.

Entonces, consideramos la subcategoŕıa C de HPAlgD,dom(Σ) tal que cada A objeto
de C, verifique que cada elemento de AimpΣss,eq sirva de ı́ndice para un objeto de Css y
cada elemento de AimpΣcc,eq sirva de ı́ndice para un objeto de Ccc. Además, el elemento
ρA(a) debe indexar al objeto F̃ (A(1)a) para cada a ∈ AimpΣss,eq .

Para que se verifique la segunda condición anterior basta con definir la igualdad
para los generadores en el elemento ρA(a) como la igualdad para los śımplices abstractos
en el elemento a y, además, que la diferencial sobre una combinación en el elemento
ρA(a) esté definida a través de las operaciones caras en el elemento a según la fórmula
dn :=

∑n
i=0(−1)iδn

i . El resto de las operaciones para ρA(a) están definidas a partir de
éstas. Podemos expresar estas condiciones de un modo más expĺıcito:

· imp eqgnr
A (ρA(a), x, y) := imp eqasm

A (a, x, y), para todo x, y ∈ domcc
eqgnr ,

· imp dfA(ρA(a), 〈n, [(1, x)]〉) :=
imp addA(ρA(a), imp mltA(ρA(a), (−1)0, imp faceA(a, 0, n, x)),
imp addA(ρA(a), imp mltA(ρA(a), (−1)1, imp faceA(a, 1, n, x)), . . . ,
imp addA(ρA(a), imp mltA(ρA(a), (−1)n, imp faceA(a, n, n, x)) . . . )),

para todo x ∈ Dcc
gnr con dim(x) = n, n ≥ 0, y se extiende por linealidad para el

resto de elementos de Dcc
cmb.

EAT trabaja, por razones de eficiencia, con el complejo de cadenas normalizado
CN(K) asociado a un conjunto simplicial K. Este complejo de cadenas tiene como
generadores en cada grado exclusivamente a los śımplices geométricos. Las operaciones
diferenciales se definen a través de la suma formal de caras que se tiene en C(K),
excepto que se excluye de dicha suma los elementos en los que el resultado de la cara
sea un śımplice degenerado. Estos dos complejos de cadenas son equivalentes. Podemos
encontrar una demostración de este resultado en [65].

Esta versión del complejo de cadenas normalizado asociado a un conjunto simplicial
puede ser obtenida como una adaptación del modelo anterior. Para ello, el conjunto de
datos asociado a Dcc

gnr debe ser Dss
gsm y la igualdad sobre los generadores tiene que venir

dada por la igualdad sobre los śımplices geométricos. Entonces, simplemente debemos
modificar la condición sobre la diferencial de modo que la suma únicamente incluya las
caras que originen elementos no degenerados.

Si aplicamos de nuevo el teorema de finalidad en este caso particular tenemos un modo
“universal” de representar la construcción complejo de cadenas normalizado asociado a
un conjunto simplicial (sobre un conjunto de śımplices geométricos K). Ésta consta de
tuplas funciones para el género destacado impΣss,eq que determinen un conjunto simplicial
sobre K, y de tuplas de funciones para el género destacado impΣcc,eq que determinen un
complejo de cadenas sobre Z[K]. La función correspondiente a ρ asigna a una tupla de
funciones en impΣss,eq la tupla del complejo de cadenas asociado en impΣcc,eq .
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Recordamos que para tener determinado un conjunto simplicial es suficiente con
tener una pareja de funciones (fc′, =gsm) que representen la operación cara y la igualdad,
ambas sobre los śımplices geométricos. Igualmente para tener determinado un complejo
de cadenas es suficiente con definir una pareja de funciones (d′, =gnr) que representen la
operación diferencial y la igualdad, ambas sobre los generadores. Aśı, podemos definir
una nueva álgebra coherente con estos nuevos modelos, que presente como conjuntos
soporte para los géneros destacados tuplas de funciones como las anteriores. La función
que esta álgebra asocia a la aplicación ρ hace corresponder a una tupla (fc′, =gsm) la
tupla (d′, =gnr) de modo que =gnr es exactamente =gsm y d′ se define de la forma conocida
a través de fc′. No es dif́ıcil entonces probar que esta álgebra es también objeto final
dentro de la categoŕıa C. Esta álgebra corresponde exactamente con el modo en el que el
operador que permite construir un complejo de cadenas a partir de un conjunto simplicial
fue implementado en EAT (ver [81], página 42).





Caṕıtulo 5

De EAT a Kenzo

5.1 Introducción

En este caṕıtulo trataremos de realizar un estudio de las estructuras de datos presentes
en el sistema Kenzo, de la misma forma que hemos hecho con EAT. El sistema Kenzo
[34] es el descendiente de EAT, y ambos están dedicados al cálculo en Topoloǵıa Alge-
braica. En particular los dos calculan grupos de homoloǵıa de espacios de lazos iterados.
Una diferencia importante entre ambos sistemas, aparte de que en Kenzo se utilizan
algoritmos más eficientes, es que para implementar Kenzo se ha utilizado CLOS (Com-
mon Lisp Object System) que es la componente orientada a objetos de Common Lisp
[93]. Podemos encontrar un estudio detallado del sistema Kenzo en [33] y el manual de
usuario en [34]. Nosotros nos centraremos en el tratamiento que este programa da a sus
estructuras de datos.

El enfoque orientado a objetos de Kenzo permite construir estructuras eficientes
aprovechando las posibilidades que nos ofrecen herramientas como la herencia y el poli-
morfismo. La herencia es un concepto bastante escurridizo [100, 94, 66], abordable desde
diferentes perspectivas (ver, por ejemplo, [37, 50, 52, 67, 55, 44, 12, 16]), lo que hace que
su formalización sea una tarea complicada. En este caṕıtulo nos centraremos en la parte
de especificación de la herencia [92], continuando con la filosof́ıa de los caṕıtulos previos,
sin entrar en cuestiones de implementación de la misma. Nuestra aproximación se basará
en el marco conocido como especificación con orden en los géneros (“order-sorted specifi-
cation” [44]), que es la técnica que habitualmente se ha utilizado en especificación oculta
para modelar la herencia [41, 40]. No obstante, no nos ceñiremos a esta teoŕıa, de modo
que interpretaremos la herencia como un tipo de coerción expĺıcita [100, 13, 10, 35, 37],
en lugar de utilizar la interpretación habitual de la teoŕıa oculta como inclusión entre
los conjuntos soportes.

Además de la herencia, otro concepto importante en este caṕıtulo es el de polimorfis-
mo en las operaciones, que en una concepción amplia significa que un mismo identificador
puede hacer referencia a operaciones diferentes dependiendo del contexto. No obstan-
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te, en la literatura este concepto ha recibido diversas interpretaciones. Nosotros nos
quedaremos con las distintas clases de polimorfismo que observaron Cardelli y Wegner
en [17]. Estos autores distinguen dos clases de polimorfismo: el polimorfismo univer-
sal y el polimorfismo ad-hoc. El primer grupo trabaja normalmente sobre un número
infinito de tipos, los cuales deben tener una estructura común, mientras que las operacio-
nes polimórficas ad-hoc trabajan solamente sobre un conjunto finito de tipos diferentes
que, en principio, pueden no estar relacionados. Reciben el apellido de ad-hoc ya que
podemos entenderlas como un conjunto pequeño de operaciones monomórficas (no po-
limórficas). En términos de implementación, un operador polimórfico universal ejecuta
el mismo código para argumentos de cualquier tipo admisible, mientras que un operador
polimórfico ad-hoc puede ejecutar diferentes códigos para cada tipo de argumento.

Dentro del polimorfismo universal se distinguen dos tipos distintos de polimorfismo.
Por un lado el polimorfismo paramétrico y por otro el polimorfismo de inclusión. En
el polimorfismo paramétrico una operación tiene un parámetro impĺıcito o expĺıcito que
determina el tipo de argumento al cual puede aplicarse esta operación. En el polimor-
fismo inclusión un objeto puede ser visto como perteneciente a muchas clases diferentes.
Este último polimorfismo es el que se utiliza para especificar los subtipos y la herencia.
Se apellida inclusión ya que se refiere a clases no disjuntas en las que puede existir una
relación de contenido entre las mismas.

Dentro del polimorfismo ad-hoc se distinguen otros dos tipos de polimorfismo: la
sobrecarga de operaciones y las coerciones. Con sobrecarga de una operación se suele
expresar que un mismo nombre se utiliza para denotar operaciones conceptualmente
diferentes. En este caso, el contexto se utiliza para decidir qué operación debe actuar en
cada momento. Una coerción es una operación sintáctica que convierte un argumento
al tipo esperado por una función, de modo que al actuar esta coerción evita un error de
tipo.

En general, cuando hablemos de polimorfismo a lo largo de este caṕıtulo nos referi-
remos al polimorfismo de inclusión, que es el que obtendremos a partir de la herencia de
estructuras. No obstante, como veremos, no vamos a tener un contenido entre las clases
y nos apoyaremos en coerciones para formalizar este tipo de polimorfismo presente en
Kenzo.

Este caṕıtulo está organizado de la siguiente forma. En la siguiente sección damos
una breve presentación del sistema Kenzo1. En ella observaremos como Kenzo utiliza, a
diferencia de EAT, caracteŕısticas de la programación orientada a objetos. En particular
nos interesa cómo se hace uso del polimorfismo y de la herencia. Aśı, en la Sección 5.3
introducimos de modo informal posibles ideas para especificar estas caracteŕısticas y en
la Sección 5.5 abordamos la especificación de la herencia y del polimorfismo que ésta
genera. Previamente dedicamos la Sección 5.4 a analizar brevemente algunas operaciones

1No nos ha parecido oportuno hacer una presentación similar de EAT pues ésta está ya publicada
en [72], por ejemplo; por otra parte, nos ha parecido imprescindible incluir esta sección debido a ciertos
aspectos orientados a objetos de Kenzo que pueden ser considerados “no estándar”, como la relación
entre complejos de cadenas y conjuntos simpliciales.
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sobrecargadas en Kenzo. Las Secciones 5.6 y 5.7 contienen algunos ejemplos particulares.
Terminamos el caṕıtulo con un apartado de problemas pendientes de resolver. Este
caṕıtulo puede considerarse una ampliación de los art́ıculos [31] y [32].

5.2 Presentación de Kenzo

El propósito de esta sección es presentar el sistema Kenzo a través de ejemplos que
nos permitan estudiar algunas de sus caracteŕısticas. Pretendemos con ella examinar
algunas de las semejanzas y diferencias de este programa en relación a EAT en cuanto
a la codificación de sus estructuras (para una descripción de EAT consultarse [72], por
ejemplo).

Imaginemos que queremos calcular el grupo de homoloǵıa H5(Ω
2S3), es decir, el

quinto grupo de homoloǵıa del segundo espacio de lazos de la esfera S3. (El espacio
de lazos de un espacio es el conjunto de funciones continuas de la circunferencia en el
espacio que preservan el punto base, dotado de la topoloǵıa compacto-abierta.) Con
Kenzo, construimos la esfera S3 a través de la siguiente sentencia2:

>(setf s3 (sphere 3)) z
[K1 Simplicial-Set]

El programa devuelve el objeto de Kenzo K1 que es un conjunto simplicial, es decir,
una versión combinatoria de la esfera S3, y este objeto es asociado al śımbolo s3.

El siguiente paso es construir el segundo espacio de lazos de esta esfera:

> (setf l2s3 (loop-space s3 2)) z
[K18 Simplicial-Group]

Kenzo construye una versión combinatoria de este espacio. Debemos observar que la
versión combinatoria de ese espacio de funciones continuas es de naturaleza infinita. No
obstante, se obtiene una codificación de la misma a través de un pequeño conjunto de
funciones que integran un objeto grupo simplicial. Un grupo simplicial es un conjunto
simplicial provisto de una estructura de grupo compatible con la estructura simplicial
(los operadores simpliciales son homomorfismos).

Finalmente, para calcular el quinto grupo de homoloǵıa de la esfera introducimos la
instrucción:

2Las sentencias que mostramos en esta sección se han ejecutado en el sistema Kenzo bajo Allegro
Common Lisp. El śımbolo > representa al prompt de Lisp y la cruz de malta z corresponde a la tecla
<Return>, que da paso a la evaluación de la sentencia.
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> (homology l2s3 5) z
homology in dimension 5:

Component Z/3Z

Component Z/2Z

---done---

y el sistema devuelve la descripción del grupo de homoloǵıa H5(Ω
2S3) = Z2 ⊕ Z3. Este

resultado se ha obtenido en un segundo con un PC a 400 MHz.

Podemos analizar las estructuras de datos anteriores viendo cómo son almacenadas
en la memoria del ordenador. Para ello utilizamos la primitiva Common Lisp inspect

[93].

> (inspect s3) z
La evaluación de esa expresión Lisp hace que se muestre la ventana de la Figura 5.1.

Figura 5.1: Inspect de s3

En la Figura 5.1 vemos un ejemplo de cómo inspect muestra un objeto CLOS.
Utiliza una ĺınea para cada campo del objeto e incluye el nombre del campo delante del
śımbolo *.

Vamos a explicar los campos de un objeto conjunto simplicial como el anterior:
el campo basis contiene la información del conjunto de śımplices, en este caso esta
información viene dada por un algoritmo que asocia a cada número natural n una lista
con los śımplices de dimensión n; bsgn almacena el punto base; cmpr contiene un test de
comparación entre śımplices y el campo face codifica los operadores cara. Los campos
como grmd, idnm, orgn corresponden a la organización interna del software y no son
relevantes desde el punto de vista de la especificación.

El resto de los campos aparecen por herencia a partir de otras clases. Concreta-
mente, los campos dffr y efhm proceden de la clase complejo de cadenas, y cprd de
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la clase coálgebra. Son precisamente estos campos adicionales la diferencia que tie-
ne la estructura de conjunto simplicial codificada en Kenzo en relación a la estructura
codificada en EAT (ver [81, 72]). Aprovechamos para comentar que los campos que
determinan la estructura anterior son (basis, cmpr, face), todos ellos de naturaleza
funcional, bien funciones primitivas (#<function ...>) o bien cierres léxicos definidos
por el programa (#<closure ...>). Este hecho queda reflejado en el objeto final que
obteńıamos en el caṕıtulo anterior para modelizar esta estructura, en el que el soporte
para el género destacado está formado por tuplas funcionales. Concretamente, estas
tuplas están compuestas por dos funciones que representan a la operación de compara-
ción y a las operaciones cara sobre un conjunto de śımplices prefijado (conjunto al que
hace referencia el campo basis). En este sentido puede decirse que el modo de imple-
mentación usado en EAT y Kenzo para estructuras matemáticas es, en ciento sentido,
universal.

Inspeccionamos ahora la estructura l2s3.

> (inspect l2s3) z
La evaluación de la anterior expresión hace que se muestre la ventana de la Figura

5.2.

Figura 5.2: Inspect de l2s3

Si comparamos las Figuras 5.1 y 5.2, podemos observar como la estructura l2s3

contiene todos los campos de la anterior estructura de conjunto simplicial. Esto se debe
al hecho de que en Kenzo la clase grupo simplicial ha sido definida como una subclase
de la clase conjunto simplicial. En términos de Teoŕıa de Categoŕıas podemos decir que
existe un funtor olvido de la categoŕıa de los grupos simpliciales a la categoŕıa de los
conjuntos simpliciales. En nuestro marco algebraico, esto corresponde a considerar que
la relación de herencia “olvida” alguno de los campos.

Los campos nuevos en esta clase de grupo simplicial son grml y grin, que definen la
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operación de multiplicación y la inversa del grupo, respectivamente. Los campos aprd

y kfll pertenecen a esta clase porque, además, la clase de grupo simplicial hereda de
otras clases, en concreto de la clase álgebra (aprd codifica el producto del álgebra) y la
clase Kan (kfll codifica el “sombrero” de Kan (ver [65], página 3)).

Una diferencia esencial entre las estructuras s3 y l2s3 es que la primera de ellas
es una estructura finita, efectiva en terminoloǵıa de Sergeraert [79]. Ésta es una im-
plementación directa de un conjunto simplicial finito. Concretamente, es una versión
combinatoria del espacio topológico S3. Por su parte, l2s3 es una implementación de
un espacio infinito. Sin embargo, dicha implementación recoge toda la información ne-
cesaria para realizar ciertos cálculos sobre el espacio topológico al que representa. Esta
información es siempre de naturaleza local, es decir, relacionada con un único elemento
o un conjunto finito de elementos que estén relacionados, en algún sentido algebraico o
geométrico. Aśı, estas estructuras se llaman localmente efectivas [79]. El campo basis

refleja esta caracteŕıstica. En el caso en el que trabajemos con un objeto efectivo, como
por ejemplo S3, este campo almacena una aplicación que asigna a cada dimensión la
lista de śımplices geométricos del conjunto simplicial. Podemos observar en la Figura
5.1 como el campo basis es un cierre léxico. En caso en el que el conjunto simplicial
sea infinito en alguna de sus dimensiones o el sistema no contenga información sobre
su cardinalidad, entonces se almacena el śımbolo :LOCALLY-EFFECTIVE en este campo
(ver Figura 5.2). Aśı, en el primer caso, podemos preguntar por la lista de śımplices
geométricos de s3, por ejemplo en dimensión 3:

> (basis s3 3) z
(S3)

La lista está formada por un único śımplice, el śımplice “fundamental” de S3 que
recibe el nombre de S3 también. Sin embargo, en el caso del objeto l2s3 no podemos
obtener información similar ya que la “lista” de śımplices geométricos en dimensión 3
del espacio codificado seŕıa infinita:

> (basis l2s3 3) z
;; Error: The object [K18 Simplicial-Group] is locally-effective.

Sin embargo, podemos trabajar con śımplices particulares de este grupo simplicial,
podemos comparar si dos śımplices son iguales, calcular sus caras, etc. Por ejemplo:

> (face l2s3 0 3 (loop3 1 (loop3 1 ’s3 1) 1)) z
<AbSm - <<Loop[<<Loop[0 s3]>>]>>>

aplica la cara δ3
0 del grupo simplicial a un śımplice de l2s3.

Esta distinción entre estructuras finitas y no finitas es compartida con su predecesor
EAT. Debemos comentar que en los caṕıtulos previos no hemos considerado dentro de
nuestra signatura para los conjuntos simpliciales una operación que recoja el operador
basis. El motivo es que no hemos tenido en consideración la distinción entre objetos
efectivos y localmente efectivos, de modo que la base era recogida para ambos casos por
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un dominio prefijado, sin preocuparnos de la cardinalidad del mismo.

Otro aspecto importante en Kenzo es que los operadores que se utilizan pueden estar
sobrecargados, lo que es una de las ventajas que incorpora el uso de la programación
orientada a objetos. Por ejemplo, para calcular la cara δ3

0 del śımplice fundamental del
conjunto simplicial que representa a S3 podemos utilizar la misma función:

> (face s3 0 3 ’s3) z
<AbSm 1-0 *>

Vamos a aprovechar la evaluación anterior para comentar el papel que en el operador
juega el primero de sus argumentos, ya que es diferente al desempeñado por el resto de
argumentos. El primer argumento determina el “espacio ambiente” en el que se realizan
los cálculos. Los datos para este argumento son más bien “ocultos” ya que aunque su
estructura pueda explorarse expĺıcitamente por medio de inspect (ver Figuras 5.1 y
5.2), su composición interna no puede mostrarse: los valores de los campos son cierres
léxicos. La conclusión de esto es que los objetos asociados a s3 y l2s3 sólo tienen
comportamiento, son exclusivamente de observación, sobre una serie de argumentos para
estos cierres léxicos. Por el contrario, el resto de argumentos son “visibles”, en el sentido
de que su estructura es completamente conocida. Esta caracteŕıstica la poseen también
los resultados obtenidos al aplicar las operaciones. Por ejemplo, el śımplice abstracto
<AbSm 1-0 *> es la degeneración η1η0 del punto base de la esfera (denotado por *).
Su estructura es completamente “visible” a partir de su representación en la máquina.
Debemos observar que los datos “visibles” pueden ser de dos tipos: constantes, como los
enteros 0 y 3, o generados como <AbSm 1-0 *>. Esta distinción dentro de los géneros
visibles fue detectada en los ejemplos para EAT del caṕıtulo anterior. De este modo no
es preciso incluir todas las constantes para el dominio de datos dentro de cada álgebra,
sino que es suficiente con disponer de operaciones que permitan generar un elemento
cuando éste sea necesario.

Como hemos comentado, el objetivo de los programas EAT y Kenzo es el cálculo
de la homoloǵıa de ciertos espacios topológicos. Como herramienta para calcular la
homoloǵıa de espacios de naturaleza infinita Sergeraert introdujo la noción de objeto
con homoloǵıa efectiva [88]. Un objeto con homoloǵıa efectiva es un objeto “mixto”
que presenta caracteŕısticas efectivas y localmente efectivas, permitiendo aprovechar las
ventajas que proporcionan ambas: la codificación localmente efectiva de un objeto de
naturaleza infinita permite resolver las dificultades que deriven de la no finitud, mientras
que la codificación efectiva permite obtener información de naturaleza global, como es la
homoloǵıa del objeto. Los dos tipos de codificación están relacionadas a través de objetos
h́ıbridos, esencialmente equivalencias de homotoṕıa entre complejos de cadenas efectivos
y complejos de cadenas localmente efectivos [80]. Estas equivalencias de homotoṕıa, que
permiten trabajar con objetos localmente efectivos, están almacenadas en el campo efhm

de las estructuras anteriores. Podemos ver un ejemplo de objeto h́ıbrido en este campo
del objeto l2s3 (ver Figura 5.2), entre los complejos de cadenas localmente efectivos K18
y K251 y el complejo de cadenas efectivo K247. Sin entrar en detalles, esta equivalencia
de homotoṕıa es una herramienta que nos permite calcular la homoloǵıa de un objeto
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localmente efectivo, en este caso K18 (l2s3), construyendo un objeto efectivo K247 con
la misma homoloǵıa (este objeto puede entenderse como una descripción de la homoloǵıa
del anterior objeto), a través de un objeto intermediario K251. Podemos encontrar en
[90, 89] una descripción detallada del anterior proceso. Si analizamos el tipo de datos
de este objeto auxiliar, comprobamos que en efecto se trata de un complejo de cadenas:

> (K 251) z
[K251 Chain-Complex]

Si ahora intentamos calcular su quinto grupo de homoloǵıa:

> (homology (K 251) 5) z
;; Error: I don’t know how to determine the effective homology of:

[K251 Chain-Complex] (Origin: (BICONE [K111 Reduction K95⇒K33]

[K235 Reduction K233⇒K33]).

El sistema falla ya que no tiene información suficiente para calcular la homoloǵıa de
este complejo de cadenas localmente efectivo. Vamos a observar con más detenimiento
este objeto. Para ello nos ayudamos otra vez de la primitiva inspect cuyo resultado se
recoge en la Figura 5.3.

> (inspect (K 251)) z

Figura 5.3: Inspect de K251

La clase complejo de cadenas es una de la más elementales en Kenzo. Sus campos
principales (en el caso localmente efectivo) son cmpr, que codifica una igualdad entre
generadores, y dffr, que codifica las aplicaciones diferenciales. Ambos campos son
funcionales, y son también los campos fundamentales para codificar un complejo de
cadenas en EAT (ver [81, 72]). Este hecho también ha quedado patente en el objeto
final que obtuvimos en el caṕıtulo anterior para modelizar esta estructura, en el que
el soporte para el género destacado estaba formado por tuplas de dos funciones que
representan a las anteriores operaciones.

La clase complejo de cadenas es heredada por la clase conjunto simplicial (podemos
observar como cada campo de la Figura 5.3 también aparece en las Figuras 5.1 y 5.2).
En concreto, la clase conjunto simplicial se construye por herencia de la clase coálgebra e
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incluye un nuevo campo face que recoge las operaciones cara; a su vez la clase coálgebra
se construye por herencia de la clase complejo de cadenas e incluye un nuevo campo cprd

que corresponde al coproducto de la coálgebra (ver [34]).

La herencia entre grupo simplicial y conjunto simplicial parece bastante natural ya
que se admite de forma general que un grupo simplicial es (en particular) un conjunto
simplicial. Esta herencia entre ambas corresponde a una relación is a que es el “mo-
delo estándar” de entender la herencia orientada a objetos (ver [66], por ejemplo). Sin
embargo, en Topoloǵıa Algebraica se dice de manera usual que un conjunto simplicial
tiene asociado canónicamente un complejo de cadenas, y no se considera que un con-
junto simplicial es un complejo de cadenas. Aśı, en este caso se utiliza herencia para
implementar una relación has a (ver nuevamente [66]). Esto muestra que la noción de
herencia es, conceptualmente, complicada de entender (podemos referirnos de nuevo a
[66], [94] o [100]).

No obstante, debemos observar que en términos de la teoŕıa de categoŕıas, existe un
funtor F de la categoŕıa de los conjuntos simpliciales a la categoŕıa de los complejos de
cadenas. Aśı, la situación no es tan diferente del caso entre los grupos simpliciales y los
conjuntos simpliciales en la que se establece la relación entre ambas a través del funtor
olvido. En una situación como ésta en la que tenemos dos categoŕıas C y D y un funtor
entre ambas F : C → D, siempre es posible enriquecer la categoŕıa origen C para obtener
para cada objeto X de C una pareja [X,F (X)]. Obviamente existe un funtor de esta
nueva categoŕıa a D, que representa al funtor F . Esta idea corresponde con lo realizado
por Eilenberg y MacLane, quienes reemplazaron la noción de conjunto simplicial por
la de FD-complejo [65]. Esta estructura ha sido implementada en Kenzo para codificar
los conjuntos simpliciales y nosotros trataremos de describirla formalmente a lo largo de
este caṕıtulo.

No queremos terminar esta sección sin mostrar al menos uno de los cálculos intere-
santes realizados por Kenzo. En este momento, el sistema Kenzo ha conseguido obtener
grupos de homoloǵıa que son muy complicados de conseguir por los métodos tradicio-
nales o que incluso no han sido obtenidos a través de la Topoloǵıa Algebraica “clásica”.
Por ejemplo, vamos a calcular el grupo de homoloǵıa H5(Ω

3Moore(Z/2Z, 4)), donde el
espacio Moore(Z/2Z, 4) es el espacio conexo “canónico” que tiene como única homoloǵıa
no trivial en dimensión 4 a Z/2Z. Este grupo de homoloǵıa es “en principio” alcanzable
a través de métodos tradicionales, ver [18], pero la experiencia muestra que incluso los
mejores topólogos encuentran dificultades para determinarlo. Con la ayuda del programa
Kenzo, primero construimos el tercer espacio de lazos del espacio de Moore:

> (setf l3m4 (loop-space (moore 2 4) 3)) z
[K291 Simplicial-Set]

y después calculamos su quinto grupo de homoloǵıa:

> (homology l3m4 5) z
homology in dimension 5:

Component Z/2Z
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Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

Component Z/2Z

---done---

Obtenemos como resultado que H5(Ω
3Moore(Z/2Z, 4)) = (Z/2Z)5. Este cálculo ha sido

realizado en 1 minuto y 30 segundos en un PC a 400 MHz.

La cuestión que se plantea es la fiabilidad del resultado obtenido, ya que no parece
muy razonable confirmarlo ni refutarlo directamente. Por este motivo, consideramos
que todos los esfuerzos encaminados al análisis de la corrección del sistema son de gran
importancia. Como paso previo resulta imprescindible la modelización del sistema, por
medio de la especificación de sus estructuras de datos y de sus piezas algoŕıtmicas fun-
damentales.

5.3 Idea intuitiva sobre cómo modelar la herencia

entre complejos de cadenas y conjuntos simpli-

ciales

En este sección trataremos de estudiar la herencia que se presenta en Kenzo entre dos
de sus estructuras básicas, como son los complejos de cadenas y los conjuntos simpli-
ciales. Como hemos comentado en la sección previa la formalización de la herencia en
general es una tarea complicada que escapa a los propósitos de este trabajo. Por ello
nos restringiremos exclusivamente a tratar de razonar sobre la herencia presente entre
estas dos estructuras, como ejemplo paradigmático para tratar de obtener un tipo de
especificación que sea extrapolable al resto del programa Kenzo.

Como hemos mencionado previamente, Kenzo considera un conjunto simplicial como
un FD-complejo de Eilenberg-MacLane (ver [33, 34]). Esta estructura consiste en dotar a
un conjunto simplicial de una estructura de complejo de cadenas: el complejo de cadenas
normalizado canónicamente asociado a este conjunto simplicial, que hemos detallado
en la Sección 4.6.2.3. Recordamos que esta construcción consiste en que un conjunto
simplicial (K, δ, η) se completa con una estructura diferencial dn : C(K)n → C(K)n−1,
donde C(K)n es el Z-módulo libre generado por los śımplices geométricos de dimensión
n de K, y cada aplicación dn se define por

dn :=
n∑

i=0

(−1)iδn
i ,

considerando en la anterior suma los elementos en los que el resultado de la cara sea
un śımplice no degenerado. En [65] podemos encontrar una definición precisa de este
concepto aśı como el desarrollo teórico correspondiente.
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Aśı, mientras el sistema EAT suministra una función constructora que obtiene es-
te complejo de cadenas a partir de un conjunto simplicial (cuando esto sea necesario),
Kenzo incorpora a la estructura de conjunto simplicial este complejo de cadenas parti-
cular. Para ello el sistema usa la técnica de herencia que le proporciona la programación
orientada a objetos. Se tiene de este modo, para esta construcción central en ambos
programas, la reutilización de los elementos comunes aśı como algunas funciones po-
limórficas importantes, como es, por ejemplo, el test de igualdad sobre los elementos
generadores (ahora compartidos) para ambas estructuras. Este ejemplo ilustra los be-
neficios de la programación orientada a objetos desde el punto de vista de la ingenieŕıa
del software.

Ahora, si pretendemos modelar esta nueva situación, un primer intento es tra-
tar de utilizar especificación con orden en los géneros (order-sorted specification [44]).
Básicamente, este tipo de especificaciones consiste en incorporar una relación de orden
entre los géneros de la signatura. Posteriormente, esta relación de orden entre los géneros
se debe transformar en una relación de contenido en los soportes de sus modelos. Este
tipo de especificación es el que generalmente se ha incorporado a la especificación oculta
para modelar la herencia (ver por ejemplo [41, 40]): a la signatura para la estructura
“madre” se le añaden algunas operaciones y algunos géneros junto con un orden entre
uno de los géneros de la “madre” y uno de los que hemos añadido, que marque la relación
de herencia entre ambas estructuras (remitimos nuevamente a [44] para una exposición
detallada sobre este punto).

Si utilizamos en nuestro caso esta técnica, podemos construir una nueva signatura que
se obtiene al añadir a la signatura para los complejos de cadenas Σcc,eq

imp , las operaciones y
géneros de la signatura para los conjuntos simpliciales de Σss,eq

imp y declaramos el siguiente
orden entre los géneros ocultos: impΣss,eq < impΣcc,eq .

Sin embargo, este enfoque no es conveniente por una razón de naturaleza semántica.
La declaración sintáctica impΣss,eq < impΣcc,eq conlleva a nivel semántico que para cada
álgebra A de nuestra signatura se verifique que AimpΣss,eq ⊆ AimpΣcc,eq . Pero la implemen-
tación que Kenzo hace de estas estructuras, que hemos analizado en la sección anterior,
aśı como los objetos finales que obteńıamos para las mismas en los caṕıtulos previos,
ilustran el hecho bien conocido de que la herencia, en el contexto del álgebra universal,
es más bien una cuestión de olvido, más que de inclusión. Por ejemplo, la relación que
existe entre los grupos y los semigrupos, no se entiende como que un grupo esté conte-
nido en un semigrupo, sino más bien que a partir de un grupo se obtiene un semigrupo
si nos olvidamos de las operaciones de elemento neutro e inverso.

El hecho de que existan relaciones entre estructuras que no pueden ser modeladas
a partir de la idea original de interpretar el orden entre los géneros como inclusiones
ha sido puesto de manifiesto por muchos autores. Por ejemplo en [69], en el contexto
del lenguaje de especificación algebraica CASL [98], se definen dos relaciones de orden
≤1 y ≤2. La primera está incluida dentro del lenguaje CASL y pretende representar la
interpretación usual de relación entre géneros como inclusión. La segunda, que proponen
incorporarla a dicho lenguaje, está más cercana a la traducción de esta relación a través
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de una coerción. La idea de interpretar una relación entre géneros como una coercion no
es original de [69]. Ésta ha sido propuesta previamente por otros autores en [100, 13].
Todos ellos proponen coerciones para modelar la sobrecarga de operaciones que aparecen
expĺıcitamente con el mismo nombre dentro de una signatura. Nosotros utilizaremos
también este tipo de coerciones en la siguiente sección para especificar la sobrecarga de
algunos operadores particulares presentes en Kenzo. Por ejemplo, podemos incluir una
operación de coerción entre generadores y combinaciones que nos permita especificar
el operador sobrecargado que corresponde a la diferencial, el cual puede actuar bien
sobre combinaciones o bien sobre generadores junto con la dimensión de la mismos. No
obstante este uso de las coerciones parece ajeno a la herencia.

El uso que nosotros hacemos de las coerciones en la herencia es ligeramente distin-
to. A través de una coerción pretendemos especificar el polimorfismo por reutilización
de operaciones que se da en la herencia. En la especificación order-sorted se supo-
ne que un elemento para el soporte en un determinado género es también del soporte
de cualquier supergénero del mismo. De este modo, se produce en este elemento una
coerción impĺıcita, debida a este contenido, que se traduce en polimorfismo en las ope-
raciones: cualquier operación de un género puede actuar sobre cualquier elemento para
un subgénero. En nuestro caso, no tendremos dicho contenido entre los conjuntos sopor-
te y preferimos utilizar una coerción expĺıcita entre subgénero y supergénero, de modo
que cualquier operación con dominio el subgénero pueda ser utilizada sobre un elemento
del supergénero tras actuar la coerción. De este modo, el modelo de la herencia entre
estructuras no produce la repetición de dos operaciones con el mismo nombre y distin-
tos géneros (sobrecarga) en una misma signatura, sino que una misma operación puede
utilizarse sobre elementos de género distinto tras actuar la operación de coerción sobre
ellos (polimorfismo). En [37] se utiliza un sistema de coerciones impĺıcito para tratar de
construir una jerarqúıa algebraica constructiva en Coq [24]. En este caso utilizan este sis-
tema como paso previo para realizar la implementación de estas estructuras algebraicas.
Curiosamente en este sistema no utilizan las coerciones para especificar la sobrecarga
de operaciones ya que éstas no están permitidas. Nosotros estamos en una situación
diferente, en la que partimos de un sistema ya implementado y en funcionamiento y
pretendemos realizar un modelado del mismo.

Antes de pasar a tratar de formalizar la anterior relación de herencia, dedicaremos la
siguiente sección a estudiar algunos ejemplos de operaciones sobrecargadas que aparecen
en Kenzo, en los que podemos aplicar la técnica de coerción comentada anteriormente.
En particular, estas operaciones son la diferencial en los complejos de cadenas y la
operación cara en los conjuntos simpliciales.

5.4 Algunas operaciones sobrecargadas en Kenzo

A pesar de que la representación que utiliza Kenzo para un complejo de cadenas es
básicamente la misma que la que usa EAT [34, 81], salvando las distancias entre clase
de CLOS y estructura de Lisp [93], podemos destacar algunas diferencias. Por ejemplo,
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la operación de comparación que se ha implementado para los generadores en Kenzo en
lugar de ser una igualdad, establece una relación de orden total entre los mismos. Enton-
ces, se puede obtener una representación de las combinaciones en las que los monomios
están ordenados atendiendo a este orden de los generadores. El objetivo de este orden
es obtener algoritmos que manejan combinaciones de modo más eficaz en cuanto a la ra-
pidez de cálculo. En este trabajo no tendremos en cuenta este orden, que es importante
desde el punto de vista de la implementación pero no tanto para la especificación de la
estructura. Aśı, mantenemos la misma igualdad sobre generadores y el mismo dominio
de datos para las combinaciones que definimos en el caṕıtulo anterior para los complejos
de cadenas.

Otra diferencia que nos resulta más interesante entre ambos programas es la sobre-
carga en Kenzo de algunas operaciones. Por ejemplo, en Kenzo aparecen dos operaciones
diferenciales que comparten el nombre. Una de ellas se corresponde con la operación
diferencial habitual sobre combinaciones imp df : impΣcc,eqcmb → cmb. Una segunda
operación viene dada por imp df : impΣcc,eqint gnr → cmb. Ésta representa a la dife-
rencial sobre los elementos generadores, donde el género int abstrae el grado de dicho
generador (ver [34], página 12).

Para especificar la sobrecarga de esta operación incluimos en la signatura oculta
Σcc,eq

imp , que ha sido utilizada en el caṕıtulo anterior para especificar familias de complejos
de cadenas, una nueva operación

imp df : impΣcc,eqint gnr → cmb,

con dominio de definición determinado a partir de domcc
df := {(p, a) ∈ Z ×

Dcc
gnr | dimcc(a) = p}, junto con la siguiente operación de coerción:

coerint×gnr
cmb : int × gnr → cmb.

En el enfoque order-sorted si consideramos una relación de orden entre los géneros
visibles gnr y cmb, entonces debe verificarse que existe un contenido entre los dominios
de datos Dcc

gnr y Dcc
cmb. Esto no se cumple en nuestro caso, por lo que este tipo de espe-

cificaciones no son adecuadas para tratar de especificar la sobrecarga de esta operación.
Resulta más adecuado la visión por medio de una operación de coerción.

La anterior operación de coerción es considerada visible, ya que todos sus géneros
son visibles. Asociamos a esta operación una función parcial con dominio de definición
determinado por el dominio de definición domcc

coerint×gnr
cmb

:= domcc
df y que se define para

estos elementos por
coerint×gnr

cmb (p, a) := 〈p, [(1, a)]〉.

Entonces, se asume que la nueva operación diferencial sobre los elementos generadores
está canónicamente definida por

df(cc, p, a) := df(cc, coergnr
cmb(p, a)).
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La anterior operación es una coerción “2 a 1” (es decir, que combina dos datos de dos
tipos para obtener un dato de un tipo nuevo) y la sobrecarga que se produce a través de
ella en el operador diferencial no está permitida en ningún lenguaje de programación,
ya que siempre deben ser “1 a 1” (en Kenzo se implementa por medio de macros, ver
[93], página 193).

Entre estas dos operaciones se produce un hecho curioso. Tenemos que la operación
diferencial sobre generadores también determina canónicamente a la operación diferen-
cial sobre combinaciones. Una vez que tenemos una definición de la diferencial sobre los
generadores, obtenemos por linealidad la de cualquier combinación. Éste es el motivo
de que aparezca este operador sobrecargado en Kenzo (en EAT se refleja con dos ope-
radores con distinto nombre), ya que para tener representada la diferencial es suficiente
con definirla sobre los generadores. Este hecho también quedó reflejado en el objeto
final que teńıamos para los complejos de cadenas en el caṕıtulo anterior. En particular,
el soporte para el género destacado de este objeto estaba formado por tuplas funcio-
nales que determinaban un complejo de cadenas en las que la función correspondiente
a la diferencial estaba definida simplemente sobre los generadores. De este modo la
implementación elegida en Kenzo (y también en EAT), además de ser la “más general”
posible, es eficiente, en el sentido de que busca ser “mı́nima” entre todos los posibles
objetos finales isomorfos.

Por su parte, la implementación de los conjuntos simpliciales en Kenzo es totalmente
distinta a la que se tiene en EAT, ya que como hemos comentado esta estructura se define
por herencia a través de los complejos de cadenas. Posteriormente trataremos de estudiar
esta relación de herencia. Ahora nos fijaremos en otras diferencias en la implementación
de esta estructura. Por ejemplo, como comentamos en el caṕıtulo anterior, EAT utiliza
una lista decreciente de enteros para marcar las degeneraciones, si es que las tiene, del
śımplice. Sin embargo, por ser esta lista estrictamente decreciente puede ser representada
de una manera ingeniosa por un único número no negativo. Por ejemplo, la lista (5, 2, 0)
puede ser codificada por el número 37, sabiendo que 37 = 25 + 22 + 20. A través de esta
nueva codificación se obtienen implementaciones muy eficientes de las operaciones del
conjunto simplicial. Otra vez este tipo de diferencias son cuestiones de implementación
que no nos interesan a nivel de modelado, de modo que preferimos quedarnos con la
representación más intuitiva y más cercana la codificación en topoloǵıa simplicial (ver
por ejemplo [65]) de las degeneraciones como lista decreciente de enteros.

Otra diferencia más interesante en la implementación de esta estructura es que Kenzo
también presenta operadores sobrecargados para los conjuntos simpliciales. En particu-
lar aparecen dos operaciones cara que comparten el nombre. Por un lado tenemos la ope-
ración imp face : impΣss,eqnat nat asm → asm que calcula la cara en un conjunto simpli-
cial sobre śımplices abstractos y por otro la operación imp face : impΣss,eqnat nat gsm →
asm que actúa sobre śımplices geométricos.

Si suponemos que estamos trabajando con la signatura que hemos definido anterior-
mente para especificar los conjuntos simpliciales Σss,eq

imp podemos nuevamente especificar
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la sobrecarga de esta operación si incluimos en esta signatura una operación

imp face : impΣss,eqnat nat gsm → asm

con dominio de definición determinado a partir de domss
face := {(i, n, a) ∈ N × N ×

Dss
gsm | 0 ≤ i ≤ n, n > 0, dimss(a) = n}. Debemos observar que también hemos so-

brecargado el śımbolo utilizado para denotar el dominio de definición. Los dominios de
definición para este caso particular son disjuntos de modo que el contexto permite distin-
guirlos. En otro caso, podemos por ejemplo incorporar a la notación de estos conjuntos
la aridad de la operación de modo que rompamos la sobrecarga de este śımbolo.

Entonces, añadimos a la signatura una operación de coerción

coergsm
asm : gsm → asm

que corresponde al orden que podemos establecer entre los géneros visibles gsm y asm.
Éste es un ejemplo más de soportes en los que no es válida la teoŕıa order-sorted ya que
obviamente Dss

gsm * Dss
asm. Esta operación de coerción es de nuevo una operación visible

y le asociamos la función total entre Dss
gsm y Dss

asm que se define por coergsm
asm(a) := 〈( ), a〉

para todo a ∈ Dss
gsm.

Entonces, se asume que la operación imp face que añadimos está canónicamente
definida por

imp face(ss, i, n, a) := imp face(ss, i, n, coergsm
asm(a)).

Nuevamente, la idea de esta sobrecarga de operaciones en Kenzo es que la operación
cara sobre los śımplices geométricos determina canónicamente la operación cara sobre los
śımplices abstractos, a partir de las propiedades que permiten conmutar las operaciones
cara y degeneración. Este hecho quedó nuevamente reflejado en el objeto final que
obtuvimos para los conjuntos simpliciales en el caṕıtulo anterior. El soporte para el
género destacado de este objeto estaba formado por tuplas funcionales que determinaban
un conjunto simplicial en las que la función correspondiente a las operaciones cara estaba
definida únicamente sobre los śımplices geométricos.

5.5 Especificación de la herencia de Kenzo a través

de coerciones

En esta sección trataremos de especificar parte de la herencia que aparece en Kenzo,
que se puede explicar a través de relaciones de olvido entre las distintas estructuras
algebraicas con las que trabaja. La técnica que utilizaremos no está muy distante de la
que teńıamos para especificar relaciones entre distintas estructuras de EAT. No obstante,
introducimos ahora los beneficios que se obtienen de la programación orientada a objetos,
como son la posibilidad de reutilizar estructuras para construir otras y el polimorfismo
de operaciones.
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Partimos de dos categoŕıas T 1 y T 2, que están relacionadas a través de una relación
de olvido dada por un funtor F : T 2 → T 1. Entonces, suponemos que la categoŕıa T 1 ad-
mite una modelización siguiendo la técnica presente en el caṕıtulo anterior. Básicamente,
disponemos de una signatura Σ1 = (S1, Ω1), un dominio de datos D1 junto con un do-
minio de definición dom1, y definimos una subcategoŕıa plena C1 de PÃlgD1,dom1

(Σ1,eq),
tal que cada A objeto de C1 verifica que el álgebra parcial cociente A/eq1

A
que se obtiene

a partir de la relación de congruencia parcial determinada por las funciones de igualdad
define un objeto de T 1.

Entonces, para especificar familias de objetos de T 1, construimos una signatura
oculta Σ1,eq

imp y una subcategoŕıa plena C1
imp de HPAlgD1,dom1

(Σ1,eq
imp) tal que cada álgebra

A de esta categoŕıa verifica que para cada a ∈ AimpΣ1,eq , la Σ1,eq-álgebra Aa es un objeto
de C1.

Para modelar la segunda categoŕıa y la relación de olvido entre ambas, suponemos que
tenemos definida una signatura Σ2 = (S2, Ω2), tal que Σ1 ⊆ Σ2, junto con un dominio de
datos D2 y un dominio de definición dom2, tal que D1 ⊆ D2 y dom1 ⊆ dom2. Además,
podemos definir una subcategoŕıa C2 de PÃlgD2,dom2

(Σ2,eq), formada por las álgebras
A de esta categoŕıa que verifican que el cociente A/eq2

A
, que se obtiene a partir de la

relación de congruencia parcial eq2
A en A, define un objeto de T 2 tal que si le aplicamos

el funtor F obtenemos el objeto de T 1 dado por (A|Σ1,eq)/eq1
A
. Con eq1

A nos referimos a

la relación de congruencia parcial en A|Σ1,eq que se obtiene a partir de eq2
A al restringirse

a las operaciones de igualdad que provienen de géneros en Σ1 .

Estas condiciones pueden parecer muy exigentes, pero, como veremos en los ejemplos,
se dan con total naturalidad cuando tratamos de especificar la relación de olvido entre
estructuras algebraicas y en particular con las estructuras que maneja Kenzo. Las ante-
riores condiciones son similares a las que exigimos en el caṕıtulo anterior centrándonos
ahora en que el funtor representa una relación de olvido.

Ahora, para especificar familias de objetos de T 2 construimos una signatura
oculta Σ2,eq

imp que contenga los géneros y operaciones de Σ1,eq
imp junto con los géneros

S2 \ S1 ∪ {impΣ2,eq} y las operaciones {imp ω : impΣ2,eqs1 . . . sn → s}ω : s1...sn→s∈Ω2\Ω1 ∪
{coerimpΣ2,eq

impΣ1,eq
: impΣ2,eq → impΣ1,eq}. A través de esta signatura pretendemos especificar

además la relación de olvido que existe entre las dos estructuras anteriores.

Reflejamos en la anterior signatura una reutilización a nivel sintáctico, ya que cons-
truimos la signatura para la estructura “hija” aprovechando la signatura para la estruc-
tura “madre”. Además obtendremos polimorfismo en las operaciones, ya que vamos a
poder utilizar, gracias a la operación de coerción, operaciones de la “hija” sobre elemen-
tos de la “madre”. La diferencia con la especificación adoptada en el caṕıtulo anterior
consiste en que antes constrúıamos la signatura Σ2,eq

imp añadiendo el género impΣ2,eq como
primer argumento a todas las operaciones de Σ2,eq sin preocuparnos de aprovechar las
definidas en Σ1,eq

imp.

A nivel de modelos, debemos restringirnos a una subcategoŕıa de álgebras para la
signatura Σ2,eq

imp de modo que cada álgebra de esta categoŕıa represente a familias de
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objetos de T 2 apoyándonos en la operación de coerción para utilizar las operaciones de
Σ1,eq

imp sobre elementos del soporte correspondiente a impΣ2,eq . Además, obtenemos que si
en una de estas álgebras olvidamos la estructura que corresponde a la parte de signatura
que se añade para definir la signatura “hija”, obtenemos un álgebra de la categoŕıa
fijada para la signatura “madre”. Esto es, cada álgebra A de nuestra categoŕıa debe
verificar que para cada elemento fijado a ∈ AimpΣ2,eq , la Σ2,eq-álgebra que se define tras
fijar en las operaciones de A el primer argumento bien en a si su género corresponde

a impΣ1,eq o bien en (coer
impΣ2,eq

impΣ1,eq
)A(a) si su género corresponde a impΣ2,eq , determine

una Σ2,eq-álgebra de C2. De este modo conseguimos dotar a la operación de coerción de

una interpretación como relación olvido entre ambas categoŕıas, ya que (coer
impΣ2,eq

impΣ1,eq
)A(a)

representará al objeto de T 1 que se obtiene por olvido a través de la anterior álgebra.

Para que la signatura Σ2,eq
imp quede completamente definida como signatura oculta

debemos todav́ıa decidir qué parte de la misma es oculta y qué parte es visible, aśı
como fijar el dominio de datos para esta última parte. Para ello, debemos comenzar por
determinar cuáles de sus géneros son ocultos. Mientras que parece claro que el género
impΣ2,eq debe ser oculto, la naturaleza de impΣ1,eq es más controvertida. Si las estructuras
T 1 y T 2 se consideran “al mismo nivel” entonces tanto impΣ2,eq como impΣ1,eq debeŕıan
ser declarados ocultos. Por el contrario, si T 1 se considera como una estructura de
datos previa y auxiliar, entonces impΣ1,eq debe declararse visible. En las dos próximas
secciones estudiaremos por separado ambas alternativas.

5.5.1 Signatura oculta con dos géneros ocultos

Si declaramos tanto impΣ1,eq como impΣ2,eq géneros ocultos en la signatura Σ2,eq
imp, entonces

se genera en dicha signatura una operación constructora, que corresponde a la operación
de coerción, mientras que el resto son operaciones deconstructoras con género oculto
uno de los dos anteriores. Para esta signatura oculta fijamos el dominio de datos que
viene dado por D2 e incluimos en la misma una constante por cada elemento de este
dominio. Además prefijamos, como hemos venido haciendo, un dominio de definición
para sus operaciones a partir de dom2, y consideramos la operación de coerción como
una operación total. Continuaremos trabajando con la categoŕıa de álgebras parciales
ocultas para esta signatura que definimos en el caṕıtulo anterior y que denotamos por
HPAlgD2,dom2

(Σ2,eq
imp).

Entonces, nos restringimos a una subcategoŕıa plena C2
imp de HPAlgD2,dom2

(Σ2,eq
imp) tal

que cada Σ2,eq
imp-álgebra A que sea objeto de C2

imp verifique las siguientes condiciones:

• La restricción de A a Σ1,eq
imp es un objeto de C1

imp; es decir, A|Σ1,eq
imp ∈ C1

imp.

• Para cada a ∈ AimpΣ2,eq definimos una Σ2,eq-álgebra parcial Aa dada por: a cada
género s ∈ S2,eq se le asocia como soporte el conjunto Aa

s = D2
s ; cada opera-

ción ω : s1 . . . sn → s ∈ Ω2,eq \ Ω1,eq, n ≥ 0, se interpreta en Aa mediante la
función parcial ωAa con dominio de definición Def(ωAa) = dom2

ω y dada por
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ωAa(d1, . . . , dn) := imp ωA(a, d1, . . . , dn), para cada (d1, . . . , dn) ∈ dom2
ω; por

último, cada operación σ : s1 . . . sn → s ∈ Ω1,eq, n ≥ 0, se interpreta por la
función parcial σAa con dominio de definición Def(σAa) = dom1

σ y dada por

σAa(d1, . . . , dn) := imp σA((coer
impΣ2,eq

impΣ1,eq
)A(a), d1, . . . , dn), para cada (d1, . . . , dn) ∈

dom1
σ. Entonces, se exige que Aa pertenezca a C2.

Lo importante es que bajo estas condiciones podemos definir un objeto canónico en
C2

imp. Éste se va a obtener a partir del objeto canónico de C1
imp, que como hemos visto se

caracteriza por tener como soporte para el género oculto impΣ1,eq un conjunto de tuplas
funcionales (parciales) que determinan objetos de C1. El soporte para el género oculto
impΣ2,eq en este objeto también será un conjunto de tuplas funcionales (parciales), que
determinan ahora objetos de C2. La función correspondiente a la operación de coerción
aplicará a cada tupla de funciones de impΣ2,eq la tupla que se obtiene olvidando las
funciones correspondientes a las operaciones de Ω2 que no estén en Ω1.

5.5.2 Objeto final

Sean la signatura Σ2 = (S2, Ω2), el dominio de datos D2 y el dominio de definición dom2

tal y como los hemos definido en el apartado anterior a partir de una signatura Σ1, con
dominio de datos D1 y dominio de definición dom1. Sean C2

imp y C1
imp las subcategoŕıas

de HPAlgD2,dom2
(Σ2,eq

imp) y HPAlgD1,dom1
(Σ1,eq

imp) que también hemos considerado en dicho
apartado. Sea por último A1,can el objeto final que obtuvimos para la categoŕıa C1

imp.
Entonces, podemos definir un objeto de C2

imp, que denotamos por A2,can de la siguiente
forma:

• A2,can|Σ1,eq
imp = A1,can,

• A2,can
s = D2

s , para cada género s ∈ S2 \ S1, y dA2,can = d, para cada constante
d : → s de D2 \ D1,

• A2,can
impΣ2,eq

= {(fω)ω∈Ω2,eq | 〈D2, (fω, dom2
ω)ω∈Ω2,eq〉 ∈ C2},

• imp ωA2,can((fδ)δ∈Ω2,eq , d1, . . . , dn) = fω(d1, . . . , dn), para todo (fδ)δ∈Ω2,eq ∈
A2,can

impΣ2,eq
y (d1, . . . , dn) ∈ dom2

ω, para cada imp ω : impΣ2,eqs1 . . . sn → s ∈
Ω2,eq

imp \ Ω1,eq
imp, n ≥ 0.

• (coer
impΣ2,eq

impΣ1,eq
)A2,can((fδ)δ∈Ω2,eq) = (fδ)δ∈Ω1,eq , para cada (fδ)δ∈Ω2,eq ∈ Acan

impΣ2,eq
.

De la propia definición se obtiene que este objeto pertenece a la categoŕıa C2
imp. Es

más, esta álgebra es final dentro de dicha categoŕıa. Recogemos esta afirmación en el
siguiente resultado, cuya demostración es similar a la demostración que obtuvimos en el
caṕıtulo anterior cuando consideramos un funtor entre dos categoŕıas.
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Teorema 5.5.1. La Σ2,eq
imp-álgebra A2,can, cuyo reducto sobre Σ1,eq

imp corresponde al objeto
final en C1

imp, es objeto final en C2
imp.

Debemos observar el paralelismo entre este objeto final y el que obteńıamos en el
caṕıtulo anterior para representar un funtor entre dos categoŕıas. No obstante, en esta
ocasión el objeto final incorpora caracteŕısticas de la programación orientada a obje-
tos como es la reutilización de una estructura para construir otra. Además, se tiene
polimorfismo en las operaciones, de modo que las funciones de la estructura “madre”
pueden utilizarse sobre la estructura “hija”, simplemente olvidando las operaciones que
se incorporan. Este objeto refleja fielmente la forma en que han sido implementadas las
estructuras de datos en Kenzo (ver [34] o [33]).

5.5.3 Signatura oculta con un único género oculto

Si decidimos declarar impΣ1,eq como género visible, entonces las cosas son más sencillas.
En este caso la signatura Σ2,eq

imp es una signatura deconstructora y podemos aplicarle
los resultados generales para este tipo particular de signaturas de [58, 56] que hemos
adaptado en el caṕıtulo anterior para trabajar con signaturas con igualdad. No obstante,
en este caso debemos completar el dominio de datos con un nuevo conjunto D2

impΣ1,eq
.

Los elementos de D2
impΣ1,eq

pueden interpretarse como los elementos base sobre los que

construir estructuras de C2
imp. Si tenemos en mente esta interpretación, es claro que un

buen candidato puede ser el conjunto soporte para el género impΣ1,eq del objeto final
A1,can que obteńıamos en C1

imp. El hecho de que habitualmente se definan soportes para
géneros visibles a través de modelos iniciales (por ejemplo, las combinaciones para los
complejos de cadenas o los śımplices abstractos para los conjuntos simpliciales), y para
este elemento se utilice un modelo final refleja la distinta naturaleza entre unos y otros
géneros visibles. Mientras que los primeros especifican elementos de una estructura y por
ello es conveniente tener sólo las representaciones de datos que sean generables desde
la signatura, el soporte para el género impΣ1,eq especifica familias de estructuras que
podemos construir sobre estos elementos, y por ello necesitamos tener una representación
tan general como sea posible (ver [84] o [54]).

En esta signatura las operaciones que tienen como primer género impΣ1,eq son visibles
y las funciones que prefijamos para ellas son las correspondientes a la mismas en el objeto
final A1,can.

Además, ahora la operación de coerción es una operación deconstructora. Esta ope-
ración debe asociar a cada elemento a ∈ AimpΣ2,eq , la tupla de funciones de A1,can

impΣ1,eq
que

define, junto con las funciones que se obtienen a partir del resto de funciones ocultas de
A con primer argumento fijado en el elemento a, un álgebra de C2.

Podemos definir nuevamente un objeto particular de la categoŕıa C2
imp como antes,

si consideramos la misma definición del álgebra A2,can de modo que ahora el soporte
para el género impΣ1,eq está prefijado por ser visible. Obtenemos entonces el siguiente
teorema.
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Teorema 5.5.2. La categoŕıa C2
imp sobre la signatura Σ2,eq

imp con un único género oculto
impΣ2,eq tiene objeto final.

Debemos observar que los objetos finales que hemos obtenido en los dos últimos
teoremas son exactamente iguales si se consideran como álgebras estándar (no ocultas).
Obviamente los morfismos finales para ambas categoŕıas son distintos. Sin embargo,
la interpretación semántica que podemos hacer de ambas situaciones presenta matices
diferentes. En la primera tenemos dos géneros ocultos y podemos interpretar la relación
entre ellos como una relación de reuso. En ella tenemos dos estructuras que están situa-
das al mismo nivel semántico y una se utiliza para construir la otra. En la segunda se
produce más bien una relación de uso. Una estructura ya construida y fijada sirve como
soporte de datos para añadirle componentes y formar la segunda estructura. Podemos
encontrar una discusión entre las diferencias entre uso y reuso en [66]. Si queremos res-
petar la herencia que ha sido utilizada en Kenzo para construir este tipo de estructuras,
debemos optar por la interpretación de reuso, más próxima a la herencia, que por la de
uso, más próxima a una relación de cliente. No obstante, como se cita en [66], ambas
pueden considerarse como interpretaciones de la herencia.

5.6 Semigrupos, monoides, grupos, grupos abelia-

nos...

Para ilustrar la construcción anterior vamos a utilizar estructuras sencillas y ampliamente
conocidas como pueden ser los semigrupos, monoides, grupos y grupos abelianos. En
[91], Sergeraert utiliza ejemplos parecidos para tratar de explicar la implementación
del diagrama de herencia de Kenzo. En realidad la relación que se tiene entre estas
estructuras es la misma que se da entre las estructuras de Kenzo, y el uso de la herencia
se justifica de la misma forma para ambas situaciones.

Partimos entonces de las categoŕıas SGRP , MND, GRP y AGRP , que corresponden
respectivamente a las categoŕıas de semigrupos, monoides, grupos y grupos abelianos.

Una signatura SGRP que nos permita especificar los semigrupos está formada por
un único género g, y una única operación prd : g g → g. Una signatura MND para los
monoides consiste en la signatura SGRP junto con una nueva operación unt : → g. Una
signatura GRP para los grupos consiste en la signatura MND junto con una nueva operación
inv : g → g. Por último, una signatura AGRP que permite especificar los grupos abelianos
es la propia signatura GRP.

Como siempre a lo largo de esta memoria, no pretendemos especificar todos los se-
migrupos, sino que debemos limitarnos a aquéllos que se puedan construir sobre un
conjunto de datos D = {Dg} prefijado. Para concentrarnos en el proceso de herencia
entre estas estructuras vamos a limitarnos a considerar álgebras totales para estas sig-
naturas. Además, tampoco permitiremos en esta ocasión establecer equivalencias en el
soporte de datos anterior, de modo que no será necesario construir las signaturas con
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igualdad asociadas a estas signaturas, o más precisamente, exigimos que la igualdad que
se define para ellas sea la igualdad literal.

De esta forma, las álgebras que consideramos para la signatura SGRP forman la ca-
tegoŕıa AlgD(SGRP ), que recordamos tiene por objetos las SGRP-álgebras con soporte
fijado por D y cuyos morfismos son las identidades. De estas álgebras nos quedamos
con una subcategoŕıa CSGRP tal que cada álgebra A de la subcategoŕıa verifique que para
cada a, b, c ∈ Dg,

prdA(a, prdA(b, c)) = prdA(prdA(a, b), c),

es decir, cumple la propiedad asociativa que define el concepto matemático de semigrupo.

Ahora, para la signatura MND nos quedamos con una subcategoŕıa CMND de AlgD(MND)
tal que cada álgebra A de esta subcategoŕıa cumpla que A|SGRP ∈ CSGRP y además para
cada a ∈ Dg,

prdA(a, untA) = prdA(untA, a) = a.

Similarmente, para la signatura GRP nos quedamos con una subcategoŕıa CGRP de
AlgD(GRP) tal que cada álgebra A de esta subcategoŕıa cumpla que A|MND ∈ CMND y
además para cada a ∈ Dg,

prdA(a, invA(a)) = prdA(invA(a), a) = untA.

Por último, para la signatura AGRP nos quedamos con una subcategoŕıa CAGRP de
AlgD(AGRP) tal cada álgebra A de esta subcategoŕıa cumpla que A|GRP ∈ CGRP y además
para cada a, b ∈ Dg,

prdA(a, b) = prdA(b, a).

Nosotros no pretendemos especificar una única estructura sino familias de estructu-
ras. Entonces, para especificar familias de semigrupos construimos la signatura SGRPimp

que está formada por dos géneros g, impSGRP y una operación imp prd : impSGRPg g → g.
Esta signatura es una signatura oculta con un único genero oculto impSGRP, sobre el
álgebra de datos (D,C), con C un conjunto de constantes, una por cada elemento de D.

Las álgebras que consideramos para esta signatura forman la categoŕıa
HAlgD(SGRPimp), cuyos objetos son las SGRPimp-álgebras ocultas y cuyos morfismos son
los SGRPimp-homomorfismos débiles ocultos. De estas álgebras nos quedamos con la
subcategoŕıa plena CSGRP

imp formada por las álgebras A que verifican que cada para cada
elemento I ∈ AimpSGRP y cada a, b, c ∈ Dg,

imp prdA(I, a, imp prdA(I, b, c)) = imp prdA(I, imp prdA(I, a, b), c).

Ahora, para especificar familias de monoides construimos la signatura MNDimp que
incorpora a SGRPimp un género impMND y dos operaciones imp unt : impMND → g,
coerimpMND

impSGRP
: impMND → impSGRP. Esta signatura es una signatura oculta que añade a

SGRPimp el genero oculto impMND. El álgebra de datos para ella sigue siendo (D,C).
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Otra vez, según el desarrollo teórico que hemos realizado, nos quedamos con una
subcategoŕıa CMND

imp de HAlgD(MNDimp) que verifique que cada álgebra A de esta categoŕıa
cumpla que A|SGRPimp ∈ CSGRP

imp y que para cada elemento I ∈ AimpMND y cada a ∈ Dg,

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(I), a, imp untA(I)

)
=

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(I), imp untA(I), a

)
= a.

Similarmente, para especificar familias de grupos construimos la signatura ocul-
ta GRPimp que incorpora a MNDimp un género oculto impGRP y dos operaciones
imp inv : impGRPg → g, coerimpGRP

impMND
: impGRP → impMND. Entonces, nos quedamos con una

subcategoŕıa de álgebras CGRP
imp de HAlgD(GRPimp) que verifique que cada álgebra A de

esta categoŕıa cumpla que A|MNDimp ∈ CMND
imp y que para cada elemento I ∈ AimpGRP y cada

a ∈ Dg:

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(coerimpGRP

impMND
(I)), a, imp invA(a)

)
=

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(coerimpGRP

impMND
(I)), imp invA(a), a

)
=

imp untA
(
coerimpGRP

impMND
(I)

)
.

Por último, para especificar familias de grupos abelianos construimos la signa-
tura AGRPimp que incorpora a GRPimp un género oculto impAGRP y una aplicación
coerimpAGRP

impGRP
: impAGRP → impGRP. Entonces, nos quedamos con una subcategoŕıa CAGRP

imp

de HAlgD(AGRPimp) que verifique que cada álgebra A de esta categoŕıa cumpla que
A|GRPimp ∈ CGRP

imp y que para cada elemento I ∈ AimpAGPR y cada a, b ∈ Dg:

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(coerimpGRP

impMND
(coerimpAGRP

impGRP
(I))), a, b

)
=

imp prdA

(
coerimpMND

impSGRP
(coerimpGRP

impMND
(coerimpAGRP

impGRP
(I))), b, a

)
.

Debemos observar cómo para construir una signatura aprovechamos la estructura
de otra. Cada signatura se caracteriza por tener un género destacado que denotamos
con el śımbolo imp con sub́ındice la misma signatura. Cuando una signatura hereda de
otra, se produce una relación de orden entre sus géneros destacados, que en la práctica
se traduce en la inclusión en la primera de una operación de coerción. Esta operación
de coerción es la que permite obtener polimorfismo en las operaciones, de forma que
podemos utilizar una operación que involucra argumentos de un género determinado
sobre un elemento de un subgénero. Estas operaciones de coerción actúan de forma
impĺıcita en algunos trabajos, como por ejemplo en la forma de construir estructuras
algebraicas en Coq [37]. Esto simplifica notablemente la notación sintáctica; no obstante,
nosotros preferimos hacer expĺıcita la intervención de estas operaciones como forma de
representar la relación de herencia entre ellas.

Para terminar este ejemplo damos una descripción de los objetos finales que se tienen
para cada categoŕıa. Comenzamos con el objeto final de la categoŕıa CSGRP

imp que denotamos
por ASGRP . Este objeto está definido por:
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· ASGRP
impSGRP := {(∗ : Dg × Dg → Dg) | 〈Dg, ∗〉 ∈ CSGRP},

· imp prdASGRP ((∗), a, b) = ∗(a, b), para cada (∗) ∈ ASGRP
impSGRP y cada a, b ∈ Dg.

El objeto final AMND de la categoŕıa CMND
imp está definido por:

· AMND|SGRPimp := AMND,

· AMND
impMND := {(∗ : Dg × Dg → Dg, e : → Dg) | 〈Dg, (∗, e)〉 ∈ CMND},

· imp untAMND((∗, e)) = e, para cada (∗, e) ∈ ASGRP
impMND ,

· (coerimpMND
impSGRP

)AMND((∗, e)) := (∗), para cada (∗, e) ∈ AMND
impMND .

El objeto final AGRP de la categoŕıa CGRP
imp está definido por:

· AGRP |MNDimp := AMND,

· AGRP
impGRP := {(∗ : Dg × Dg → Dg, e : → Dg,− : Dg → Dg) | 〈Dg, (∗, e,−)〉 ∈ CGRP},

· imp invAGRP ((∗, e,−), a) = −(a), para cada (∗, e,−) ∈ AGRP
impGRP y cada a ∈ Dg,

· (coerimpGRP
impMND

)AGRP ((∗, e,−)) := (∗, e), para cada (∗, e,−) ∈ AGRP
impGRP .

Por último, el objeto final AAGRP de la categoŕıa CAGRP
imp está definido por:

· AAGRP |GRPimp := AGRP ,

· AAGRP
impAGRP := {(∗ : Dg × Dg → Dg, e : → Dg,− : Dg → Dg) | 〈Dg, (∗, e,−)〉 ∈ CAGRP},

· (coerimpAGRP
impGRP

)AAGRP ((∗, e,−)) := (∗, e,−), para cada (∗, e,−) ∈ AAGRP
impAGRP .

En todos estos objetos finales podemos observar cómo cada operación de coerción
puede entenderse como un tipo de olvido de una parte de la estructura.

5.7 Especificación de los FD-complejos

Kenzo utiliza la estructura de FD-complejo definida por Eilenberg y MacLane para
trabajar con conjuntos simpliciales. Para implementar esta estructura se ha definido
una clase llamada SIMPLICIAL-SET que se construye por herencia a partir de la clase
CHAIN-COMPLEX que corresponde a los complejos de cadenas (ver [34] y Sección 5.2). En
esta sección trataremos de especificar la relación que existe entre ambas.
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En el caṕıtulo anterior hemos dado especificaciones de los complejos de cadenas y de
los conjuntos simpliciales, aśı como del funtor (sólo a nivel de objetos) que construye el
complejo de cadenas canónicamente asociado a un conjunto simplicial. En esta sección
utilizaremos la misma técnica que usamos en el caṕıtulo anterior para llegar a dichas
especificaciones, pero de modo que ahora aprovecharemos las partes comunes en ambas
para construir una a partir de la otra. Aśı, definimos dos signaturas Σcc y Σss con idea
de especificar los complejos de cadenas por un lado y los conjuntos simpliciales por otro.

Para especificar la estructura de FD-complejo damos una nueva signatura Σcs que
incluye a Σcc y además contiene dos nuevos géneros; que llamamos nat y asm, y dos
nuevas operaciones; face : nat nat asm → asm y dgn : nat nat asm → asm. Es decir,
ampliamos Σcc con algunos géneros y operaciones de Σss. Debemos observar que el género
que hemos destinado para los śımplices geométricos es el género gnr de la signatura de
los complejos de cadenas. Lo anterior está de acuerdo con la definición de FD-complejo,
en la que los śımplices geométricos del conjunto simplicial sirven de generadores para
el complejo de cadenas. Para que esto sea efectivo debemos tomar como dominio de
datos para el género gnr en el complejo de cadenas el conjunto Dcc

gnr = ∪p∈ZGp tal
que Gp = ∅ si p < 0. A partir de esta última condición técnica podemos obtener una
representación homogénea de los śımplices geométricos y los generadores del complejo
de cadenas. Entonces, para la signatura Σcs fijamos el dominio de datos Dcs a partir
del dominio de datos Dcc, y para los géneros nat y asm se define un dominio de datos
de modo similar a como hicimos para Σss, considerando como soporte de los śımplices
geométricos a Dcc

gnr.

El siguiente paso es construir la signatura con igualdad Σcs,eq. Para ella fijamos
el dominio de definición domcs que obtenemos a partir de domcc y domss. Entonces, la
subcategoŕıa de álgebras Ccs de PÃlgDcs,domcs

(Σcs,eq) que nos interesa está constituida por
aquellas álgebras A que verifican la siguiente propiedad: A/eqcs

A
define un FD-complejo

de modo que el cociente (A|Σcc,eq)/eqcc
A

es el complejo de cadenas que se obtiene por
olvido a partir de esta estructura de FD-complejo. Como tenemos que los generadores
del complejo de cadenas son los śımplices geométricos del conjunto simplicial entonces
para que se dé esta condición es suficiente con exigir que la diferencial del complejo de
cadenas se defina a través de las caras del conjunto simplicial de la forma conocida (ver
página 166, por ejemplo).

Bajo estas condiciones, podemos aplicar a este caso la construcción general de la
Sección 5.5. Aśı, por un lado definimos una signatura oculta Σcc,eq

imp y nos restrin-

gimos a una subcategoŕıa Ccc
imp de HPAlgDcc,domcc

(Σcc,eq
imp ) que coincide con la cate-

goŕıa que definimos en el caṕıtulo anterior para especificar familias de complejos de
cadenas. Por otro lado, definimos la signatura oculta Σcs,eq

imp que está formada por
Σcc,eq

imp junto con un nuevo género oculto, denotado por impΣcs,eq , y dos visibles, nat
y asm, y presenta como nuevas operaciones imp face : impΣcs,eqnat nat asm → asm e
imp dgn : impΣcs,eqnat nat asm → asm, junto con las operaciones de igualdad para los
nuevos géneros visibles.

Debemos observar que para construir una signatura que permita especificar familias
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de FD-complejos, hemos reutilizado la signatura a través de la cual especificamos familias
de complejos de cadenas, a la cual le hemos añadido las operaciones que permiten definir
un conjunto simplicial. Ahora, para hacer efectiva esta reutilización debemos establecer
el siguiente orden entre los dos géneros ocultos: impΣcs,eq < impΣcc,eq . Esto se traduce
en la inclusión en la signatura Σcs,eq

imp la siguiente operación coerción:

coerimpΣcs,eq

impΣcc,eq : impΣcs,eq → impΣcc,eq .

Con esta operación se completa la signatura Σcs,eq
imp . El álgebra de datos y el dominio de

definición que fijamos para esta signatura vienen dados por Dcs y domcs.

Ahora sólo falta restringirnos a la subcategoŕıa Ccs
imp de HPAlgDcs,domcs

(Σcs,eq
imp ) tal

que cada álgebra A de esta categoŕıa verifique que A|Σcc,eq
imp ∈ Ccc

imp y para cada a ∈
AimpΣcs,eq , la Σcs,eq

imp -álgebra que se obtiene a partir de A si fijamos, para cada operación
deconstructora con género impΣcs,eq el primer argumento en a, y si es con género impΣcc,eq

el primer argumento en (coerimpΣcs,eq

impΣcc,eq )A(a), verifique que es un objeto de Ccs. Es decir,
nos restringimos a aquellas álgebras cuyo soportes para los géneros destacados sirvan de
ı́ndice para determinar FD-complejos.

El objeto final de la categoŕıa Ccs
imp consta de tuplas de funciones como elementos

de los soportes para cada uno de sus géneros ocultos. En particular, para el género
impΣcc,eq , la tupla está formada por una función por cada operación de Σcc,eq

imp , es decir,
por tuplas (+, 0,−, ∗, df, =int, =gnr, =cmb), tal que definan un complejo de cadenas sobre
Dcc. No obstante, como comentamos en el caṕıtulo anterior, este objeto final admite una
representación más simple ya que las funciones 0, −, ∗, =int están prefijadas a partir del
dominio de datos y las funciones +, =cmb se pueden definir a partir de =gnr, por lo que
podemos prescindir de ellas y no aparecer en este soporte en el objeto final. Es decir, la
tupla que representa a un complejo de cadenas en el objeto final está formada por dos
funciones df y =gnr. Para el género impΣcc,eq , la tupla está formada por las operaciones
de la tupla para impΣcc,eq más una función por cada operación deconstructora nueva en
Σcs,eq

imp , es decir, por tuplas (df, =gnr, fc, dg, =nat, =asm). Nuevamente, las funciones dg
y =nat están prefijadas a partir del dominio de datos y la función =asm está definida a
partir de =gnr. Además, la función df se define a partir de la función fc. Entonces, la
tupla que representa a un FD-complejo en el objeto final está formada por dos funciones
=gnr y fc. La función de coerción permite utilizar las operaciones del complejo de
cadenas sobre la estructura de FD-complejo, de forma que se olvidan las operaciones
que se añaden a esta última para recuperar la estructura subyacente de complejo de
cadenas.

Podemos comparar los soportes que hemos obtenido para este objeto final con la
estructuras de complejos de cadenas y conjuntos simpliciales de Kenzo estudiados en la
Sección 5.2. La conclusión que se obtiene es que esta modelización es adecuada para
especificar la herencia presente en Kenzo entre estas dos estructuras.
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5.8 Problemas abiertos

En esta sección introduciremos algunas cuestiones que quedan por resolver y que van
más allá de los propósitos de esta tesis.

5.8.1 Diagrama de clases de Kenzo

Si observamos el diagrama de clases de Kenzo [34, 33, 91] que mostramos en la Figura
5.4 podemos ver que todav́ıa queda mucho trabajo por realizar.

kenzo -object

chain -complex

coalgebra algebra

simplicial -set hopf -algebra

kan

simplicial -group

ab-simplicial -group

reduction

equivalence

morphism

simplicial -mrph

Figura 5.4: Diagrama de clases de Kenzo

En la parte de la izquierda del diagrama están situadas las principales categoŕıas
matemáticas que se utilizan en Topoloǵıa Algebraica combinatoria. Como sabemos un
complejo de cadenas es un módulo graduado diferencial; un álgebra es un complejo
de cadenas con una estructura multiplicativa compatible, lo mismo para una coálgebra
pero en este caso con una estructura comultiplicativa. Si una estructura multiplicativa
y comultiplicativa se unen de modo que son compatibles, entonces obtenemos un álgebra
de Hopf, y aśı continuamos construyendo el resto de las estructuras.

Podemos observar que la mayor parte de las relaciones entre estas estructuras se
pueden especificar a través de la técnica de modelado que hemos presentado en este
trabajo. Sin embargo, otra parte no. Las relaciones que no cubrimos corresponden con
herencia múltiple, y sobre todo por la presencia de diamantes dentro de este diagrama.

Además, a lo largo de toda la tesis hemos estado trabajando con objetos de categoŕıas
matemáticas: semigrupos, grupos, conjuntos simpliciales... Pero, ¿qué ocurre con los
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morfismos? Algunas de las clases de la parte derecha del diagrama están dedicadas a
implementar los morfismos que necesita Kenzo. La cuestión es si estas clases admiten
una modelización parecida a la que hemos realizado sobre las clases de objetos.

Otra cuestión que puede resultar interesante es estudiar si podemos expresar el mo-
delado que hemos realizado de las relaciones entre estructuras, y en particular de la
herencia, dentro de un marco institucional, de modo similar a como hemos hecho para
la construcción imp.

Por último, en este trabajo tratado la formalización de aplicaciones entre estructuras
que tienen un único argumento. Podemos plantearnos generalizar este estudio de modo
que incluya aplicaciones más complejas, que trabajen sobre más de un argumento. Por
ejemplo, en Kenzo se trabaja con el operador que construye el producto tensorial de dos
complejos de cadenas.

En las próximas secciones esbozaremos posibles formas de abordar estas cuestiones.

5.8.2 Herencia múltiple

Comenzamos con un problema interesante como es la herencia múltiple y los posibles
diagramas en forma de diamante que se pueden originar a partir de ella. La herencia
múltiple plantea problemas complicados por lo que muchos sistemas tratan de evitarla
(por ejemplo, ver [94, 37]).

CLOS admite la herencia múltiple [93] y Kenzo la utiliza para definir sus estructuras.
Por ejemplo, si observamos el diagrama, tenemos que la estructura álgebra de Hopf se
construye por herencia múltiple a partir de las estructuras coálgebra y álgebra. Además
como estas dos estructuras heredan de la estructura complejo de cadenas se forma un
diamante dentro del diagrama. Un segundo ejemplo lo tenemos con la estructura gru-
po simplicial, que hereda de la estructuras de Kan y de álgebra de Hopf, formándose
un segundo diamante con vértice superior en las coálgebras. Todav́ıa existe un tercer
diamante que engloba a estos dos últimos.

Para especificar la herencia múltiple podemos tratar de generalizar la técnica que
hemos desarrollado para la herencia simple. Para ello podemos pensar en incluir en la
signatura “hija” la unión de las operaciones de cada una de las posibles signaturas “ma-
dre” y además una operación de coerción por cada signatura que herede. De esta forma
conseguimos reutilización sintáctica entre las signaturas. Además, en la signatura “hija”
no se produce duplicación de operaciones ya que en el caso de una situación de diamante
en los que dos posibles signaturas “madres” compartan una signatura “abuela” común,
entonces como no definimos de nuevo las operaciones de ésta sino que simplemente se in-
corporan en las signaturas “madres”, la unión de ambas para formar la “hija” determina
que aparezca cada operación una única vez en dicha signatura. La presencia de coerción
expĺıcita en las signaturas nos permite utilizar en cada caso la operación de coerción
que interese. Con coerción impĺıcita el problema es más complicado y por ejemplo los
autores de [37] no plantean solución alguna.
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Además, debemos resolver el problema de decidir cuáles de los posibles caminos que
conducen a través de las coerciones en un diagrama con forma de diamante debemos
utilizar en cada caso. El problema se plantea cuando queremos utilizar una operación que
está presente en una estructura “abuela” aplicada a un elemento de estructura “hija”.
En este caso, podemos simplemente exigir a nivel semántico una condición más: ambos
caminos deben conducir a la misma operación. Para ello es suficiente con imponer que
las posibles composiciones de coerciones aplicadas a un elemento del género destacado de
la “hija” determinen el mismo elemento del género destacado de la “abuela”. Imponer
esta condición en un diamante del que conocemos su estructura es relativamente fácil a
partir de las coerciones. Sin embargo, no parece sencillo expresar de manera natural esta
condición para un diagrama general, ya que a partir de una estructura no conocemos,
en principio, el árbol de herencia que la sostiene.

5.8.3 Especificación de los morfismos

La implementación que se hace en Kenzo (y también en EAT) de los morfismos presenta
una solución muy elegante gracias a la programación funcional y al modo en que han sido
implementadas las estructuras. En el diagrama de clases de Kenzo podemos observar
dos clases cuyas instancias representan morfismos: la clase morphism que corresponde
a morfismos de complejos de cadenas y la clase simplicial-mrph que es descendiente de
la anterior.

Para tener determinada una instancia de morfismo necesitamos esencialmente tener
una estructura origen (dominio) del morfismo, una estructura destino (codominio) del
morfismo y una función que lleve cada elemento de la estructura origen a un elemento
de la estructura final. Por ello, una clase para un morfismo consta fundamentalmente
de tres campos: dos destinados a almacenar instancias de estructuras y un tercer campo
funcional. Debemos observar como CLOS ofrece el ambiente adecuado para definir esta
clase.

Si tratamos de especificar una clase de morfismos podemos pensar en utilizar una
técnica similar a la que hemos utilizado para los objetos. Por ejemplo, supongamos que
queremos obtener una signatura cuyos modelos sean morfismos de grupos. Entonces,
podemos construir una signatura que contenga dos géneros: uno para los elementos de
los grupos y otro para los propios grupos, y tres operaciones: una que abstrae la función
que define el morfismo y dos constantes, que determinen los grupos origen y destino
del morfismo. Debemos observar que tenemos las herramientas adecuadas para definir
esta signatura, ya que hemos definido un género cuyo soporte está dedicado a repre-
sentar grupos: el género destacado para la signatura de grupo. Si ahora pensamos en
una posible signatura que permita especificar no un único morfismo sino una familia de
ellos, podemos aplicar la operación imp a la anterior signatura. En este caso, obtenemos
una signatura con tres géneros, denotados por g, impGRP e impM-GRP, y tres operaciones
f : impM-GRPg g → g, source : impM-GRP → impGRP y target : impM-GRP → impGRP. Si tra-
tamos de ver esta signatura como signatura oculta, a la hora de declarar los posibles
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géneros visibles y ocultos tenemos dos posibilidades. Mientras que el género impM-GRP
es claro que debe ser oculto, para el género impGRP podemos plantear una discusión pa-
recida a la mantenida al hablar de la especificación de la herencia, sobre si es visible
u oculto. En este caso, se tiene una clara relación de uso entre las dos estructuras:
el morfismo de grupos no es un grupo, sino que utiliza grupos en su construcción (ver
nuevamente [66]). Por ello, parece razonable pensar que la estructura grupo debe ser
previa a la de morfismo y ser visible para ella. Como comentamos en aquella discusión,
un buen candidato a servir como dominio de datos para este género es el soporte para
dicho género en el objeto final.

Las cosas pueden complicarse un poco más si pensamos en la posible herencia entre
clases que representan morfismos. Podemos pensar en definir por ejemplo una clase para
los morfismos de los anillos que herede de la clase para representar los morfismos de los
grupos. En esencia, las componentes que necesitamos para un morfismo de anillos son las
mismas que para un morfismo de grupos: dos estructuras, ahora anillos, y una aplicación
entre los elementos de esas estructuras. En este caso, no podemos reutilizar la signatura
para los morfismos de grupos, tal y como la tenemos definida, para los morfismos de los
anillos. Esto es debido a que las operaciones que nos permiten obtener el grupo origen
y final ahora deben definir otras estructuras más espećıficas como son los anillos y la
posible operación de coerción entre anillos y grupos va ahora en dirección opuesta a la
que necesitamos. Para resolver este punto hace falta más investigación.

Además, el sistema Kenzo presenta en su implementación una caracteŕıstica particu-
lar que se puede tratar de especificar. Para implementar las diferenciales de los complejos
de cadenas se ha utilizado la estructura de morfismo. Es decir, una diferencial es un
endomorfismo del complejo de cadenas que se define a partir de esta diferencial. Esta
peculiaridad plantea desde el punto de vista de la especificación que el género destacado
de los morfismos es utilizado como visible dentro de la signatura de los complejos de
cadenas. Pero la signatura de los morfismos de complejos de cadenas contiene como vi-
sible al género destacado de los complejos de cadenas. Entonces podemos entender que
este último género está presente como género oculto y visible a la vez en esta signatura.
Otra vez hace falta más investigación para aclarar este punto.

5.8.4 Interpretación institucional de la herencia

En el tratamiento que hemos realizado de la herencia no hemos utilizado un marco
institucional. Podemos tratar de interpretar dicha herencia como una relación entre
instituciones de forma similar a como hemos hecho con la operación imp.

Si pensamos en la relación de inclusión que existe entre una signatura hija respecto
con respecto a una signatura madre como un morfismo de signaturas inclusión, ob-
tenemos que dicho morfismo es un morfismo oculto bien definido, es decir verifica la
propiedad de encapsulamiento. Este hecho da pie a tratar de ubicar estas relaciones de
herencia en una institución oculta espećıfica y a buscar una relación entre instituciones
que recoja esta relación de herencia de modo similar a como plantemos la construcción
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imp.

5.8.5 Otros funtores entre categoŕıas

En este trabajo hemos analizado las aplicaciones entre objetos de funtores que tienen una
única categoŕıa origen. No obstante, en Kenzo y también en EAT existen operaciones
entre estructuras que tienen más de un argumento. Por ejemplo, una aplicación que
construya el producto cartesiano de dos conjuntos simpliciales o el producto tensorial
de dos complejos de cadenas.

Para especificar estos funtores necesitamos incluir en la signatura operaciones que
tienen en su argumento más de un género oculto. Estas signaturas suponen una gene-
ralización de la teoŕıa oculta de [42] y de las definiciones que hemos utilizado en esta
memoria. Desde el punto de vista de la teoŕıa oculta ya hay trabajos que han realizado
una generalización de la definición de signatura oculta en este sentido (ver, por ejemplo
[45, 27]). Nos tendŕıamos que basar en estas nuevas definiciones para poder llevar a
cabo la especificación de estos funtores. No obstante, en estos art́ıculos se cita que la
inclusión de más de un género oculto conlleva en general la pérdida del objeto final en
la categoŕıa de álgebras ocultas. Un problema interesante puede consistir en estudiar si
este objeto final se pierde también en nuestras signaturas particulares.
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El presente trabajo se ha dedicado a aplicar métodos formales en el estudio de los
programas de Cálculo Simbólico EAT y Kenzo. Más concretamente, se han utilizado
especificaciones algebraicas para establecer modelos formales de las estructuras de datos
de los citados sistemas.

Para estudiar cada estructura de datos aisladamente (trabajo que ya hab́ıa sido
emprendido por otros miembros de nuestro equipo de investigación [58, 57, 72]) se ha
utilizado el concepto de institución (Caṕıtulos 2 y 3). A continuación, se han tratado las
relaciones entre estructuras de datos en EAT (Caṕıtulo 4), prestando especial atención
a la relación entre conjuntos simpliciales y complejos de cadenas (estructuras esenciales
en Topoloǵıa Algebraica, campo de aplicación de EAT y Kenzo). Por último, se ha
modelado parte de la organización orientada a objetos de Kenzo, concentrándonos sobre
todo en la relación de herencia entre estructuras (Caṕıtulo 5).

En lo relativo al uso de instituciones, una primera conclusión, muy positiva, es que se
ha conseguido agrupar, de modo cohesionado, distintos resultados que aparećıan sepa-
rados en publicaciones previas [30], [29]. Se ha obtenido, de este modo, un conocimiento
más profundo de las técnicas y conceptos involucrados en nuestro análisis. Sin embargo,
el precio a pagar ha sido una cierta rigidez en las instituciones que intervienen en nuestra
descripción del proceso de construcción de las estructuras de datos en EAT (la construc-
ción imp). Esta rigidez se ve ilustrada por la aparición, en el Caṕıtulo 2, de categoŕıas
discretas que, hasta cierto punto, vaćıan de contenido el uso de la Teoŕıa de Categoŕıas.
Se ha elegido este tipo de presentación para mostrar un diagrama homogéneo de mor-
fismos entre instituciones que modelan, de manera completa, la construcción imp y su
relación con las técnicas ocultas y coalgebraicas. En el Caṕıtulo 3, retiramos las res-
tricciones sobre los morfismos en las categoŕıas para retomar un marco más natural de
especificación y mostramos con detalle cómo en este caso hay dificultades y limitaciones
que impiden encontrar un diagrama homogéneo, similar al expuesto en el caṕıtulo ante-
rior. Se identifican con precisión los puntos delicados, mostrando con ejemplos concretos
las obstrucciones para establecer morfismos generales, y se exploran diferentes variantes
en la definición tanto de las instituciones como de los morfismos entre ellas. El lector
atento encontrará una exhaustiva gúıa para utilizar las técnicas institucionales, ocultas
y coalgebraicas, evitando falsos atajos que pueden confundir al principiante.

Los resultados presentados en los Caṕıtulos 2 y 3, aśı como su proceso de génesis,
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nos permiten hacer ciertas reflexiones sobre el uso de instituciones en la tarea de mo-
delización y especificación. Dando por hecho la justeza de los objetivos perseguidos por
los creadores de la noción de institución (esencialmente, agrupar bajo un único con-
cepto todas las componentes que intervienen en especificación algebraica), una primera
observación es que utilizar (correctamente) las instituciones, es dif́ıcil. Más allá de ser
una observación banal, esta afirmación queda justificada por los frecuentes errores do-
cumentados en la literatura (en ocasiones por autores, y en publicaciones, de primera
ĺınea), muy superiores en número a los que se pueden encontrar en otros temas. Algu-
nos de esos errores, relacionados sobre todo con las interacciones entre instituciones y
especificaciones ocultas, han sido detectados y descritos en esta memoria.

Una segunda observación tiene que ver con dos aspectos aparentemente contradicto-
rios de las instituciones. Por una parte, son un instrumento excesivamente liberal. Y,
por otra, su definición es demasiado ŕıgida.

Respecto a su carácter excesivamente flexible, señalar, por ejemplo, que sobre la
categoŕıa de signaturas no se impone ninguna restricción. Aśı, cualquier categoŕıa,
por enorme o abstracta que sea, puede ser adoptada como categoŕıa de signaturas, sin
ninguna referencia al carácter sintáctico que solemos asociar con el término signatura. De
este modo, el usuario del concepto de institución no dispone de intuiciones o directrices
que le indiquen cómo diseñar sus distintas componentes. Esto sucede, por ejemplo, al
intentar definir una institución para coálgebras. En nuestro caso particular (Caṕıtulo
2), al tratarse de una institución coalgebraica que es la imagen de la construcción imp,
hemos podido trasladar signaturas y sentencias sin dificultades.

La rigidez excesiva de las instituciones proviene de la relación de satisfacibilidad.
Es ésta una parte esencial de cada institución, por establecer el v́ınculo entre el resto
de componentes. La relación está expresada como un “si y sólo si”. Pese a que exigir
la equivalencia, en lugar de sólo una condición necesaria o suficiente, es natural en los
ejemplos que inspiran la definición de institución (la especificación algebraica ecuacional
y sus variantes), no lo es en muchas otras ocasiones. Esta limitación ha sido señalada
también por otros autores [85, 68]. El mismo problema se traslada a la condición de
satisfacibilidad en la noción de morfismo de instituciones. Teniendo en cuenta que un
morfismo es una “flecha” (con dirección y sentido, por tanto), pareceŕıa más natural
exigir tan solo una implicación en lugar de una equivalencia. Ésta ha sido la causa
principal de la gran extensión de nuestra presentación de nuestros diagramas de institu-
ciones (véase de nuevo [68] para otra discusión sobre esta limitación de la definición de
morfismo).

En los Caṕıtulos 4 y 5 volvemos a un marco de especificación más habitual, sin re-
currir al concepto de institución. En el Caṕıtulo 4, utilizamos especificaciones ocultas,
pero parciales y con relaciones de equivalencias variables sobre los dominios de datos.
Estas extensiones nos sitúan en una posición intermedia entre la especificación algebrai-
ca pura (con álgebras totales y dominios de datos completamente fijados) y el análisis
de las representaciones e implementaciones de Tipos Abstractos de Datos (al estilo de
[49]; en este último campo, además de parcialidad y relaciones de equivalencia, hay que
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tratar con los problemas de semántica de los lenguajes de programación concretos, como
en [58] y [72]). Incluso situándonos en este punto intermedio, los problemas son mucho
más complejos y sutiles que en el caso algebraico puro. Esto queda bien ejemplificado en
nuestra discusión sobre las interacciones entre fijar los dominios de las operaciones y tra-
bajar con homomorfismos débiles o fuertes. Como nuestros contraejemplos señalan, sin
una cuidadosa selección de categoŕıas, podemos encontrarnos en ocasiones sin semántica
final para las estructuras de datos funcionales de EAT o Kenzo.

La principal conclusión que puede ser extráıda del Caṕıtulo 5, es que modelar la
herencia como una coerción expĺıcita (idea que hemos tomado prestada de la Teoŕıa
de Tipos [100, 13]) es una decisión conveniente para la especificación algebraica de
buena parte de la jerarqúıa de clases del sistema Kenzo. Aportamos también un estudio
alternativo de dos posibles v́ıas de análisis de la herencia: con dos géneros ocultos o con
uno solamente. La primera opción es más natural, mientras que la segunda muestra muy
claramente el papel dual de las semánticas inicial y final (o de la naturaleza algebraica y
coalgebraica, si se prefiere) en nuestra aproximación (que es consistente con lo encontrado
independientemente por otros autores; véase, por ejemplo, [84] o [54]).

En resumen, consideramos que los tres objetivos planteados en la introducción de
la tesis han sido alcanzados. Esto es, hemos completado nuestra aproximación a la
especificación de sistemas como EAT o Kenzo por medio de un diagrama de morfismos
de instituciones. En segundo lugar, hemos analizado fragmentos de EAT que se basan
en relaciones funtoriales entre sus estructuras. Por último, hemos sentado las bases
para continuar nuestra modelización de los aspectos orientados a objetos de Kenzo y, en
particular, de la herencia entre estructuras.

En un contexto más general, esta memoria puede entenderse como un paso más
(parcial, pero no irrelevante) en el estudio de la aplicación de métodos formales a sistemas
de software concretos y en funcionamiento. Aśı, este trabajo significa una contribución
al debate sobre si dicha aplicación puede o no aproximarnos al final de la crisis del
software, o, al menos, de si es realista continuar en esta ĺınea.

Para terminar, señalamos que los problemas técnicos más importantes que quedan
por resolver han sido recopilados en la última sección del caṕıtulo precedente. A ellos
dedicaremos, obviamente, parte de nuestros siguientes esfuerzos investigadores. Más en
general, estamos interesados en aplicar nuestras técnicas y desarrollos a otros sistemas
y entornos de Cálculo Simbólico. Citemos, por ejemplo, Aldor [1] o el sistema FOC [9],
basado en el lenguaje de programación orientado a objetos OCaml [62]. En relación
también con FOC, queremos orientar nuestra investigación hacia la búsqueda de una
integración con los demostradores automáticos de teoremas (utilizados en nuestro grupo
de investigación en [2], entre otros), que permita utilizar eficazmente nuestras técnicas
de especificación algebraica para la corrección de fragmentos de Kenzo.
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system. Aparecerá en Applicable Algebra in Engineering, Communication and Com-
putation.

[57] L. Lambán, V. Pascual y J. Rubio. Simplicial sets in the EAT system. En I. Bermejo,
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[78] G. Roşu. Equational axiomatizability for coalgebra. Theoretical Computer Science,
260:229–247, 2001.

[79] J. Rubio y F. Sergeraert. Locally effective objects and algebraic topology. En
F. Eyssette y A. Galligo, editores, Computational Algebraic Geometry, Progress in
Mathematics, vol. 109, pp. 235–251. Birkhäuser, 1993.

[80] J. Rubio y F. Sergeraert. Constructive algebraic topology. Bulletin des Sciences
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1990.

[90] F. Sergeraert. The computability problem in algebraic topology. Advances in Mathe-
matics, 104:1–29, 1994.

[91] F. Sergeraert. Common lisp, typing and mathematics. Technical report,
2001. Conferencia impartida durante el taller Implementation of symbo-
lic computation systems in Common Lisp previo al congreso Encuentros de
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