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Introduccion

La industria del desarrollo de software esta en crisis. O tal vez seria mejor decir que el
software continia en crisis. Desde que la terminologia crisis del software fue acunada
a mediados de los anos 60, no se han encontrado motivos para decretar el final de la
famosa crisis. Los proyectos siguen alargandose més de lo previsto, los presupuestos
resultan siempre escasos y las revistas de Ingenieria del Software siguen registrando
la poca fiabilidad de algunos de los desarrollos de software més emblematicos (misiles
descontrolados, sistemas de equipajes cadticos en aeropuertos).

Dos consecuencias claras se desprenden de este panorama. En primer lugar, que
el problema es dificil y que va a estar con nosotros durante mucho tiempo. Manejar
la complejidad inherente al desarrollo de programas es un problema en el que ciertas
limitaciones humanas, todavia no claramente elucidadas, aparecen involucradas. En
segundo lugar, esta situacién muestra el (relativo) fracaso de los que abogaban, en los
anos 60, por el uso de métodos formales (mateméticos) como panacea para acabar con
la temida crisis.

No obstante, el punto de vista que dirige el presente trabajo de investigacion es
que, en ausencia de un conocimiento exacto de cuales son los factores que influyen en
la dificultad esencial del desarrollo de programas, serfa arriesgado tirar por la borda la
experiencia acumulada a lo largo de los anos en la utilizacién de métodos formales en el
analisis e implementacién de software.

Nuestra propuesta consiste en utilizar como laboratorio experimental sistemas com-
plejos que ya llevan anos funcionando y cuyo campo de aplicacién es el Célculo Simbdlico
(en Topologia Algebraica, concretamente). Dichos sistemas tienen la ventaja de que, pro-
viniendo de las matematicas, es de esperar que admitan un mejor acomodo al uso de
métodos formales en su analisis. En concreto, nuestro interés se centra en la especifica-
cion de dichos sistemas.

En la realizacién de programas informaticos que nos permitan resolver algin proble-
ma, el camino que debemos recorrer entre ese problema y la implementacién del mismo en
un sistema de software es muy amplio. Un paso intermedio que podemos dar es la espe-
cificacion de este problema. La especificacion de un problema consiste en la descripcién
abstracta y formal del mismo. Abstracta en el sentido de que buscamos establecer las
propiedades fundamentales presentes en dicho problema que daran lugar a las funciones
requeridas al sistema que va a ser disenado, sin preocuparse por los aspectos especificos
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de la implementacién. Ademads, esta expresada en algin lenguaje formal (normalmente
en lenguaje matematico) para evitar las imprecisiones propias del lenguaje natural en
el que habitualmente se presentan los problemas. Se plantea asi la especificacién con el
objetivo de servir de apoyo en el desarrollo de la posterior implementacion centrandose
en “qué tiene que hacerse” (qué datos deben manejarse, qué operaciones deben actuar
sobre estos datos), sin preocuparse de la descripcién del “como tiene que hacerse”.

Una situacion inversa a la anterior, en la que también interviene la especificacién
como paso intermedio entre la Computacion y las Matematicas, es la modelizacion de
programas ya implementados. Cuando tenemos un sistema de software ya implementado,
puede ser conveniente realizar la especificacién de los algoritmos y de los tipos de datos
que intervienen en el mismo. El objetivo de esta especificacion es ahora apoyarse en
la estructura de un lenguaje formal para, por un lado, confirmar la veracidad de los
resultados que nos ofrece el sistema y, por otro lado, razonar acerca de los procesos que
se realizan en el mismo. A través de dicho estudio es posible desarrollar otros programas
mas eficaces, en cuanto a la obtencién de nuevos resultados o en cuanto a la complejidad
algoritmica de ese sistema.

Desde la década de los setenta se vienen usando técnicas algebraicas para la especi-
ficacién de software en general y de los tipos de datos que intervienen en los programas
en particular. El lenguaje del Algebra es adecuado para los objetivos perseguidos en la
especificacion ya que permite definir con precisién y sin ambigiiedades las componentes
fundamentales de cualquier problema. La teoria de la Especificacién Algebraica se ha
desarrollado notablemente desde entonces y se han originado distintas técnicas de espe-
cificacién. Esta teoria se ha constituido como un area de estudio dentro de las Ciencias
de la Computacion.

Desde hace varios anos (al menos desde 1991) viene funcionando un sistema de soft-
ware llamado EAT (siglas de Effective Algebraic Topology) [81, 82]. Este sistema fue
desarrollado por J. Rubio y F. Sergeraert y esta destinado al Célculo Simbdlico en To-
pologia Algebraica. En concreto realiza cédlculos de grupos de homologia de algunos
espacios topoldgicos complejos, como por ejemplo de espacios de lazos iterados. En el
mismo se implementaron una serie de algoritmos disenados por Sergeraert que se en-
marcan dentro de la Teoria de la Homologia Efectiva [88] desarrollada por este mismo
autor. Antes de comenzar la construccién de este programa, Sergeraert se dio cuenta
que la programacién funcional debia jugar un papel fundamental en el mismo a través
del concepto de codificacion funcional [89]. Es probablemente por ello por lo que el
lenguaje de programacién que se utilizé para la implementacién del mismo es Common
Lisp.

Actualmente se ha desarrollado una segunda versién del programa que se ha llamado
Kenzo! [34]. Una de las diferencias entre ambos sistemas, aparte de que Kenzo utiliza
algoritmos mds eficientes (en tiempo y espacio en memoria) y que amplia el cdlculo a
grupos de homologia de nuevos espacios topolédgicos, es que Kenzo ha sido implemen-

Este nombre proviene de las siglas de Constructive Algebraic Topology [80], es decir, CAT, siendo
Kenzo el nombre del gato de Sergeraert.
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tado utilizando CLOS (Common Lisp Object System) [93] que es la parte orientada a
objetos de Common Lisp. En este sistema se utilizan sustancialmente las ventajas deri-
vadas del uso de la programacion orientada a objetos como por ejemplo la herencia y el
polimorfismo.

A través de ambos programas se han encontrado grupos de homologia que no han sido
obtenidos por ningun otro método, ni tedrico ni automatico, y que por lo tanto no han
podido ser confirmados, pero tampoco refutados; algunos ejemplos pueden encontrarse
en [80] o [82].

El primer objetivo a la hora de implementar ambos sistemas fue mostrar la viabilidad
de los algoritmos que Sergeraert habia disenado, pero el analisis formal del programa, y
en particular del estudio de sus estructuras de datos no se llevé a cabo. No obstante,
a la vista de los resultados obtenidos por los mismos parece interesante realizar dicho
analisis, que aun en el caso de que no pudiese dar lugar a una prueba completa de
la correccién del programa, al menos permitiese razonar sobre los procesos internos de
calculo.

Esta memoria es la continuacién de una serie de trabajos [58, 57, 56] dirigidos hacia
la especificacién algebraica de las estructuras de datos de EAT que dieron origen a la
tesis doctoral presentada por V. Pascual [72]. Relatamos a continuacién brevemente los
resultados obtenidos en la misma que suponen el punto de partida de esta memoria.

A la hora de comenzar dichos trabajos se observé que en la literatura no se encon-
traban ejemplos de especificacién algebraica de sistemas tan complejos (por tamano y
conceptualmente) como EAT, por lo que la tarea a realizar no consistia simplemente en
aplicar técnicas conocidas sino que era necesario introducir nuevas construcciones y con-
ceptos. En particular se comenzdé por el estudio de uno de los aspectos mas importantes
de EAT como son sus estructuras de datos. En este estudio se encontrd que entre las
estructuras de datos de EAT pueden distinguirse dos capas. Una primera, basica, cons-
tituida por datos estdndar (como numeros, listas, drboles...) y otra segunda, funcional,
dedicada a codificar estructuras algebraicas (como grupos (graduados), anillos, comple-
jos de cadenas...), cuyos elementos son datos de la primera capa. Debemos observar que
estas estructuras algebraicas son elementos que se utilizan en Topologia Algebraica y
ademas que el sistema no trabaja con una unica de estas estructuras, sino que debe ma-
nejar en tiempo de ejecucion familias de ellas. Una dificultad anadida es que la mayoria
de estas estructuras tienen naturaleza infinita. Estas estructuras estan codificadas en
EAT apoyandose en la programacion funcional, en concreto usando herramientas defini-
das por Sergeraert como la codificacion funcional [89] y los objetos localmente efectivos
[79].

En este estudio se comprobd que las técnicas de especificacion algebraica clasicas
(simplificando: las basadas en la semdntica inicial) son validas para especificar los datos
de la primera capa. Sin embargo, estas técnicas no son ttiles para realizar la especi-
ficacion de las estructuras algebraicas que forman la segunda capa. No obstante, no
fue necesario recurrir a técnicas de especificacién con conjuntos infinitos de géneros y
operaciones o a formalismos de orden superior, sino que resulté mas conveniente utilizar
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una semantica final.

Para llevar a cabo la especificacion de este tipo de estructuras se definié una ope-
racion, que se denomind operacion tmp, que modela el paso de un tipo de datos hasta
el tipo de las familias del tipo de partida. El nombre de ¢mp deriva de que lo que
realmente se esta especificando son implementaciones de estas estructuras mas que las
estructuras en si mismas, es decir, el tratamiento a nivel de maquina que EAT realiza de
ellas. Entonces, se obtuvo que las estructuras de datos de EAT forman parte de objetos
finales en adecuadas categorias de implementaciones de tipos abstractos de datos. De
este modo se pudo concluir que la representacién elegida por EAT para implementar sus
estructuras es lo “més general” posible, en el sentido de que a partir de cualquier otra
implementacién existe una forma de llevar ésta a la implementacién elegida por EAT.
Este resultado fue encontrado dentro de un marco basado en implementaciones, algo
alejado de las corrientes actuales en el campo de la especificacion algebraica.

Buscando relaciones con las nuevas corrientes en este campo, se encontrd, de un modo
bastante inesperado, que los resultados obtenidos estaban muy proximos a métodos de
especificacion algebraica que se habian desarrollado sobre todo en la 1ltima década,
relacionados con la programacién orientada a objetos, como son las especificaciones
ocultas y las coalgebras. Resulté bastante sorprendente porque se tenia en mente que
la orientacién a objetos en el campo de la homologia efectiva comenzaba en Kenzo y no
en EAT. El sistema EAT esta basado en la programacion funcional, mientras que Kenzo
estd basado en la programacién orientada a objetos (aunque también permanece presente
en el mismo la programacién funcional). De este modo, trabajando en un ambiente
puramente algebraico se consiguié obtener un objeto final en una determinada categoria
que resultaba ser un caso particular de objetos finales obtenidos en estos formalismos
para la especificacién algebraica orientada a objetos.

Este trabajo comienza donde termina el estudio realizado por V. Pascual, de modo
que se intenta proseguir la tarea realizada por al menos tres caminos.

A través de la operacion imp se consiguié relacionar distintos marcos de especificacién
como son la especificacién algebraica ecuacional, la especificacion oculta y la especifica-
cién coalgebraica. Si utilizamos el lenguaje de las instituciones, nocién que formaliza la
idea de un marco de especificacién, la operacién imp supone relaciones entre institucio-
nes que corresponden con los anteriores marcos de especificacion. Podemos plantearnos
entonces redefinir esta operacién en este ambiente més abstracto.

Otra posible via de estudio es tratar de abarcar fragmentos cada vez mayores de
EAT. El trabajo realizado previamente se ha centrado en especificar estructuras de
datos “aisladas”; sin embargo, estas estructuras no “viven” solas en el programa, sino
que existen operadores que permiten establecer relaciones entre ellas. El siguiente paso
a dar es tratar de modelar estas relaciones.

Por tltimo, podemos iniciar el andlisis del sistema Kenzo de modo similar a como se
ha hecho con EAT. Para ello debemos comprobar hasta qué punto las técnicas utilizadas
para EAT son aplicables a Kenzo. Debemos tener en cuenta que para implementar las
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estructuras de datos de Kenzo se han aprovechado las ventajas que ofrecen las técnicas
orientadas a objetos como son, entre otras, la herencia y el polimorfismo, herramientas
que no estan presentes en EAT.

En esta memoria se presentan los resultados obtenidos en estas tres direcciones. La
estructura de la misma es la siguiente. El Capitulo 1 estd dedicado a presentar las de-
finiciones bésicas y notaciones que se utilizaran a lo largo de la memoria. En concreto,
se estudian brevemente las técnicas de especificacion mas elementales que se recogen en
la especificaciéon algebraica ecuacional. En el Capitulo 2 se traslada la construccion imp
a relaciones entre instituciones. Estas relaciones dan lugar a un diagrama conmutativo
de morfismos de instituciones que muestran distintas formas equivalentes de entender
esta construccién, bien situdndola en la institucion algebraica ecuacional, bien en la
institucion oculta o bien en una nueva definiciéon de institucién coalgebraica que hemos
necesitado incluir y que recoge una serie de codlgebras particulares. El Capitulo 3 esta
dedicado a exponer algunas de las dificultades que surgieron a la hora de establecer el
anterior diagrama conmutativo, asi como a plantear posibles modificaciones y generali-
zaciones del mismo. En particular se obtienen dos diagramas alternativos al anterior. En
el primero se trata de generalizar los nodos que intervienen en el mismo. En el segundo
se plantean alternativas con otros tipos de morfismos de instituciones. En el Capitulo
4 se aborda la tarea de realizar la especificacién formal de relaciones entre estructuras
de datos de EAT. Nos centramos en el estudio de operadores en los que intervienen dos
estructuras, de modo que se construye una estructura a partir de otra. Para realizar
este modelado se abandona el a&mbito institucional para recuperar el lenguaje algebraico
utilizado previamente en la especificacion de las estructuras algebraicas por separado.
El Capitulo 5 recoge los primeros pasos en la direccion de realizar la especificacion de las
estructuras de datos de Kenzo. En particular nos interesan las caracteristicas orientadas
a objetos presentes en las mismas como son la herencia y el polimorfismo. En la espe-
cificacién de ambas caracteristicas la nocién de coercién juega un papel fundamental,
aunque con interpretaciones distintas para ambas. La memoria termina con una seccion
dedicada a conclusiones y a trabajo futuro.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introduccion

El propdsito de este capitulo es presentar las definiciones, notaciones y resultados basicos
que utilizaremos a lo largo de esta memoria. En particular, dedicamos la primera seccién
a fijar la terminologia referente a la Teoria de Conjuntos y la segunda a exponer los
conceptos basicos de la Teoria de Categorias que necesitaremos posteriormente. En la
tercera seccién desarrollamos la técnica de especificacién algebraica més elemental: la
especificacion algebraica ecuacional.

1.2 Conjuntos

A pesar de que las definiciones que presentamos en esta seccion representan conocimien-
tos basicos en matematicas, preferimos incluirlas para fijar las notaciones que usaremos
en la memoria. Son muchos los trabajos publicados que desarrollan la Teoria de Con-
juntos. Nosotros hemos utilizado como referencias generales [73, 21], junto con [63] para
algunas definiciones particulares.

Consideramos como primitivas las nociones de conjunto y de pertenencia (€) de un
elemento a un conjunto. Ademads, entenderemos que cada conjunto esta dotado de una
igualdad entre sus elementos que habitualmente llamaremos tgualdad literal del conjunto.
No entraremos en cuestiones de fundamentos de la Teoria de Conjuntos. Sin embargo,
si que necesitaremos hablar de clases para recoger la idea de clase de los conjuntos o del
universo de los conjuntos. No obstante, utilizaremos el concepto de clase inicamente a
un nivel intuitivo.

Usaremos los conceptos de conjunto vacio (@), subconjunto (C), conjunto diferencia
(\), producto cartesiano (x) y unién e interseccién (U, N, respectivamente) de conjuntos.
Ademads, como es habitual, denotaremos por N al conjunto de los niimeros naturales (que
incluye al 0), por N* al conjunto N\ {0} y por Z al conjunto de los niimeros enteros.

7
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Si S es un conjunto, {As}ses denota la familia indexada por S de los conjuntos A
y se llama S-conjunto. Si Ry S son dos conjuntos con R C Sy A = {As}ses es un
S-conjunto, la restriccién de la familia A a R se denota por A|g, es decir A|gr = {As}ser-
Todas las nociones consideradas sobre conjuntos se generalizan de forma natural a fa-
milias indexadas de conjuntos.

1.2.1 Relaciones

Definicién 1.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una relacion entre A y B es un subcon-
junto R C A x B. Habitualmente expresamos (a,b) € R escribiendo a R b.

Si A = B entonces hablamos de relacién (binaria) en A.

Debemos hacer notar que es habitual utilizar el término correspondencia para nom-
brar lo que aqui hemos llamado relaciéon.

Definicién 1.2.2. Sean R una relacion entre Ay By C, D dos conjuntos tal que C' C A,
D C B. La restriccion de la relacion R a C' x D es la relacion entre C' y D definida por
Rlexp ={(z,y) e R |z € C, y € D}

Relaciones sobre conjuntos especialmente importantes son las relaciones de equiva-
lencia y de orden.

Definicién 1.2.3. Sean A un conjunto y R una relacién en A.

e Se dice que R es una relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

e Se dice que R es una relacion de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicién 1.2.4. Sean A un conjunto y R una relaciéon de equivalencia en A. Dos
elementos a,b € A tales que a R b se dicen elementos equivalentes en A mddulo R.

Para cada elemento = de A, la clase de equivalencia de x modulo R, que denotaremos
por [z]g, es el conjunto de todos los elementos de A equivalentes a x médulo R.

El conjunto de todas las clases de equivalencia médulo R se denomina conjunto
cociente de A médulo R y se denota por A/g.

1.2.2 Funciones

Un tipo de relaciones especiales son las funciones o aplicaciones.

Definicién 1.2.5. Sean A y B conjuntos. Una funcion parcial o aplicacion parcial de A
en B es una relaciéon f C A x B que verifica que, para cada a € A existe, como mucho,
un b € B tal que (a,b) € f.
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Escribiremos f(a) = b (o f(a) := b) en lugar de (a,b) € f y diremos que f(a)
es indefinido si no existe b € B tal que (a,b) € f. En ambos casos, f(a) se dice el
valor de la funcién f en el argumento a. Denotaremos por f: A — B a una funcion
parcial f de A en B. El conjunto A se llama dominio de f y el conjunto B codominio.
Se llama dominio de definicion de f al subconjunto de A dado por Def(f) = {a €
A | existe b € B tal que f(a) = b} y conjunto imagen de f al subconjunto de B dado
por Im(f) = {b € B | existe a € A tal que f(a) = b}. Si Def(f) = A entonces f se
dice funcion total. De este modo, toda aplicacion total es una aplicacién parcial.

Habitualmente se suele definir una funcién total f: A — B a través de su domi-
nio, su codominio y una regla de correspondencia, que también se denota por f, que
permita asignar a cada elemento a de A el elemento f(a) de B. Para que una funcién
parcial f: A — B quede completamente definida de esta forma debemos dar ademas
el dominio de definicién Def(f). De esta forma denotaremos una funcién parcial por
(f,Def(f),A,B)obienpor (f: A— B,Def(f)) oincluso por (f, Def(f)) si el dominio
y el codominio se deducen del contexto.

Podemos hablar simplemente de funciéon o aplicacién cuando el contexto permita
identificar si se trata de una aplicacion total o parcial.

La siguiente definicién contiene algunas propiedades que pueden verificar las funcio-

nes.

Definicién 1.2.6. Sea f: A — B una aplicacion parcial.

e f es inyectiva si para cada b € B, existe a lo mas un elemento a € A tal que

f(a) =0.

e f es sobreyectiva si para cada b € B, existe al menos un elemento a € A tal que

f(a) =b.

e f es biyectiva si es total, inyectiva y sobreyectiva. En este caso se dice que Ay B
son conjuntos biyectivos y lo representamos por A ~ B.

Ejemplos de funciones que utilizaremos son las siguientes.

Ejemplo 1.2.7.

e Sean f: A — By g: B— (C dos funciones parciales. La funciéon composicion de
f v g se define como la funcién parcial g o f: A — C con dominio de definicién

Def(go f) = {a € Def(f) | f(a) € Def(g)} dada por g o f(a) = g(f(a)),
Va € Def(go f).

e Sea f: A — B una funcién biyectiva. La funcién inversa de f se define como la
funcién f~': B — A dada por f~'(f(a)) := a para todo a € A. Claramente f~!
es total y biyectiva.

e Sea A un conjunto. La funcién identidad sobre A es la funcién total idy: A — A
que se define por ida(a) := a, para todo a € A.
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e Sean A, B dos conjuntos con A C B. La funcion inclusion de A en B, es la funcién
total i4: A — B que se define por is(a) := a para todo a € A.

e Sean f: A — B una funcion parcial y C' C A. La funcién restriccion de f a C es
la funcién parcial f|¢: C' — B con dominio de definicion Def(f|c) = Def(f)NC
dada por f|c(c) := f(c), para todo ¢ € Def(f|c).

e Un predicado es una funciéon con codominio el conjunto de valores booleanos
{true, false}.

O

Sea S es un conjunto y sean A = {A;}ses, B = {Bs}ses dos S-conjuntos. Una funcién
(f: A— B,Def(f)) consiste en un S-conjunto, f = {fs: As — Bs, Def(fs)}ses-

1.3 Categorias

En esta seccién introducimos una serie de definiciones basicas de Teoria de Categorias
que utilizaremos posteriormente en esta memoria. Es amplia la bibliografia sobre esta
materia, nosotros hemos utilizado fundamentalmente [7, 60, 6].

Comenzamos dando una definicién de categoria. Este concepto pretende abstraer
el fondo que comparten muchas de las nociones con las que habitualmente se traba-
ja en diversas ramas de las matematicas, formadas por “conjuntos con estructura” y
aplicaciones entre ellos que “conservan la estructura”.

Definicién 1.3.1. Una categoria C consta de
e una clase Obj(C) cuyos elementos se denominan objetos de la categoria C;

e para cada par de objetos A, B € Obj(C), una clase Mor fc(A, B) cuyos elementos
se denominan morfismos de A en B;

e para cada terna A, B,C de objetos de C, una aplicaciéon Morfe(A, B) X
Morfe(B,C) — Morfe(A,C) que se denomina composicion. La composicién
de un par (f, g) se denota por g o f;

e para cada objeto A de C, un morfismo distinguido en Mor fc(A, A) que se denomina
identidad y se denota id 4,

de forma que se verifican los siguientes axiomas:

1. la composicién es asociativa, es decir, dados f morfismo de Mor fe(A, B), g morfis-
mo de Mor fe(B,C) y h morfismo de Mor fo(C, D), se verifica la siguiente igualdad

ho(gof)=(hog)of



1.3 Categorias 11

2. para cada objeto B de C la identidad idg se comporta como elemento neutro para
la composicién. Es decir, dados f morfismo de Morfe(A, B) y g morfismo de
Mor fe(B, C) se tienen las siguientes igualdades

idgof=f goidg=yg

Escribiremos f: A — B para representar f € Mor fe(A, B) y llamaremos al objeto
A dominio y al objeto B codominio del morfismo f. Ademads, escribiremos Morf(C)
para representar la clase de todos los morfismos de C. Un morfismo f: A — A se dice
endomorfismo de A.

Ejemplo 1.3.2.

e El primer ejemplo de categoria lo constituye la categoria de los conjuntos, que se
denota por Set. Esta categoria tiene por objetos los conjuntos y por morfismos
las aplicaciones totales. La composicién y el morfismo identidad para un conjunto
son la composicién de aplicaciones y la aplicacién identidad sobre ese conjunto.

e Otros ejemplos de categorias que utilizaremos vienen dados por estructuras ma-
tematicas junto con las aplicaciones que “conserven” dicha estructura. Un ejemplo
de este tipo de categorias es la categoria de grupos, que denotamos por GRP, cuyos
objetos son los grupos y cuyos morfismos son los homomorfismos de grupos.

OJ

Las notaciones empleadas para referirnos a la teoria abstracta de categorias se impor-
tan del ejemplo caracteristico de la categoria de conjuntos, pero no ha de sorprendernos
la aparicion de otros ejemplos de naturaleza bien distinta a los que se adapte mejor otro
tipo de notacion.

Habitualmente se suelen trabajar con categorias especiales que restringen el alcance
de la definicion anterior. Definimos a continuacion alguna de ellas.

Definicién 1.3.3.

e Una categoria C se dice localmente pequena si para cada par de objetos A, B €
Obj(C), Morfe(A, B) es un conjunto.

e Una categoria C se dice pequena si Morf(C) es un conjunto.

e Una categoria C se dice discreta si sus tinicos morfismos son las identidades.

En una categoria podemos identificar su clase de objetos con la clase formada por los
morfismos identidad. De esto se sigue que en una categoria pequena, la clase de objetos
es un conjunto. Habitualmente se trabaja con categorias localmente pequenas, de modo
que se suele adoptar la definicién de este tipo de categorias como la definicién general
de categoria (ver por ejemplo [7]). En este caso, una categoria pequena es aquélla cuya
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clase de objetos es un conjunto. Una categoria discreta queda determinada tnicamente
por la clase de sus objetos, de modo que puede identificarse con dicha clase.

La siguiente definiciéon contiene la nociéon de isomorfismo en una categoria.

Definicién 1.3.4. Sean C una categoria y f: A — B un morfismo en C. Se dice que
f es un isomorfismo en C entre A y B si existe un morfismo en C, g: B — C, tal que

gof=idyy fog=1p. En este caso los objetos A y B se dicen isomorfos y se denota
por A~ B.

Definimos a continuacién una serie de construcciones sobre categorias que utilizare-
mos posteriormente en esta memoria.

Definicién 1.3.5. Una subcategoria D de una categoria C es una categoria formada por
algunos de los objetos y por algunos de los morfismos de C, tal que verifique que si A
es un objeto de D entonces el morfismo identidad id4 en C esti en D,y si f: A — By
g: B — C son morfismos de D entonces la composicion go f en C esta en D.

Dos tipos de subcategorias de una categoria que se dan con frecuencia son las subca-
tegorias plenas y las cerradas por isomorfismos. Las primeras se caracterizan porque la
subcategoria conserva todos los morfismos de la categoria para cada pareja de objetos.
Las segundas por contener todos los objetos isomorfos a alguno de los objetos de la
subcategoria.

Definicién 1.3.6. Una subcategoria D de una categoria C se dice plena si para cada
pareja de objetos A, B de D se tiene que Mor fp(A, B) = Morfe(A, B).

Definicién 1.3.7. Sea D una subcategoria de una categoria C. Se dice que D es cerrada
por isomorfismo si para cada pareja de objetos A,B € Csi A € Dy A ~ B entonces
B eD.

A partir de una categoria podemos construir otra si invertimos sus morfismos.

Definiciéon 1.3.8. Sea C una categoria. La categoria dual de C que denotaremos por C
es la categoria que tiene los mismos objetos que C y que para cada morfismo f: A — B
en C, un morfismo f: B — A seincluye en C?. Es decir, Morfe(A, B) = Mor feor (B, A).

Nos interesan algunas nociones elementales en Teoria de Categorias como son copro-
ducto, objeto inicial y objeto final.

Definicién 1.3.9. Sea J un conjunto y sea {A;};c; una familia de objetos de una
categoria C. El coproducto de la familia {A,};c; es una par (P, {i;};es) donde P es
un objeto de C y, para cada j € J, ¢;: A; — P es un morfismo de C, de modo que,
para cualquier otro par (Q,{s;}es) con @ objeto de C y s;: A; — @ morfismo de C,
se verifica que existe un unico morfismo F: P — @ en C, tal que para cada j € J,
F oi; = sj, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:
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Definicién 1.3.10. Sea C una categoria.
e Un objeto I de C se dice inicial en C si, para cualquier otro objeto A de C, existe

un unico morfismo en C de [ en A .
e Un objeto F' de C se dice final en C si, para cualquier otro objeto A de C, existe

un unico morfismo en C de A en F'.

El coproducto de una familia, el objeto inicial y el objeto final pueden no existir en
una categoria pero, en caso de existir, son tnicos salvo isomorfismo.

1.3.1 Funtores

De la misma forma que relacionamos unos conjuntos con otros mediante aplicaciones,
o conjuntos estructurados con otros mediante aplicaciones que conserven su estructura,
un funtor es un morfismo entre categorias que preserva la estructura de categoria.

Definicién 1.3.11. Sean C y D dos categorias. Un funtor F de C a D, que denotaremos
por F: C — D, asigna:

e a cada objeto A de C, un objeto F(A) de D;

e a cada morfismo f: A — B de C, un morfismo F(f): F(A) — F(B) de D;
y verifica que:

1. conserva la composicién, es decir, para cada par de morfismos f € Mor fe(A, B),
g € Morfe(B,(C), se tiene que F(go f) = F(g) o F(f);

2. conserva las identidades, es decir, para cada objeto A de C, F(ids) = idp(a).

Un funtor F' de una categoria en si misma, F': C — C, se dice endofuntor de C.

Se puede definir de modo natural la composicién de funtores, operacién que resulta
ser asociativa y, para cada categoria, existe el correspondiente funtor identidad. De
este modo, las categorias junto con los funtores entre ellas constituyen una categoria:
la categoria de categorias, que denotamos por CAT. En esta memoria utilizaremos
una categoria mas restringida que es la categoria de categorias localmente pequenas que
denotaremos por Cat.
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Ejemplo 1.3.12.

1. Sean C y D dos categorias y sea A un objeto de D. El funtor constante sobre A es
el funtor que lleva todos los objetos de C sobre A y todos los morfismos de C sobre
idy.

2. Entre una subcategoria D de una categoria C y esta tltima categoria se puede
definir un funtor inclusion dado por la identidad sobre los objetos y los morfismos
de D.

3. Un tipo de funtores que se dan con cierta frecuencia son los funtores “tipo olvido”
que relacionan dos categorias de modo que se olvida parte de la estructura de la
primera. Por ejemplo, podemos definir el funtor olvido entre las categorias GRP y
Set de modo que se prescinde de la estructura de grupo, queddandonos sélo con el
conjunto subyacente a un grupo y la aplicacién que subyace en un homomorfismo
de grupos.

1.3.2 Transformaciones naturales

Existe una manera de relacionar funtores entre categorias con la idea intuitiva de re-
lacionar como dichos funtores actiian sobre los mismos objetos. Esta idea da origen al
concepto de transformacion natural.

Definicién 1.3.13. Sean C y D dos categorias y sean F,G: C — D dos funtores entre
ellas. Una transformacion natural entre F'y G, que denotaremos por n: F' = G, es una
clase de morfismos (na: F'(A) — G(A))aconjcy de D, un morfismo por cada objeto de
C, tal que para cada morfismo f: A — B de C se tiene que G(f) ona = ng o F(f), es
decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

La composicién de dos transformaciones naturales es una transformacién natural,
siendo ademads la composicién asociativa. Ademds, para cada funtor existe la trans-
formacién natural identidad. Si trabajamos en la categoria de categorias (localmente
pequenas) Cat, dadas dos categorias C y D podemos hablar de la categoria de funto-
res entre C y D, cuyos objetos son los funtores entre ellas y cuyos morfismos son las
transformaciones naturales entre funtores.
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1.4 Especificacién algebraica ecuacional

A continuacién introducimos algunas nociones basicas sobre especificacién algebraica.
Estas definiciones son bastante estandar y estdan ampliamente recogidas en la literatura
(por ejemplo, [63] es una buena referencia, bien escrita y con muchos ejemplos y ejercicios
propuestos, donde podemos encontrar estas definiciones; otras pueden ser [36] o [87]).

La idea bésica dentro de la especificacion algebraica es que un sistema, en nuestro caso
nos referiremos siempre a un tipo de datos, puede ser modelado mediante un algebra, es
decir, como un dominio de datos junto con un conjunto de funciones sobre este dominio.
No obstante, es habitual integrar distintos tipos de datos elementales, que forman parte
de otro mas complicado. De este modo son necesarios varios dominios de datos y se
debe exigir que las funciones concuerden con el prototipo que se les asigne. Es por ello
conveniente disponer de un nombre para cada uno de estos dominios de datos y también
para cada una de las operaciones. Este conjunto de nombres constituye la sintaxis para
un algebra y recibe el nombre de signatura.

1.4.1 Signaturas

Definicién 1.4.1 (Signatura). Una signatura ¥ es una pareja de conjuntos de simbolos
¥ = (5,Q). Los elementos de S se denominan géneros y los elementos de 2 operaciones.
Cada operacion w € (2 tiene asociada una aridad, es decir, una secuencia no vacia
de elementos de S, si...s,s, que fija el perfil de la operacién (es habitual escribir
w:sy...8, — s). En este caso, w es el nombre de una operacién con n argumentos
(cada uno de ellos del género correspondiente) y resultado de género s. Cuando n = 0,
la operacion w: — s se llama constante de género s.

Debemos notar que la definicién anterior permite tener diferentes operaciones en
una signatura con el mismo nombre, tales nombres de operaciones se dicen que estan
sobrecargados (la igualdad entre operaciones implica la igualdad de sus nombres y la
igualdad de sus aridades).

Si tenemos dos signaturas ¥ = (S,Q) y X' = (5", ), decimos que ¥ es una subsig-
natura de X' si X C ¥/, lo que significa que S C 5"y Q C . La unién de signaturas,
denotada por X U X', tiene por géneros S U S’ y por operaciones Q U .

Una aplicacién entre signaturas, que haga corresponder sus respectivos géneros y
operaciones, tal que respete la aridad de las operaciones recibe el nombre de morfismo
de signaturas.

Definicién 1.4.2 (Morfismo de signaturas). Un morfismo de signaturas pn: ¥ — 3,
entre dos signaturas ¥ = (5,Q) y ¥/ = (57, Y'), es una pareja de aplicaciones conjuntistas
p=(ug: S — 5 ug: Q@ — Q) tal que para cada operaciéon w € € de aridad s; ... s,5,
su imagen, uo(w), tiene aridad ps(sy) ... us(sn)ps(s).
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Denotaremos a ambas aplicaciones que integran un morfismo de signaturas por u, si
el contexto no da lugar a confusion.

Signaturas y morfismos de signaturas definen una categoria que llamamos categoria
de signaturas y que denotamos por SIG¢. Esta categoria constituye el ambito sintactico
de la especificacion algebraica ecuacional.

[lustraremos con unos ejemplos estas definiciones.

Ejemplo 1.4.3.

1. Definimos una signatura BOOL con un tnico género S = {bool} y cuyas operaciones
son Q = {true: bool, false: bool, not: bool bool, and: bool bool bool}. Habitual-
mente utilizaremos un lenguaje que es mas apropiado para describir signaturas:

signatura BOOL
géneros bool
operaciones
true: — bool
false: — bool
not: bool — bool
and: bool bool — bool
finsig.

Como vemos, esta signatura puede considerarse como la sintaxis para el “algebra
de booleanos”.

2. Ejemplos caracteristicos de morfismos de signaturas son los renombrados de
géneros y operaciones. Estos constituyen morfismos de signaturas biyectivos. Por
ejemplo, si tomamos las siguientes signaturas MND y MND2:

signatura MND signatura MND2
géneros m géneros [
operaciones operaciones
bin:mm —m concat: l | —1
e: —m unit: — |
finsig, finsig,

la pareja 1 = (us, po) dada por ps(m) =1, pa(bin) = concat, pg(e) = unit define
un morfismo de signaturas, que es un isomorfismo.

3. Consideramos ahora la signatura definida por:
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signatura GRP
géneros ¢
operaciones
prd:gg—yg
unt: — g
mu: g —g
finsig

Entre MND y GRP podemos considerar el morfismo de signaturas ¢ = (¢g, ¢q) dado
por: ps(m) =g, wa(bin) = prd, po(e) = unt. El morfismo ¢ corresponde a otro
tipo de morfismo natural entre dos signaturas: la inclusion de signaturas.

1.4.2 Algebras

Un &lgebra atribuye significado a una signatura. Consiste en interpretar los simbolos
de géneros y operaciones asociando un conjunto de datos a cada género y una funcién
a cada operacion. Representa de este modo un modelo matematico para la sintaxis
definida por la signatura.

Definicién 1.4.4 (Algebra total). Sea © = (5,Q) una signatura. Un dlgebra (total)
A para ¥ (o X-dlgebra) es un par de familias A = ((Ay)ses, (Wa)weq). Para cada s € S,
A, es un conjunto, llamado soporte en A de género s, y para cada w € €2 de perfil
W:S1...8, — S, waesuna funcién total wa: As, x---xAg, — A, llamada interpretacion
en A de la operacién w.

Las funciones que se interpretan de las operaciones son funciones totales, posterior-
mente definiremos otro tipo de algebras en la que podremos relajar esta condicién, per-
mitiendo funciones que no tengan que estar necesariamente definidas en todo el dominio,
es decir, funciones parciales.

Se pueden definir morfismos entre algebras, mas concretamente aplicaciones entre los
conjuntos soportes, de forma que sean compatibles con las funciones de ambas algebras.
Estas aplicaciones se llaman homomorfismos.

Definicién 1.4.5 (Homomorfismo). Sean ¥ = (5,) una signatura y A y B dos
Y-algebras. Un X-homomorfismo f: A — B de A en B es una familia de funciones
(fs: As — By)ses tal que para cada operacién w: s1...s, — s € €, se verifica la
siguiente condicion de homomorfismo

fs(WA(ah s 7an)) = wB(fén(al)v s 7fsn(an))

para todo (a,...,a,) € Ag X -+ X A, .
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Podemos nombrar a un -homomorfismo, simplemente por homomorfismo si el con-
texto permite distinguir la signatura sobre la que esta definido.

Las Y-algebras y los 2X-homomorfismos definen una categoria que llamamos categoria
de X-dlgebras y denotamos Alg(X).

Ejemplo 1.4.6.

1. Un ejemplo de dlgebra A para la signatura BOOL es el conjunto Apm = {0,1} v
las funciones trues = 1, falseq = 0, not4(1) = 0 y not4(0) = 1, y para todo
a,b € Apoo, anda(a,b) = a *b.

2. Un algebra B para la signatura MND es la formada por el conjunto B,, = Z y las
funciones eg = 0 y para todo a,b € B,,, bing(a,b) = a + b.

3. Un algebra C para la signatura GRP es la formada por el conjunto Cy = B,, y las
funciones e = ep, prdc = bing y para todo a € Cy, inve(a) = —a.

4. En general, si nos fijamos en la signatura GRP, una GRP-algebra consiste en un
conjunto que tiene un elemento distinguido (correspondiente a la operacién e: —
g) y que dispone de dos operaciones internas, una unaria y otra binaria. En
concreto, cualquier grupo resulta ser una GRP-dlgebra. Ademas, los homomorfismos
de grupos son morfismos de GRP-algebras. Anédlogamente, cualquier monoide es una
MND-&lgebra.

O

Un tipo de dato puede ser modelado con un algebra y desde un punto de vista
matematico podemos decir que los tipos de datos son algebras. Sin embargo, para el
diseno de sistemas de software, interesa en la especificaciéon no tanto la representacion
concreta del tipo de datos, sino solamente sus propiedades a nivel abstracto. Es decir, en
la especificacion no es necesario distinguir tipos de datos concretos que sean iguales bajo
renombrado de los conjuntos de datos y operaciones. Es mas, podria ser util considerar
esta clase de tipos similares como una unidad en un nivel més abstracto. Esto nos lleva
a la nocion de tipo abstracto de dato.

Definicién 1.4.7 (Tipo abstracto de datos). Un Tipo Abstracto de Datos (TAD)
para una signatura ¥ es una subcategoria plena C de Alg(X) que es cerrada bajo iso-
morfismo.

Un morfismo de signaturas, que define una relaciéon entre dos signaturas, da lugar
a una relacién entre algebras y homomorfismos via la nocién de reducto. No obstante,
la direccién de la relacién en este contexto semantico es el inverso de la que tiene el
morfismo de signaturas.

Definicién 1.4.8 (Reducto de un algebra). Sean ¥ = (S5,Q) y ¥’ dos signaturas,
(Y — ¥ un morfismo de signaturas y A" una Y'-dlgebra. El p-reducto de A’ es la Y-
algebra A’|u que tiene como soporte para cada género s € S, el soporte en A" de pg(s), es
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decir, A'|ps = A;S (s), ¥ como interpretacion de cada operacion w € €2, la interpretacion

en A’ de pg(w), es decir, war, = pa(w)ar

En el caso en el que p sea un morfismo de signaturas inclusion, podemos escribir
A'|Y en lugar de A'|p, para dejar patente que A’|x no es sino la restriccién de A’ a la
subsignatura .

Definicién 1.4.9 (Reducto de un homomorfismo). Sean ¥ = (5,Q) y ¥’ dos
signaturas, p: % — Y’ un morfismo de signaturas, A’, B’ dos ¥/-dlgebras y f': A’ — B’
un Y'-homomorfismo. El p-reducto de f' es el ¥-homomorfismo f'|u: A'|p — B'|u tal
que, para cada género s € S, la funcién de f’|u correspondiente a s, es la funcién de f’

para jus(s), es decir, (f|1)s = f} -

Estas construcciones se extienden a un funtor modelos Modg: SIGs — Cat®?, donde
Cat? denota la dual de la categoria de categorias, que asocia a cada signatura X la
categoria Alg(X) de sus X-algebras.

Ejemplo 1.4.10. Dados el morfismo de signatura ¢ entre las signaturas MND y GRP y
la GRP-dlgebra C' del ejemplo anterior, el dlgebra p-reducto de C' es la MND-algebra F'|p
dada por B. Asi, en general, la inclusién de la signatura MND en GRP induce un funtor
tipo olvido entre la categoria de GRP-algebras y la de MND-algebras. O

Una construccion especialmente interesante que utilizaremos en este trabajo es la
nocion de algebra cociente. De modo informal, un algebra cociente es un algebra en
la que se ha hecho una identificacién sobre los elementos del conjunto soporte. Esta
identificacién se realiza con la ayuda de una relacion de congruencia que es una rela-
cion de equivalencia sobre cada conjunto soporte del algebra que es preservada por las
operaciones.

Definicién 1.4.11 (Relacién de congruencia). Sean ¥ = (.5,(2) una signatura y A
una X-algebra. Una relacion de congruencia sobre A es una familia @ = (Q)ses de
relaciones de equivalencia, (), en A,, s € S, tal que para cada operacién w: s1...s, —
s € Q, n>1y para cada a;,a, € A, con a; Qs, al, 1 <1i <n se verifica que:

walay,...,a,) Qswalay,. .., a,).
Definicién 1.4.12 (Algebra cociente). Sean ¥ = (S, Q) una signatura, A una X-

algebra, y @ = (Qs)ses una relacién de congruencia en A. El dlgebra cociente de A por
Q) es la X-algebra A/g que se define por:

e el conjunto A/g, = {[a]g, | a € A}, para cada género s € S,

e la funcién wyy,(lailq.,, - lanlq.,) = walai,...,a)lq,, para cada operacién
w:s1...8, = s€Q, n>0,ycada [alg, € A/g,,i=1,...,n

donde [a]g, denota la clase de equivalencia de a con respecto a la relaciéon Q.
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En general, a partir de cualquier homomorfismo entre dos dlgebras que sea compatible
con las relaciones de equivalencia que definen cocientes sobre las mismas, podemos definir
un homomorfismo cociente entre las respectivas algebras cocientes.

Proposicién 1.4.13. Sean ¥ = (S, Q) una signatura, A, B dos X-dlgebras, Q = (Qs)ses
una relacion de congruencia en A y R = (Rs)ses una relacion de congruencia en B, y
sea h: A — B un X-homomorfismo de A en B tal que para cada s € S y cada a,a’ € A,
verifica que si a Qs a' entonces hs(a) Ry hs(a’). Entonces, la familia de aplicaciones
han = (hfon,: Alg. — B/r.)ses, que definimos por b ((ala.) = [ho(@)ln, para
cada [a]g, € A/g,, es un X-homomorfismo de A/g en B/g.

1.4.3 Ecuaciones

A partir de las constantes y de los simbolos de las operaciones de una signatura, junto con
un conjunto de simbolos de variables para cada género, podemos construir los términos
de la signatura. Estos términos permiten construir ecuaciones y las ecuaciones seran
usadas como axiomas para restringir el comportamiento seméantico posterior que se exige
a las algebras de una signatura. Una signatura junto con un conjunto de sus ecuaciones
constituyen una especificacion.

Definicién 1.4.14 (Variables). A cada signatura ¥ = (5, 2) se le asocia una familia
V' = (Vj)ses de conjuntos infinitos disjuntos. Un elemento de V;, s € S, se llama variable
de género s. Una familia X = (X;)ses con Xy C Vi, para todo s € S se llama conjunto
de variables para la signatura . Se asume que las variables de V' y los nombres de las
operaciones de €2 son distintos.

De manera informal, V' constituye un “universo” de variables mientras que X contiene
las variables con las que vamos a trabajar. El universo se supone lo suficientemente
grande para permitir anadir en cualquier momento “nuevas” variables a X.

Definicién 1.4.15 (Términos). Sean ¥ = (5,Q) una signatura y X un conjunto
de variables para ella. El conjunto de ¥(X)-términos, que denotamos por Tx(x), es
la familia de conjuntos (Tx(x)s)ses que se define por induccién estructural, para cada
s € S, de la siguiente forma:

1. Xs C TZ(X),S;
2. siw: — s es una constante de {2, entonces w € TE(X),S;

3.8 w:sy...s, — s, n > 1 es una operacion de € y si t; € Txx), para cada
i=1,...,n, entonces w(ty,...,t,) € Ty(x),s-

Un elemento de Ty x),s se llama X(X)-término de género s, o X-término de género s o
simplemente término de género s, si no hay lugar a confusion.
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Sitesun X(X)-término, Var(t) denota el conjunto de variables que estédn contenidas
en t. Un término ¢ con Var(t) = 0, se llama término sin variables. El conjunto de los
términos sin variables para una signatura ¥ se denota por Ty = (Tx 4)ses, donde T%; 4
denota el conjunto de los términos sin variables de género s.

Ejemplo 1.4.16. Sea MND la signatura del Ejemplo 1.4.3 y sea X,,, = {x,y, z}. Términos
de género m son: z, e, bin(bin(e, z),y). O

Definicién 1.4.17 (Subtérmino). Un término se dice subtérmino de otro si ocurre
como subcadena dentro de éste.

En la siguiente seccion atribuiremos significado a un término dentro de un &algebra.
Para ello serd necesario que el género de cada término esté univocamente determinado.
Una signatura que verifique esta condicion se dice fuertemente tipada. Claramente una
signatura es fuertemente tipada si sus operaciones tienen diferentes nombres. Sin em-
bargo, esta condicion es demasiado restrictiva en la practica, ya que incluso los lenguajes
de programacion clésicos permiten sobrecargar operaciones (por ejemplo, los operadores
aritméticos actian sobre distintos tipos de numeros). No obstante, no necesitamos todo
tipo de operaciones sobrecargadas, nos restringiremos a aquellas operaciones que verifi-
quen que si tienen el mismo nombre y ademas tienen los mismos argumentos entonces
obligatoriamente son iguales. El siguiente teorema demuestra que dichas aplicaciones
son suficientes para garantizar que cada término en una signatura tiene un uinico género.

Teorema 1.4.18. Sea 3 = (5, Q) una signatura. Si para cualquier pareja de operaciones

W:sSt...Sy = syw:s)...sh, — s deQ cons# s sewverifica que

siw=uw yn=nm, entonces existe i, 1 <i<n, con s; # s,

entonces la signatura X2 es fuertemente tipada.

Si tenemos una relacion entre signaturas dada a través de un morfismo de signaturas,
podemos extender dicha relacién a los correspondientes conjuntos de términos (la idea
consiste en cambiar los nombres de las operaciones en los términos via el morfismo de
signaturas).

Definicién 1.4.19 (Extensién de un morfismo de signaturas a términos). Sean
X =(5,Q)y X =(5,9) dos signaturas, u: ¥ — ¥’ un morfismo de signaturas y X un
conjunto se variables para Y. La extension de p a X es el conjunto de variables para
¥ dado por pp(X) = (Uug(s)=sXs)ses- La extension de p a un L-término t € Tx(x)
es el ¥'-término pp(t) € Tsr(up(x)) que se define por induccién sobre la forma de ¢ del
siguiente modo:

e si ¢t = x, una variable con x € X,, s € S, entonces pr(x) = z;
3 _ . _ / ! .
e sit=w, conw: — s una constante de €2, entonces pur(w) = ', con W' = pug(w);

o sit=w(ty,...,ty),conw:s1...8, =s€Qn>1yt; € Tyx)s, i =1,...,n,
entonces pp(w(ty, ..., t,)) = (ur(ty), ..., pr(ty)).
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Prescindiremos del subindice escribiendo p(t) en lugar de pr(t) si el contexto no da lugar
a confusion.

Ejemplo 1.4.20. El renombrado entre las signaturas MND y MND2 del Ejemplo 1.4.3
extiende los MND-términos de género m: =z, e, bin(bin(e,x),y) a los MND2-términos de
género l: z, unit, concat(concat(unit,z),y). O

Definicién 1.4.21 (Ecuacién). Sea X = (5,(2) una signatura. Una X-ecuacion e es
una terna e = (X, ;,%2) donde X es un conjunto de variables para ¥ y ¢;, ty son dos
Y (X)-términos de mismo género, es decir t;, to € Ty (x),s para algin género s € S.
Podemos llamarla simplemente ecuacion si no hay ambigiiedad en la signatura sobre la
que esta construida.

Cuando X es exactamente el conjunto de variables que estan presentes en t; y to,
por simplicidad, no se suele indicar explicitamente el conjunto de variables X. En este
caso se expresa una ecuacion por t; = ts.

Ejemplo 1.4.22. Podemos definir las siguientes ecuaciones para MND: bin(x, bin(y, z)) =
bin(bin(x,y), z), bin(x,e) = z, bin(e,z) = . O

Un morfismo de signaturas puede extenderse a las ecuaciones para estas signaturas,
simplemente trasformando por el morfismo cada uno de los términos que forman la
ecuacion.

Definicién 1.4.23 (Extensién de un morfismo de signaturas a ecuaciones). Sea
p: X — X' un morfismo de signaturas y e = (X, t1,t5) una -ecuacién. La extension de
e por p es la ¥-ecuacion u(e) = (u(X), u(t), u(ts)).

Esta construccion nos lleva a definir un funtor sentencias, Seng: SIG¢ — Set, donde
Set denota la categoria de conjuntos, que asocia a cada signatura ¥ el conjunto de
ecuaciones en ..

Definicién 1.4.24 (Especificacién). Una especificacion consiste en una pareja
Espec = (3, E), con ¥ una signatura y £ un conjunto de ecuaciones en X..

Ejemplo 1.4.25. La signatura MND junto con las ecuaciones del ejemplo anterior cons-
tituye la especificacién habitual para los monoides. 0]

1.4.4 Satisfacibilidad

La tultima de las componentes basicas de un marco de especificacion consiste en una
relacién entre sentencias y modelos que permita establecer un criterio para determinar
la “veracidad” de una ecuacion en un determinado modelo. Para ello es necesario previa-
mente dotar de interpretacién semantica dentro de un modelo a cada uno de los términos
que forman la ecuaciéon. Comenzamos por asignar significado a sus variables.
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Definicién 1.4.26 (Valoracién). Sean ¥ = (5,(2) una signatura, X un conjunto de
variables para ¥ y A una X-algebra. Una waloracion ¢ de X en A es una aplicacion
q: X — A, es decir, una familia de funciones ¢ = (gs: X5 — As)ses-

Una vez que hemos asignado un valor en un &lgebra a cada una de las variables,
podemos asignar valor en dicha algebra a los términos construidos sobre estas variables.

Definicién 1.4.27 (Interpretacién de términos). Sean ¥ = (5, 2) una signatura, X
un conjunto de variables para X, A una X-élgebra, ¢: X — A una valoracién y t € Txx)
un término (fuertemente tipado). La interpretacion q(t) del término ¢ por la valoracién
q en el algebra A se define por induccion sobre la estructura de ¢ del siguiente modo:

e si ¢t = x, una variable con x € X, s € S, entonces g(z) = q(z);
e sit=uw, conw: — s una constante de €2, entonces G(t) = wau;
1

e sit =wty...,ty), cON W: S1...8, — s € Q, n >
i=1,...,n, entonces q(t) = wa(q(t1),...,q(tn)).

, ti € Ty(x),s, para cada

Nota 1.4.28. La condicion de fuertemente tipado es necesaria para garantizar la consis-
tencia de la definiciéon de forma que se asigne una tnica interpretaciéon a cada término.

Para la interpretacion de los términos sin variables no es necesaria la intervencion
externa de una valoracion, por lo que el valor semantico que se asigna a estos términos
viene directamente determinado por el dlgebra. Denotaremos este valor por A(t) con t
un término sin variables.

Definicién 1.4.29 (Relacién de satisfaccién). Sean ¥ una signatura, A una -
algebra y e = (X,11,t2) una Y-ecuacién. Se dice que A satisface e y lo denotamos
A E£ e, si para cada valoracién en A de las variables de e, ¢: X — A, se verifica que

q(t) = q(t2).

Diremos que una Y-algebra A satisface un conjunto de ecuaciones F, y lo denotamos
por A =5 E, si A satisface todas las ecuaciones del conjunto E.

Una especificacion Espec = (X, E') determina una subcategoria de Alg(X), la sub-
categoria plena generada por aquellas Y-algebras que satisfacen E. Esta categoria se
denota Mods(F).

Teorema 1.4.30. Para toda especificacion Espec = (X, E), la categoria Mods(E) es
un TAD.

Ejemplo 1.4.31. La categoria de modelos de la especificacién que hemos definido para
MND es la categoria de los monoides en el ejemplo anterior. Il

El ejemplo de especificacién algebraica que hemos desarrollado constituye el formalis-
mo mas extendido para la especificaciéon de tipos de datos. De hecho, una buena parte de
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los sistemas de especificacién con los que habitualmente se trabaja son generalizaciones
o variantes del marco algebraico ecuacional. Por ejemplo, para poder especificar tipos de
datos en los que algunos de los operadores sean parciales, podemos generalizar la nocién
de dlgebra de modo que sus operaciones puedan ser parciales. Otras posibles generali-
zaciones se obtienen al considerar diferentes tipos de sentencias (légica de predicados,
por ejemplo). Podemos encontrar una introduccién a algunas de estas generalizaciones
en [63, 4]. En el siguiente capitulo utilizaremos varias de estas generalizaciones. Una de
ellas constituye, por ejemplo, la especificacién oculta [42] que consiste, entre otras cosas,
en distinguir en las signaturas dos tipos de géneros: visibles y ocultos.



Capitulo 2

Instituciones orientadas a objetos

2.1 Introducciéon

En el capitulo anterior hemos esbozado el modo habitual de trabajar con especificaciones
algebraicas. Las nociones bésicas son cuatro: signatura, algebra (o modelo), ecuacién
(o sentencia) y satisfacibilidad. El concepto de institucion (introducido por Goguen y
Burstall [39]) pretende agrupar, de un modo cohesionado, estas cuatro componentes.

Este concepto ha sido ampliamente utilizado en la literatura, podemos citar entre
muchos otros trabajos [46, 96, 95, 98, 71, 19, 26, 70, 8], de modo que se han presentado
multitud de ejemplos de instituciones y variantes del concepto original de institucion.
En nuestro intento de modelar usando la teoria de instituciones las estructuras de datos
que aparecen en los sistemas de calculo simbdlico EAT y Kenzo, hemos encontrado que
las instituciones que mejor se adeciian (aunque no exactamente en el modo que aparecen
en la literatura) son aquellas que han sido propuestas para tratar con el paradigma de
programacion orientada a objetos. En particular, son centrales para nuestra aproxi-
macién las instituciones basadas en especificaciones ocultas [38, 41, 15, 45]. En este
capitulo, trataremos con detalle esta tecnologia, introduciendo también otra familia de
instituciones coalgebraicas: las basadas en los métodos coalgebraicos [83, 54].

2.2 Nociones basicas. Institucién algebraica ecua-
cional &£

En el concepto de institucién [39] se retnen las cuatro componentes basicas que consti-
tuyen un marco abstracto de especificacion: signaturas, sentencias, modelos y relacién
de satisfacibilidad.

Definicién 2.2.1 (Institucién). Una institucion T = (SIG, Sen, Mod, =) consta de:

25
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1. una categoria SIG, llamada categoria de signaturas,

2. un funtor Sen: SIG — Set, llamado funtor sentencias,

3. un funtor Mod: SIG — Cat, llamado funtor modelos, y

4. una relacién FxC Obj(Mod(X)) x Sen(X) para cada X € Obj(SIG), llamada

Y-satisfaccion,
tal que para cada morfismo u: ¥ — Y’ en SIG, se verifica la siguiente condicion de
satisfacibilidad:
Mod(pn)(A') Ese siysdlosi A s Sen(u)(e)

para cada A" € Obj(Mod(Y')) y cada e € Sen(X).

De modo natural aparece la cuestién de establecer pasos entre instituciones, de forma
que se puedan trasladar especificaciones dadas en el marco definido por una institucion
a otras en un marco distinto. Esto conduce al concepto de morfismo de instituciones
(39, 46].

Definicién 2.2.2 (Morfismo de instituciones). Sean Z = (SIG, Sen, Mod, =), ' =
(SIG', Sen’, Mod',=") dos instituciones. Un morfismo de instituciones entre Z e I’
®: 7 — 7', consta de:

1. un funtor ®: SIG — SIG',

2. una transformacién natural a: Sen’ o ® = Sen, y

3. una transformacién natural 3: Mod = Mod' o ®

tal que verifican la siguiente condicion de satisfacibilidad:
ApEsas(e)  siysdlosi  fx(A) Faw) €

para cualquier signatura ¥ de Z, cualquier ¥-modelo A de Z y cualquier ®(3)-sentencia
e deZ'.

Observamos que las componentes sintactica y semantica en un morfismo de institu-
ciones van en direcciones opuestas. Sin embargo, existen ejemplos en los que parece méas
natural que ambas transformaciones naturales vayan en la misma direccién. Surge asi
el concepto de morfismo de instituciones unidireccional (“forward”) [46, 95].

Definicién 2.2.3 (Morfismo de instituciones unidireccional). Sean 7 =
(SIG,Sen, Mod, =), 7' = (SIG',Sen’, Mod', =") dos instituciones. Un morfismo de

instituciones unidireccional entre Z e 7', ®: 7 — 7', consta de:
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1. un funtor ®: SIG — SIG,
2. una transformacién natural a: Sen = Sen’ o @,y

3. una transformacién natural 3: Mod = Mod' o ®

tal que verifican la siguiente condicion de satisfacibilidad:

AfEse siysdlosi  fe(A) For) as(e)
para cualquier signatura Y, cualquier X-modelo A y cualquier Y-sentencia e de Z.

Nota 2.2.4. En general, denotamos una institucion Z por la cuater-
na Z = (SIG,Sen,Mod,|=), y si el contexto da lugar a confusiéon por
I = (SIGz,Senz, Modzr,EY). De la misma forma, denotamos un morfismo de
instituciones ®: Z — 7’ por la terna ® = (®,«, ), y si hay lugar a confusién por
T = (T o* T, 35 T). En todo momento indicaremos si estamos trabajando
con un morfismo de instituciones o con un morfismo de instituciones unidireccional por
lo que no incluimos en la notacién referencia explicita para distinguirlos.

Podemos componer morfismos de instituciones o morfismos de instituciones unidi-
reccionales de la forma esperada, de modo que las instituciones junto con cualquiera de
estos tipos de morfismos forman una categoria (ver, por ejemplo, [95]).

Ejemplo 2.2.5. La especificacién algebraica ecuacional que hemos desarrollado en el
capitulo de preliminares constituye un primer ejemplo de institucién (ver [39]) que lla-
mamos institucion algebraica ecuacional y que denotamos € = (SIG¢, Seng, Modg, =°).

O

2.3 La institucion algebraica ecuacional definida so-
bre un universo de datos &”

Guiados por lo que ocurre cuando queremos especificar implementaciones vamos a de-
finir una variante de la institucion algebraica ecuacional. Cuando trabajamos con im-
plementaciones de estructuras algebraicas, como por ejemplo los grupos, lo razonable es
trabajar con implementaciones que compartan un mismo modo de representacion en el
computador para los elementos de esas estructuras. Esta restriccién se traduce, a nivel
de modelos, en la necesidad de limitar las familias de algebras a aquellas en las que
todas las algebras que constituyen la familia compartan los mismos soportes. Asi, dada
una signatura ¥ = (5, 2) suponemos fijado un dominio de datos D = {D;}scs de modo
que consideramos los posibles modelos que se pueden obtener para esta signatura con
soportes en D. A partir de la institucién algebraica ecuacional definimos de esta for-
ma una nueva institucion cuyos modelos tengan la caracteristica anterior. Observamos



28 Capitulo 2. Instituciones orientadas a objetos

que antes de dar esa definicién es necesario fijar un dominio de datos sobre el que se
construye dicha institucion.

Consideramos fijado un conjunto U que llamamos universo de géneros. Enton-
ces, para cada s € U también fijamos un conjunto Ds (no vacio). La familia
D = {D}sev se llama wuniverso de datos. A continuacién definimos la institucion
algebraica ecuacional definida sobre el universo de datos D, que denotaremos por

EP = (SIGgp, Sengp, Modgn, ):‘SD), de la siguiente forma.

Signaturas: La categoria SIG¢p tiene como objetos las signaturas > = (S,Q U C),
donde el conjunto S de géneros cumple que S C U, el conjunto C' es el conjunto de
operaciones constantes {d: — s | paracada d € D,, paracada s € S} y Q es un
conjunto de operaciones sobre S. Ademas las constantes de (2 tienen nombres distintos
de las constantes de C. Los morfismos de SIGgp son los morfismos identidad!.

Sentencias: Definimos el funtor de sentencias Sengp: SIGgp — Set como la restric-
cién a la categoria SIGg¢p del funtor sentencias Seng: SIGe — Set de la institucién
algebraica ecuacional £.

Modelos: El funtor Modep: SIGgp — Cat® asocia a cada objeto X = (S,Q U C)
de SIG¢p, la categoria que denotaremos por Modgn(X). Esta categoria tiene como
objetos las Y-dlgebras A que verifiquen que A, = D, para cada género s € S, es decir,
el conjunto soporte de A, en cada género s € S, es el conjunto correspondiente a ese
género en el universo de datos. Y ademéds dy = d para cada d € C, es decir, el elemento
asociado por A a cada constante d: — s de C' es exactamente d. Los morfismos de la
categoria Modgp(3) son los ¥-homomorfismos identidad.

Completamos la definiciéon del funtor Modgp: SIGep — Cat®? sobre los morfismos
identidad en SIGgp de la tinica forma posible, es decir, Modgn (ids) = idproa, (x), Para
cada morfismo identidad idy, de STGgp.

Relacién de satisfaccién: Para cada X € SIGep la relacion =§°  entre
Obj(Modgn (X)) v Sengn(X) se define como la restriccién de = a los conjuntos an-
teriores.

Es inmediato comprobar que las cuatro componentes anteriores verifican la condicién
de satisfacibilidad, ya que los tinicos morfismos en SI/Ggp son las identidades. Obtene-
mos de esta forma una institucién, lo que recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. La tupla EP = (SIGgp, Sengn, Moden, =€) constituye una institu-
cion.

Nota 2.3.2. Dada una signatura ¥ = (S,Q U C) de SIGgn, observamos que el nom-
bre “sintactico” que hemos elegido para cada constante de C' es el mismo que el dato

!Definimos la categorfa SIG¢p como una categorfa discreta. El motivo de esta restriccién en los
morfismos de la categoria serd explicado més adelante, en el siguiente capitulo.
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“semantico” que se le asigna en todas las algebras de Modgp para esta signatura en
EP. Sin embargo, a las constantes de € les podemos asignar distintos valores en las
diferentes algebras de esta categoria. Por esta caracteristica exigimos que las constantes
de los conjuntos 2 y C' presenten nombres distintos. En caso de permitir una constante
en 2 N C', esta constante quedaria fijada, por pertenecer a C, en todas las algebras de
la categoria.

2.3.1 Un primer morfismo de instituciones unidireccional

En el sistema EAT [81] conviven dos clases de estructuras de datos. Por un lado, pode-
mos encontrar un primer tipo de estructuras de datos que se corresponde con los datos
usuales como nimeros enteros, listas (finitas) o arboles de simbolos (para representar
combinaciones lineales, polinomios, o estructuras similares). Estas estructuras de datos
pueden ser modeladas utilizando las técnicas habituales de especificacién algebraica (y
en particular utilizando el modelo inicial de seméntica [63]). Por otro lado, existen un
sequndo tipo de estructuras de datos correspondiente a estructuras matematicas como
grupos (graduados), anillos, conjuntos simpliciales, en los que sus elementos son datos
del primer tipo. En [59] se muestra cémo la semdantica inicial no resulta adecuada para
estas estructuras y en [58] se introduce una operacién sobre tipos abstractos de datos
que permite formalizar la forma de trabajar con este tipo de estructuras.

Podemos explicar los aspectos sintacticos de esta operacion por medio del siguiente
ejemplo.

Consideramos la signatura GRP con un unico género g y tres operaciones:

prd:gg—g
mu: g —g
unt: — g

Obviamente esta signatura es la base para una especificacién algebraica de un grupo,
sobre el conjunto de datos abstraido por el género g. Pero si, como es usual en los
paquetes de Computacién Simbdlica, es necesario manejar varios grupos sobre el mismo
conjunto de datos, se presenta entonces otro tipo de dato que permanece oculto en la
signatura GRP: el tipo de los grupos representados sobre g. Si hacemos explicito este
tipo invisible (u oculto), obtenemos una nueva signatura que denotamos GRP;,,, con dos
géneros g e imp_GRP, y las operaciones:

imp_prd: imp_GRP g g — ¢
tmpanv: imp-GRP g — ¢
tmp_unt: imp_GRP — g

A través de esta signatura pretendemos especificar no grupos sino familias de grupos.
En [58] se justifica la eleccién del prefijo imp en esta signatura. Mediante este prefijo
se quiere resaltar su relacion con el concepto de implementacion, ya que el objetivo que
buscamos con el paso de una signatura a otra es especificar familias de grupos mediante
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una implementacién de cada uno de ellos, que se modelan a través del nuevo género.
En este trabajo aunque no entraremos a estudiar cuestiones de implementacion, si que
mantendremos la notacién que se eligié en [58]. Entonces, como hemos comentado,
si pretendemos trabajar con familias de grupos es conveniente que los grupos de cada
familia compartan el mismo soporte, es decir, el ambiente adecuado en el que situar
la signatura GRP es SIG¢p. En la signatura GRP;,,,, el nuevo género pretendemos que
especifique a familias de grupos, de modo que cada elemento de este género nos permita
recuperar las operaciones de un grupo (sobre el soporte fijado), por lo tanto el soporte
de este género debe estar libre y no podemos incluir esta segunda signatura en SIGgp,
es decir, la situamos por ahora en SIGg.

Esta operacién entre signaturas puede ser ampliada a morfismos de signaturas junto
con una relacién entre las algebras y las sentencias de las correspondientes signaturas
que verifique la condicién de satisfacibilidad. Obtenemos entonces una relacion entre los
ingredientes fundamentales que forman parte de un marco de especificacion que engloba-
mos en el concepto de institucién. De este modo, transformamos la operacién anterior
en un morfismo entre instituciones. El tipo de morfismo de instituciones que parece
natural utilizar en este caso es un morfismo que asigne a sentencias y modelos para la
signatura que represente un grupo GRP, sentencias y modelos para la signatura que re-
presenta familias de grupos GRP;;,,, es decir un morfismo de instituciones unidireccional.
Este uso de los morfismos entre instituciones es novedoso en el sentido en el que nosotros
no pretendemos a través del morfismo obtener un paso que nos permita movernos entre
dos marcos de especificacién [95, 46], sino que utilizamos esta herramienta para explicar
una operacion entre los mismos.

Definimos a continuacién un morfismo de instituciones unidireccional ® = (@, «, 3)
entre la institucion algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos D,
D . . ., . .
= p,Sengp, Modep a institucién algebraica ecuaciona =
gp SIGep,Sengn, Moden, =€7), v 1 tit legeb 1 €
(SIG¢, Seng, Modg, |=°), a través de la cual concretamos las caracteristicas de la ope-
racion anterior.

En primer lugar definimos un funtor ® de la categoria de signaturas SIGg¢p a la
categoria de signaturas SIGg¢. Para ello debemos establecer una imagen para cada
objeto y cada morfismo de SIGg¢p.

Dada una signatura ¥ = (S,Q U C) de SIG¢p, definimos ®(X) como la signatu-
ra Yimp = (Simps limp U C). Esta signatura estd formada por el conjunto de géneros
Simp = {tmp,} U S, con imp,, un nuevo género que no estd presente en U. El conjun-
to de operaciones (;,,, estd formado por una operacién imp_w: impg sy ..., — S, por
cada operacién w: sy...s, — s € (). Es decir, obtenemos las operaciones de (2, si
agregamos el nuevo género como primer argumento a todas las operaciones de 2. Las
constantes de C' se mantienen inalteradas. Obviamente, para completar la definicién
de ®, la imagen del morfismo identidad de una signatura > serd la correspondiente
identidad de Xj,).

En el siguiente lema demostramos que la aplicacién que acabamos de definir es un
funtor.
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Lema 2.3.3. La aplicacion ® define un funtor de SIGgp en SIGe.

Demostracion. Observamos que ® estd bien definida ya que podemos distinguir las
operaciones constantes de €2 de las operaciones constantes de C' porque tienen nombres
distintos. A nivel de morfismos no hay nada que probar ya que SIG¢p es una categoria
discreta y, por definicion de ®, se conservan las identidades. |

Una vez que hemos definido la primera componente del morfismo de institucio-
nes unidireccional, daremos a continuacién la segunda componente que relaciona las
sentencias de ambas instituciones. Se trata de definir una transformacién natural
a: Sengp = Seng o @, entre el funtor sentencias Sengn: SIGgp — Set de la insti-
tucion EP y el funtor Seng o ®: SIGep — Set. Esta transformacién natural consiste
en una familia de aplicaciones, una aplicacién ax: Sengn(X) — Seng(X;m,) para ca-
da signatura > de SIGgp, que verifique la condicién de naturalidad respecto de los
morfismos.

Dada una signatura ¥ de SIGg¢p definimos la aplicacién ax: Sengn(¥X) —
Seng(Ximp) como la relacién que asocia a cada X-ecuacién e, la ¥;,,-ecuacién ax(e)
que se obtiene a partir de e a través del siguiente proceso. Anadimos al conjunto de
variables de la ecuacién e una nueva variable de género impg,, que denotaremos por 2.
A continuacién, en cada uno de los términos de la ecuacién, sustituimos cada operacién
de € por la operacién correspondiente en (2;,,, y no modificamos las variables y las
constantes de C. Por tltimo, completamos el término con la variable z;,,, en la primera
componente de cada operacién de {2, que forme parte de este término.

Utilizamos el siguiente ejemplo para ilustrar esta aplicacion.

Ejemplo 2.3.4. Dada la categoria SIG¢p, elegimos un género g del universo de géneros.
Para este género tenemos fijado un conjunto de datos D,. Entonces la signatura GRP, que
hemos definido anteriormente para tratar de especificar un grupo, pertenece a SIGgnp,
si anadimos a la misma los elementos de D, como constantes. Mediante esta signatura
pretendemos especificar los grupos que podemos definir sobre el soporte D,.

Dadas las variables de género g: x,x1, T2, x3, algunas ecuaciones para esta signatura
son:

prd(prd(z1, :L‘2) x3) = prd(z1, prd(z2, x3))
prd(unt,z) =

prd(inv(zx), )—unt

prd(z,inv(z)) = unt

entonces, las ecuaciones correspondientes por la aplicacion agrp para la signatura GRP;y,,
son:

imp_prd(Zimp, imp_prd(Zimp, 1, 22), x3) = imp_prd(zimp, 1, imp_prd(Zimy, ©2, 3))
imp_prd(Zimp, imp_unt(Zimp), r) = x

imp_prd(Zimp, iIMP_Anv(Zimp, T), ) = imp_unt(Zimy)

imp_prd(Zimp, €, IMP_inv(Zimp, ©)) = iMP_unt(Zinyp)
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Podemos definir la aplicaciéon anterior de un modo mé&s preciso a través de un
proceso de induccién sobre la estructura de los términos que constituyen la ecua-
cién. Dada una signatura ¥ = (S,Q U C) de SIG¢p, la aplicacion ax: Sengn(X) —
Seng(Ximp) asocia a cada Y-ecuacion e = (X,t,u) de Sengn(X), la X;,,-ecuacion
as(e) == (X U{zimp},0(t),0(u)), donde 0 = (0s: Txx)s — Tx,,(XU{zimp}),s)ses €5 1a
familia de aplicaciones entre términos que definimos a continuacién. Dado s € S, defi-
nimos la aplicacion 6, por induccién sobre la estructura de un término ¢ € Ty (x),s del
siguiente modo:

e sit =z € X, una variable de género s, 05(x) = z;
e sit=d, con d: — s una constante de C, entonces 04(d) = d;

o sit=uw(ly,...,ty),conw:s;...5, =s€Qn>0yt € Tyx), i =1,...,n,
entonces Os(w(ty,...,tn)) = iMP-w(Zimp, 05, (t1), - - -, 05, (tn)).

Obtenemos entonces el siguiente lema.

Lema 2.3.5. La familia de aplicaciones a: Sengn = Seng o ® constituye una transfor-
macion natural.

Demostracion. Como los inicos morfismos de STG¢p son las identidades, obtenemos
de modo trivial que « verifica la condicion de naturalidad. [ |

Para completar la definicién de un morfismo de instituciones unidireccional entre £
y &€ nos falta por definir una transformacién natural 3: Modgp = Modg o @ entre el
funtor modelos Modgn: SIGegp — Cat? y el funtor Modg o ®: SIGegp — Cat?. Para
ello necesitamos definir una familia de funtores, un funtor By : Modgn(X) — Modg(Xim,)
para cada signatura 3 de SIGgp.

Dada una signatura ¥ = (S, QUC) de SIG¢p definimos un funtor fBy: Modgp(X) —
Modg(X;mp,) de la siguiente forma. Para cada X-dlgebra A de Modgp(X), fx(A) es
la ¥;,,,-algebra que esta formada por los conjuntos fx(A)s := D, para cada s € Sy
Bs(A)imp,, = {*} (es decir, el soporte del género imp, es el conjunto unipuntual {x}).
La interpretacién en el dlgebra Ox(A) de la operacién imp_w: impgsy ... s, — s, n > 0,
de €y, es la funcién definida por:

IMp-wgga) (¥, a1, . . ., 0y) = walas, ..., a,),

y de cada constante d: — s de C, el elemento: dg ) = d.

Para completar la definicién del funtor (s, debemos establecer la imagen de los mor-
fismos de Modgn(X). Ya que en Modgp(X) sélo se han considerado las identidades,
establecemos que la imagen por un funtor (s de la identidad de un algebra A sea la
identidad de fs(A).

Obtenemos entonces el siguiente lema.
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Lema 2.3.6. La familia de funtores 3: Modgp = Modge o ® constituye una transforma-
cion natural.

Demostracion. De nuevo la demostracion de la condicién naturalidad de esta familia
de funtores es trivial ya que los inicos morfismos en SIGgp son identidades. |

Tenemos definidas todas las componentes que forman parte de un morfismo de ins-
tituciones unidireccional. Estas se recogen en el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7. La terna ® = (®,«, ) definida anteriormente es un morfismo de
instituciones unidireccional entre EP y £.

Demostracion.  Completamos la demostracién de este resultado si comprobamos
que se verifica la condicién de satisfacibilidad. Es decir, si para cada signatura > de
SIGep,

AES e siysolosi fs(A) i) axle)

para cualquier sentencia e € Sengn(3) y cualquier algebra A € Obj(Modep(X)).

Nos centramos primero en la demostracion de la implicacion directa.

Sean una signatura ¥ = (S, QU C) € Obj(SIG¢p), una Y-ecuacion e = (X, t,u) €
Sengn(X), con t,u € Txx)s, s € S, y una X-algebra A € Obj(Modgp(X)). Suponemos
que A =87 (X, t,u), es decir, que para toda valoracién p: X — A se verifica que

p(t) = p(u).

Tenemos que demostrar si (5 (A) ):é(z) ax(e). Como ax(e) = (XU{zimp}, 0(t),0(u)),
donde z;,, es una nueva variable que no estd presente en X, entonces debemos probar
que para cada valoracion q: X U {zm,} — Px(A), se verifica que

q(0(t)) = q(0(w)).

Dada una valoracién arbitraria ¢: X U {zmp} — Os(A) por Px(A), consideramos
la valoracién q;: X — A por A que se obtiene al restringir ¢ a los géneros de S. Si
aplicamos la hipdtesis con esta valoracion obtenemos que

75 (t) = g ().

Asi, es suficiente probar que

q(0(1)) = g5(t)

para cualquier término ¢ de género s de S, ya que entonces
q(0(2)) = g5 (1) = @i (u) = G(O(u)).

Demostramos la igualdad anterior por induccion sobre la estructura de un término
te TE(X),sy S € S
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o sit=uxc X, entonces g(0(z)) =q(x) = q(x) = qs(x) = G5 (2);
e sit=d, cond: — s una constante de C, entonces g(0(d)) = q(d) = d = g5 (d);

o ysit=w(ty,....,ty),conw: s1...5, >s€Q,n>0,yt € Tyx)s, i =1,...,n,
entonces:

0wt ... 1)) =
= q(imp-w(zimp, 0(t1), .-, 0(tn)))
= impwpg(a)(7(Zimp), 7(0(t1)), - - ., 7(0(tn)))
imp %@(A( q(0(t1)), - .-, q(0(tn)))
wa(q(0(t1)), - (0(t,))) por definicién de fx(A),
= wa(qs(t),-. (t,)) por hipétesis de induccién,

= Gs@(ti o stn))-

5 q
s

La demostracién de la implicacién inversa es totalmente andloga por induccion sobre
los términos, tras la observacion de que cada valoracion X — A por A puede ser exten-
dida a una valoracion q: X U{zim,} — Ou(A) por fx(A), sin més que definir q(2im,) = *.

[ |

2.3.2 Ampliacion del morfismo a especificaciones

Como ya se ha comentado en el capitulo de preliminares, uno de los vinculos fundamen-
tales entre las matematicas y los programas reales es la nocién de tipo abstracto de datos
(y, més en concreto, el concepto de implementacion de un tipo abstracto de datos [49],
[58]). Un tipo abstracto de datos viene dado por una signatura 3 y una categoria C de
Y-dlgebras cerrada por isomorfismo. De este modo, una especificacién Espec = (X, F)
define un tipo abstracto de datos: la subcategoria plena de Y-algebras que satisfacen las
ecuaciones de F.

En el morfismo de instituciones anterior queda implicita una operacion entre es-
pecificaciones ¢: Y-especificaciones — ¥;,,,-especificaciones. La nueva especificacién
construida pretende representar implementaciones de algebras definidas por la primera
especificacion.

Dada una especificacién Espec = (3, E) de P, podemos construir otra especifica-
cién ¢(Espec) = (Zimp, Eimp), que denotamos por ESpecim,, con L, = ®(X), y para
cada ecuacién e de E la ecuacién e;n, = ax(e) se incluye en Ej,,, donde ® y « son,
respectivamente, el funtor de signaturas y la transformacién natural sobre sentencias del
morfismo de instituciones unidireccional definido anteriormente.

La relacion de satisfacibilidad de este morfismo de instituciones nos permite enunciar
el siguiente resultado:
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Proposicién 2.3.8. Sea Espec = (X, E) una especificacion de EP, con ¥ = (S,QUC),
Yy sea A= <Aimp27 (DS)SESa (imp—WAi 14z'mpE X D51 XX Dsn - Ds)w: 51...8n—5€ (dA =
d)gec) una Xijn,-dlgebra que sea modelo para Especim, = (Limp, Eimp). Entonces,
cada elemento a € Ajmp_ define una X-dlgebra B, de la siguiente forma: B, =
(D)ses. (impswa(a,): Dy X+~ x Dy, — D) av..on st (da = d)aec) que es modelo
para Espec = (X, F).

A partir de esta proposiciéon obtenemos una interpretacion de la construccién imp:
las dlgebras de la signatura X, corresponden con familias de dlgebras de la signatura
inicial ¥, de modo que el género distinguido en X, se puede considerar como un
conjunto de indices para dicha familia. La idea que subyace es que dicho género puede
verse como un modelo para implementaciones de 3-algebras (de ahi el nombre elegido
para la construccién) ya que cada dato de este género permite acceder a la informacién
necesaria para recuperar (las operaciones de) una -dlgebra. (Remitimos a [58] o a [72]
para una explicacién mas detallada sobre la interpretacién de esta operacién.)

Ejemplo 2.3.9. Un primer ejemplo que, aunque no representa adecuadamente la com-
plejidad de algunos de los tipos de datos que aparecen en EAT, permite ilustrar la
construccién anterior, es la especificacién para un grupo Especers. Esta se compone de
la signatura GRP, con un conjunto prefijado D, que seran los elementos de los grupos,
junto con ecuaciones para definir un grupo como las dadas en el Ejemplo 2.3.4.

La proposicion anterior indica que dado un modelo A de Especgs,,,, cada elemento
a de Ajmpee (soporte del género impggp) nos permite recuperar un modelo para Especegp,
es decir un grupo sobre el soporte D,, mediante la terna:

(tmp_prda(a, —, —),imp_inva(a, —), imp_unt 4(a)).

Las siguientes algebras concretas muestran la relacién existente entre GRP-algebras
y GRP;,,-algebras. Al estar prefijado el dominio de datos D, debemos observar que las
signaturas GRP que aparecen a continuacién en los tres ejemplos son distintas, ya que
varia su soporte de datos. No obstante, utilizaremos para todas ellas el mismo nombre,
asi como el mismo género ya que si que comparten la idea de especificacion de un grupo
a través de un tnico género y de tres operaciones.

1. Suponemos que Z es el dominio en D para el género g. Definimos la GRP;,,,-algebra
A modelo para Especep,,, que tiene como soporte en A para género impegp a N.
La interpretacion en A de las operaciones es:

imp_prda(n, z1,22) = z1 + 22
imp_inva(n,z) = —z
imp_unt4(n) =0

De esta forma, cada n € N determina una GRP-dlgebra modelo para Especegp que
denotamos A, siendo A, = (Z,{+z,—z,0z}). Por tanto, la GRP;,,,-algebra A
admite ser descrita como una coleccién indexada por N de copias de Z.
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2. Fijado un n € N, n > 1, consideramos el conjunto (n) = {0,1,...,n — 1}. Supo-
nemos que (n) es el dominio en D para el género g. Definimos la GRP;,,,,-dlgebra B
modelo para Fspecgp,,,, i tomamos como soporte para el género impegp €l conjun-
t0 Bimpe = {matrices n xn | la matriz es la tabla del producto de un grupo sobre
(n)}. De cada tabla, pueden extraerse los inversos de cada elemento asi como el
elemento neutro, por lo que la GRP;,,,-algebra B representa de forma canonica a
una familia de grupos.

Cualquier grupo finito es isomorfo a uno de los grupos indexados por el conjunto
Bimpes anterior, por lo que, barriendo todos los n € N, se cubren todos los grupos
finitos.

Por ejemplo, fijamos n = 6 y consideramos el grupo de permutaciones de tres
elementos que denotamos por P3. Vamos a suponer, por concretar, que los tres
elementos permutados son 1,2 y 3. Si asignamos a cada permutacién un ordinal
segin el orden lexicografico, es decir, si tomamos la biyeccién enump,: Pz — (n)
dada por: enump,((1 2 3)) = 0, enump,((1 3 2)) = 1, enump,((2 1 3)) = 2,
enump,((2 3 1)) = 3, enump,((3 1 2)) =4y enump,((3 2 1)) = 5, la siguiente
matriz representa la tabla de multiplicar del grupo:

012 3 45
103 2 5 4
240513
35140 2
4 25 0 31
53 4120

3. Consideramos C' con el mismo soporte que el dlgebra A para el género g y el soporte
N\ {0, 1} para el género impgp, cuyas operaciones vienen dadas por:

imp_prdc(n, 21, 22) = (21 + 22) mod n
imp_invc(n,z) = —z mod n
imp_untc(n) =0

Para cada n € N\ {0, 1}, obtenemos la GRP-algebra C,, = (Z, {+mod n, —mod n, 02})
que tiene el mismo comportamiento que el grupo Z/nZ (notar que C,, no es iso-
morfo a Z/nZ, de hecho ni siquiera es grupo, es decir no verifica los axiomas de la
especificacion, pero existe un cociente del mismo que si lo es).

O

Debemos notar que la idea expresada en la proposicion anterior de ver las algebras
de una signatura Y, como una familia de -algebras no es del todo cubierta por el
morfismo de instituciones. Esto si que es cierto desde un punto de vista sintactico, es
decir, la signatura ,,, procedente de la imagen del morfismo puede ser realmente in-
terpretada como una signatura para las familias de X-algebras. Sin embargo, desde un
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punto de vista semantico, los modelos en la imagen del morfismo representan implemen-
taciones casi triviales (concretamente implementaciones de familias formadas por una
unica élgebra).

En la siguiente seccion introducimos el marco de la especificacién oculta. Este marco
nos va permitir redefinir el morfismo de instituciones anterior de modo que utilizaremos
como institucion de llegada para nuestra construccién una institucion oculta. En dicho
marco, las imdgenes de los modelos por el morfismo podrén ser reunidas (mediante
coproducto) en una nueva algebra, que si recoge la anterior idea y que corresponde

directamente con la implementacién de las estructuras de datos del sequndo tipo elegida
en EAT.

2.4 Especificaciones ocultas

2.4.1 Conceptos basicos sobre especificaciones ocultas

Esta seccién consiste en un breve resumen de algunos conceptos basicos sobre la teoria
de las especificaciones ocultas. Esta teoria tiene su origen en un trabajo de Goguen [38] y
ha sido ampliamente desarrollada en estos ultimos anos por diversos autores. Algunos de
los trabajos que ha originando son [41, 15, 40, 22, 45, 27, 43]. Una referencia adecuada,
en la que se da una visién general de este tipo de especificaciones es [42].

La idea fundamental de esta teoria es tratar de recoger la diferencia que existe dentro
del paradigma orientado a objetos entre los datos que son utilizados como valores y los
objetos propiamente dichos. Mientras que los datos son visibles y su representacion
es accesible y compartida por los elementos que forman el sistema, los objetos tienen
un estado que es oculto, es decir, que unicamente puede observarse indirectamente a
través del efecto de los métodos al actuar sobre ellos. Para modelar esta situacién se
distinguen dos tipos de géneros: géneros visibles y géneros ocultos, a través de los cuales
se diferencia ambas situaciones.

Definicién 2.4.1 (Signatura oculta). Sean VY = (V'.S,VQ) una signatura y D una
V¥-algebra, donde se incluyen en V), como constantes, los elementos de los conjuntos
soporte de D que no correspondan con constantes previas de V2. Llamaremos a la
signatura VX signatura visible. En particular, llamaremos a los elementos de V'S géneros
wisibles y a los de V) operaciones visibles. La V3Y-algebra D se llama dlgebra visible.
Una signatura oculta definida sobre VY y D es una signatura HY = (S5,€)) donde
S=HSUVSyQ=HQUVQ tal que:

e cada operacion w: sy...s, — sen ) con s;,s € VS, Vi = 1,... n, pertenece a
VQ,
e para cada operacién w: s;...s, — s en ), en sq,...,S, existe como mucho un

género oculto. Por comodidad, se asume que este género oculto aparece en la
primera posicién (es decir, es s;).
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Llamaremos a los elementos de HS géneros ocultos y a los elementos de V2 operaciones
ocultas. Sino hay lugar a confusion, hablaremos de signatura oculta sin hacer referencia
a la signatura y algebra visibles.

La condicion que exige incluir en la signatura visible como constantes todos los datos
del algebra visible se da para asegurar que todos los datos visibles puedan ser generados
de modo que tengamos la posibilidad de nombrar a todos ellos. De este modo al dlgebra
visible se le llama también dlgebra de datos o dominio de datos. Si a partir de la
signatura visible se puede asegurar que todos los datos visibles pueden ser generados
por las operaciones de la signatura, no sera necesario incluir esta condicion.

Debemos observar que la tnicas operaciones de una signatura oculta HY que in-
volucran exclusivamente a géneros visibles son las operaciones visibles. Si tenemos en
cuenta que el fijar un algebra de datos viene motivado por la necesidad de disponer de
una representacion para los datos, el hecho de haber incluido los elementos del dlgebra
D como constantes en la signatura hace que si consideramos simplemente las operacio-
nes constantes, tengamos un sistema de representantes para los datos. Esto hace que
las operaciones visibles (no constantes) sean superfluas desde el punto de vista de la
constructibilidad de los datos (el resultado devuelto al aplicar cualquiera de ellas es un
elemento de D, ya incluido como constante en la signatura). En este sentido debemos
notar que es natural considerar, no el algebra de términos de la signatura visible, sino
un cociente de ésta en el que se haya identificado cada término visible con la constante
obtenida por su interpretacién en el dlgebra D. De este modo podemos considerar como
términos visibles solamente las constantes.

Podemos dar una clasificacion de las operaciones ocultas dependiendo del papel que
jueguen los géneros ocultos en las mismas.

Sea w: s1...5, — s una operacién de una signatura oculta. Se dice que w:

e ¢s una operacion constructora, si el género de llegada s es un género oculto,

e cs una operacion deconstructora, si el género de llegada s es un género visible.
A su vez, una operacion constructora w: $y...S, — S es:

e constructora a partir de datos cuando sq,..., s, son géneros visibles,

e constructora a partir de objetos (y datos) cuando s; es diferente de s (ambos, por
supuesto, géneros ocultos), y

e operacion de actualizacion cuando s; = s.

Definicién 2.4.2 (Morfismo de signaturas ocultas). Sean HY = (5,Q) y HY =
(57, €Y) dos signaturas ocultas sobre la misma signatura visible V3 = (V.S,VQ) y do-
minio de datos D. Un morfismo de signaturas ocultas p = (ug, po): HX — HY' es un
morfismo de signaturas tal que:
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1. ps(v) = v, para cada v € VS y ug(¢) = ¢, para cada ¢ € VQ,
2. MS(HS) - HS,?
3. s es inyectiva,

4. y para cada operacién w': sis,...s — s, n > 1, de HY' tal que s} € us(HS),
entonces existe alguna operaciéon w en HY tal que v’ = pg(w).

Un morfismo vertical de signaturas ocultas entre dos signaturas ocultas (sobre la
misma signatura visible y el mismo dominio de datos) es un morfismo de signaturas al
que se exigen las condiciones primera y segunda de la definicién anterior.

En ocasiones llamaremos a un morfismo de signaturas ocultas morfismo de signaturas
oculto e incluso morfismo oculto.

Las dos primeras condiciones de un morfismo de signaturas ocultas indican que el
morfismo de signaturas preserva la visibilidad y la no visibilidad tanto de los géneros
como de las operaciones. La cuarta condicion expresa que no es posible definir nuevas
operaciones ocultas en la signatura de llegada con un género oculto entre sus argumentos
que sea imagen de un género oculto de la salida.

La condicion de inyectividad en los géneros ocultos es necesaria para poder definir
correctamente una categoria de signaturas ocultas cuyos morfismos sean los morfismos
ocultos. Si no exigimos esta condicién, no necesariamente obtenemos un morfismo de
signaturas ocultas a partir de la composicién de dos morfismos de signaturas ocultas. En
el siguiente ejemplo mostramos la necesidad de dicha condiciéon que, por cierto, ha sido
pasada por alto en la construccién de otras categorias de signaturas ocultas similares
(38, 41, 43].

Ejemplo 2.4.3. Consideramos tres signaturas ocultas, Y1, ¥o y X3, que definimos por:

signatura > signatura X, signatura Y
géneros hq, v géneros hy, ho, v géneros hi, v
operaciones operaciones operaciones

+:hivv—w +:hivv—v +:hivv—wv
finsig, x:hyovv—0 x:hivv—o
finsig, finsig.

Estas tres signaturas ocultas estan definidas sobre la misma signatura visible V'3, que
tiene un género visible v, y dominio de datos D,, que es un conjunto cualquiera que
no es necesario hacer explicito para nuestros propositos. Para que estén bien definidas
como signaturas ocultas deben incluir como constantes los elementos de D,.. Los géneros
ocultos en las signaturas son h; y ho.

Consideramos el morfismo de signaturas ocultas inclusion p entre 3; y ¥y que se
define por la aplicacion sobre los géneros dada por p(v) = vy u(hy) = hy, y la aplicacién
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sobre las operaciones p(+) = +. Por otro lado, consideramos un morfismo de signaturas
@ entre Xy v X3 que definimos por la aplicacién sobre los géneros dada por ¢(v) = v,
w(h1) = hy vy w(he) = hy, vy la aplicacién sobre las operaciones dada por ¢(+) = + y
©(*) = *. Este segundo morfismo de signaturas verifica las propiedades de un morfismo
de signaturas ocultas a excepcién de la condiciéon de inyectividad. Sin embargo, su
composicion no verifica la cuarta propiedad que se exige a un morfismo de signaturas
ocultas. El género oculto hy de X3 verifica que p o ¢(hy) = hy, con hy género oculto de
Y1. Ademas esta presente en el soporte de la operacién * en 3. Pero esta operaciéon no
es imagen por p o ¢ de ninguna operacion de ;. 0

Para definir una categoria de signaturas ocultas fijaremos un universo de géneros
y ademds un conjunto de datos para cada uno de estos géneros. FEn este universo
de géneros estaran los elementos entre los que se elegiran los géneros de las distintas
signaturas visibles en nuestra categoria y, en los conjuntos de datos asociados a estos
géneros, los correspondientes dominios de datos.

Definicién 2.4.4 (Categoria de signaturas ocultas sobre un universo de datos
D). Consideramos un conjunto U (el universo de géneros visibles) fijado. Entonces, para
cada s € U un conjunto D; (no vacio) es también fijado. La familia D = {Ds}scp se
llama universo de datos. Definimos la categoria de signaturas ocultas sobre el universo de
datos D, y la denotaremos por SIGyxp, a la categoria que tiene por objetos las signaturas
ocultas HY. definidas sobre una signatura visible V'3 = (V.S, V) y una V¥-algebra de
datos Dyy, de modo que los géneros de V'3 estan contenidos en el universo de géneros
U y los conjuntos soporte del dominio de datos Dy son los correspondientes conjuntos
del universo de datos D. Los morfismos de la categoria SIGyp son los morfismos de
signaturas ocultas.

Habitualmente abusaremos de la notacién nombrando D al universo de datos pre-
fijado asi como al algebra visible particular asociada a cada signatura. Expresamos de
este modo que el dlgebra visible asociada a una signatura oculta representa los datos del
universo con los que vamos a trabajar dentro de esta signatura.

En el siguiente lema comprobamos que la categoria anterior estd bien definida.

Lema 2.4.5. SIGyp es una categoria.

Demostracion. Para cada signatura oculta H>: definida sobre V3 y Dy s el morfismo
de signaturas identidad idgys, es de modo evidente un morfismo de signaturas oculto.

Dados dos morfismos de signaturas ocultos u: HY. — HY' y u': HY — HY,
tenemos que demostrar que p'op es un morfismo de signaturas oculto, es decir, que
cumple las cuatro propiedades que caracterizan a un morfismo de signaturas oculto:

1. Es claro que la composicién p' o p fija géneros y operaciones visibles si oy 1 lo
hacen.
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2. pop(HS) = p/(u(HS)) € W/ (HS') € HS".
3. ioug es inyectiva ya que es composicion de aplicaciones inyectivas.

4. Dada una operacion w”: s ...s!' — " € HQ" con s = p/oug(sy), donde s; € HS,
tenemos que probar que existe una operacién w en HY tal que w” = popg(w).
Como g/ es un morfismo de signaturas oculto y w”: s} ...s! — §” € HQ" con
st = ws(ps(s1)) y us(s1) € HS', entonces existe una operaciéon w': sy ...s, —
en HY' tal que w” = ug(w'). Tenemos que ps(s)) = sY, v que ps(ps(s1)) = s,
entonces, como (s inyectiva, obtenemos que s; = pg(s1). Es decir, tenemos una
operaciéon w': s} ...s,, — s en HY con s§ = pus(s1), donde s; € HS. Entonces,
como 4 es un morfismo de signaturas oculto, existe una operacion w € HS) tal
que W' = po(w). Y como w” = pg(w'), obtenemos una operacién w € HS) tal que

W' = pg(pe(w)).

Para completar la demostracién citar que la composicion de morfismos de signaturas
ocultos verifica la propiedad asociativa y que el morfismo identidad se comporta como tal
(la composicién de morfismos de signaturas ocultos no es otra cosa que la composicién
de las aplicaciones conjuntistas subyacentes). ]

Los modelos que se asocian a una signatura oculta son algebras cuya restriccién a la
signatura visible es exactamente el dominio de datos D asociado a esa signatura. Estos
modelos se llaman dlgebras ocultas. Un homomorfismo entre dlgebras ocultas debe fijar
este dominio de datos.

Definicién 2.4.6 (Algebra oculta). Sea HY. una signatura oculta definida sobre una

signatura visible VX y un dominio de datos D. Un dlgebra oculta A para HY es una
HY.-dlgebra tal que A|yy = D.

Definicién 2.4.7 (Homomorfismo oculto). Sea HY una signatura oculta definida
sobre VX yv D, v sean A, B dos HY-élgebras ocultas. Un homomorfismo oculto entre
A, B es un HX-homomorfismo f: A — B tal que f; = idp, para cada género s € V..

Las algebras ocultas para una signatura oculta HY sobre VX y D, junto con los
homomorfismos ocultos definen una categoria, que denotaremos H AlgP (HY).

A continuacién definimos la nocién de satisfaccion de comportamiento (“behavioural
satisfaction”) que formaliza cudndo un &lgebra oculta verifica una ecuacién. De ma-
nera intuitiva, consiste en comprobar si los dos términos que forman la ecuacion “se
comportan igual” bajo todos los posibles “experimentos” adecuados a ellos. La idea de
experimento se concreta en el concepto de contexto. Un contexto consiste en un término

de género visible con una tunica variable.

Definicién 2.4.8 (Contexto). Sea HY = (.5,2) una signatura oculta sobre VX =
(VS,VQ)y D, ysea s € S un género. Un HY-contezto ¢ para el género s es un H>X-
término de género visible v € V'S que contiene una unica variable z, que aparece una
unica vez y que es de género s, es decir, ¢ € Tyy({2}),0-
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En ocasiones escribimos un contexto ¢ como ¢(z) para indicar la tnica variable del
término ¢ o bien como ¢(z;) con s el género de z. Denotamos por Cyx|zs], al conjunto
de todos los HY.-contextos para el género s de género visible v con variable z,, y Cys|z]
al conjunto de todos los H>.-contextos para el género s de cualquier género visible y con
variable en z;.

Los contextos nos permiten “observar” términos, pensando en la variable como un
“hueco” en el que colocar los términos a observar. Un contexto es adecuado para observar
aquellos términos cuyo género coincida con el género de la tinica variable del contexto.

Definicién 2.4.9 (Contexto apropiado para un término). Un contexto c¢(z) es
apropiado para un término t si el género del término t coincide con el género de la
variable z. Denotamos ¢(t) al resultado de sustituir ¢ por z en el contexto c.

Una observacion de un término es la sustitucion, en un contexto apropiado, de la
variable del contexto por el término. Obtenemos asi un término de género visible que
dara lugar a un dato del dominio de datos. A través de sus observaciones obtenemos el
comportamiento de un término. Surge de esta forma la satisfaccién de comportamiento
de una ecuacion en la que los dos términos que la forman deben comportarse igual para
todos los contextos. Debemos remarcar que para una signatura oculta consideraremos las
mismas ecuaciones que le corresponderian como signatura de la especificacién algebraica
ecuacional.

Definicién 2.4.10 (Satisfaccién de comportamiento). Sea HY = (5,()) una sig-
natura oculta sobre V¥ = (V.S,VQ) y D. Una HY-dlgebra oculta A satisface a través
de su comportamiento una HY-ecuacion (X,t,u) si y sblo si para cada HY-contexto
apropiado ¢ para los términos t y u, se verifica que A %+ (X, c(t),c(u)), donde =¢
es la relacion de satisfacibilidad de la especificacion algebraica ecuacional. En este caso
escribimos A Egy (X, t,u), y eliminaremos la referencia a la signatura oculta si no hay
lugar a confusion.

La siguiente nota contiene una consecuencia inmediata de la definicién anterior y
jugara un papel importante en algunos de los resultados que se obtienen posteriormente.

Nota 2.4.11. Para las ecuaciones visibles, es decir, ecuaciones cuyos términos son de
género visible, no existe diferencia entre la satisfaccién ecuacional y la satisfaccién de
comportamiento.

En [42], Goguen y Malcolm presentan un algebra final para la categorfa H AlgP (HY)
en el caso de ser HY una signatura oculta que no presente constructores a partir de datos.
Esta algebra, que denotamos F*| se define de forma explicita a través las siguientes
“formulas mégicas”, segin las califican sus propios autores.

A cada género oculto h € HS se le asocia el soporte

F}flz = H [CHE[Zh]v - Dv]a

veVS
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es decir, cada f € Ff™ es una tupla de funciones indexada por el conjunto de géneros
visibles.

Para cada operacién deconstructora w: h vy...v, v, n>0,con h € HS y v;,v €
VS,i=1,...,n, la interpretacién de la operacién wgus: FH* x D, x ---x D, — D,
viene dada por

wrpas(f,dy, ..., dy) = folw(zp, di, ..., dy))

para cada f € Fl'* ycadad;, € D;,i=1,...,n.

Por 1ltimo, para cada operacién constructora w: h vy...v, — h’, con h,h' € HS,
v; €VS,i=1,...,n se define la funcién wpws: Ff* x D, x -+ x D, — Ffi* tal que
para cada f € Ff' d; € D;,; i = 1,...,n, wpus(f,dy,...,d,) viene dada por la tupla
(ky: Cuslzw]e — Dy)vevs, tal que para cada v € VS y cada ¢ € Cys[zi], esta definida
por
ky(c) = fo(clw(zn, dy, ..., dy)]).

Recogemos en el siguiente teorema la condicion de ser objeto final.

Teorema 2.4.12. Si HY. es una signatura oculta sin constructores desde datos, entonces
la HY-dlgebra F* es un objeto final en la categoria HAlgP (HY).

No obstante, para poder completar la demostracién de que este objeto es final debe-
mos trabajar no con el algebra de términos de la signatura visible sino con un cociente
suyo en el que se identifique cada término visible con la constante obtenida por su inter-
pretacion en el dlgebra visible. Este hecho, que se ha puesto de manifiesto por ejemplo
en [72], no se tuvo en cuenta en [42].

Para terminar esta seccion presentamos el siguiente resultado que hemos extraido de
[41] que permite establecer una institucién para las dlgebras ocultas.

Teorema 2.4.13. Sean HY y HY' dos signaturas ocultas definidas sobre la misma
signatura y dlgebra visibles VY y D, y sea u: HX — HY' un morfismo de signaturas
oculto entre ellas. Entonces,

w(A" Ens e siy sdlo si A Egs p(e)

para toda HY'-dlgebra oculta A’ y toda HX-ecuacion e, donde u(A’) representa el reducto
de A" en HY y u(e) representa la traslacion de la ecuacion e por el morfismo p, justo
como en la especificacion algebraica ecuacional.

2.4.2 Una institucién oculta H”

Definimos a continuacion una institucién para las algebras ocultas que es ligeramente
més general que la instituciéon oculta de [41] y [15]. En particular, la categoria de
signaturas presente en la institucion oculta de estos articulos esta definida de modo que
todas las signaturas de la instituciéon comparten la misma signatura visible y dominio
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de datos. Nosotros fijamos un universo de datos y permitimos signaturas sobre distintas
algebras visibles, cuyos conjuntos de datos estan elegidos entre los conjuntos prefijados
en ese universo de datos.

Definicién 2.4.14 (Institucién ecuacional oculta definida sobre un universo
de datos D). Consideramos un conjunto U fijado que llamamos universo de géneros.
Entonces, para cada s € U fijamos también un conjunto D, (no vacio). La familia
D = {D;}scu se llama universo de datos. La institucion ecuacional oculta definida sobre
el universo de datos D, que denotamos por HY = (SIGynp, Senynp, Modyp, ):HD), es la
institucion cuyas componentes son:

1. La categoria SIGyp es la categoria de signaturas ocultas que hemos definido en
la seccién anterior.

2. El funtor Senyp: SIGyp — Set asocia a cada signatura oculta H> definida sobre
VY y D, el conjunto de ecuaciones Seng(HY), y a cada morfismo de signaturas
oculto u: HY — HY' la aplicacién Seng(u). Es decir, el conjunto de sentencias
que se asocia a cada signatura oculta HY es el mismo conjunto de ecuaciones que
corresponde a HY en la institucion algebraica ecuacional. De la misma forma,
cada morfismo de signaturas oculto da lugar a una aplicaciéon entre los conjuntos
de ecuaciones, ya que un morfismo de signaturas ocultas es un caso particular de
morfismo de signaturas.

3. El funtor Modyp: SIGyp — Cat? asocia a cada signatura oculta HX definida
sobre VY y D la categoria H AlgP(HY), y a cada morfismo de signaturas p: HY —
HY el funtor Modyp(p): HAlgP (HY') — HAlgP (HY) que se define a través del
reducto.

4. Para cada signatura oculta HY sobre VY y D, la relacién de satisfaccién =s es
la satisfaccién de comportamiento Egy, .

La institucién anterior estd bien definida a partir del Teorema 2.4.13, ya que los
morfismos de ST1G4p son siempre morfismos de signaturas definidos entre dos signaturas
construidas sobre la misma signatura y algebra visible.

2.4.3 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones H” y &

En [15], Burstall y Diaconescu definen un morfismo de instituciones entre una institu-
cién oculta y la institucion ecuacional. Este morfismo de instituciones se obtiene como
corolario de un resultado general que trabaja con la construccién abstracta de una insti-
tucién oculta asociada a una institucion que verifique una serie de condiciones. En esta
seccién nos apoyaremos en dicho morfismo para definir un morfismo de instituciones
unidireccional entre H” y &.
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Dadas la institucion ecuacional oculta sobre un universo de datos D, a la que he-
mos denotando por HP = (SIGyp,Senyn, Modyp, ):HD) y la institucién algebraica
ecuacional, £ = (SIGg, Seng, Modg, =), definimos a continuacién un morfismo de ins-
tituciones unidireccional entre ambas.

Como primera componente del morfismo de instituciones unidireccional, considera-
mos el funtor olvido entre las categorias de signaturas i: SIGyp — SIGe. Este funtor
lleva una signatura oculta H>:, definida sobre VX y D, sobre la signatura HY en la que
no se tiene en cuenta la distincién entre géneros ocultos y géneros visibles (ni tampoco
entre operaciones ocultas y operaciones visibles). De la misma forma actia sobre los
morfismos de signaturas ocultos, olvidando la distincién entre la parte oculta y la parte
visible de los mismos.

Como segunda componente consideramos la transformacién natural id: Senyp =
Seng o1 entre los funtores sentencias Senyp: SIGyp — Set y Seng oi: SIGyp — Set
dada por las aplicaciones identidad idyys: Senyp(HY) — Seng(i(HY)), una por cada
signatura oculta H>: definida sobre V¥ y D de SIGyp. Observamos que esta trasfor-
macién natural estd bien definida ya que tenemos que Senyn(HY) = Seng(i(HY)).

Como tltima componente del morfismo de instituciones unidireccional tenemos que
definir una transformacion natural 3: Modyp = Modg o1 entre los funtores modelos de
ambas instituciones. Esta trasformacién natural vendra dada por una familia de funtores
(morfismos en Cat), fys: Modyp(HY) — Modg(i(HX)), uno por cada signatura oculta
HY definida sobre VX y D de SIG4p. La definicién de esta familia de funtores se apoya
en el concepto de datos equivalentes a través de su comportamiento [41].

Definicién 2.4.15 (Equivalencia de comportamiento). Sea HY = (S5,() una sig-
natura oculta definida sobre V¥ y D, y sea A una H3-algebra oculta. Decimos que
dos elementos a,a’ € Ay, con s € S, son equivalentes a través de su comportamiento si
y so6lo si @(c(2)) = Gu(c(z)) para cualquier HY-contexto c(z) para el género s, donde
q:: {2z} — A, con x € A,, es la valoracién definida por ¢,(z) = z. Denotaremos que
a,a’ € A son equivalentes a través de su comportamiento por a E?IE’S a’. También
podemos utilizar a =gy s @/, 0 incluso a =gy, @’ si no hay lugar a confusién.

Los dos siguientes resultados han sido extraidos de [43]. El primero marca la estrecha
relacion que existe entre las nociones de equivalencia de comportamiento y satisfaccién
de comportamiento. En el segundo se establece que la equivalencia de comportamiento
es una relacion de congruencia.

Lema 2.4.16. Sean HY. = (5,Q) una signatura oculta definida sobre V3 y D, A una
HY-dlgebra oculta y (X, t,u) una HX-ecuacion. Entonces,

A Eps (X, t,u) siy sdlo si p(t) =ps p(u), para toda valoracion p : X — A.
Proposicién 2.4.17. Sean HY. = (S,Q2) una signatura oculta definida sobre V3 y D,

y A una HX-dlgebra oculta. Entonces, la familia =pgs= {=pxs}ses es una relacion de
congruencia en A
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Esta relacién de congruencia nos va a permitir definir un algebra cociente a partir de
un algebra oculta. Utilizaremos esta construccion para definir la familia de funtores que
den lugar a una transformacion natural entre los correspondientes funtores de modelos
de la institucién oculta y la institucién algebraica ecuacional.

Dada una signatura oculta HY = (5, 2) definida sobre V3 y D, definimos un funtor
Bus: Modyo(HY) — Modg(i(HY)). Para cada dlgebra A € Obj(Modyp(HY)), defi-
nimos Bux(A) := A/=,., que es el algebra cociente de A por la relaciéon de congruencia
anterior. Para cada homomorfismo de algebras h = (hs)ses: A — B de Modyn(HY),
definimos Byx(h) == h/=,, que es el HYX-homomorfismo definido sobre los cocientes a
través de h, es decir h/=,, es la familia de aplicaciones h/=,, : A/=,., — B/=py.,,
una para cada género s € S, dada por: h/=,, (lal=,,) = [hs(a)l=,.,, para cada
[a]EHZ,s € A/EHE,S'

El siguiente lema que hemos extraido nuevamente de [43] garantiza que el homomor-
fismo h/=,, estd bien definido ya que verifica las hipétesis de la Proposicién 1.4.13.

Lema 2.4.18. Sean HY. = (S5,Q) una signatura oculta, f: A — B un HX-
homomorfismo oculto y a,a’ € A, con s € S. Entonces,

a=pssda en A siysdlosi f(a) =pss f(d') en B.

La demostracion de que 3: Modyp = Modg oi es una transformacion natural puede
obtenerse como corolario de un resultado més potente en [15]. No obstante, ofrecemos
a continuaciéon una demostracion directa y mucho maés sencilla. Esta demostracion se
apoya en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.19. Sean HY. = (S,9Q) y HY' = (5',Q) dos signaturas ocultas defi-
nidas sobre VX y D, u: HY — HY' un morfismo de signaturas oculto y A" una H>'-
algebra oculta. Entonces,

Modyp(W)(A) ;. o . g
_ H _
a =gy, b siy solo sia =psy s b

para cada s € S y a,b e A:L(S).

Demostracion.  Si s € S es un género visible, entonces u(s) es un género visible
y obtenemos de forma inmediata la doble implicaciéon ya que es facil comprobar que
la equivalencia de comportamiento coincide con la igualdad en los géneros visibles (ver

[43]).

Suponemos que s € S es un género oculto. Entonces si aplicamos la definiciéon de
equivalencia de comportamiento obtenemos que lo que debemos demostrar es

Ta(c(2)) = Te(2)) siy solo si g, (<'(2")) = g ()

donde el lado izquierdo estd cuantificado por todo HY-contexto c(z) para el género
s y el derecho por todo HY'-contexto ¢/(z') para el género p(s), donde ¢,: {z} —
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/

Modyp (1) (A") y ... {z'} — A’ son las valoraciones definidas por ¢,.(2) = zy ¢..(¢') =
respectivamente, con « € Modyo (p)(A')s y ' € A}, ).

Nos centramos primero en la implicacién inversa.

Sea ¢(z) un HY-contexto para el género s. Entonces p(c(z)) es un HY'-contexto
para el género p(s). Por hipétesis se verifica entonces que

2 (n(c(2)) = gy(ple(2)))

con ¢,: {z} — A’ la valoracién definida por ¢, (2) = a y ¢,: {z} — A’ la valoracién
definida por ¢;(z) = b. Ahora es facil obtener por induccién sobre la estructura de un
término ¢ que

2o (1(c(2))) = Talc(2))

con q,: {z} — Modyp(u)(A") la valoracién definida por ¢,(z) = a, lo que demuestra
esta implicacion.

Demostraremos a continuacién la implicaciéon directa.

Sea ¢(2') un H'-contexto para el género pu(s), es decir, ¢ es un HY'-término visible
teniendo una tnica ocurrencia de una variable 2z’ de género u(s). Entonces ¢ debe

contener entre sus subtérminos a un término w'(2',t},...,t) con W': §'s| ..., — 1/,
n > 0 donde s = pu(s), s; es género visible y ¢, es un HY'-término de género s; sin
variables, Vi = 1,...,n. Por definicién de morfismo de signaturas oculto, existe una

operacién w: s ...s, — r € HQ tal que v’ = p(w).

Suponemos en un primer momento que ¢ = w'(2',t], ..., ). Debemos probar que

¢ (W2, ) = q_é(w’(z', thy. . t),

donde ¢: {#'} — A’ es la valoracién definida por ¢, (2') = ay q,: {2’} — A es la
valoracién definida por ¢ (z") = b.

Tenemos que ¢, ('(2',t,,...,1,)) = Wy(a,dy,... dy), donde g(t;) = dy es una
constante visible, ya que t, es un término visible, Vi = 1,...,n, (en el caso n = 0,
no aparece ningun término visible, y por lo tanto ninguna constante visible, en la ex-
presién anterior). Ahora, como ' = p(w) y Modyp(p)(A") es el p reducto de A’
tenemos que Wiy (a,dy, ... dy) = WModHD(u)(A’)(aa dy, ..., dy ). Esta constante es igual
a Qu(w(z,dy, ..., dy)), donde q,: {z} — Modyp(1)(A’) es la valoraciéon definida por
q.(2) = a.

Si consideramos ahora el HY-contexto w(z,dy,...,dy, ) para el género s, tenemos
por hipotesis que
%(W(Z, dt’17 . 7dtfn>> = %(W<Z7 dt,l’ e ’dtln))7
lo que prueba la implicacién para este primer caso.

Consideramos en segundo lugar un contexto general ¢’ = w"(w'(z',1],...,1,)), que
contiene como subtérmino a w'(z';t},... ¢ ). Este es el tinico subtérmino de ¢ que
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contiene una variable. Debemos probar que

W' (W(Z 1, 1)) = g (W L)),

donde ¢,: {2’} — A’ es la valoracién definida por ¢, (z) = ay ¢,: {#'} — A esla
valoracién definida por ¢ (z') = b. Entonces,

q_g(w“(u/(z/, tllv cee 7t;L))) =
= (g (W' (2, t),...,t)) ya que w” no tiene variables,
= (g (2, t),...,t,)) por la igualdad probada antes,
= "W (1, ).
[ |
En el siguiente resultado recogemos que cada [yx, es un funtor. Es una simple

comprobacion el demostrar que respeta la identidad y la composicién de morfismos de
Modyp (HY).

Lema 2.4.20. Sea HY. una signatura oculta definida sobre VX y D. La aplicacion
Bas: Modyn(HY) — Modg(i(HX)) es un funtor.

Por fin, demostramos que 3 define una transformacién natural.

Lema 2.4.21. La familia de funtores 3: Modyp = Modgoi definen una transformacion
natural.

Demostracion. Falta por comprobar que la familia de funtores verifica la propiedad
de naturalidad, es decir, que para cada morfismo de signaturas oculto p: HY — HY'
de SIGyp, entre las signaturas ocultas HY = (S,Q) y HY', es conmutativo el siguiente
diagrama:

Modyo (HY) 225 Modg(i(HY))
ModHD(u)T TMods(i(u))
Modyp(HY') —— Modg(i(HY'))

ﬁHZ/

Primero probamos que el diagrama conmuta sobre los objetos de Modyp(HY'). Es
decir, si para cada HY'-dlgebra oculta A’ de Modyp(HY') se verifica que

Modg(i(1)) o Busy(A") = Brs, o Modyo (11)(A").

Por un lado tenemos que, por definicién de Bysy, Modg(i(p))(Bus(A’)) es igual a
Modg (i(p))(A'/ =, ). Esta H¥-dlgebra estd definida por:

e para cada género s € S, el conjunto Mode(i(1))(A'/=,5)s = A'/=,y s PO
definicién de reducto. Ahora, por definicién del cociente, este conjunto es igual a
{[G]EHE,MS) lae AL(S)}’
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e para cada operacion w: s;...s, — s € Q n > 0, la fun-
cién definida por wMOdg(i(lu’))(A//EHE/)([al]EHE’,,u(sl)7 ey [a”]EHE’,u(jn)) =
Iu(w)A//EHE’ ([al]EHE’,p,(sl)’ ] [an]EHE’,,u(sn))’ para’ Cada [ai]EHE’,u(si) € A /EHE’,;L(S,L')7
t = 1,...,n, por definicion de reducto. Nuevamente, por definicion del
cociente, esta funcion es igual a [p(w)a(a,...,an)l=,,, e Dbara cada
[ai]EHE’,,u(si) € A’/EHE,,M(S”, i=1,...,n.

Por otro lado, por definicién de fyyx, tenemos que Sys(Modyp(p)(A’)) es igual a

Modyp (1) (A") /=, Esta HY-édlgebra estd definida por:

e para cada género s € S, el conjunto Modyn(p)(A')/=yy, = {la] | a €

Modyp(p)(A")s}, por definicién del cociente,

=HY,s

e para cada operacion w: $;...s, — s € €, n > 0, la funcién definida por
WMod, p (1) (A")/= s, ([al]EHE,sl 1 [an]EH2,5n> = [wModHD(M)(A’)(CLl? ) an)]EH2,57 pa-
ra cada [aj]=py,, € Modyo(u)(A")/=ys,., @ = 1,...,n, por definicién del co-
ciente. Ahora, por definicién de reducto esta funcion es igual a la funcién
[(w)ar(ar, ..., an)l=py ., paracada [a;i]=,y , € Modyp (0)(A) /=y, i =1,...,n.

Observamos entonces que para demostrar la igualdad anterior es suficiente probar
que

{[a]EHE’,u(S) ac A;L(S)} = {[Q]EHz,s a € Modyo (M)(A/)S}>

para cada género s € S. Esta igualdad se obtiene de forma inmediata a partir de la
Proposicién 2.4.19.

Una vez que hemos demostrado que el diagrama conmuta para los objetos de
Modyn(HY'), abordamos la demostracién de que el diagrama también conmuta para
sus morfismos. Es decir, tenemos que probar que para cada HY'-homomorfismo oculto
B: A" — B de Modyp(HY') se verifica que

Modg (i(1)) © Barss (W) = Brrs 0 Modyo (1) ().

Por un lado tenemos que Modg(i(p))(Bas/(h')) es el HY-homomorfismo dado por la
familia de aplicaciones Modg (i(1))(h' /=5 )s = (W/=0) syt A =y = B =i 0
una para cada género s € S, tal que (h'/=, ) ([a)=,, ) = [P, (@)=, .., Para

todo [al=;y, . € A/ =4w ey

Por otro lado tenemos que [ys(Modyp(pn)(h')) es el H3-homomorfismo da-
do por la familia de aplicaciones Modyp(p)(R')/=yy ., : Modyo () (A')/zpy, —
Modyp(p)(B')/=yy,,, una para cada género s € S, tal que
MOdHD (:u) (h/)/EHE,s ([a]EHZ,s) = [MOdHD (HJ) (h/)s(a’)]EHE,s , para todo [a]EHE,s €
MOdHD (:u) (A/>/EH2,S

Obtenemos que ambos homomorfismos son iguales sin mas que aplicar la Proposicion
2.4.19 ya que por definicién de reducto tenemos que Modypo (1)(h')s(a) = hj, (a). W
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Para demostrar que la terna de aplicaciones (i,id, 3) que hemos definido anterior-
mente constituye un morfismo de instituciones unidireccional, inicamente falta por com-
probar que se verifica la relacién de satisfacibilidad. El siguiente teorema que puede
encontrarse en [41] o en [43], expresa que esta relacién de satisfacibilidad es compatible
con las trasformaciones de sentencias y modelos. Su demostracién es inmediata a partir
del Lema 2.4.16 y del siguiente corolario que hemos extraido de [63].

Corolario 2.4.22. Sean Y una signatura, A una X-dlgebra, Q) una relacion de con-
gruencia en A y t,u € Txx) dos términos del mismo género. Entonces, q(t) = q(u)
para toda valoracion q: X — A/q si y sdlo si [p(t)]g = [p(u)]q para toda valoracion
p: X — A.

Teorema 2.4.23. Sea HY. una signatura oculta definida sobre VY y D. Entonces,

A Epx e siy solo si Bux(A) Eus €

para cualquier una HY-dlgebra oculta A y cualquier HY-ecuacion e.

Recogemos el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido en el si-
guiente teorema.

Teorema 2.4.24. La terna (i,id, 3) define un morfismo de instituciones unidireccional
entre HP y £.

2.5 Un morfismo de instituciones unidireccional en-
tre la institucién £” y la institucién H”

Como hemos citado, un primer intento para tratar de modelar las estructuras de datos
presentes en EAT condujo a definir una operacion entre signaturas, que se ha extendido a
modelos y sentencias. Esta operacién ha dado lugar a un morfismo de instituciones uni-
direccional entre una nueva institucion, que llamamos institucién algebraica ecuacional
definida sobre un universo de datos D, a la que hemos denotado por £P, y la institucién
algebraica ecuacional £. La necesidad de fijar el universo de datos sobre el que definir
los modelos viene originada por lo que se hace en el nivel de las implementaciones. En el
sistema EAT, y en general en cualquier sistema que trabaje con estructuras algebraicas,
es habitual implementar estas estructuras haciendo que sus elementos respondan a un
mismo patrén sintactico, un mismo modo de representacion en el computador. Como
comentamos anteriormente, cuando tratamos de modelizar estas estructuras, esta res-
triccién se traduce en la necesidad de limitar las familias de algebras a aquéllas en las
que todas las algebras de la familia compartan los mismos soportes. Esta condicién nos
llevaba a fijar un universo de datos D sobre el que definir los modelos.

En el mismo sentido, es claro que el rango de la institucion de llegada, en el anterior
morfismo de instituciones unidireccional, es también demasiado amplio: tnicamente las
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Yimp-algebras basadas en D son relevantes en nuestro estudio. Este hecho es precisamen-
te la caracteristica fundamental de la institucion oculta HP. En esta seccién trataremos
de redefinir el morfismo de instituciones unidireccional entre £P y £ a otro entre £ y
HP, que refleje nuestro problema de una forma més conveniente.

Consideramos de nuevo fijados un conjunto U que es el universo de géneros y una
familia de conjuntos D = {D;}scpy que es el universo de datos. Estos conjuntos per-
maneceran fijados a lo largo del capitulo salvo que se indique lo contrario. Definimos a
continuacién un morfismo de instituciones unidireccional entre £ y HP.

Comenzamos definiendo un funtor entre las categorias de signaturas
OE”-M" . SIGep — SIGyup. El funtor ®¢° " asigna a cada signatura ¥ = (S, QU C)
de SIGgp, la signatura oculta i, = (Simp, Qimp U C), signatura que definimos de la
misma forma que ®¢”~¢(X), sobre la signatura visible V3, = (S,C) y el dominio
de datos D = ({Ds}ses,C). Observamos entonces que el dinico género oculto en la
signatura X, es el género destacado imp, y que las tnicas operaciones visibles son
las constantes de C'. Ademds, una caracteristica fundamental de esta signatura es que
todas las operaciones ocultas son deconstructoras.

Como en la institucién £ sélo hemos considerado morfismos identidad, la definicién
de ® sobre morfismos resulta obvia, obteniendo el siguiente lema.

Lema 2.5.1. La aplicacion ®€° 1" es un funtor.

A continuacién definimos una transformacion natural entre los funtores sentencias
D_ 44D D_q/D ., e,
a® M7 Sengp = Senyp o €M7 Esta transformacién natural consistird en una
1. . . . .y D_ 4D D_ 44D
familia de aplicaciones, una aplicacién o, "¢ : Senep (X) — Senyn (O 17 (X)) para
cada signatura > de SIGgp.

Dada una signatura > de SIGgp, observamos que el conjunto de sen-
tencias Senyn (P (X)) es, por definicién, el mismo conjunto de senten-
cias que Seng(®€”~¢(X)).  Aprovechando lo anterior, definimos la aplicacién
agD_HD: Senen(X) — Senyn(®”-"7(2)) de la misma forma que la aplicacién
oéD_gz Senen (X)) — Seng(®€”~¢(%)) definida anteriormente. Obtenemos trivialmente
que estas aplicaciones constituyen una transformacion natural, lo que recogemos en el

siguiente lema.

gD

. . . _ /D D_ /D
Lema 2.5.2. La familia de aplicaciones o ~M"": Sengp = Senyp o ® 7 es una

transformacion natural.

Una observacién importante que se deduce de la definicién de esta trasformacién

natural es que para cada signatura ¥ de SIGg¢p y cada ecuacién e € Sengn(X), la
. gD _pD , .. . .
ecuacion as, (e) es de género visible. Esto es cierto ya que la signatura X, es
puramente deconstructora, es decir, todas sus operaciones ocultas son deconstructoras.
Entonces las unicas ecuaciones de género oculto en Senyp(¥;,,) son las igualdades
) . D_yD .,

entre variables ocultas. No obstante, una ecuacién o, ~’* (e) no es en ningtin caso una
igualdad entre variables ocultas, por lo tanto es una ecuacién visible.
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Por ultimo, definimos la tercera componente del morfismo de instituciones uni-
direccional que en este caso serd una transformacion natural ﬁgD*HD: Modgp =
Modyp o ®€”-""  Esta trasformacién natural consistird en una familia de funto-
res ﬁgD_HD: Moden(X) — Modyo (9”7 (%)), un funtor para cada signatura % de
SIGgn.

Observamos que para cada Y-algebra A, podemos considerar ﬁgD_E(A) como una
Yimp-algebra oculta ya que, por definicién, su restriccion a la signatura visible V3, =
(S,C) es el algebra visible D = ({Ds}secs,C). Ademds, para cada X-homomorfismo
identidad ids: A — A, tenemos que ﬁgD_‘s(idA) es un X;,,-homomorfismo oculto ya
que, obviamente, es la identidad sobre la parte visible.

Asi, dada una signatura ¥ de SIGgp, podemos definir 5;”*”17: Modgn(3) —
Modyp (9”17 (%)) sobre objetos y morfismos, de forma andloga al funtor
E7E. Moden(X) — Mods (9574 (%)).

Nuevamente es trivial deducir que estos funtores constituyen una transformacién
D _ .,
natural, ya que ¢ ¢ es una trasformacién natural.

Lema 2.5.3. La familia de funtores gEP-HP Modgp = Modyp o pEr—MP define una
transformacion natural.

Para completar la definiciéon de un morfismo de instituciones unidireccional falta
por comprobar que la terna que acabamos de definir es compatible con la condicién de
satisfacibilidad. Es decir, tenemos que demostrar que para cada signatura ¥ de SIGgp
se verifica

D . , . D_4/D D D_4/D
AES e siysolosi g5 T (A) EZED%D(E) as, " (e),

para cualquier sentencia e € Sengn (X)) y cualquier algebra A € Obj(Modgp(X)).

. . ., D_a/D
Tenemos que para cualquier sentencia e € Sengn(X), la ecuacién o " (e) es

visible. Una nota importante que destacdbamos de la relaciéon de satisfaccion de com-
portamiento es que sobre ecuaciones visibles esta relacion es, en realidad, la relacién de
satisfaccion ecuacional. Entonces, para probar la condicion de satisfacibilidad anterior
es suficiente con demostrar que para cada signatura > de SIGg¢p se verifica
SD . , . D_ /D £ SDf D
A ):E € Sy sélo si ﬁZ 7t (A> ):.:I)EDfHD () Qy, & (6)7
para cualquier sentencia e € Sengp (X)) y cualquier algebra A € Obj(Modgp(X)).

Por la propia definicién de las tres componentes de este morfismo de instituciones
unidireccional, obtenemos de modo inmediato que esta condicion es cierta, a partir de
la condicién correspondiente para el morfismo de instituciones unidireccional entre £P

y €.
El siguiente teorema establece el morfismo de instituciones unidireccional que aca-
bamos de definir.

Teorema 2.5.4. La terna (P, «, 3) definida anteriormente constituye un morfismo de
instituciones unidireccional entre EP y HP .
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2.5.1 Interpretacion de la instituciéon oculta en términos de
implementaciones de estructuras de datos

Como ya se ha indicado previamente, en EAT conviven dos clases de estructuras de
datos. Por un lado se manejan los datos basicos usuales en programacién como numeros,
listas, etc. Por otro lado aparecen estructuras de datos, cuyos elementos son esos datos
bésicos, que corresponden a estructuras mateméticas como grupos, anillos, complejos de
cadenas, etc.

La idea que subyace es entender el universo de datos D considerado en las secciones
anteriores como el primer tipo de estructura de datos: datos predefinidos y presentes en
el sistema con el fin de ser utilizados en cualquier momento.

Entonces, una vez fijado el sustrato de datos D sobre el que trabajar, los modelos
Modgp (X)) representan estructuras algebraicas definidas sobre tales datos. Estas corres-
ponden, por lo tanto, al sequndo tipo de datos de datos presente en EAT. No obstante,
en general, no se trata de trabajar con una unica estructura matemaéatica, un grupo por
ejemplo, sino con familias de grupos (los cuales deben ser susceptibles de ser creados y
manejados en tiempo de ejecucién). Por lo tanto, para modelar EAT no es suficiente con
tener un modelo para un tnico grupo, sino que debemos tratar de modelar implemen-
taciones de grupos (es decir, la representacién en la memoria de un computador de la
informacién suficiente sobre un grupo). Entonces, las estructuras de datos codificadas en
EAT son en realidad familias de implementaciones de modelos de Modgn(X). Sin pre-
tender entrar en cuestiones de implementacion (en [58] se presenta un estudio detallado
de la modelizacién de las implementaciones de estas estructuras de datos, apoyandose
en una nocién de implementacién de un TAD derivada de la nocién de implementacién
de Hoare [49]) y situdndonos en el marco més simple de la especificacion algebraica,
obtenemos que debemos movernos de categorias de modelos en £P hacia una categoria
indezada (o fibrada) sobre ella (ver [97]). Esto es exactamente lo que ha sido formalmen-
te expresado en la transferencia de la instituciéon £ a la institucién H” en la seccién
anterior, ya que, como vemos, los modelos en Modyp(X;,,) son familias de dlgebras de
Modgp(3). Los elementos del conjunto soporte para el género oculto imp,, actian como
indices para dichas estructuras.

Debemos hacer notar que la idea de ver estas algebras ocultas como familias de im-
plementaciones de estructuras no es del todo cubierta por el morfismo de instituciones
unidireccional que acabamos de definir, tal y como ocurre con el morfismo de institu-
ciones unidireccional entre £ y £, ya que nuevamente los modelos en la imagen del
morfismo representan familias formadas por una unica algebra. Sin embargo, en esta
ocasion, estas imagenes pueden ser reunidas (por medio de coproductos) en una nueva
algebra, que corresponde directa y elegantemente con el modo de implementacion usado
en EAT. Ademas, esta dlgebra resulta tener buenas propiedades desde el punto de vista
de las categorias, ya que es el objeto final en la categoria de modelos Modyp (3;m,)-

En la siguiente seccién construiremos dicho objeto final. Ademads, trataremos de
hacer una comparacion del mismo con el objeto final general de la teoria oculta y con
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el modo en el que en EAT han sido implementadas las estructuras de datos de sequndo
tipo.

2.5.2 Objeto final

La existencia de objeto final en las categorias de algebras ocultas estd perfectamente
determinada dentro de la teoria de la especificacién oculta (ver, por ejemplo, [42]).
Concretamente, hemos presentado en el Teorema 2.4.12 dicho objeto final a través de lo
que sus autores denominan una “construccion magica”. No obstante, en nuestro caso,
trabajamos con una signatura oculta ¥;,, con caracteristicas particulares: presenta
un dnico género oculto, no tiene operaciones visibles (distintas de las constantes) y
cada operacién es un deconstructor. Si trabajamos con este tipo de signaturas ocultas,
obtenemos un objeto final para la categoria Modyn(Xin,). Obviamente, este objeto
final es isomorfo al presentado por Goguen y Malcolm en [42], pero insistimos, para
estas signaturas particulares, lejos de tener ese “aspecto magico”, el algebra final admite
una descripcion bastante natural.

Ademas, podemos obtener este objeto final a partir del morfismo de instituciones
unidireccional entre £EP y HP que hemos definido anteriormente. M4s adelante daremos
una descripcién del objeto final como coproducto de las imagenes de los modelos de £P
por la transformacién natural correspondiente en dicho morfismo.

Dada una signatura ¥ = (5, QUC') de SIG¢p, definimos un algebra 1P, que pertenece
a Obj(Modyp (Ximp)) de la siguiente manera:

:= Obj(Modgp (X)),

e el conjunto sobre el género oculto imp,, es 115%

e para cada operacion imp.w: impysi...S, — s € iy, la funcién
impwyp(A,dy,...,dy) = waldy,...,d,), para cada A € Obj(Modgn (X)) y ca-
dad;,eD;, i=1,...,n.

Una aclaracién necesaria es que el dlgebra 11” estd bien definida. Para ello es su-
ficiente con comprobar que la categoria Modgn(X) es una categoria pequena, es decir,
el soporte para el género oculto Obj(Modgn (X)) es efectivamente un conjunto. Esto es
asi ya que al fijar un dominio de datos, las ¥-dlgebras que se pueden construir sobre ese
dominio de datos forman un conjunto y no una clase estricta.

Teorema 2.5.5. Sea ¥ una signatura en EP. El objeto 1° es un dlgebra final en
Modyp (Xim,). Ademds, este objeto final es el coproducto en Modyp(3;,,) de los objetos

en la imagen de 55"~ (Modgn ().

Demostracion.  Sea ¥ = (5,92 U C) una signatura de SIGgp. Demostraremos
primero que 11” es objeto final en Modyp (Zimy)-
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Para cada dalgebra M € Obj(Modyp(Einy)), tenemos que definir un X,
homomorfismo oculto f™: M — 1”. Para el género oculto consideramos la aplica-
cién %pzz Mimpz — ]lﬁlpz, que a cada elemento a € Mimpz le asocia un algebra

%pz (a) :== M*, dada por: wya(dy,...,d,) :=impwy(a,dy,...,d,), para cada opera-
cion w: sy...s, — s € Q y cada tupla de datos d; € D;, 1 =1,...,n.

Tenemos entonces que fM es un %,;,,-homomorfismo oculto, ya que para cada
IMpw: iMpgs1 - .. Sy — 8 € iy, y para cada a € My, di € Dy, i =1,...,n, se ve-
rifica que imp_wyp (fi%pz (a),dy,...,d,) =impwp (M dy,...,d,) =wye(d,... d,) =
imp_wyr(a,dy, ... dy).

Ademds, fM es tinico. Sea un ¥;,,,-homomorfismo oculto g: M — 1P definido por
una aplicacién Gimps,, : Mimpz — ]15%, debemos comprobar que %pz = Gimp,, - Dado
a € Mimp,, se tiene gipp_ (a) = B* € Modgp(X). Como g es un Xj,,-homomorfismo,

impwy(a,di,...,dn) = imp.wyp(gimp,(a),dy, ..., dy) = impwyp(Bdy,...,d,) =

wpa(dy,...,d,), para cada impw: impysy...S, — s € Qipy, v cada d; € D,
i=1,...,n. Por otro lado, por definicién de M“, tenemos que imp_wy(a,ds, ..., d,) =
wya(dy, ..., dy), para cada impw: impysy...S, — s € Qi y cada d; € Dj,
i = 1,...,n. Obtenemos entonces que wpa(dy,...,d,) = wya(dy,...,d,), para cada

w:Ss1...8, >s€Q, yvcadad; € D;,i=1,...,n, por lo que B* = M. De esta forma,
M=y

Nos centramos a continuacién en la demostracion de la segunda parte del teo-
rema, esto es, 17 es el coproducto en Modyp (Xim,) de los objetos en la imagen

£ (Modgn (2)).

Para cada A € Obj(Moden(X)), el soporte para el género distinguido imp,,
del objeto fx(A) es el conjunto unipuntual {*}. Consideramos el tnico X,,,-
homomorfismo oculto h* entre fs(A) y 17, que como hemos visto, viene dado por

la aplicacion h%pzz B (A)imp, — llffwz tal que hﬁnpz(*) = A. Entonces el par

(17, {hA}AeObj(Mong(Z))> es el coproducto de la familia {ﬁg(A)}AE()bj(Mong(g)). En
efecto, sea un algebra G' € Obj(Modyp(Eimp)) tal que para cada A € Obj(Modgn (X))
exista un X;,,,-homomorfismo oculto g* entre s (A) y G. Entonces, debemos compro-
bar que podemos definir un inico ¥;,,,-homomorfismo oculto k entre 1P y G que haga
conmutativos todos los diagramas:

El morfismo k estara determinado por la aplicacién en el género distinguido

Kimp,, - ]lfmo2 —  Gimp,,.  Consideramos ki, (A) = gf}npz(*), para cada A €
115%. Se trata de un morfismo de X;,,-dlgebras ya que para cada operacién
IMP_W: iMPy Sy ...5, — 8 € Qypyp, cada A € ﬂng, y cada tupla d; € D;; 1 =1,....,n,

tenemos por un lado que imp.wyp(A,dy,...,d,) = wa(dy,...,d,) por definicién de
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1” y por otro lado que imp-wa(Kimp, (A),dy, ..., dn) = imp_w(;(gﬁnpz(*), dy,...,d,) =
imp_wag(a)(x, di, ..., dn) = waldy, ..., d,), ya que g* es un ¥;,,,-homomorfismo.

Ademas, los diagramas son conmutativos, ya que para cada A € Obj(Modgn (X)) se
verifica que Kipp_ (RA (%)) = Kimp, (A) = g;‘,‘npz (%), es decir, ko h4 = g4.

tmpy,

Por ultimo, este morfismo es tinico, ya que si existe otro X;,,,-homomorfismo oculto
E entre 1”7 y G, tal que para cada A € Obj(Modgp (X)) verifica que k' o b = g4,
entonces Kipp_(A) = g;‘}npz (%) = k! (hf}% (%)) = K, (A), por lo que k = k'. |

impy,

Dada una de nuestras signaturas X;,,,, podemos hacer en este momento una compara-
cién entre el objeto final general F¥m» dentro de la teorfa oculta, que hemos presentado
en el Teorema 2.4.12, el objeto final 1” que hemos descrito en el teorema anterior, y el
modo en el que han sido implementadas las estructuras de datos en EAT [81].

Debemos observar que las signaturas 3, no tienen constructores y que por lo tanto,
los ¥;,,-contextos para el género oculto son muy simples: son expresiones de la forma
impw(z,dy,...,d,), con zlatnica variable de género ocultoy d; € D;, i =1,...,n, para
cada operacién tmp_w: imp,s; ...s, — s. Recordamos que se tiene como condicién que
todos los elementos de D; son introducidos en la signatura como constantes (una de las
razones por las que se introducen dichas constantes en la signatura es para poder obtener
esta coleccién de contextos [42]). Entonces, ya que los conjuntos de contextos Cy,, [2]s
pueden verse como una unién disjunta (indexada por los deconstructores que finalizan
en s), cada aplicacién de Cy,, [z]s en Dy puede verse como una tupla de funciones
ws: Dy, X -+ x Dy — Dg, una funcién para cada operacion imp_w: tmpg sy ..., — S
de X, que finaliza en s. Al recorrer s todos los géneros visibles obtenemos una serie
de funciones que pueden ser reunidas en una tunica tupla funcional. Asi, el objeto final
F¥im» puede ser visto como un conjunto de tuplas de funciones y la interpretacién de las
operaciones imp_w consiste en la aplicacién de una funcién (que forma parte del primero
de sus argumentos) sobre el resto de los argumentos, que son datos. Debemos notar
que cada una de estas tuplas representa en realidad un objeto de Modgp (X)) al estar D

fijado.

Por ejemplo, en el caso de la signatura GRP;,,,, existe un tnico género visible g, y por
lo tanto un tinico conjunto Cgge,,,,[2]- Este conjunto estd formado por contextos de la
forma imp_prd(z, a,b) que contribuyen a la definicién de una funcién f,: Dy x D, — D,
contextos de la forma imp_inv(z,a) que contribuyen a la definicién de una funcién
fa: Dy — D, y el contexto imp_unt(z) que contribuye a la definicién de una funcién
fs: — D,. Las tuplas formadas por tres funciones con estas aridades constituyen el
soporte del género oculto del dlgebra F**imr y definen de forma univoca un dlgebra de
Modgn (GRP).

Se hace explicito de esta forma el ¥;,,,-isomorfismo oculto entre los objetos finales
1P y F=m» a través de esta biyeccién entre sus correspondientes soportes para el género
destacado. Observamos entonces que, para nuestro caso particular, el objeto final admi-
te ser descrito como un objeto cuyo soporte en el inico género oculto es un conjunto de
tuplas funcionales, cada tupla codificando las operaciones de un modelo de £. Ademds,
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este conjunto soporte es suficiente para actuar como indice de modelos de £P. Simple-
mente recuperamos para cada operacién de un &lgebra de £P la correspondiente funcién
en la tupla. Los detalles de dicho objeto estan desarrollados en [58]. Por iltimo sefialar
que este objeto se ajusta completamente con el modo elegido por Rubio y Sergeraert pa-
ra implementar las estructuras de datos de EAT, utilizando para ello de forma intensiva
la programacién funcional (ver [81, 58]). Las representaciones en EAT de las estructuras
matematicas consisten basicamente en tuplas de funciones que codifican las operaciones
de esas estructuras. De este modo, el teorema de existencia de objeto final prueba de
manera formal que la representacién que usa EAT para sus estructuras datos es lo “més
general” posible desde el punto de vista de la Teoria de Categorias (puede pensarse que
recoge como elementos a las algebras individuales y desde cualquier otra “familia” de
algebras individuales siempre hay un “paso candénico” al objeto final).

Dada una signatura X = (S,Q U C) de SIGg¢p, recogemos de forma explicita esta
representacion equivalente del objeto final en Modyp(3;,,) mediante la ¥;,,,-algebra
canonica A" dada por:

o A" = Dy, para cada género s € S,

b Azcngaz = {(fw: Ds1 X oo X Dsn - Ds)w:s1...sn—>SEQ | <(DS)SES7((fw)w€Q70)> €
MOdSD(Z>}7

® dycan = d, para cada constante d € C| y

o imp wacan ((fs5)seq,d1, .-, dy) = foldy,...,d,), para cada operacién
impw: impysy ..., — 8 € Qv para cada (fs)seca € Aff,:;z y d;i € D,
1=1,...,n.

Teorema 2.5.6. La 3;,,,-dlgebra A“™ es un objeto final en la categoria Modyp (Eimy)-

2.5.3 Ampliacion del morfismo a especificaciones

Podemos ampliar el morfismo de instituciones unidireccional entre £P y HP a especi-
ficaciones de forma andloga a como se amplia el morfismo entre £P y £, de modo que
obtenemos una propiedad equivalente a la Proposicién 2.3.8, ahora sobre dlgebra ocultas.

Ademds, en la institucién oculta, dada una especificacion Especim, = (Zimp, Eimp)
podemos definir un modelo canénico A® que es final dentro del TAD definido por
dicha especificacién. Este modelo canénico se define de la misma forma que el objeto
final A°“™ construido en la seccién anterior, pero con la restriccién de que sélo tomamos
tuplas funcionales en el género distinguido que definan, junto con D, un modelo de
Espec = (X, F) (en lugar de simplemente definir un modelo para ¥). Recogemos la
correspondiente propiedad de finalidad en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.7. La X,,-dlgebra A es un objeto final en el TAD definido por
Especimp - (Eimpa Ezmp)
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Ejemplo 2.5.8. Continuamos con la especificacion de grupo Especegp que hemos intro-
ducido en la seccién anterior. Fijado un dominio de datos D, definimos la GRP;,,,,-algebra
A'ee modelo para Especgep,,,, de la siguiente forma: A;C‘m =D,y A;f,‘l‘gcﬁp ={(f1, f2, f3) |

fi: Dy x Dy — Dy, fo: Dy, — Dy, fs3: — D,, tal que definan un grupo sobre D, }.

La interpretacién en A de las constantes visibles es la habitual y de las tres
operaciones no visibles viene definida por:

imp—prdA’can((fla f27 fd)?szQ) = fl(ZL 22)
IMp_inv yrean ((f15 f2, f3), 2) = fa(2)
imp_unt yrean ((f1, f2, f3)) = f5

Esta algebra es la mas “general” entre las representaciones de grupos sobre D, de
modo que cubre todos los posibles grupos que pueden ser definidos sobre dicho conjunto.
En particular, si consideramos D, = (n) entonces este objeto es isomorfo a la GRP;y,,-
algebra B del Ejemplo 2.3.9, lo que prueba que esta algebra es también objeto final en
el TAD definido por Especees,,,,- O

2.6 Un tercer marco de especificacion: coalgebras

En las secciones anteriores hemos estudiado una operacion entre signaturas, la operacion
1mp, dentro de dos marcos diferentes: el de la especificacién algebraica ecuacional y el
de la especificacion oculta. Ahora, nos disponemos a dar una interpretacién de la misma
operacion dentro de un tercer formalismo, como son las codlgebras. Uno de los primeros
trabajos en los que aparece el concepto de codlgebra en el campo de la especificacion
algebraica es [74] en 1995. La teorfa coalgebraica se ha desarrollado notablemente desde
entonces dando lugar a numerosas publicaciones. Articulos que sirven de guias en el
uso de las codlgebras son [83] y [54]. Uno de los objetivos de esta teorfa consiste en
la modelizacion de los lenguajes orientados a objetos, de modo que ya en el trabajo de
Reichel [74] se propone de manera explicita el uso de las codlgebras como semantica para
el paradigma orientado a objetos. Articulos que persiguen este objetivo son entre otros
[53, 48, 50, 52]. De modo informal, el concepto de codlgebra consiste en un conjunto
oculto junto con una serie de observadores para dicho conjunto. Asi, las coalgebras
estan muy relacionadas con las especificaciones ocultas, como se pone de manifiesto en
[22] o0 en [23], de modo que si se prescinden en las signaturas ocultas de las operaciones
constructoras a partir de datos se obtiene que las algebras para dichas signaturas son en
realidad coalgebras particulares.

En el siguiente apartado introducimos las definiciones béasicas de esta teoria que
pueden encontrarse en cualquiera de los anteriores articulos. No obstante, para poder
desarrollar nuestros conceptos dentro de un marco institucional, necesitamos introducir
el concepto de institucion coalgebraica asociada a una institucion. La mayor parte de
los resultados contenidos en esta seccién estan publicados en [30].
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2.6.1 Coalgebras

Desde un punto de vista categorico, la nociéon de codlgebra puede verse como el con-
cepto dual de la nocién de édlgebra. La diferencia fundamental entre un algebra y una
coalgebra es que la primera tienen constructores, es decir, operaciones que llegan a un
género distinguido y permiten construir elementos del mismo, mientras que la segunda
posee observadores, es decir, operadores que parten de un género distinguido y permiten
observar determinado comportamiento.

Definicién 2.6.1 (Codlgebra). Sea F': Set — Set un endofuntor de Set. Una
F-codlgebra es un par (X, «), donde X es un conjuntoy a: X — F(X) es una aplicacién.

Si no hay lugar a confusion, hablaremos simplemente de coalgebra, sin hacer referen-
cia al funtor F' y podemos denotar una coélgebra por la aplicacién a: X — F(X).

Podemos establecer relaciones entre coalgebras a través de la nociéon de morfismo de
coalgebras.

Definicién 2.6.2 (Morfismo de codlgebras). Sea F': Set — Set un endofuntor
de Set. Un F-homomorfismo entre dos F-codlgebras (X,a), (Y, ) es una aplicacién
f: X =Y talque F(f)oa=[(of.

Para cada endofuntor F' de Set, las F-coalgebras junto con los F-homomorfismos
entre ellas definen una categoria que denotaremos por CoAlg(F).

2.6.2 Definicion de una institucion coalgebraica

En esta seccion definiremos una institucién para coalgebras asociada a una institucién
dada. Debemos adelantar que nuestra institucion no recoge todas las posibles codlgebras
definidas sobre cualquier tipo de endofuntor de Set sino que nos restringimos a las
coalgebras que se pueden construir sobre un tipo muy particular de endofuntores como
son los constantes. Estos endofuntores seran suficientes para nuestros propoésitos de
modelado.

El punto de partida es una institucién Z con la propiedad de que, para cada signa-
tura ¥ de SIGz, la categoria Modz(X) es una categoria pequena, lo que en particular
implica que la clase Obj(Modz(X)) es un conjunto. Esta condicién puede parecer de-
masiado restrictiva, pero de hecho, no lo es tanto. Por ejemplo, como se ha comentado
previamente, cuando tratamos de especificar un sistema de software mediante algebras
sobre una signatura, si exigimos que los conjuntos soporte de cualquier algebra estén
contenidos dentro de una familia de conjuntos de datos fijada (por ejemplo, objetos de-
finibles en un lenguaje de programacién particular), entonces obtenemos una institucién
con la propiedad mencionada.

A partir de esta institucién Z que denotamos por (SIGz, Senz, Modr, =*) definimos
a continuacion una institucién, que llamamos institucion coalgebraica asociada a L, y
que denotamos por CoAlg(Z) = (SIGcouy(x), Sencoaig(z), Modcoy(), F4D).
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La categorfa de signaturas SIGeoaig(z) v €l funtor sentencias Sencoaigz) se definen
de la misma forma que las respectivas componentes de la institucion Z.

El funtor modelos Modcoaigz): SIGcoagry — Cat® viene dado de la siguiente
forma. Para cada signatura ¥ de SIGcoag(z), definimos Modeoagz)(X) := CoAlg(Fy),
donde Fy: Set — Set es el endofuntor constante sobre el conjunto Obj(Modz(X)).
Es decir, la categoria de modelos que corresponde a la signatura > es la categoria de
coalgebras definidas sobre Fy..

Para cada morfismo de signaturas p: ¥ — ¥’ de SIGconigz), Modcoagr)(1t) es el
funtor en Cat? entre CoAlg(Fx) y CoAlg(Fs) que definimos de la siguiente forma:
para cada Fyy-codlgebra (X', o), definimos la Fy-codlgebra Modcoaigz) (1) (X', ) ==
(X', Modz(p) o o), donde Modz(u) representa la aplicaciéon sobre objetos entre los
conjuntos Obj(Modz (X)) y Obj(Modz(X)). Ademads, a un Fsy-homomorfismo f: X' —
Y’, entre dos Fyy-codlgebras (X', o), (Y', 8), Modcongr) (1) le hace corresponder el Fx-
homomorfismo, entre las Fx-codlgebras (X', Modz(p) o o'), (Y, Modz (i) o 3'), que esta
definido por la misma aplicacién f: X’ — Y’. Esta aplicacién verifica la condicién de
homomorfismo (Modz(p)of)of = Fx(f)o(Modz(p)od'), ya que Fy un funtor constante
y por lo tanto Fy(f) es una aplicacion identidad, y como f es un Fs,-homomorfismo
entre (X', /) e (Y',3') y Fs es de nuevo un funtor constante, tenemos que o = o f.

Es inmediato comprobar que Modcoagz) (1) conserva las identidades y la composi-
cion de morfismos por lo que realmente define un funtor.

En el siguiente lema expresamos que el funtor modelos esta bien definido.

Lema 2.6.3. La aplicacion Modcoagz): SIGcongz) — Cat’® es un funtor.

Demostracion. Es sencillo demostrar que esta aplicacion conserva las identidades y
la composicion de morfismos a partir de que Modz: SIG7 — Cat? es un funtor. |

Para completar una instituciéon falta por determinar la relacién de satisfac-
cién. Para cada signatura ¥ de SIGcoagr) definimos una relacion ):g‘”"gm entre
Obj(Modcoaigry(E)) vy Sencoagry(E) de la siguiente forma: dada una Fy-codlgebra
(X, ) de Modcongz)(X) y una ecuacién e de Sencoaigz)(E)

(X, 0) 5D ¢ siysdlosi alz) =L e, Vo e X.

Para comprobar que las componentes que hemos definido constituyen una institucién
es necesario demostrar que cumplen la condiciéon de satisfacibilidad que recogemos en el
siguiente teorema.

Teorema 2.6.4. Sean p: X — X' un morfismo de SIGcongr), (X', ) una Fy-
codlgebra de Modcongr)(X') y e una ecuacion de Sencoagz)(X). Entonces,

(X', o) g/oAlg(I) Sencoaga(p)(e)  siy sdlo si Modeoagr (1) (X', ) goAlg(I) .
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Demostracion.  Si aplicamos la definicion de Sencoagr), de Modcoagr) y de la
relacién =C°49(7)  obtenemos que es suficiente con demostrar que

o (') EL Senz(p)(e), Vo' € X' siysolosi Modz(p)od (2) EL e, Vo' € X'.

Esta equivalencia se obtiene directamente a partir de la relacion de satisfacibilidad
de la institucion 7. |

2.6.3 Un morfismo de instituciones unidireccional entre una
institucion 7 y su institucién coalgebraica CoAlg(Z)

La relacion que existe entre una institucion y su institucién coalgebraica asociada
CoAlg(Z) puede concretarse en un morfismo de instituciones unidireccional entre am-
bas. Sin embargo, para poder definir este morfismo de instituciones de forma correcta
necesitamos exigir una condicién més sobre Z: cada morfismo en Modz(3) debe ser un
endomorfismo. En el siguiente apartado veremos como esta condicién esta presente en
el contexto particular en el que trabajamos (y también que surge de manera natural en
las especificaciones ocultas).

Consideramos una institucién Z = (SIGz, Senz, Modz, =) tal que para cada sig-
natura > € Obj(SIG7), la categoria Modz(X) es una categoria pequenia y ademdas que
todos sus morfismos son siempre endomorfismos, y tomamos la institucion coalgebrai-

ca CoAlg(T) = (SIGcomg(r), Sencong), Modcony(r), [=CoAl9(D)) asociada a Z. En esta
seccién definiremos un morfismo de instituciones unidireccional de Z en CoAlg(Z).

Las componentes del morfismo correspondientes a la relacion entre las categorias de
signaturas y los funtores sentencias son identidades ya que ambas instituciones compar-
ten estas componentes.

La tercera componente del morfismo de instituciones unidireccional relaciona los
modelos de ambas instituciones. Para ello necesitamos definir una transformacién na-
tural B: Modr = Modcoagz) entre los funtores modelos Modz: SIG; — Cat®? y
Modcopgry: SIGr — Cat®, ya que el funtor entre signaturas del morfismo que es-
tamos definiendo es la identidad. Esta transformacién natural consiste en un funtor
By : Modz(X) — Modcoagr)(3) por cada objeto ¥ € Obj(SIGz), tal que verifiquen la
propiedad de naturalidad.

Dada una signatura ¥ de SIGz y dado un modelo A € Obj(Modz(Y)), definimos
Bs(A) = ({*},aa: {x} — Fx({*})), donde la aplicacién a4 viene dada por a4(x) = A.
Es decir, fs(A) es la Fx-codlgebra que estd formada por un conjunto unipuntual y la
aplicacion que asocia su unico elemento al objeto A.

El tnico homomorfismo existente entre las Fyx-codlgebras (Os(A) = ({*},aa) y
Px(B) = ({*},ap) es la identidad del conjunto {}. Asi, para que (5 se extienda a un
funtor es necesario que en Modz(X) sélo existan endomorfismos, condicién que nosotros
hemos exigido. Ahora, es un simple ejercicio comprobar que s, respeta las identidades
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y la composicién de morfismos de Modz(X), por lo que realmente obtenemos un funtor
Bs: Modz(X) — Modcoagz)(2) para cada signatura ¥ de SIGz.

Falta por demostrar que esta familia de funtores forman una transformacién natural,
propiedad que recogemos en el siguiente lema.

Lema 2.6.5. La familia de funtores 3: Modz = Modcoagz) define una transformacion
natural.

Demostracion.  Debemos demostrar que esta familia de funtores verifican la pro-
piedad de naturalidad, es decir, si para cada morfismo u: X — Y de SIG7z, el siguiente
diagrama conmuta sobre objetos y morfismos:

B
MOdI(Z) =, MOdCoAlg(I) (Z)
ModI(,u)T TMOdCoAlg(I)(#)

Modz (%) o Modcoaigr)(X)
>/

Dado A" € Obj(Modz(Y')), si aplicamos sucesivamente la definicién fsy y de

Modeogr) (1), tenemos que Modeoayz) (1) (O (A')) = Modcoag) (1) ({#}, o)) =
({*}, Modz(p)oaar), que es exactamente la Fx-codlgebra definida por s, (Modz () (A')).

Dado un morfismo h': A’ — A’ de Modz(Y'), si aplicamos de nuevo sucesiva-
mente la definicién fBsy y de Modeoagr) (1), tenemos que Modeoaga)(1t)(Bsr(B)) =
Modcongr) (i) (idgsy) = idgy, que es igual al Fy-homomorfismo de coalgebras definido
por Fs(Modz(p)(R')). .

Para comprobar que esta transformacion natural constituye junto con el funtor iden-
tidad sobre signaturas y la transformacion natural identidad sobre sentencias un morfis-
mo de instituciones unidireccional, inicamente falta por demostrar que éstas verifican
la condicién de satisfacibilidad. Es decir, debemos demostrar que para cada objeto X
de SI1G7 se verifica que

AELe siysélosi By(A) 49D ¢

para cada »-modelo A y cada Y-sentencia e de 7.

Pero tenemos que fx(A) = ({*}, @), con as(x) = A, por lo que obtenemos esta
condicién de satisfacibilidad de forma inmediata.

Reflejamos este morfismo de instituciones en el siguiente teorema.
Teorema 2.6.6. Sea I una institucion tal que para cada ¥ € Obj(SIGz), Modz(X)

es una categoria pequena y cada morfismo en Modz(X) es un endomorfismo. Entonces,
existe un morfismo de instituciones unidireccional candnico entre T y CoAlg(Z).
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2.6.4 Un morfismo de instituciones unidireccional entre la ins-
titucion £P y su institucién coalgebraica CoAlg(EP)

Consideramos, como caso particular de institucion Z, la institucién algebraica ecuacional
definida sobre un universo de datos D, que hemos denotado por £P. Esta institucién
verifica las condiciones exigidas en el morfismo de instituciones unidireccional del apar-
tado anterior. Por un lado, las categorias de modelos Modgp(¥) son pequenas, ya que
estos modelos estan construidos sobre un universo de datos D fijado. Por otro lado, en la
definicion de dicha categoria exigimos que los morfismos sean identidades entre modelos,
por lo que en particular son endomorfismos. Entonces, utilizando la técnica anterior,
podemos construir la institucién coalgebraica asociada a £P. Ademés, obtenemos un
morfismo de instituciones unidireccional entre £P y su institucién coalgebraica asociada

CoAlg(EP).

Este morfismo de instituciones nos permite también modelar las estructuras de datos
presentes en EAT. Esto no nos debe resultar extrano, ya que, como podemos deducir,
por ejemplo, de [22], la categorfa de dlgebras ocultas H Alg”(%;,,) es canénicamente
equivalente a la categoria de codlgebras que definimos por Modc,aery(X). De esta
forma ambos formalismos son equivalentes en expresividad.

En este caso, otra vez nos movemos desde la categoria de modelos en £ a una cate-
goria de familias indexadas ya que cada codlgebra de CoAlg(EP) representa una familia
de modelos en £P. No obstante, nuevamente, esta representacién no es del todo reco-
gida por el morfismo de instituciones anterior, ya que aunque desde un punto de vista
sintactico, si que cada funtor Fy, puede ser interpretado como una signatura para imple-
mentaciones de Y-algebras, los modelos en la imagen del morfismo representan familias
con una unica algebra tal y como ocurre con el morfismo de instituciones que termina
en la institucién oculta HP. Sin embargo, podemos agrupar, como en el caso oculto,
estas imagenes como coproductos para obtener objetos finales que también corresponden
directamente con las estructuras de datos que aparecen en EAT.

2.6.5 Objeto final

La existencia de objeto final en la categoria Modc,aieery(X) puede ser obtenida por
diferentes medios: como caso particular de categoria indexada o fibrada [97], a partir
de resultados generales sobre codlgebras [5], a partir de resultados conocidos en el drea
de la especificacién coalgebraica [74], a partir de la teoria oculta [42], o en nuestro caso
muy particular, simplemente por un argumento elemental en teoria de categorias, porque
dicha categoria no es sino la categoria cociente (slice) obtenida al fijar un conjunto (en
la categoria de conjuntos) [7]. Por tanto, podemos describir este objeto final a través de
la aplicacién identidad 1”: Obj(Modgep (X)) — Obj(Modgn(X)). Utilizamos para este
objeto la misma notacion que para el objeto final obtenido en las algebras ocultas. De
hecho el lector que conozca la relacién entre dlgebras ocultas y codlgebras [22] observara
que ésta es la coalgebra que corresponde al dlgebra oculta final [42].
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El siguiente resultado muestra que, igual que ocurria en el caso de las dlgebras ocultas,
el morfismo de instituciones permite la reconstruccion del objeto final.

Teorema 2.6.7. El objeto final 1° es el coproducto de la imagen sobre los modelos del
morfismo de instituciones candnico entre EP y CoAlg(EP).

Demostracion. Para cada A € Obj(Modep (X)), se tiene la Fx-coalgebra
BgD_COAlg(gD)(A) = ({*}, aa: {x} — Obj(Modgn(X))), donde aq viene definida por
au(¥) = A. Podemos considerar entonces un morfismo i4 entre esta codlgebra y 17,
concretamente i4: {*x} — Obj(Modgn (X)), que definimos también por i, (%) = A.

Sea (X,a: X — Obj(Modgn(X))) otra Fs-codlgebra para la que exista un morfismo
ha: {*} — X entre las codlgebras ({*}, a4) vy (X, «), para cada A € Obj(Modep(Y)).
Podemos definir entonces un morfismo f: Obj(Modgp (X)) — X como f(A) = ha(x),
VA € Obj(Moden(X)). Es claro que éste es el (inico) morfismo que verifica f(i4(%)) =
ha(x), VA € Obj(Modgp(X)). |

El objeto 1” admite otra representacién. Si repetimos el argumento que hemos
dado para el objeto final oculto, cada modelo de Modgp(X), con ¥ = (5,02) y Q =
(w1, ..., wg), puede ser identificado con una tupla funcional (f1,. .., fx), que corresponde
con las funciones que interpretan las operaciones en ese modelo, ya que el dominio
de datos D permanece fijado. Estas tuplas de funciones determinan este objeto final.
Recordamos que dicha representacion corresponde directamente con el modo en que las
estructuras de datos fueron implementadas en EAT.

2.6.6 Un morfismo de instituciones unidireccional entre la ins-
titucién CoAlg(EP) y la institucién HP

Definimos a continuacién un morfismo de instituciones unidireccional entre la institucion
coalgebraica asociada a la institucion €7, CoAlg(EP) = (SIGcomger), Sencoager)s
Modgoagepy, [=CoAl9(ER)) v Ja institucién oculta HP = (SIGyp, Senyp, Modyn, =),
Este morfismo estd inspirado en la relacion conocida entre las codlgebras y las algebras
ocultas [22] y nos permite establecer una conexién entre estos dos marcos de especifica-
cion.

Las componentes que relacionan las signaturas PCoAlg(EP)—HP y las sentencias
aCoAlgEP) =1 (e este morfismo de instituciones unidireccional se definen de la mis-
ma forma que las respectivas componentes del morfismo de instituciones unidireccional
entre EP y HP.

La tercera y ultima componente del morfismo de instituciones unidireccional serd una
transformacion natural §: Modg,agery = Modyp o @. Esta transformacién natural
consistird en un funtor Bz : Modcoayery(X) — Modyp (®(X)), por cada signatura X de
S1G coumgery, verificando la propiedad de naturalidad.

Dada una signatura ¥ = (5,Q U C) de SIGcou4er), para definir un funtor
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Bs: Modeoagery(E) — Modyp(P(X)) debemos establecer la imagen de los objetos
y morfismos de Modc, a0y (2).

Dada una Fy-codlgebra (X, 7) de Obj(Modc,agery(X)), entonces fBs((X,7)) es la
Yimp-algebra oculta que tiene:

e en el tnico género oculto imp,, el soporte Bz ((X,7))imp, = X,

e y para cada operacién oculta imp_w: impyS;...s, — 8§ € iy, n > 0, la funcion
impwgg((x))(a,di, ... dy) = wyqe(di,...,dy), para cada a € X' y cada d; € D;,
Vi=1,...,n

Dado un homomorfismo f: X — A&’ entre dos Fy-codlgebras (X,v) y (X',7),
definimos fx(f) como el homomorfismo oculto, entre las X;,,,-algebras Os((X,7))
B ((X’,7")), que tiene a f por aplicacién en el género oculto.

En el siguiente lema demostramos que el homomorfismo oculto anterior estd bien
definido.

Lema 2.6.8. Sea f: X — X' un homomorfismo entre dos Fyg-codlgebras (X,7) y
(X',7), con ¥ = (S,QUC). La aplicacion f junto con las aplicaciones identidades
idp,, para cada s € S, definen un X;,,-homomorfismo oculto entre las ¥;,,,-dlgebras

ocultas By, ((X,7)) v B=((X',7)).

Demostracion. Debemos comprobar que esta familia de aplicaciones verifica la
condicién de homomorfismo, es decir, que para cada operacién imp_w: impys; ..., S, —
5 € Qimp, n > 0, se verifica que

IMp Was (e (@5 i, - dn) = imp wsg a4y (f(a) dy, -y dy),

paratodoae X yd; € D;,Vi=1,....,n

Sea 1mpw: impysy ..., S8, — 5§ € iy, n > 0, y sean a € X, d; € D,
Vi=1,...,n. Por deﬁn1c1on de Bs((X,7)) v de Bs((X’,7')) tenemos respectivamente
que imp_wgz((;m (a,dy,....dn) = wya)(dy, ... dn) e impwgg x4y (fla),di, ... dy) =
Wylof(a (dl,...,d )

Ahora bien, como F¥. es un funtor constante y f es un homomorfismo entre las Fx-
codlgebras (X,~) y (X’,v), se verifica que v =+ o f lo que completa la demostracion.
|

Comprobamos a continuacién que la familia de aplicaciones que acabamos de definir
es una familia de funtores.

Lema 2.6.9. La aplicacion fs: Modc,agery(E) — Modyp(®(X)) es un funtor para
cada signatura X de SIGcongen)-
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Demostracion.  Dada una signatura ¥ de SIGgoaeepy, tenemos que fx respeta
identidades. La imagen del homomorfismo identidad de una coalgebra es el homomorfis-
mo identidad entre la correspondiente algebra oculta, ya que la funcién correspondiente
al género oculto es la identidad.

Similarmente, esta aplicacion respeta la composicion de dos homomorfismos de
codlgebras a través de la composicion de la funcion correspondiente a este género oculto.
|

Por 1ltimo, recogemos en el siguiente lema, que la familia de funtores anterior define
una transformacion natural. La demostracion del mismo es inmediata ya que los tinicos
morfismos de STG¢,a14ep) son las identidades.

Lema 2.6.10. La familia de funtores 3: Modg,agery = Modyp o @ constituye una
transformacion natural.

Una vez definidas las tres componentes que definen un morfismo de instituciones
unidireccional podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.6.11. La terna (P, «, 3) definida anteriormente constituye un morfismo de
instituciones unidireccional entre CoAlg(EP) y HP.

Demostracion. Para demostrar que estas operaciones constituyen un morfismo de
instituciones unidireccional inicamente falta por comprobar que se verifica la condicién
de satisfacibilidad, es decir, que para cada signatura 3 de STGcoa4ep), s€ verifica que

° D . , :
(X, ) ESeAED) o iy solosi Be((X,9)) Fg{(DZ) as(e)

para cualquier sentencia e € Sencoayer)(X) y cualquier codlgebra (X,vy) €
Modcomger) (2).

Sean ¥ = (5,Q U C) una signatura de SIGcoayepy, € = (X,t,u) una ecua-
cion de Sencoayery(X), con t,u € Tyixys, s € S, y sea (X,7) una codlgebra de
MOdCoAlg(SD) (2).

Tenemos por un lado que
(X,7) S (X tu) siysolosi y(a) FS (X, t,u), Ya € X,

L . . CoAlg(P
sin més que aplicar la definicién de """ €,

Por otro lado tenemos que

Bo((X,7) Easy as((X t,u) sty sélosi Bu((X,7)) Eoy (X U{zimp}, 0(2), 6(w)),

ya que ax((X,t,u)) = (X U{zimp}, 0(t),0(u)) es una ecuacion visible, con z;,, una nueva
variable que no esta presente en X.
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Entonces, para demostrar el teorema es suficiente con demostrar:

Ya) S (X tu), Ya€ X siysolosi Bs((X,7)) Fogy (X U {zimph 0(t),0(w)).

Nos centramos primero en la demostracién de la implicacién directa.

Suponemos que y(a) =&~ (X,t,u), Ya € X. Demostraremos que fBs((X,7)) |:<1>(2
(X U{zimp},0(t),0(u)) probando que para cada valoracién ¢: X U {2y} — ﬁz(( 7)),
se verifica que

Seaq: X U{zimp} — Px((X, 7)) una valoracién, entonces ¢(zim,) € X y por hipdtesis

Y(q(zimp)) EE” (X, t,u). Ademas la restriccién de ¢ a los géneros visibles en S, qs: X —

Bs((X,7))|s, es una valoracion para la 3-dlgebra v(q(2imp)). Siutilizamos esta valoracion
obtenemos que

s (t) = g5 (w).

Entonces es suficiente probar que para cada uno de los dos términos de la ecuacién
t v u, se verifica que

q(0(t)) = g5 (1)

Demostraremos la igualdad anterior por induccién sobre la estructura de un término
t € Ty(x),s, s € 5, que pueda formar parte de una ecuacion (X,t,u) € Sencoager)(X):

o sit=ux¢€ X,, entonces §(0(z)) = q(x) = q(x) = q4(x) = G5 (x);
e sit=d, cond: — s una constante de C, entonces g((d)) = G(d) = d = g5 (d);

o ysit=w(ty,...,tp),coNwW:81...5, >s€QnN>0yt €Tyxs, i=1,...,n,
entonces

q(0(w(ts, ... tn))) =
= qmp-w(zimp, (1), ..., 0(tn)))
IMP_wgg((x,7)) (A Zimp), 7(0(t1)), - - -, 7(0(L0)))
it (@) TOR)), - TO(E)))
s @O, -oT6(82)) por defnicion de G (X, )
= Wr(glzimy)) (@5 (t1), - - q_(tn)) por hipétesis de induccidn,

q\s( <t1>"' ))

Demostramos a continuaciéon la implicacién inversa.

Suponemos que fx((X, 7)) ):5 a(x) (X U{zimp},0(t),0(u)). Tenemos que demostrar si

v(a) }:‘gD (X,t,u), Ya € X. Es decir, probar que para cada a € X y cada valoracién
p: X — ~y(a) se verifica que p(t) = p(u).
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Sean a € X y p: X — v(a) una valoracién, entonces la aplicacién ¢: X U {zjm,} —
Bs((X,7)), que definimos por ¢(2imp) = ay q(x) = p(z) para cada x € X, es trivialmente
una valoracién para s ((X,7)). Entonces, por hipétesis se cumple que G(6(t)) = q(6(u)).

Si aplicamos ahora induccion estructural sobre los términos de forma analoga a lo
hecho en la implicacién anterior, obtenemos nuevamente que, para cualquier término
t que pueda formar parte de una ecuacién (X,t,u) € Sencoayer)(X), se verifica que
q(0(t)) = p(t), lo que concluye la prueba. [

2.7 Diagrama de morfismos de instituciones unidi-
reccionales

En esta seccion vamos a realizar una recopilacion de los distintos morfismos de institu-
ciones unidireccionales que hemos desarrollado a lo largo del capitulo. Ademaés estable-
ceremos las relaciones que existen entre los mismos de modo que conseguiremos construir
un diagrama conmutativo con dichos morfismos.

Como hemos comentado, nuestro interés en el a&mbito de las instituciones surge ini-
cialmente de la busqueda de formalismos que nos permitieran el modelado formal de
las estructuras de datos de EAT. Esto nos ha llevado a interpretar nuestros resultados
desde diferentes perspectivas: oculto, coalgebras, categorias, etc. En este capitulo he-
mos establecido pasos (morfismos) entre las correspondientes instituciones. El primer
marco de especificacion en el que inicialmente pretendimos explicar estas ideas ha sido
el de la especificacién algebraica ecuacional, que denotamos por €. En [29] definimos
un endomorfismo de £ que recogia las ideas basicas de nuestra construccion sobre ti-
pos de datos. No obstante, como hemos comentado £ no es el marco adecuado debido
fundamentalmente a la necesidad de fijar un sustrato de datos sobre los que construir
estas estructuras de datos. Hemos considerado de esta forma una nueva institucién, la
institucién algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos £, que incorpora
un dominio de datos prefijado. Entonces se ha modificado el anterior endomorfismo para
obtener un morfismo de instituciones unidireccional entre £ y &.

Como en realidad pretendemos modelar familias de estas estructuras de datos, re-
sulta necesario distinguir entre dos tipos de géneros: los que corresponden a estos datos
fijados, y los que representaran las estructuras sobre esos datos. En la literatura se ha
desarrollado un marco de especificacién que incorpora esta distincién entre géneros como
una de sus caracteristicas fundamentales. Se trata de la teoria de las especificaciones
ocultas que queda recogida en la institucién oculta H”. Al renombrar las componentes
del morfismo anterior para situarlo dentro de esta institucién, se obtiene un morfismo
de instituciones unidireccional entre £ y HP que nos ha permitido dar una buena
modelizacién de nuestro tratamiento de las estructuras.

Relacionada con la teoria oculta se encuentra la teoria de las codlgebras y hemos
expresado nuestros resultados en términos de esta teoria. Para ello, a partir de una
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institucién Z, hemos definido una institucién coalgebraica CoAlg(Z) para codlgebras
(particulares) adecuada a nuestras necesidades, junto con un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas que se obtiene de manera natural. Con esta nueva construc-
cién definimos otro morfismo de instituciones unidireccional entre EP y CoAlg(EP) que
permite obtener un modelado equivalente de las estructuras de datos presentes en EAT.

Si ponemos en comun los anteriores morfismos de instituciones unidireccionales junto
con el morfismo de instituciones que relaciona HP con & y CoAlg(EP), obtenemos el
siguiente diagrama que resulta ser conmutativo:

CoAlg(EP)
/ !
e — HP
N\ !
£

Dividimos la demostracion de la conmutatividad del diagrama anterior en dos partes.
En el primer resultado recogemos que la seccion inferior del diagrama es conmutativo.

Teorema 2.7.1. ®M"°—€ o V1P — pE°—¢,

Demostracion. Debemos probar que conmuta tanto los funtores de signaturas como
las transformaciones naturales de sentencias y modelos.

Probamos primero que los funtores de signaturas conmutan. Dada una signatura
Y = (S,QUC) € Obj(SIGep), entonces ®¢”~"” (%) = %, es una signatura oculta
sobre la signatura visible (S, C') y el dlgebra de datos D, entonces ®"”~€(9€" 1" (%)) =
OM”=E(%,.) = Simp €8 una signatura en la que olvidamos la estructura oculta. Esta
signatura es exactamente q)gD_g(E). Para los morfismos de signaturas conmuta trivial-
mente ya que son identidades.

. . . D _
Las transformaciones naturales para las sentencias conmutan, es decir o’ —¢ o

D _4/D D _ . .y D _ . . D_14/D D _
a® M = af" =€ ya que por definicién o’ ¢ es la identidad y of " = af €.

Por ltimo probamos que las transformaciones naturales para las sentencias conmu-
tan, es decir, si para cada signatura > de SIG¢p, se tiene que

BHDfs o BstHD _ qEP-¢
el 1D (3 Y - )

Dada un algebra A de Modgp(X), entonces ﬁgD_HD (A) es la X;,,-dlgebra ocul-
ta definida por el conjunto unipuntual, {x}, sobre el tinico género oculto. Entonces

ﬁz}fD__iD (2)( E7T2(4)) = pE77(A), ya que el cociente que define 5(7;:[,__‘2‘]3 - sobre

gD’HD (A) es la identidad en la parte visible y el conjunto asociado al género oculto esté

formado por un unico elemento. Entonces obtenemos la conmutatividad de los funtores
D D D
sobre los objetos ya que hemos definido 35 " (A) = g5 ~¢(A).
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Sobre cada homomorfismo identidad id4 de Modep(X), obtenemos que los funtores
anteriores trivialmente conmutan. |

Probamos a continuacién que conmuta la seccién superior del diagrama.

Teorema 2.7.2. ®CoA(EP)-HD o EP-CoAlg(EP) — HEP-HP

Demostracion. Por definicion, es inmediato comprobar que conmutan los funtores de
signaturas y las transformaciones naturales sobre sentencias, ya que estas componentes
entre EP y CoAlg(EP) estan definidas como identidades y las componentes respectivas
para las otras integrantes del diagrama estan definidas de la misma forma.

Falta por demostrar la conmutatividad de las trasformaciones naturales sobre mode-
los, es decir, si para cada > de SIGgp, se tiene que

6COAlg(5D)—'HD BED—COAZg(SD) _ pEDP_HD
q)Ech'oAlg(ED)(Z)O D) — Mz :

Dada un 4&lgebra A de Modep(X), entonces ﬁ;D_COAlg(SD)(A) es la Fx-
coalgebra ({*},va: {*x} — Obj(Modep(¥)) definida por va(x¥) = A. Entonces
ﬁg 0Alg(ER)—HP (({*},7v4)) es la X;,,,-dlgebra que tiene el conjunto {*} como soporte para
el género oculto y con soportes para los géneros visibles los respectivos soportes de A.
Las funciones para cada operacién de esta dlgebra estan definidas de la manera corres-

pondiente a partir de las funciones de A. Esta élgebra es exactamente la 3;,,,-dlgebra
definida por BED_HD(A).

Dado un homomorfismo identidad id4 de Modg¢p(X), tenemos trivialmente la conmu-
tatividad buscada, ya que obtenemos un ;,,,-homomorfismo identidad también sobre
el conjunto unipuntual en el género oculto de las correspondientes X;,,,-dlgebras. [ |



Capitulo 3

Diagramas alternativos

3.1 Introducciéon

En el capitulo anterior obtuvimos un diagrama de morfismos de instituciones unidirec-
cionales. A través de éste pretendemos interpretar la modelizacién de las estructuras
de datos presentes en EAT desde distintas perspectivas. No obstante, dicho diagrama
requiere algunas discusiones. Por un lado, tenemos que la institucion que actia como
origen de los tres morfismos principales es la institucion algebraica ecuacional definida
sobre un universo de datos, que denotamos por £¥. Observamos que esta institucién
es muy limitada, no sélo por presentar un dominio de datos prefijado, sino también
porque las posibles relaciones entre signaturas de la institucién se limitan a identidades
entre las mismas. Partir de un dominio de datos prefijado no puede ser considerado
verdaderamente una limitacién, ya que, desde un punto de vista de las aplicaciones a la
programacion concreta, la idea es que representan a los tipos de datos predefinidos en
un lenguaje de programacion. Sin embargo, exigir que los morfismos entre signaturas se
limiten a identidades nos obliga a prescindir de relaciones muy naturales entre signaturas
como pueden ser las inclusiones de signaturas. Un primer motivo de discusién es, enton-
ces, estudiar la causa por la cual esta institucion es tan limitada y si es posible introducir
en su lugar una institucién algo mas general. Por otro lado, el tipo de morfismo de insti-
tuciones que se ha elegido para establecer las relaciones entre las mismas es el morfismo
de instituciones unidireccional y no el habitual morfismo de instituciones. Otra cuestién
que surge entonces es si podemos redefinir el diagrama utilizando esta nocién habitual
de morfismo o cualquier otro de los tipos de morfismos entre instituciones que aparecen
en la literatura. En este capitulo discutiremos estas y otras cuestiones que surgieron al
desarrollar el diagrama anterior. Para ello dividimos el capitulo en dos secciones. En
la primera seccién nos centraremos en el estudio de los nodos que forman el diagrama,
mientras que en la segunda la dedicaremos a reflexionar sobre el tipo de morfismos que
lo integran.

71
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3.2 Estudio de los nodos del diagrama

Nos centramos ahora en el estudio las instituciones que aparecen como nodos en el
diagrama presentado en el capitulo anterior. El objetivo es valorar sus caracteristicas y
discutir posibles modificaciones en las mismas que nos permitan obtener un diagrama
mas general.

Las instituciones que juegan un papel més importante dentro de nuestro diagrama
son la institucién algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos £ y la
institucién ecuacional oculta definida sobre un universo de datos H”. La primera es
la institucién de origen de los tres morfismos con los que pretendemos modelar la cons-
truccion imp y supone el marco en el que representamos el sustrato de datos sobre el que
se realiza esta construccion. La segunda representa posiblemente el marco mas adecuado
en el que explicar los resultados de dicha construccion. Comenzaremos entonces esta
seccién analizando primero la institucion H” y posteriormente la instituciéon 7.

Para estudiar la institucién oculta HP realizamos a continuacién una comparacion
de la misma con otras instituciones ocultas que aparecen en la literatura.

3.2.1 Otras instituciones ocultas

Si revisamos la literatura podemos encontrar distintas instituciones ocultas “basicas”
dependiendo fundamentalmente del papel que juegue el dominio de datos D fijado.

La primera referencia a este tipo de instituciones aparece en [38]. En este articulo
se define una institucién oculta en la que no aparece prefijado un dominio de datos
para todas las signaturas ocultas de la institucion, ni siquiera una signatura visible
comun, sino que cada signatura oculta lo es sobre una signatura visible particular. Se
define entonces un morfismo de signaturas oculto entre dos signaturas ocultas que en
principio pueden venir definidas sobre signaturas visibles distintas. Esto permite pensar
en una institucion en la que cada signatura oculta HY lo es sobre un algebra de datos
D diferente. No obstante, puede ser interesante partir de un universo de datos prefijado
que corresponda con el dominio de todas las posibles algebras de datos que se pueden
utilizar, restricciéon que como se ha comentado, parece natural cuando pretendemos fijar
los tipos de datos de base en nuestro sistema de software.

Por otro lado en [41, 15, 22] se presenta otra institucién oculta! en la que partiendo
de un algebra de datos D prefijada y una signatura visible para D, todas las signaturas
ocultas de la institucién comparten esta signatura y dominio de datos. Los morfismos
de signaturas ocultos son morfismos de signaturas que entre otras propiedades deben
ser identidades sobre la parte visible de las signaturas. Si consideramos esta institucion
oculta en nuestro diagrama de morfismos de instituciones nos vemos obligados a incluir

'En una versién posterior del articulo [38] publicada en la pagina Web personal del autor, se reconoce
haber omitido de forma involuntaria parte del material que contiene esta nueva versién. En particular,
se cambia la institucién oculta que aparece en [38] por la institucién que comparten estos otros articulos.
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como constantes en nuestras signaturas todos los datos del universo, lo cual es defendible
si se considera que cualquier dato del universo esta definido. No obstante, supone o bien
manejar signaturas enormes de forma innecesaria ya que incluimos datos que dichas
signaturas no van a utilizar al no presentar operaciones sobre los mismos, o bien reducir
el universo de datos a un conjunto pequeno, de forma que restringimos las posibles
signaturas ocultas a aquellas que utilizan esos datos.

La institucion oculta que hemos adoptado supone una posicion intermedia entre am-
bas. Partimos de un universo de géneros visibles y un universo de datos D para estos
géneros prefijados, entonces las signaturas ocultas pueden estar definidas sobre diferen-
tes signaturas visibles y dominios de datos cuyos géneros y conjuntos estan elegidos
entre los prefijados por el universo. De este modo no incluimos en todas las signaturas
todos los datos de D, sino solo aquéllos para los cuales existan operaciones que permi-
tan utilizarlos. No obstante, debemos mantener la restriccién de que si dos signaturas
estéan relacionadas mediante un morfismo de signaturas, entonces estas signaturas deben
compartir la misma signatura visible y dominio de datos.

3.2.2 Estudio de la institucién &P

En esta seccién estudiamos con mas detalle la institucion algebraica ecuacional definida
sobre un universo de datos, £P. El objetivo de la seccién es aclarar cudal es el motivo
de las restricciones que esta institucion presenta con respecto a la institucion algebraica
ecuacional y si es posible relajar alguna de sus condiciones.

El papel que juega la institucién £ en el diagrama anterior es el de modelar, den-
tro del marco de especificacion algebraica ecuacional, estructuras de datos de las que
denomindbamos de sequndo tipo, es decir, estructuras de datos como grupos, anillos o
conjuntos simpliciales. Estas estructuras se construyen sobre estructuras de datos de
primer tipo que se corresponden con los datos usuales, como nimeros o listas. No obs-
tante, en el sistema EAT y en general en los paquetes de Computacion Simbdlica, no
se trabaja con una unica estructura de segundo tipo, un grupo por ejemplo, sino que se
manejan varios grupos a la vez que se construyen sobre un mismo conjunto de datos. De
esta forma se presenta un nuevo tipo de dato que representa a este conjunto de grupos.
Los morfismos anteriores entre instituciones, que parten de £, se encargan de hacer
explicito este tipo invisible u oculto (la operacién de hacer explicito este nuevo género la
denomindbamos operacién imp). Es por ello por lo que considerabamos que el morfismo
que refleja de forma mas adecuada esta operacién es el que tiene como institucion de
llegada a la institucién oculta HP. Las caracteristicas particulares de la instituciéon H?
nos obligan a introducir restricciones en la instituciéon £ necesarias para poder obtener
este morfismo de instituciones unidireccional.

A continuacion vamos a analizar brevemente las peculiaridades de esta operacion
imp, como una construccién dentro del marco de especificacién algebraico ecuacional,
prescindiendo de las restricciones de la institucién £P. En este marco més sencillo distin-
guiremos las caracteristicas, tanto de tipo sintactico como semantico que son inherentes
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a la operacion tmp, de las restricciones que debemos incluir por situarnos dentro del
marco que nos proporciona la institucién oculta. Histéricamente comenzamos el estudio
del problema de este modo y desarrollamos un endomorfismo de la institucion algebraica
ecuacional £ que podemos encontrar en [29].

Comenzamos recordando la definicion, a un nivel puramente sintdctico, de la opera-
cion tmp.

Dada una signatura ¥ = (S5,(), se construye una signatura X;,, dada por
(Simps Qimp)- El conjunto de géneros S, = {imp.} U S, con imp, un nuevo género
no presente en S. Y para cada operaciéon w: s;...s, — s € (), la operaciéon
IMP_w: 1MPy Sy ... 5, — 8 € Q.

Si interpretamos esta ltima signatura en el marco oculto, es 16gico definir los géneros
de S como géneros visibles. Estos géneros permanecen presentes en todo momento y
modelan los datos del primer tipo. Entonces, se debe verificar que S C U, donde U es el
universo de géneros (visibles). Estaes la primera condicién que exigiamos a las signaturas
de EP. Ademés, una vez prefijado el dominio de datos D, la signatura oculta ¥;,,, debe
incluir una constante d: — s por cada elemento d € Dy, con s € S. Estas constantes
se corresponden con los posibles datos particulares (visibles) que podemos utilizar. Es
por ello natural, aunque no necesario, que incluyamos también estos elementos en la
signatura ¥ de £7.

Dado un morfismo de signaturas p: 3 — Y/ entre las signaturas X = (5,Q) y
Y= (5',€), es posible extender p a un morfismo fiimp: iy — X, Este morfismo se
define por la funcién sobre los géneros jtimps(s) 1= ps(s), sis € Sy pimps(impy,) == imp,,
y la funcién sobre las operaciones fiimyo(imp-w) := imp_w’, con w’' = pg(w).

Si situamos el morfismo de signaturas fi;m,, en el marco oculto, debemos exigir, por
un lado, que este morfismo de signaturas sea la identidad sobre la parte visible. Esta
condicién nos lleva a imponer que la funcién ug sea la identidad, por lo que S = 5.
Ademds, para cada operacién imp.w': imp,,s18y...s, — s, n >0, de X} se verifica
que su primer argumento es imagen de un género oculto de ;,,,. Entonces, debemos
exigir que exista una operacién imp_w en X, tal que impw' = ppmpo(impw). Si
traducimos esta condicién al nivel del morfismo de signaturas p, obtenemos que para
cada operacién w’ de ¥’ debe existir una operacién w de 3 tal que w’ = pg(w). Es decir,

la funcion pg debe ser sobreyectiva.

Observamos que en la institucién P restringfamos los morfismos de signaturas a
morfismos identidad, mientras que para nuestros objetivos es suficiente, segiin el parrafo
anterior, exigir a los morfismos que su funcién sobre géneros sea la identidad y que
su funcién sobre operaciones sea sobreyectiva. Asi, podemos ampliar nuestra institu-
cién de origen para que incluya estos morfismos de signaturas de modo que obtenemos
igualmente un morfismo de instituciones entre ella y HP.

Nos centramos a continuacién en las caracteristicas de tipo seméntico de la operacién
mp.
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Dada una signatura ¥ = (5,€), a cada X-dlgebra A le asociamos una X;,,-algebra
A;mp que definimos por los conjuntos (A,-mp),-mpE := {*} en el nuevo género, y (A;mp)s =
A, para el resto de los géneros s € S. La interpretacién de las operaciones de ¥;,,, en
Aimp es la natural.

Cuando situamos esta algebra en el marco oculto es necesario que los conjuntos
asociados a los géneros visibles sean los conjuntos correspondientes en el domino de
datos prefijado D. Estos conjuntos representan conjuntos de datos del primer tipo, por
lo tanto prefijados y conocidos, sobre los que vamos a trabajar. Es por ello légico y
necesario exigir a las ¥-dlgebras de P la condiciéon A, = Dy, para cada s € S.

Por otro lado, a cada morfismo de ¥-dlgebras f = (fs)ses: A — B, la construccién
imp le asocia el morfismo fi,p: Aimp — Bimp que se define por la familia de funciones
(idgsy, (fs)ses). Nuevamente, al situarnos dentro del marco oculto, es necesario que las
funciones del morfismo sean la identidad sobre los géneros visibles. Por ello, es necesario
imponer que los morfismos de Y-dlgebras sean identidades.

Observamos que todas las condiciones que hemos exigido a £P se justifican de una
manera logica por el papel que juega esta institucién dentro del morfismo que la relaciona
con ‘HP, excepto la condicién que indica que los morfismos entre signaturas deben ser
identidades. En realidad, segin lo comentado anteriormente, podemos elegir morfismos
de signaturas algo méas generales, por ejemplo, morfismos de signaturas cuya aplicacién
sobre los géneros sea la identidad y sobre las operaciones sea sobreyectiva. Sin embargo
estos morfismos tampoco cubren morfismos de signaturas muy naturales como pueden
ser las inclusiones entre dos signaturas como la que mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1. Las siguientes signaturas constituyen, respectivamente, la base para la
especificacion algebraica de un semigrupo y de un grupo construidos sobre un mismo
conjunto D.:

signatura SGRP signatura GRP
géneros e géneros e
operaciones operaciones
x:ee—e prd: ee — e
finsig, mu: e — e
unt: — e
finsig.

Podemos definir el morfismo de signaturas inclusién i: SGRP < GRP.

Consideramos ahora las signaturas ocultas SGRP;,,, ¥ GRP;,, que se construyen a
partir de SGRP y GRP por la operacion imp:
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signatura SGRP;,, signatura GRP;,,
géneros ¢, iMmpsgrp géneros e, iMperp
operaciones operaciones
1MpP_*: 1MpPsgrp € € — € imp_prd: impep € € — €
finsig, IMP_ANv: 1MPggp € — €
imp_unt: YMpgerp — €
finsig.

Entonces, el morfismo de signaturas inclusién entre SGRP;y,;, ¥ GRPipp, %imp: SGRPjyyp —
GRP;p,p, que se obtiene al aplicar la operaciéon ¢mp al morfismo 4, no es un morfismo de
signaturas oculto. La signatura oculta GRP;,,, tiene operaciones ocultas que no son ima-
gen de ninguna operacién oculta en SGRP;,,,, entonces no se verifica la cuarta propiedad
de la definicién de este tipo de morfismos. O

Trataremos a continuacién de generalizar la institucién £, con las caracteristicas
minimas necesarias para poder situar nuestra construccién dentro de un marco oculto,
de modo que incluyamos ademas los morfismos de signaturas anteriores.

3.2.3 Generalizacién de la institucién £

En principio parece conveniente incluir dentro de la institucién £P morfismos de signa-
turas del tipo de inclusion que hemos presentado en el ejemplo de la seccion anterior.
No obstante, nuestro objetivo ha sido relacionar los morfismos de esta institucién con
los de una institucion oculta, de modo que tal relacién represente la operacién imp.
Asf, si pensamos en el papel que juega un morfismo de signaturas de £ dentro de esta
construccién, parece imprescindible mantener la restriccién que impone que la aplicacion
correspondiente a los géneros de este morfismo de signaturas sea la identidad. Esto es
asi ya que se corresponde con la aplicacién sobre los géneros visibles de un morfismo de
signaturas oculto y todos los autores que abordan estos temas estan de acuerdo en que
dicha aplicacién en un morfismo de signaturas oculto sea la identidad. Donde existe mas
controversia es en la cuarta condicion que se exige a un morfismo de signaturas oculto.
Esta condicién, denominada condicion de encapsulamiento, no permite definir nuevas
operaciones ocultas en la signatura de llegada que contengan entre sus argumentos un
género oculto que sea imagen de un género oculto de la signatura de salida. Los propios
autores fundadores de la teorfa oculta reconocen en [41] haber recibido criticas sobre esta
condicién por considerarla muy restrictiva. No obstante, es imprescindible para poder
demostrar la condicién de satisfacibilidad de la institucién oculta H”. Es exactamente
esta condicion la que nos impide incluir el morfismo de signaturas inclusion, referido en
el Ejemplo 3.2.1, en £P.

En esta seccién generalizaremos la institucién £” de modo que ampliamos la clase
de sus morfismos de signaturas, permitiendo morfismos que no sean identidades entre
las operaciones de las signaturas. A continuacién generalizaremos la institucién oculta
HP para mantener la relacién entre ambas.
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Consideramos de nuevo fijados un conjunto U, que es el universo de géneros, y
una familia de conjuntos D = {Dy}scr, que es el universo de datos. Estos conjuntos
permaneceran fijados a lo largo del capitulo, salvo que se indique lo contrario.

Definimos la institucion algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo
de datos D, que denotaremos por EP = (SIGgp, Sengn, Modgp, ):SD), de la siguiente
forma:

La categoria STGgp tiene como objetos las signaturas ¥ = (5, €2), donde el conjunto
S de géneros satisface que S C U. Los morfismos de SIGgp son los morfismos de
signaturas cuya componente correspondiente a la aplicacién entre géneros es la identidad.

El funtor Modgp: SIGgzp — Cat’ asocia a cada objeto ¥ = (S5,Q) de SIGgb,
la categoria Modgzp(X). Esta categoria tiene como objetos las ¥-dlgebras A de modo
que verifiquen que A, = Dy, para cada género s € S. Los morfismos de la categoria
Modgp(X) son los ¥-homomorfismos identidad. Por su parte, si g es un morfismo de
signaturas de SIGgp, Modgn (1) es el funtor definido al considerar los correspondientes
reductos de algebras.

. ., . ., cD .
El funtor sentencias Sengp y la relacién de satisfaccién =" se definen de la misma
forma que las respectivas componentes de la institucién algebraica ecuacional £, sobre
cada signatura o morfismo de signaturas de S1Ggp.

Es inmediato comprobar que las cuatro componentes anteriores estan bien definidas
y que verifican la condicion de satisfacibilidad, lo que se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.2. La tupla EP = (SIGgp, Sengn, Modgn, |=¢") constituye una institu-
cion.

3.2.4 Generalizacién de la institucién H?”

Si pretendemos redefinir nuestro morfismo de instituciones unidireccional de modo que
tengamos como origen la institucién €” que hemos definido en la seccién anterior, es
necesario generalizar también la instituciéon H”. Esta institucién debe incluir al menos
los morfismos de signaturas ocultos que se obtienen por la operacién imp a partir de los
morfismos de signaturas de £P.

El origen de nuestra restricciéon sobre los morfismos de signaturas se encuentra en
la cuarta condicién que se impone a un morfismo de signaturas oculto. Debemos notar
que asociada a esta condicion es necesario exigir que la aplicacién correspondiente a los
géneros sea inyectiva. Sin esta condicién no podemos definir una categoria de signaturas
ocultas con estos morfismos como demuestra el Ejemplo 2.4.3.

Diversos autores [45, 27, 47] han introducido generalizaciones de este morfismo de
signaturas oculto. Por ejemplo en [45] se define una signatura oculta en la que se desta-
can una serie de operaciones que se llaman operaciones de comportamiento (“behavioral
operations”). La idea es utilizar inicamente estas operaciones destacadas para construir
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los contextos con los que realizar las observaciones. De este modo tnicamente es necesa-
rio que los morfismos de signaturas ocultos verifiquen la condiciéon de encapsulamiento
sobre las operaciones de comportamiento. Ademas, en estos articulos se generalizan
otros conceptos de la teoria oculta. Por ejemplo, las signaturas ocultas pueden contener
operaciones con mas de un género oculto en su argumento. Con estas definiciones ob-
tienen nuevas instituciones ocultas. No obstante, pierden propiedades interesantes como
es la obtencion del algebra final y por lo tanto la conexion con la teoria coalgebraica.

En esta seccién trataremos de redefinir la institucién H” para que incluya nuestro
caso particular, siendo conscientes de que no alcanzamos la generalidad de las institu-
ciones obtenidas en los articulos que acabamos de mencionar. No obstante, no perdemos
ninguna propiedad respecto de HP y utilizamos un lenguaje bastante sencillo e intuitivo
en el que continuamos usando los conceptos habituales de la especificacion oculta.

Una de las caracteristicas fundamentales de la signatura oculta ;,,,, que construimos
a partir de una signatura >, es que todas sus operaciones son deconstructoras. Esta
signatura contiene por lo tanto un tipo especial de géneros ocultos que llamaremos
géneros deconstructores, que son aquéllos que no estan presentes como género resultado
de ninguna operacion.

Definicién 3.2.3 (Género deconstructor). Un género oculto h de una signatura
oculta HY se dice deconstructor, si h no aparece como género resultado de ninguna
operaciéon en HX.

La siguiente definicion es una generalizacion de la definicién de morfismo de signa-
turas oculto.

Definicién 3.2.4 (Morfismo de signaturas deconstructor débil). Sean HY =
(S,Q) y HY = (5,€Y) dos signaturas ocultas sobre la misma signatura visible V'3 =
(VS,VQ) y dominio de datos D. Un morfismo de signaturas deconstructor débil u =
(s, po): HYX — HY' es un morfismo de signaturas tal que:

1. pg(v) =wv, para cada v € VS'y ug(¢) = ¢, para cada ¢ € VQ,
2. MS(HS) - H‘Sla

3. si s € HS no es un género deconstructor, s € HS v pus(s1) = ps(s2), entonces
S1 = S2,

4. para cada operaciéon w': s|...s, — s €, n>1 cons| = pus(s1), s1 € HS, si s
no es un género deconstructor de H?>., entonces existe alguna operacion w en H
tal que ' = pg(w).

Un morfismo de signaturas deconstructor débil es un morfismo de signaturas ocultas
en el que unicamente exigimos la condicion de encapsulamiento en las operaciones cuyo
primer argumento sea la imagen de algin género no deconstructor. Ademads, inicamente
es necesario exigir inyectividad cuando se involucra a los géneros no deconstructores.
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Comentamos de nuevo que este morfismo es un caso particular del morfismo de signa-
turas presente en [45], si consideramos como operaciones de comportamiento todas las
operaciones de la signatura excepto aquéllas que sean deconstructoras sobre un género
deconstructor. No obstante, en este trabajo no se tiene en cuenta la condicién de in-
yectividad necesaria si pretendemos definir una categoria de signaturas ocultas con este
tipo de morfismos.

Si HY. es una signatura deconstructora, es decir, una signatura oculta en la que todas
sus operaciones son deconstructoras, entonces todos sus géneros ocultos son deconstruc-
tores y por lo tanto podemos obviar las condiciones 3 y 4 en la definicién anterior.
Obtenemos en este caso un morfismo vertical de signaturas ocultas.

Observamos que este morfismo de signaturas permite relacionar una signatura de-
constructora con una no deconstructora. En un apartado posterior veremos como esta
posibilidad nos impide reproducir el morfismo de instituciones entre la nueva institu-
cién oculta que pretendemos definir (la cual va a incorporar este tipo de morfismos de
signaturas) y la institucién algebraica ecuacional. Por ello, definimos a continuacién un
nuevo tipo de morfismo de signaturas ocultas que no permite que se establezcan estas
relaciones entre signaturas.

Definicién 3.2.5 (Morfismo de signaturas deconstructor fuerte). Un morfismo
de signaturas deconstructor fuerte entre dos signaturas ocultas HY y HY' es un morfismo
de signaturas deconstructor débil p = (ug, uo): HX — HY' en el que para cada género
oculto s € HY, si s es un género deconstructor de HY, entonces pg(s) es un género
deconstructor de HYY.

Definimos ahora dos categorias de signaturas ocultas en las que utilizamos estas
nuevas definiciones de morfismo de signatura oculto.

Definicién 3.2.6 (Categoria de signaturas ocultas con morfismos deconstruc-
tores débiles (respectivamente, fuertes)). Definimos la categoria de signaturas ocul-
tas con morfismos deconstructores débiles sobre un universo de datos D, que denotamos
por SIG 5, como la categoria cuyos objetos son las signaturas ocultas sobre una signa-
tura visible y algebra de datos en D y cuyos morfismos son los morfismos de signaturas
deconstructores débiles.

Analogamente, definimos la categoria de signaturas ocultas con morfismos decons-
tructores fuertes sobre un universo de datos D, que denotamos por SIGxzp, cuyos mor-
fismos son los morfismos de signaturas deconstructores fuertes.

Con el siguiente lema demostramos que las categorias anteriores estan bien definidas.

Lema 3.2.7. SIGyp y SIGyp son categorias.

Demostracion.  La unica propiedad que no se obtiene de forma inmediata a partir
de la categoria SIGyp es que la composicion de dos morfismos de signaturas débiles
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(respectivamente, fuertes) es un morfismo de signaturas deconstructor débil (respectiva-
mente, fuerte).

Es claro que la imagen de un género no deconstructor es a su vez no deconstructor.
Por ello, la composiciéon de aplicaciones inyectivas sobre dos géneros en los que uno de
ellos no es deconstructor es inyectiva sobre estos géneros.

Dados dos morfismos de signaturas deconstructores débiles p: HY — HY' y
w: HY — HY" y dada una operacion w”: s]...s! — §" € HQ", n > 1, con
s = poug(s1),s1 € HS, sisuponemos que existe una operaciéon o: ry ...1r,, — s; € H,

entonces debemos probar que existe una operacién w en HY. tal que w” = p/oug(w).

Tenemos por un lado que w”: s ...s! — s" € HQ", con s = ps(ps(s1)), ps(s1) €
HS', y por otro que o: 7ry...1 — s € HQ, es decir pq(o): us(ry)...us(rm) —
ws(s1) € HSY. Entonces, como p' es un morfismo de signaturas deconstructor débil,
existe una operacion w': s} ...s), — s en HY' tal que w” = pug,(wW'), con py(s)) = si.
Ademads, ps(ps(s1)) = sy us(s1) no es deconstructor, entonces sj = us(s1), s1 € HS.
Ahora, como p es morfismo de signaturas deconstructor débil y o € HS), entonces existe
una operacion w € HS? tal que v’ = ug(w), es decir, w” = ug(pua(w)).

Ademas, la composicién de dos morfismos que conservan géneros deconstructores
conserva géneros deconstructores. Asi, la composicién de dos morfismos deconstructores
fuertes es un morfismo deconstructor fuerte. [

Podemos definir dos nuevas instituciones ocultas que incluyan como categoria de
signaturas las categorias que acabamos de definir. Para ello tenemos que el Teorema
2.4.13 también es cierto para morfismos de signaturas deconstructores débiles (o fuer-
tes), siempre y cuando no se aplique a ecuaciones que sean igualdades entre variables
ocultas. Para evitar esa posibilidad dichas igualdades seran excluidas del conjunto de
sentencias. Observamos no obstante que no perdemos generalidad en las especificaciones
que podemos construir. Las ecuaciones de la forma ({z}, z, z), identidad de una varia-
ble oculta, no aportan significacién a los modelos. Una ecuacién del tipo ({z,2'}, 2, 2),
de variables de género oculto, obliga a que la observacién a través de los contextos de
cualquier elemento en ese género produzca el mismo resultado, de modo que se pierde
la capacidad para diferenciar elementos a partir de observaciones.

En el siguiente teorema recogemos esta propiedad de satisfacibilidad para morfismos
de signaturas deconstructores débiles. Ofrecemos ademds su demostracion, que es una
ligera modificacién de la demostracién realizada por Goguen y Diaconescu en [41] con
morfismos de signaturas ocultos, para poner de relieve el papel que juega la condicién
de encapsulamiento en la misma.

La idea fundamental en este desarrollo es que los géneros deconstructores son exclusi-
vamente de observacién. Como no existen operaciones con estos géneros como resultado,
tampoco existen términos distintos de las variables en dicho género. Por lo tanto, las
Unicas ecuaciones que podemos construir de género deconstructor son igualdades entre
variables, que como hemos comentado no interesan en nuestro estudio. Entonces, la
unica manera de poder obtener informacién de un soporte para un género deconstruc-
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tor es a través de la observacién “directa” de una operacion deconstructora sobre dicho
conjunto. De este modo, podemos dotar de estructura a los conjuntos correspondientes
a estos géneros en las algebras ocultas si exigimos, via ecuaciones visibles, que estas
observaciones nos ofrezcan resultados esperados. Por ejemplo, podemos retomar la es-
pecificacion de una familia de grupos que utilizamos en el capitulo anterior. En esta
especificacion exigimos que cada grupo de la familia, que esperamos que sea un ele-
mento del soporte asignado al género (deconstructor) destacado, verifique la propiedad
asociativa sobre los elementos del dominio de datos asignado al género visible.

Teorema 3.2.8. Sean HY y HY' dos signaturas ocultas definidas sobre la misma sig-
natura y dlgebra visibles V¥ y D, y sea p: HY — HY' un morfismo de signaturas
deconstructor débil entre ellas. Entonces,

(A" Eps e siy solo si A" Egs p(e)

para toda HY'-dlgebra oculta A" y toda HY-ecuacion e que no sea una igualdad entre
variables ocultas.

Demostracion. En el caso en el que la ecuacion e sea visible se tiene que la satis-
faccion de comportamiento es equivalente a la satisfaccion ecuacional ordinaria, por lo
que se obtiene el resultado a partir de ésta.

Sean p: HY — HY' un morfismo de signaturas deconstructor débil, A" una H>'-
algebra oculta y e = (X, t,u) una HY-ecuacién oculta que no sea igualdad entre varia-
bles. Debemos probar que la siguiente equivalencia se cumple, donde el lado izquierdo
esta cuantificado por los contextos ¢ apropiados para t y u, y el lado derecho por los
contextos ¢’ apropiados para pu(t) y pu(u):

p(A) Eas (X, c(t), c(u)) sivy solo si A" psy (u(X), ¢ (u(t), ¢ (u(w))).

Nos fijamos primero en la implicacién inversa. Esta implicacién es exactamente la
misma que aparece en [41], ya que no interviene en su proceso la condicién de encapsu-
lamiento.

Sea ¢ un contexto apropiado para t; si suponemos que t es un H-término de género
s1, entonces ¢ es un HXY-término visible que contiene una tnica ocurrencia de una variable
z de género s;. Entonces u(c) es un HY'-término visible con una tnica ocurrencia de la
variable z de género p(sy). Por lo tanto, u(c) es un contexto apropiado para u(t) y u(u)
y por hipotesis se verifica que

A sy (w(X), p(e) (), mle) ().

Ahora bien, por extensién del morfismo de signaturas a términos se tiene que
p(e(t)) = p(e)(u(t)) y si aplicamos la relacién de satisfacibilidad de la institucién alge-
braica ecuacional (el morfismo de signaturas deconstructor es, en particular, un morfismo
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de signaturas ordinario; lo mismo sucede con la HY-algebra oculta A’ y la HY-ecuacién
e) se tiene
u(A) Ens (X, c(t), c(u).

Demostraremos a continuacion la implicacion directa.

Sea e = (X, t,u) una HY-ecuacién de género oculto s, que no es una igualdad entre
variables. Entonces en la signatura HY debe existir una operacién oculta o: ry...r, —
sy, m > 0, que actie como ultima operaciéon en al menos uno de los dos términos de
la ecuacién e. Sea ¢ un contexto adecuado para p(t), es decir, ¢ es un HY'-término
visible con una unica ocurrencia de una variable 2z’ de género u(s;). Entonces ¢ debe
contener entre sus subtérminos a un término w'(2’,t,,..., 1)) con W': §\sy... s, — |
n > 1, donde s] = pu(s1) y s es visible, Vi = 2,... n. Por definicién de morfismo de
signaturas deconstructor débil, existe una operacion w: s;S5...s, — s € HS) tal que
w' = p(w) (es en este punto donde necesitamos la condicién de encapsulamiento sin la
cual no podemos garantizar la existencia de esta operacién). Es importante observar que
para nuestro caso particular es suficiente que esta condicién se cumpla para operaciones
sobre géneros no deconstructores. El resto de la demostracién corresponde nuevamente
con la demostracién de [41].

Suponemos en un primer momento que ¢ = w'(Z,t}, ...t/ ). Debemos probar si

A ’:HE’ (LL(X), W/<:u(t>7 t/27 c ,t;), W/(:U'(u)v t/27 c 7t;z))

es decir, si para toda valoracion ¢: pu(X) — A’ se verifica
QW (p(t), 1y, . 1) = (W' (u(u), 15, . 1)

Sea q: u(X) — A’ una valoracién. Por definicién de la interpretacién de un término
por la valoracién tenemos que q(w'(u(t),th, ..., t0)) = W (q(p(t)),q(ty),...,q(t,))) =
Wi (@(pu(t)), dy,, - - ., dy,)), donde hemos denotado g(t;) = dy, con dy una constante visi-
ble, ya que t; es un término visible, Vi = 2,...,n, (en el caso n = 1, no es necesaria esta
notacién ya que no aparece ningun género visible). Por ello es suficiente con probar si

W;V(a(ﬂ(t))a dt'27 s 7dt;L) - W;y(a(,u(u)), dt’2, ce 7dt;L).

Consideramos ahora el contexto w(z,dy,, ..., dy ) tal que W' = p(w). Este contexto
es adecuado para t y u. Entonces por hipdtesis se verifica que

M(A/) }:HE (X>w<t7dt’27 s 7dtil)7w(u7dt’27 ce e 7dt;))

Si aplicamos la relaciéon de satisfacibilidad de la institucion algebraica ecuacional obte-
nemos que

A ):HE’ (M(X)7 W/(Mt)a dtga e 7dtﬁl)7 W/(N(U)a dt’27 . >dt;l))7

y como ¢q: u(X) — A’ es una valoracién, tenemos que

Q' (u(t), dy, ... dy)) =G (p(u), dy,, . . ., dy,)).
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Obtenemos directamente la igualdad buscada a partir de esta tdltima, ya que
Q(w/(,u(t), dt’27 s 7dt’n>) = W;l/(q(/L(t)), dt’27 ce ,dt%),

Consideramos en segundo lugar un contexto general ¢ = w"(W'(#,t,,...,t,)), que
contiene como subtérmino a w'(2’,t,,...,t, ). Ademas éste es el inico subtérmino de ¢
donde aparece una variable. Debemos probar que

A ):HE’ (ILL(X>’ w”(w/(u(t)’ t/2’ s ,t;)),w”(w’(,u(u), t,Qv s ,t;)))

es decir, si para toda valoracién q: pu(X) — A’ se verifica que
QW' (p(t), by, 1)) = W (W' ((w), b, - .. 13))).

Sea q: u(X) — A’ una valoracién. Como la tnica variable de ¢ es 2’ entonces es
suficiente con probar si

Wi (@' (), 85, - 1)) = Wi (@@ (u(u), B, . 1)),

Pero, esta igualdad es cierta ya que como paso previo se ha probado la igualdad

q(W' (), t5, .. 1)) = @' (p(u), 15, ... 1,,)).

Podemos definir entonces la siguiente institucién oculta.

Definicién 3.2.9 (Institucién ecuacional oculta con morfismos decons-
tructores débiles). La institucion ecuacional oculta con morfismos deconstructo-
res débiles definida sobre un universo de datos D, que denotamos por HP =
(SI1Ggp, Sengp, Modgp, ):HD) es la institucién formada por:

1. la categorfa SIGp de las signaturas ocultas con morfismos deconstructores débiles
sobre un universo de datos D,

2. el funtor Senyp: SIGy, — Set, asocia a cada signatura oculta HY de SIGp,
el conjunto de ecuaciones Senyn(HY) que no sean identidades entre variables
de género oculto, y a cada morfismo de signaturas p de SIGp, la aplicacion

Senyo (1),

3. el funtor Modsp: SIG5p — Cat® se define de la misma forma que el funtor
Modyp sobre los objetos y morfismos de SIGp,

4. y la relacién de satisfacibilidad ):ﬁD es la satisfacciéon de comportamiento ):HD.

Ademas, notamos que el teorema anterior también es cierto para morfismos de signa-
turas deconstructores fuertes (ya que también son débiles). Entonces, de modo andlogo
podemos definir una institucion ecuacional oculta con morfismos deconstructores fuertes
definida sobre un universo de datos D, que denotaremos por HP.
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3.2.5 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones £ y HP

La institucion algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo de datos
D, que denotamos por £P, supone una ampliacién de la institucion £ que utilizamos
en el capitulo anterior para representar el sustrato de datos presente en el sistema que
se pretende modelar, EAT en nuestro caso. La diferencia fundamental entre estas dos
instituciones es que la generalizada permite trabajar con morfismos entre signaturas dis-
tintos de la identidad. En esta seccion definiremos un morfismo de instituciones entre
esta nueva instituciéon y una institucién oculta que modele de nuevo la construccion imp
de modo que representamos el sustrato de datos de un modo més conveniente. Recorda-
mos que nos veiamos obligados a limitar, en nuestra institucién algebraica ecuacional,
los morfismos de signaturas a identidades por la condicién de encapsulamiento presen-
te en los morfismos de signaturas ocultos. En la secciéon anterior hemos definido dos
instituciones ocultas generalizadas que prescinden en parte de dicha condicién. Ambas
instituciones nos serviran como marco de llegada para nuestra construccion.

Dadas la institucién algebraica ecuacional generalizada definida sobre un universo
de datos D, EP = (SIGgp,Sengn, Modgn, ):gD), y la institucién ecuacional oculta
con morfismos deconstructores débiles definida sobre un universo de datos D, HP =
(SIGsp, Sengp, Modgp, ):HD), definimos a continuacién un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas.

Comenzamos definiendo un funtor ®: SIGzp — SIG5p entre las respectivas cate-
gorias de signaturas. Dada una signatura ¥ = (5,Q2) de SIG¢p, definimos ®(3) como la
signatura oculta X, = (Simp, Qimp U C). Esta signatura oculta es la misma signatura
que obtenfamos como imagen del funtor ®€” " sobre la signatura (S, U C). Obser-
vamos que podemos incorporar las constantes de C' en cada género a ¥, sin necesidad
de que estén presentes en X.

Para completar la definicién del funtor ® debemos establecer la imagen de los morfis-
mos de SIGgp que ahora no son triviales. Dado un morfismo de signaturas de SIGzp,
p: X — X entre las signaturas ¥ = (5,Q) y ¥ = (5,), definimos ®(u) como el
morfismo de signaturas deconstructor débil fim,: Ximp, — X5, entre las signaturas

imp
Eimp = (Simps Qimp U C) y X = (S, 2, UC). Este morfismo estd definido por

mp imp? ° “imp
la funcién sobre los géneros jiimps(s) = ps(s) si s € Sy pimps(impy,) = imp_,, y
la funcién sobre las operaciones pmpo(imp-w) = imp_w’, con W = ug(w), para cada

operacién impw € Qimp, v timpa(d) = d para cada constante d € C. Observamos que
realmente obtenemos un morfismo de signaturas deconstructor débil (es més, también
es fuerte), ya que fi;,, es la identidad sobre la parte visible (tenemos que pg es la iden-
tidad por pertenecer  a SIGzp), es biyectiva sobre géneros ocultos (sélo hay uno en
cada signatura y lo conserva) y todas las operaciones ocultas de ambas signaturas son
deconstructoras.

Es claro que se tiene el siguiente resultado.
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Lema 3.2.10. La aplicacion ® es un funtor.

La segunda componente del morfismo de instituciones unidireccional serd una trans-
formacién natural a: Sengp = Sengzp o ®, que estard formada por una familia de
aplicaciones ay: Sengp(X) — Sengp(P(X)), una por cada ¥ € SIGgp, verificando la
condicién de naturalidad respecto de los morfismos de signaturas.

Dada ¥ = (5,Q) € SIGgp consideramos como «y la misma aplicacién a‘(g; 5&1;;

correspondiente a la trasformacién natural entre sentencias del morfismo de instituciones
unidireccional entre P y HP| sobre las sentencias de Sengp(X). Observamos que la
aplicacion anterior esta bien definida, ya que la imagen de una ecuacién de Sengn(X)
nunca es una igualdad de variables ocultas.

Para comprobar que la familia de aplicaciones anterior forma una transformacion
natural debemos comprobar que verifica la propiedad de naturalidad. En este caso
tenemos morfismos de signaturas distintos de la identidad, por lo que esta propiedad no
es trivial.

Lema 3.2.11. La familia de aplicaciones a:: Sengp = Sengp o ® constituye una trans-

formacion natural.

Demostracion.  Debemos comprobar si para cada morfismo p: ¥ — 3’ de SIGzp,
entre las signaturas ¥ = (5,Q) y ¥/ = (5, (), el siguiente diagrama es conmutativo:

Sengn(X) —=— Senzpn(®(X))
SengD(u)l lSenﬁD@)(M))
Sengn(Y') —— Sengp(®(X))

Qs

es decir, debemos comprobar si para cualquier sentencia e = (X, ¢, u) de Sengn(X), con
t,u € Ty(x)s, s €S, se verifica que

Sengp(P(n)) o as(e) = asy o Sengn (1) (e).

Por un lado, tenemos que por definicién de ax, Sengp (®(1))(ax((X,t,u))) es igual
a Sengp (1)) (X U {zimp}, 0(t),0(u)). Esta sentencia es igual a (®(u)(X U {2zimp}),
P(p)(0(t)), ®(1)(0(u))) por definicion de Sengp(P(p)).

Por otro lado, tenemos que por definicién de Sengo (1), asy(Sengo (u)((X,t,u))) es

e
igual a asy ((p(X), p(t), p(u))). Esta sentencia es igual a (pu(X)U{zimp }, 0(1e(t)), 0(p(uw)))
por definicion de asyy.

Basta entonces con probar si para cualquier término ¢ € Ty(x)
D(p)(0(t)) = O(u(t)).

Demostramos la igualdad anterior por induccién sobre la estructura de los X(X)-
términos:
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esit=x¢€ X, se€8, entonces O(u)(0(x)) = pimp(x) = p(r) = 0(p(x));

o ysit=w(ty,...,tp),conw:s1...5, >5€Q,n>0yt €Tyx)s,i=1,...,n,
entonces

P(p)(O(w(ts, ... tn))) =
= Limp(IMP_w(Zimp, 0(t1), ..., 0(tn)))
= Limp(IMP-) (Himp(Zimp ) Himp(0(81)); - -+, imp(0(t0)))
= imp-p(w) (Zimps Himp(0(t1)), - - s imp(0(t1)))
= imp_p(w)(Zimp, O(11(t1)), . .., 0(p(tn))) por hipétesis de induccion,
= O(p(w)(pu(tr), ., pu(tn)))
= O(p(w(ty, ..., tn))).

En cuanto a las variables tenemos que @ (1)(X U {Zimp}) = timp(X) U timp(Zimp) =
p(X)UZimp. Recordamos que la familia de aplicaciones «, anade al conjunto de variables
una nueva variable que no es usada en ninguno de los géneros del universo U de géneros.

Por tltimo, vamos a definir una transformacién natural §: Modgp = Modgp o .
Esta transformacién natural vendrd dada por una familia de funtores fBs: Modgp(3) —
Modgp(®(X)), un funtor By para cada signatura ¥ de SIGgp. Definimos nuevamente
el funtor By de la misma forma que el funtor 6(5;&%]3) correspondiente a la trasforma-
cién natural entre modelos del morfismo de instituciones unidireccional entre £P y ‘HP
(recordar que se obtiene un &dlgebra oculta a partir de un algebra sin mas que anadir un
conjunto soporte con un unico elemento para el género oculto).

Otra vez no es trivial comprobar que la familia de funtores anterior forma una trans-
formacion natural ya que tenemos morfismos distintos de la identidad.

Lema 3.2.12. La familia de aplicaciones 3: Modgp = Modyp o ® constituye una

transformacion natural.

Demostracion. Debemos comprobar si para cada morfismo p: ¥ — ¥’ de SIGgp,
entre las signaturas ¥ = (5,Q) y 3/ = (5, 0), el siguiente diagrama es conmutativo:

Modgn(Y) —Z— Modg(®(%))
Modzp (M)T TMong (@(w))

MOng (Z/) ﬁ—> MOdf’T{D (@(Z/))

b

El diagrama de funtores anterior conmuta trivialmente sobre los ¥’-homomorfismos
de Modgp (%) ya que estos son identidades. Falta entonces por comprobar que el dia-

grama conmuta sobre las Y'-algebras, es decir, debemos comprobar si para cualquier
Y'-algebra A’ de Modgn(X')

Modyp(®(n)) © Bsr(A) = Bs 0 Modgn (11)(A').
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Es claro que las dos X;,,,-dlgebra ocultas anteriores tienen los mismos soportes (para
los géneros visibles estan fijados y para el inico género oculto ambas tienen como soporte
el conjunto unipuntual {x}).

Para cada operacion imp_w: impys; ...s, — 8 € Qipp, n > 0, las interpretaciones
de imp_w en las X;,,,-dlgebras anteriores son las funciones:

MP-WModyp (B(1)) (B (A7) (¥, 1, - - - 5 Q) =
= fimp(IMpw) s, (4 (x, a1, . .., ay)
= imp_p(w) g, (an(x, ar, . . ., ay)
= pw)alay,... a,)

= wModg—D(,u)(A’)(a'h B 7an)
= IMP-Wps (Modgp (u) (A7) (%, A1, - -+, An),
y para cada constante d € C, dmod,p(@(u) (B (47) = A = dgg(Modyp (1)(A7))- u

Obtenemos directamente que las tres componentes que acabamos de describir verifi-
can la propiedad de satisfacibilidad exigida a un morfismo de instituciones unidireccional.
La prueba se basa en que dicha propiedad es cierta para las componentes del morfismo
de instituciones unidireccional entre EP y HP.

Teorema 3.2.13. La terna (®,«a, ) que hemos definido anteriormente constituye un
morfismo de instituciones unidireccional entre EP y HP.

Observamos que podemos utilizar en las definiciones anteriores la institucién ecua-
cional oculta con morfismos deconstructores fuertes. Asi, de modo andlogo se obtiene
un morfismo de instituciones unidireccional entre £P y HP.

3.2.6 Un morfismo de instituciones unidireccional entre las ins-
tituciones H” y &

En esta seccién definimos un morfismo de instituciones unidireccional entre H” y &, si-
milar al morfismo entre H” y £ que hemos considerado en el capitulo anterior. Bastars
con probar que las construcciones del morfismo anterior pueden extenderse a morfismos
de signaturas deconstructores fuertes. Sin embargo, observaremos que no podemos ob-
tener un morfismo similar para H”, ya que sus morfismos de signaturas no respetan los
géneros deconstructores.

Dadas la institucién oculta con morfismos deconstructores fuertes sobre un universo
de datos D, HP = (SIGsp, Sengo, Modgp, ="") y la institucién algebraica ecuacional,
£ = (SIGe¢, Seng, Modg, =°), definimos a continuacién un morfismo de instituciones
unidireccional entre ambas.

. . . D __ .
A nivel de signaturas consideramos como ®"~¢ la correspondiente componente del
morfismo de instituciones unidireccional entre H” y £. Es decir, tomamos el funtor
olvido i: SIGyp — SIG¢ entre las respectivas categorias de signaturas.
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A nivel de sentencias consideramos la transformacion natural a: Sengyp = Seng o,
que viene dada por la inclusion ays: Sengp(HY) — Seng(i(HYX)), para cada signa-
tura oculta HY de SIGyzp. Estas aplicaciones no se definen como identidades ya que
recordamos que excluimos las ecuaciones entre variables ocultas en Sengp(HY).

Por 1ltimo, a nivel de modelos, definimos una transformacién natural 5: Modgp =
Modg o ¢ dada por un funtor Sys: Modyp(HY) — Modg(i(HY)), por cada signatura
oculta HY de SIGxp. Para definir estos funtores necesitamos la nocién de equivalen-
cia deconstructora, una variante de la equivalencia de comportamiento que definimos a
continuacion.

La equivalencia deconstructora se define como la igualdad en los géneros que sean
deconstructores y como la equivalencia de comportamiento en el resto. En realidad,
esta equivalencia es un caso particular de la equivalencia de comportamiento para las
operaciones de comportamiento presentada en [45] o en [43], si consideramos como ope-
raciones de comportamiento todas las operaciones de la signatura excepto aquellas que
sean deconstructoras sobre un género deconstructor.

Definicién 3.2.14 (Equivalencia deconstructora). Sean HY = (5, (2) una signatura
oculta definida sobre VX y D, y A una HX-algebra oculta. Decimos que dos elementos
a,a’ € Ay, con s € S, son equivalentes deconstructores si 'y sblo si a = a’ si s es un

género deconstructor de HY y a =4, a’ en otro caso. Denotaremos que a,a’ € A, son

. Ad .
equivalentes deconstructores por a =55 . @’. En ocasiones lo denotaremos por a =%, , d’,

o incluso a =%+ d’, si no hay lugar a confusién.

.. . . . A.d s
Es claro que la familia de relaciones de equivalencia =} , define una relaciéon de

. , Ad .
congruencia en un HY-4lgebra oculta A, que denotamos =4 0 =%+. Ademds, dado un

H>-homomorfismo oculto h: A — B, tenemos trivialmente que h respeta los cocientes
originados en A y B por =%, es decir que para cada a,a’ € Ay, con s € S, si a =4y d’
en A entonces h,(a) =%y, hy(d’) en B, ya que si s es deconstructor entonces tenemos
igualdades y si s no es deconstructor entonces podemos aplicar la doble implicacién de
la equivalencia de comportamiento. (Observamos que no obtenemos para la equivalencia
deconstructora la doble implicacion, ya que podemos definir HY-homomorfismos ocultos
no inyectivos en un género no deconstructor. No obstante, inicamente es necesaria esta
implicacion en la Proposicion 1.4.13 para poder definir el homomorfismo cociente entre

las respectivas dlgebras cocientes.)

Ahora, podemos definir el funtor Sgx como la aplicacién sobre objetos que asocia a
cada HY-dlgebra oculta A, la H¥-dlgebra A/_a . El HX-homomorfismo h/_a es la
imagen de h por Ogs.

Para morfismos de signaturas deconstructores fuertes obtenemos el siguiente resul-
tado que se corresponde con la Proposicion 2.4.19 para morfismos de signaturas ocultos.
A partir esta proposicion se obtiene que la familia de funtores que hemos definido forma
una transformacion natural de forma similar a como demostramos que la correspondiente
familia de funtores para el morfismo entre H” y £ definen una transformacién natural.
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Proposicién 3.2.15. Sean HY = (5,Q) y HY = (5',Q) dos signaturas ocultas defi-
nidas sobre VY y D, p: HX — HY' un morfismo de signaturas deconstructor fuerte y
A" una HY'-dlgebra oculta. Entonces,

Modzp(p)(A').d . , . Ald
— H =2
@ =gy is) b sty solo sia=ps b

para cada s € S ya,b e AL(S).

Demostracion. Como p un morfismo de signaturas deconstructor fuerte, entonces
s € S es deconstructor si y sélo si u(s) es deconstructor. Ahora, si s es deconstruc-
tor, tenemos la igualdad en ambos miembros, y si s no es deconstructor aplicamos la
Proposicién 2.4.19. ]

Debemos observar que no es cierto un resultado parecido para morfismos de signa-
turas deconstructores débiles. Si para un género deconstructor s, permitimos que pu(s)
sea no deconstructor, entonces a EC}{E,#@) b no implica en general a = b. Por ello no
podemos definir de una forma similar la trasformacion natural entre los funtores modelos
correspondiente a un morfismo de instituciones unidireccional entre H” y &.

Para completar la definicién del morfismo de instituciones unidireccional debemos
comprobar que la terna que acabamos de considerar (®,a, 3) verifica la condicién de
satisfacibilidad. Como no existen ecuaciones distintas de las igualdades entre variables
para los géneros deconstructores, obtenemos el siguiente lema que marca la relacién
que existe entre las nociones de equivalencia deconstructora y satisfacciéon de comporta-
miento. La demostracion de la condicién de satisfacibilidad que buscamos es inmediata
a partir del mismo.

Lema 3.2.16. Sean HY. = (5,Q) una signatura oculta definida sobre VY y D, A una
HY-dlgebra oculta y (X, t,u) una HX-ecuacion que no sea una igualdad de variables
ocultas. Entonces,

A Ens (X, t,u) siy sdlo si p(t) =4 p(u), para toda valoracion p: X — A.

Teorema 3.2.17. Sea HY. una signatura oculta de HP. Entonces,

A ):Z; e siy sélo si Pux(A) ):g(m aps(e)

para cada A € Obj(Modzp(HY)) ye € Sengp(HY).

3.2.7 Primer diagrama alternativo

Nuestro objetivo es construir un diagrama alternativo al presentado en el capitulo an-
terior, en el que aparezcan las instituciones que acabamos de definir. Observamos que
unicamente vamos a poder completar el diagrama si utilizamos como institucién oculta la
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institucién que tiene como morfismos de signaturas los morfismos deconstructores fuer-
tes HP, ya que es la institucién para la que hemos definido un morfismo de instituciones
unidireccional entre ella y la institucién algebraica ecuacional £.

En las secciones anteriores, hemos estudiado con detalle el morfismo de instituciones
unidireccional entre £ y H”, que nuevamente se considera el morfismo central del
diagrama. En esta seccién comentaremos brevemente las definiciones del resto de los
morfismos del diagrama.

La definiciéon de un morfismo de instituciones unidireccional entre las instituciones
EP vy € podemos realizarla de forma similar a como hemos construido el morfismo entre
EP y HP, pero sin tener en cuenta la distincién entre parte visible y parte oculta.

El morfismo de instituciones unidireccional entre £ y CoAlg(EP) podemos obtener-
lo a partir de la definicién general de un morfismo entre una institucién y su institucion
coalgebraica asociada, ya que £P verifica las condiciones necesarias para ello. Recorda-
mos que estas condiciones son que para cada signatura 3 de SIGgp, se verifique que
Modgp (X)) sea una categoria pequena, y que cada uno de sus morfismos sean endomor-
fismos. Ambas son ciertas, ya que tenemos prefijado el dominio de datos D por lo que
la categoria anterior es pequena, y ademas sus morfismos son identidades.

Para completar nuestro diagrama, inicamente falta por definir un morfismo de insti-
tuciones unidireccional entre CoAlg(EP) y HP. Este morfismo se construye a partir del
morfismo entre CoAlg(EP) y HP de forma similar a como hemos definido el morfismo
entre EP y HP a partir del morfismo entre EP y HP.

Obtenemos el siguiente diagrama de morfismos de instituciones unidireccionales con-
mutativo:

CoAlg(EP)
) / |
e — HP
N\ !
E

Podemos comprobar que el diagrama conmuta sobre los nuevos morfismos de signa-
turas que se han introducido en la institucién £, sin méas que aplicar la definicién de
los morfismos de instituciones sobre ellos. La conmutatividad del resto del diagrama se
obtiene de forma similar al diagrama construido en el capitulo anterior.

3.3 Estudio de los morfismos

En esta seccion nos centramos en el estudio del tipo de morfismo de instituciones que
hemos utilizado para construir nuestro diagrama. EIl objetivo del mismo es explicar por
qué se han elegido morfismos de instituciones unidireccionales y si es posible construir un
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diagrama similar utilizando la nocién habitual de morfismo de instituciones o cualquier
otra de las relaciones entre instituciones que han sido definidas por distintos autores.

Cuando se revisa la literatura resulta en principio sorprendente la gran variedad de
tipos de morfismos diferentes que se han utilizado para abordar la nocién de relacién
entre instituciones. Incluso se han publicado varios articulos [46, 95] que pretenden
recopilar y poner un poco de orden entre esta diversidad de morfismos. No obstante,
si nos paramos a pensar mas detenidamente en la nocién de institucion, deducimos que
esto no es tan extraordinario. Bajo el concepto de institucion se engloban todas las
herramientas que son necesarias para hacer especificacién. No debe resultar por ello
extrano que las posibilidades para relacionar dos marcos de especificaciéon puedan ser
variadas.

En nuestro recorrido para modelar la operacién imp hemos estudiado diferentes posi-
bilidades para situar una signatura > en un marco de especificacion y la correspondiente
signatura ¥;,,, en otro marco de especificacién distinto. De esta forma entendemos que,
via nuestra operacién, podemos establecer una relacién entre dichos marcos. Es decir,
se construye un morfismo entre instituciones. Surge entonces el problema de decidir qué
tipo de morfismo de instituciones es el mas adecuado en nuestro caso. Si nos fijamos en
la operacion imp observamos que, ademas de relacionar signaturas, tenemos que a partir
de sentencias para una signatura X, se construyen sentencias para la signatura X, y
lo mismo respecto de los modelos. Es por ello 16gico pensar en un morfismo de institu-
ciones en el que las relaciones entre signaturas, sentencias y modelos vayan en la misma
direccion. Este morfismo de instituciones es el morfismo de instituciones unidireccional.
En el capitulo anterior hemos utilizado este tipo de morfismos para modelar la operacion
tmp. Sin embargo, también podemos pensar en utilizar la nocién de morfismo de insti-
tuciones habitual, en el que el paso entre signaturas y modelos se realiza en la misma
direccion y el de sentencias se realiza en direccién contraria. Estableceriamos de esta
forma, a través de nuestra operacién, una relacién entre dos marcos de especificacion
via este otro tipo de morfismo de instituciones. En este caso, la representacion anterior
de la operacién imp sobre sentencias se pospone al trabajo con especificaciones.

A continuacion, trataremos de obtener un segundo diagrama alternativo utilizando
morfismos de instituciones. Al ir el paso entre sentencias en sentido contrario nos ve-
remos obligados a prescindir de las igualdades entre variables ocultas en la institucién
oculta. Curiosamente esta condicién también era necesaria, aunque por otros motivos,
en la construccién del primer diagrama alternativo. No obstante, no nos va a ser posible
completar el diagrama. El punto clave para ello es que no se verifica la condicién de
satisfacibilidad del morfismo que relaciona la teoria coalgebraica y la teoria de especi-
ficaciones ocultas. Como veremos, dicha condicion sélo es cierta para ecuaciones que
presenten una tnica variable oculta. Estas ecuaciones aparecen en [22] dentro de las
especificaciones coalgebraicas, a través de las cuales se establece una relacion entre estas
dos teorfas. En general, los trabajos que consideran ecuaciones para codlgebras (ver, por
ejemplo, [51, 78]) exigen esta condicién. (En el diagrama de instituciones que incluimos
en [28] pasamos por alto este detalle al dar por hecho que tnicamente trabajabamos
con este tipo de ecuaciones.) Definiremos entonces un nuevo tipo de morfismo de insti-
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tuciones, al restringir el conjunto de sentencias sobre el que se verifica la condicién de
satisfacibilidad. Con este nueva idea trataremos de completar el diagrama.

Comenzamos, como hicimos en el primer diagrama alternativo, definiendo el morfis-
mo de instituciones entre £ y ‘HP, que nuevamente consideramos el morfismo central
del diagrama.

3.3.1 Un morfismo de instituciones entre la institucién £” y la
institucién H”

En esta seccion vamos a establecer un morfismo de instituciones entre la ins-
titucién algebraica ecuacional definida sobre un universo de datos D, &P =
(SIGep, Sengn, Moden, |=€7), y la institucién ecuacional oculta sobre un universo de
datos D, HP = (SIGyp, Senyo, Modyo, =),

Observamos que la diferencia entre un morfismo de instituciones y un morfismo
de instituciones unidireccional radica en el sentido de la transformacion natural que
relaciona las sentencias de ambas instituciones, junto con el consiguiente cambio en la
relacién de satisfacibilidad. Entonces, para definir este morfismo de instituciones, que
denotamos nuevamente por (®, «, /3), utilizaremos las componentes que son comunes con
el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido en el capitulo anterior
entre estas mismas instituciones. Es decir, el funtor ® entre las categorias de signaturas y
la transformacion natural 3 entre los funtores modelos son los mismos que las respectivas
componentes del morfismo de instituciones unidireccional definido anteriormente entre
ambas instituciones. Por ello, inicamente falta por definir la componente que relaciona
los funtores sentencias de las mismas.

Definimos a continuaciéon una transformacion natural a: Senyp o & = Sengp. Esta
transformacion natural consistird en una aplicacion ay: Senyo (P(X)) — Sengn(X) por
cada signatura > de SIGg¢p, de modo que se verifique la condicion de naturalidad.

Dada una signatura ¥ de SIGg¢p definimos la aplicacién ax: Senyp(Xim,) —
Sengp(X) como la relacién que asocia a cada X;,,,-sentencia e (que no sea igualdad entre
variables ocultas) la Y-sentencia que se obtiene si eliminamos en e todos los términos de
género imp,, y sustituimos todas las operaciones imp_w de ¥;,,, en e por la correspon-
diente operacion w de .

Utilizamos el siguiente ejemplo para ilustrar esta aplicacién.

Ejemplo 3.3.1. Dada la categoria SIGg¢p, elegimos un género g del universo de géneros
(para este género tendremos fijado un conjunto de datos D,). Nos fijamos nuevamente
en la signatura GRP que hemos venido utilizando para especificar un grupo sobre este
conjunto de datos y la correspondiente signatura GRP;,,,, que obtenemos al aplicarle la
operacion imp.

Dadas las variables de género ¢: x,x1,x9,23, v las variables de género tmpggp:
21, 72, %3, 24, algunas ecuaciones para la signatura GRP;,y, son:
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imp_prd(zy, imp_prd(zs, v1,22), x3) = imp_prd(zs, x1,imp_prd(z4, x2, x3))
imp_prd(zy, imp_unt(z;),z) = x
imp_prd(zy, imp_inv(zq, x),x) = imp_unt(z3)

entonces, las ecuaciones correspondientes por la aplicacion agp para la signatura GRP
son:

prd(prd(z1,22),x3) = prd(z1, prd(z2, x3))
prd(unt,x) = x 0
prd(inv(z), z) = unt

Podemos definir la aplicacién anterior de un modo mas preciso a través de un pro-
ceso de induccién sobre la forma de los términos que constituyen la ecuacion. Dada
una signatura X = (5,QU C) de SIGgp, la aplicacién ax: Senyp(Eimn,) — Sengp(X)
asocia a cada Xj,,-ecuacién e = (X, t,u) de Senyp(X;n,), la X-ecuacion ax(e) =
(X N\ Ximpy, 0(t), d(u)), donde ¢ = (ds: T, (x),s — TE(X\XimpE),s)Ses es la familia de
aplicaciones entre términos que damos a continuacién. Dado s € S, definimos la apli-
cacion ¢4 por induccion sobre la estructura de un término ¢ € Ty, (x),s del siguiente
modo:

e sit =z € X, variable de género s, ¢ () = x;
e sit=4d, cond: — suna constante de C, entonces ¢4(d) = d;

o ysit = impuw(zty,... t,) con impw: impysy...S5, — S € Qimp, n > 0, 2
variable de X, v ti € Ty, (x).s, 1 <@ < n, entonces ds(impw(z,ty,...,t,)) =

W(Ps, (1), - -5 Ds, (tn))-

imp(

Como los tinicos morfismos de STG¢p son las identidades, obtenemos de modo trivial
que « verifica la condicién de naturalidad.

Es importante observar que la familia de aplicaciones ¢ no contiene una aplicacién
que actie sobre términos de género distinguido mp,,. Esta aplicacién no es necesaria ya
que recordamos que no existen términos distintos de las variables en este género y por lo
tanto tampoco ecuaciones distintas de las igualdades entre variables, y hemos excluido
estas sentencias de HP.

En esta seccién vamos a excluir, tanto en H” como en £P, todas las sentencias que
sean igualdades entre variables de cualquier género. Para obtener el diagrama también
las excluiremos de £. Obtenemos de esta forma tres instituciones distintas que conti-
nuaremos llamando y denotando de la misma manera, ya que no perdemos capacidad
de expresion respecto de las especificaciones que podemos construir. Las ecuaciones de
la forma ({z}, z, 2), identidad de una variable, no aportan significacién a los modelos en
ninguna de las tres instituciones. Una ecuacién del tipo ({z, 7'}, z, 2'), de variables de
género s de HP visible o de £P y &€, se puede eliminar construyendo una especificacién
equivalente en la que los términos de género s sean identificados con una tinica constante.
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Esta transformacién natural entre sentencias completa nuestro morfismo de institu-
ciones que recogemos en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.2. Sean EP y HP, respectivamente, la institucion algebraica ecuacional y
la institucion oculta definidas sobre D, de modo que se excluyen en ambas las ecuaciones
que identifican variables. Entonces, la terna (P, a, 3) que acabamos de definir es un
morfismo de instituciones entre EP y HP.

Demostracion. Falta por comprobar que se verifica la condicién de satisfacibilidad.
Es decir, que para cada signatura ¥ de SIGgp,

D . , . D
AES as(e) siy solo si fn(A) Fis) e
para cualquier dlgebra A € Obj(Modgp(X)) v cualquier sentencia e € Senyp (P(X)).
Nos centramos primero en la demostracion de la implicacion directa.

Sean ¥ = (5,Q U C) una signatura de SIGgp, A un élgebra de Modep(X) y e =
(X,t,u), cont,u €Ty, (x)s €S, una sentencia de Senyn(Ximp). Suponemos que se

cumple A =" ag((X,t,u)), es decir, que para toda valoracién p: X \ Ximp,, — A se
verifica que

Tenemos que demostrar que [x(A) ):g(DZ) (X,t,u). Como e = (X,t,u) es una
ecuacion visible, entonces unicamente debemos comprobar que para cada valoracién
q: X — Px(A), se verifica que

Sea ¢: X — fx(A) una valoracién. Podemos definir la valoracién g 1 X'\ Xipnp — A
sin m&s que restringir la valoracién ¢ a los géneros de S. Si aplicamos la hipdtesis con
esta valoracion obtenemos que

s(0(1) = g5 (o(w)).

Observamos entonces que es suficiente probar que

a5 (o) =1q(t)
para cualquier término t € Ty, (x),s, S € S.

Demostramos a continuacion la igualdad anterior por induccién sobre la estructura
de los X;,,,-términos ¢ que puedan formar parte de una ecuacién de Senyp(iny). Re-
cordamos que estos términos no pueden ser de género 7mp, y por lo tanto tinicamente
contienen variables como subtérminos de este género.

o sit=ux € X,, entonces q,(¢(x)) =7 () = q4(x) = ¢(z) = G(x);

e sit=d, cond: — s una constante de C', entonces g5 (¢(d)) = g5 (d) = d = q(d);
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o ysit=impw(zty,...,ty), cONW: S1...8, — s € , n >0, z variable arbitraria
de género imp,, y t; € Tx,, (x),s;» 1 <@ < n, entonces:

Qs (dlimpw(z,ty,...,t,))) =
= Gsw(e(t),. .., o(tn)))
= wa(T@(o(t)), "'7Q|S(¢< n)))
= wa(q(e(t1)),-..,q(o(t,))) por hipdtesis de induccion,
= imp-waga)(*, q( (t1)),-..,q(o(t,))) por definicién de fs(A),
= impwpgy(a)(7(2), (¢(t1)),---> q(¢(tn)))
= qlimpw(z,t1,...,t,)).

La demostracién de la implicacién inversa es totalmente andloga por induccién sobre
los términos, tras la observacién de que cada valoracion X \ Ximp, — A puede ser
trivialmente extendida a una valoracién q: X — fx(A), asignando a cada variable de
Ximp,, el 1inico valor posible del algebra Bs(A) en dicho género. [ |

3.3.2 Los otros morfismos de instituciones del diagrama

Una vez que hemos definido el morfismo de instituciones central del diagrama, en esta
seccion trataremos de estudiar el resto de los morfismos que lo integran.

El morfismo de instituciones entre £ y &€ se define de forma similar al morfismo de
la seccién anterior entre EP y HP, pero sin realizar la distincién entre géneros ocultos y
géneros visibles.

Los morfismos de instituciones entre H y £, y entre EP y CoAlg(EP) se obtienen di-
rectamente a partir de sus correspondientes morfismos de instituciones unidireccionales
en el diagrama inicial. Basta tener en cuenta que las transformaciones naturales entre
sentencias eran en los dos casos aplicaciones identidad, por lo que no hay problema en
tomar la direccion opuesta. Para ello recordar que hemos restringido las sentencias de
las instituciones H” y &£, a aquellas sentencias que no sean igualdades entre variables.
Entonces, podemos redefinir de forma inmediata el morfismo de instituciones unidirec-
cional entre H” y £, de modo que la transformacién natural entre las sentencias contintie
siendo la identidad.

El morfismo de instituciones entre CoAlg(EP) y HP requiere de un estudio mas
detallado, que realizamos en la siguiente seccion.

3.3.3 Estudio de un morfismo de instituciones entre la institu-
cién CoAlg(EP) y la institucién HP

En esta seccién trataremos de definir un morfismo de instituciones entre CoAlg(EP) y
HP. Para ello, podemos nuevamente aprovechar las componentes que son comunes con
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el morfismo de instituciones unidireccional que hemos definido entre ellas en el capitulo
anterior. Es decir, definimos el funtor entre signaturas ® y la transformacion natural 3
entre modelos de la misma forma que las correspondientes componentes del morfismo de
instituciones unidireccional entre dichas instituciones. Entonces, uinicamente falta por
determinar la componente que relaciona las sentencias de las mismas.

Una transformacion natural a: Senypo® = Senc,aqepy constard de una aplicacion
as: Senyp(P(X)) — Sencoagery(X) por cada signatura 3 de STG ¢oa4(cp). Recorda-
mos que Senyn(B(X)) = Senyo (P77 (X)) v que Sencoagery(X) = Sengn(X). En-
tonces, hacemos un primer intento de definir un morfismo de instituciones considerando

D_ 194D . D_ 194D
ay 1= ag " para cada signatura ¥ de S1G cong(ep), donde af” M es la transforma-

cién natural que forma parte del morfismo de instituciones (sin apellidos) entre £ y

HP.

Para obtener un morfismo de instituciones falta por comprobar que se verifica la
condicién de satisfacibilidad. No obstante, como probamos a continuacién tunicamente
podemos demostrar una de las dos implicaciones de esta condicién.

Teorema 3.3.3. Sea X una signatura de SIGcoa4cp). Entonces,

D CoAlg(EP
Oe((X7) By e = (X,7) Fy YED ase)

para cualquier codlgebra (X,v) de Modcoagery(X) y cualquier sentencia e de
Senyo (P(X)).

Demostracion.  Sean ¥ = (5,Q U C) una signatura de SIG¢ong0), (X,7) una
codlgebra de Modcoagery(X) y e = (X, t,u), con t,u € Ty, (x)s, s € S, una ecuacién
de Senyn(Xinmp) arbitrarias.

Por un lado, tenemos que
(X, 7) B as((Xtu) siysolosi () S (X \ Ximgy , 6(1), 6(w), Ya € X,

CoAlg(EP
=

sin mas que aplicar las definiciones de ) y de as.

Por otro lado, tenemos que

ﬁE((‘X? 7)) ):gfnp (X’ t, u) s1 y s6lo si 62((X7 7)) ):giw (X> l ’LL),
ya que (X, t,u) es una ecuacién visible.

Entonces es suficiente con demostrar que:

Be((X, ) S (X tu) = v(a) S (X \ Ximpy, 6(t), 6(w)), Ya € X.

Ei'mp

Fijado a € &, debemos demostrar que para cada valoracién p: X \ Ximp — 7v(a)
se verifica que p(¢(t)) = p(¢p(u)). Dada p, consideramos la valoracién por fs((X,7)),
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q: X — Ps((X,7)), dada por ¢(2) = a para todo 2 € Xim,_ vy ¢(v) = p(z) para cada
z € X \ Ximp, . Entonces por hipétesis se verifica que g(t) = q(u).

Si aplicamos ahora induccién sobre la estructura de los términos, obtenemos nue-
vamente que, para cualquier término ¢ que pueda formar parte de una ecuacién de
Senyp (Ximp), se verifica que p(¢(t)) = g(t). Esta igualdad prueba la implicacion.

Este proceso de induccién es similar al que hemos realizado en el morfismo de ins-
tituciones entre P y H”, de modo que ahora nos quedamos con un tnico elemento a
de Bx((X,7)) en el género destacado imp,, al cual se le asocia la ¥-dlgebra y(a). De-
tallamos a continuacion dicho proceso de induccién sobre la estructura de un término
tels,, (x)s S€S:

imp(

e sit=ux € X, entonces p(¢(x)) =p(z) = p(z) = q(x) = g(z);
e sit=d, cond: — s constante de C, entonces p(¢(d)) = p(d) = d = g(d);

o ysit=impw(z,ty,...,t,), cONW: S1...5, — s € , n >0, z variable arbitraria
de género imp,, y t; € T, (X),s;> ¢ = 1,...,n, entonces

P(o(impw(z,ti, ... 1)) =
P(w(d(tr), -, d(tn)))
= Wy (P(0(t)), ..., P(¢(tn)))
= Wy(a)(@(t1),...,q(t,)) por hipétesis de induccién,
ya que la valoracion ¢ estd definida de la misma forma para todo z € Xy,
= imp-wagxy) (@, G(t1), ..., q(t,)) por definicién de Bx((X,7)),
= imp s (@) A0, - T())
= qlimpw(z,ty,...,t,)).

La implicacién en el otro sentido no es cierta para toda sentencia de Senyn(Ximp),
contando que en el universo de datos D exista un conjunto con mas de un elemento. Si
intentamos aplicar un proceso de induccion similar sobre la estructura de un término,
tenemos que a partir de una valoracién g por O ((X,7)), la valoracién que necesitamos
por una X-algebra depende del valor que adopte ¢ en las variables ocultas de la ecuacion.
Si esta ecuacién presenta mas de una variable oculta no tenemos ninguna valoraciéon que
nos sirva para dicho proceso de induccién.

Ejemplo 3.3.4. Sea nat un género del universo de géneros que tiene asociado un con-
junto con mas de un elemento. Por ejemplo, suponemos que D,,,; = N.

Consideramos una signatura > de SIG¢p que tiene como tnico género a nat y como
operaciones una Unica constante const: — nat, ademas del conjunto de constantes que
se derivan de D, {i: — nat};en.
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El endofuntor constante Fy: Set — Set asociado a ¥ esta definido por Fy(X) =
Obj(Modgn (X)), para cada X € Set. Definimos la Fx-codlgebra ({1,2},7: {1,2} —
Fx({1,2})) dada por (1) = A; y v(2) = Ay, donde A,,, para n = 1,2, es la X-dlgebra
que se define por consts, =n, eis, =1,1 € N.

Tenemos que ®(X) = 3;,,. Esta signatura es una signatura oculta que tiene un
género visible nat, un género oculto imp,, un conjunto de constantes visibles {i: —
nat}ien, y una operacién oculta imp_const: imp, — nat. Entonces, fx(({1,2},7)) es
la ¥;,p-dlgebra A que se define por los conjuntos: Ajmp. = {1,2} vy Apr = N, y las
operaciones: iy = i, para ¢ € N e imp_consta: {1,2} — N, tal que imp_consts(1) =
consta, = 1 e imp_consta(2) = consta, = 2.

Elegimos la ¥;,,,,-sentencia ({z, y}, imp_const(z), imp_const(y)) que presenta dos va-
riables ocultas. Entonces se verifica que

({1,2},7) EL ) as(({a, y}, imp-const(x), imp_const(y)),

ya que trivialmente v(a) =&~ const = const, Ya € {1,2}.

Sin embargo, no se verifica que

HD . .
AR ({a,y}, imp-const(v), imp.const(y),
es decir, si para cualquier valoracién q: {x,y} — A, g(imp_const(x)) = g(imp_const(y)).
Ya que si elegimos la valoracion dada por gy, : {z,y} — Aimpz tal que gimp, () =1
Y Qimp,, (y) = 2, entonces tenemos que g(imp_const(x)) = imp_consta(1) = 1 que es
distinto de g(imp_const(y)) = imp_const4(2) = 2. O

No obstante, estan perfectamente delimitadas las sentencias de Senyp(¥;,,) para
las cuales se verifica la implicacion en el otro sentido. Se trata de aquellas ecuaciones
en las que aparece una unica variable de género oculto. Estas ecuaciones son también
elegidas por Cirstea en [22] para establecer una relacién entre la teoria coalgebraica y la
teoria oculta a través de las especificaciones coalgebraicas. No obstante, este estudio se
realiza fuera del ambito de las instituciones.

Teorema 3.3.5. Sea X una signatura de SIGcongery Y Sea e una ecuacion de
Senyp(P(X)) con una unica variable de género oculto. Entonces,

CoAlg(EP D
(X,7) S agle) = Be((X,7) Fly e

para cualquier codlgebra (X,7) de Modcoagery(X).

Demostracion. Sea X = (S,Q2UC') una signatura de SIG¢ouayer), sea e = (X, t,u)
una ecuacién de Senyp(X;,) con Ximp, = {z}, y tbu € Ty, (x)s 5 € S5, y sea
(X,7) una codlgebra de Modc,aqery(E). Debemos demostrar que para cada valoracion
q: X — PBs((X,7)), se verifica que q(t) = q(u).
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Sea ¢: X — fg((X,7)) una valoracién. Tenemos que Gimp_(2) = a para algin
a € Bx((X,7))imp,- Entonces la restriccién de ¢ a los géneros visibles en S, ¢ X\
Ximp, — Bu((X,7)))s, es una valoracién por la X-dlgebra v(a). Por hipétesis, obtenemos
que Gj5(6(t)) = q(¢(u)). Si procedemos como antes por induccién sobre la estructura
de un término ¢ con una tnica variable oculta z, obtenemos que G (¢(t)) = q(t), lo que
prueba la implicacién. |

3.3.4 Otros tipos de morfismos

A pesar de que no hemos definido un morfismo de instituciones entre CoAlg(EP) y
HP ., si que obtenemos una versién mds débil de relacién entre instituciones llamada
pre-morfismo de instituciones, nocién que definimos a continuacion. Las siguientes de-
finiciones han sido extraidas de [68], y son una modificacién de las publicadas en [85].

Definicién 3.3.6 (Pre-institucién). Una pre-institucion I = (SIG, Sen, Mod, =)
consta de:
1. una categoria SIG, llamada categoria de signaturas,
2. un funtor Sen: SIG — Set, llamado funtor sentencias,
3. un funtor Mod: SIG — Cat®, llamado funtor modelos, y
4. una relaciéon FxC Obj(Mod(X)) x Sen(X) para cada X € Obj(SIG), llamada
Y-satisfaccion.

Se dice que en una pre-institucion Z

i. la reduccion preserva la satisfaccion (condicion rps) si

Ay Sen(p)(e) = Mod(u)(A') s e

ii. la expansion preserva la satisfaccion (condicién eps) si

Mod(p)(A') e = A’ Sen(p)(e)
para cada morfismo pu: ¥ — X' en SIG, cada A’ € Obj(Mod(Y')) y cada e € Sen(X).

Obviamente, una institucion es una pre-institucion que verifica las condiciones rps y
eps.

Un ejemplo de pre-institucion es la institucién oculta en la que se cambian los morfis-
mos de signaturas ocultos por morfismos verticales de signaturas ocultas. Si no exigimos
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la condicion de encapsulamiento en los morfismos de signaturas ocultos obtenemos que
la institucién verifica la condicién rps, pero no la condicién eps (ver [25]).

Se puede definir ahora una relaciéon entre dos pre-instituciones, lo que origina el
concepto de pre-morfismo de pre-instituciones.

Definicién 3.3.7 (Pre-morfismo de pre-instituciones). Sean 7 =
(SIG,Sen,Mod, =), T' = (SIG',Sen’,Mod',|=") dos pre-instituciones. ~Un pre-
morfismo de pre-instituciones entre Z e 7', que denotamos por ®: Z --» 7', consta
de:

1. un funtor ®: SIG — SIG,
2. una transformacion natural a: Sen’ o & = Sen, y

3. una transformacién natural 3: Mod = Mod' o ®.
Se dice que en un pre-morfismo de pre-instituciones

i. que cumplen la condicion rps, la condicion de morfismo es rps si

Afpsas(d) = B(4) Fow) €

ii. que cumplen la condicién eps, la condicion de morfismo es eps si
Bs(A) Fax € = Als as(¢)

para cualquier signatura ¥ de Z, cualquier ¥-modelo A de Z y cualquier ®(3)-sentencia
e deT'.

Obviamente, un morfismo de instituciones es un pre-morfismo de instituciones en el
que la condicion de morfismo es rps y eps.

Se pueden componer pre-morfismos de pre-instituciones (verificando la condicién rps
o eps) de la forma esperada, de modo que los pre-morfismos de pre-instituciones junto
con las pre-instituciones (que cumplan la respectiva condicién rps o eps) forman una
categoria.

3.3.5 Segundo diagrama alternativo

Si utilizamos los conceptos que hemos definido en la seccién anterior, observamos que
la relacién que hemos determinado anteriormente entre CoAlg(EP) v HP es un pre-
morfismo de instituciones que verifica la condiciéon eps. Si utilizamos este morfismo
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podemos completar el siguiente diagrama conmutativo de pre-morfismos de instituciones
que verifican dicha condicion:

CoAlg(EP)
4 |
e — HP
N l
&

Para comprobar que el diagrama realmente conmuta unicamente falta por verificar
que conmutan las trasformaciones naturales de las sentencias. En el fragmento inferior
del diagrama conmutan de modo inmediato ya que la transformacion natural que rela-
ciona las sentencias entre las instituciones H” y & es la identidad y las transformaciones
naturales de los otros dos morfismos estan definidas de la misma forma. Lo mismo
ocurre con la parte superior, en el que la transformacion natural que es la identidad en
este caso es la transformacién que relaciona las sentencias entre las instituciones £P y

CoAlg(EP).

Como tenemos perfectamente localizado el conjunto de sentencias para las cuales no
se tiene la condicién de morfismo rps, surge la idea de definir un nuevo tipo de morfismo
de instituciones en el que no sea necesario que se verifique la condicion de satisfacibilidad
sobre todas las sentencias de una institucién sino tinicamente sobre un subconjunto de
las mismas. Una idea parecida fue propuesta en [25] para delimitar los modelos y las
sentencias sobre las que se verifica la condicion eps de la pre-institucién oculta con
morfismos verticales de signaturas ocultas.

Definicién 3.3.8 (Morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sen-
tencias). Sean Z = (SIG, Sen, Mod, =), 7' = (SIG', Sen’, Mod', ") dos instituciones
y sea C' = {Cyy C Sen’(¥') }sreonj(sia,,) un conjunto indexado de sentencias. Un morfis-
mo de instituciones restringido al conjunto de sentencias C' entre Z e 7', que denotamos

por ®: 7 <, 7', es un pre-morfismo de instituciones & = (®,a,3): Z --» Z’ tal que
para cualquier signatura > de Z, se verifica que

ApEs as(e) siysélosi fu(A) Fo) €

para cualquier X-modelo A de Z y cualquier sentencia e’ € C&)(Z)

Es evidente que un morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias

C' en el que C§, = (), para todo X' de SIGz es un pre-morfismo de instituciones, y
en el que C, = Sen/(Y'), para todo ¥’ de SIGz es un morfismo de instituciones (sin
apellidos).

Ademas, es claro que un morfismo de instituciones es, en particular, un morfismo
de instituciones restringido a cualquier subconjunto de sentencias de la institucion de
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llegada. No obstante, en caso de que no se verifique esta condiciéon de satisfacibilidad
sobre todas las sentencias, lo interesante es tratar de localizar el subconjunto mayor de
sentencias sobre las que si se verifica. Por ejemplo, es claro que es posible elegir todas
las sentencias para aquellas signaturas de la institucion de llegada que no sean imagen
de una signatura de la institucién de partida. Debemos también notar que la condicién
que hemos impuesto no afecta a la transformacién natural sobre las sentencias que forma
parte del morfismo, inicamente lo hace sobre la condicién de satisfacibilidad.

Posteriormente, a partir de un morfismo de instituciones restringido a un conjunto
de sentencias, trataremos de definir un morfismo de instituciones, prescindiendo en la se-
gunda institucion de las sentencias fuera de ese conjunto. Para realizar esta construccion
no nos serviran todos los subconjuntos de sentencias, sino sélo aquéllos que verifiquen
unas ciertas condiciones.

Si utilizamos la definicién anterior podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 3.3.9. El pre-morfismo de instituciones entre CoAlg(EP) y HP que hemos
definido anteriormente es un morfismo de instituciones restringido a un conjunto de

sentencias C", ®: CoAlg(EP) <, HP, donde C" estd formado por:

o Cly, = {e € Senyn(HY) | € es una ecuacion en una variable oculta}, si HY es
una signatura deconstructora, con un unico género oculto, y

o Chy. = Senyp(HY), en otro caso.

En el corolario anterior utilizamos implicitamente que unicamente son imagen por
el funtor de signaturas del pre-morfismo de instituciones aquellas signaturas ocultas de-
constructoras con un tnico género oculto. De esta forma nos quedamos con las sentencias
para las cuales se establece una buena relacién entre el marco coalgebraico y el marco
oculto, que coinciden con las propuestas por Cirstea en [22] para nuestro caso particular.

El objetivo que nos proponemos es incluir en la parte superior de nuestro diagrama
esta nueva version de morfismo de instituciones. Para ello es necesario definir la com-
posicién de dos morfismos de instituciones restringidos a un conjunto de sentencias vy,
mas en general, comprobar si las instituciones junto con los morfismos de instituciones
restringidos a un conjunto de sentencias definen una categoria.

Definimos la composicion de dos morfismos de instituciones restringidos a un con-
junto de sentencias, como un morfismo de instituciones restringido al mayor conjunto de
sentencias posible para que dicho morfismo esté bien definido. Por lo tanto, estas sen-
tencias deben elegirse entre el conjunto de sentencias del segundo morfismo cuya imagen
por la transformacion natural correspondiente caiga dentro del conjunto de sentencias
del primer morfismo.

Definicién 3.3.10. Dadas tres instituciones Z, 7' y Z” y dos pre-morfismos de institu-

ciones restringidos a un conjunto de sentencias ®: 7 & y o = (d,d,0): T “ 7",
donde Cl = {C// g 5671/(2,)}21606_7‘(3101,), y C” = {C”// g SenH(E//)}E”EObj(SIGI//)a Se
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define el morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias composicion

®’od como el morfismo de instituciones composicién restringido al conjunto de sentencias
2 __ 2 1"\

C? = {C3, C Sen”(X")}sreonj(sicm), donde

Ci, ={e€Cl | ak(e) €Cy, VX' € Obj(SIGy) tal que ®'(X') = ¥}

para cada X" € Obj(SIGz»).

Si consideramos, como es natural, el morfismo de instituciones restringido a un con-
junto de sentencias identidad idz como el morfismo de instituciones identidad (sin res-
tringir a ninguna sentencia), entonces no es dificil comprobar que se verifica la regla de
las identidades y que la composicién de estos morfismos es asociativa. Obtenemos de
este modo el siguiente teorema.

Teorema 3.3.11. Las instituciones junto con los morfismos de instituciones restringidos
a un conjunto de sentencias forman una categoria.

Podemos incluir ahora en la seccion superior del diagrama el morfismo de institucio-
nes restringido a un conjunto de sentencias C* entre CoAlg(EP) y HP. Observamos que
segun la anterior definiciéon de composiciéon de morfismos de instituciones de este tipo,
el morfismo entre EP y HP debe restringirse a este mismo conjunto de sentencias C".
Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

CoAlg(EP)

e

gr —C— HP

Los conjuntos de sentencias a los que se restringen los anteriores morfismos hacen
explicita la idea implicita de nuestra operacién imp: sélo utilizaremos en la institucién
oculta aquellas ecuaciones en una tnica variable oculta. El equivalente en la institucién
algebraica ecuacional son las ecuaciones en una tunica variable en el género destacado.
No obstante, no tenemos una forma natural de expresar este conjunto de sentencias
dentro del marco algebraico ecuacional ya que hemos perdido la distincion entre géneros
ocultos y visibles. Este hecho indica de nuevo que el marco adecuado en el que situar
nuestra operacion es el marco oculto.

Podemos pensar ahora en restringir el conjunto de sentencias de la instituciéon H?,
de modo que contenga solamente las sentencias que nos interesan. Obtenemos de esta
forma una nueva institucion: el correspondiente funtor sentencias asocia a cada signa-
tura el conjunto de sus sentencias con una unica variable oculta, y a cada morfismo
de signaturas la correspondiente aplicacion entre estas sentencias. Entonces se define
de manera natural un morfismo de instituciones entre CoAlg(EP) y esta nueva institu-
cién a partir del morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias entre

CoAlg(EP) y HP.
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La construccion anterior puede hacerse en general, de modo que a partir de un
morfismo de instituciones restringido a un conjunto de sentencias entre dos instituciones
podemos definir un morfismo de instituciones si modificamos la institucion de llegada
mediante la restriccion de sus sentencias a dicho conjunto. Para que esto esté bien
definido, es necesario que este conjunto sea respetado por las aplicaciones que define el
funtor sentencias para cada morfismo de signaturas.

Aunque se trata de una construccién bastante natural, comenzamos por presentar lo
que se entiende por institucion definida a partir de otra mediante restriccién de senten-
cias.

Definicién 3.3.12 (Institucién definida a partir de otra restringiendo su
conjunto de sentencias). Sea Z = (SIGz, Senz, Modr, =*) una institucién y sea
C = {Cx C Senz(¥)}seonjsicy) un conjunto indexado de sentencias, tal que pa-
ra cada morfismo pu: ¥ — X' de SIGz, se cumpla que Sen(u)(e) € Csv para cada
e € Cx. La institucion definida a partir de T con sentencias en C, que denotamos por
Ile = (SIGz., Seng|., Modz., E*I¢), es la institucién que tiene como categorfa de sig-
naturas, funtor modelos y relacion de satisfaccion las respectivas componentes de Z. El
funtor sentencias Sengz),: SIGr — Set asocia a cada signatura X de SIGz el conjunto
Senz,(X) = Cx, y a cada morfismo de signaturas pu: 3 — ¥’ de SIGz la aplicacion
Senz, (1) : Cs, — Csy tal que Seng,(1)(e) := Senz(u)(e), para cada e € Cs,.

La institucién anterior estd bien definida ya que Senz|, es un funtor. Preserva las
identidades y la composicién de morfismos de signaturas, al ser éstas preservadas por
Senz. La relacién de satisfacibilidad se verifica trivialmente sobre un subconjunto de
sentencias al verificarse sobre todo el conjunto.

La condicién que exige que Sen(u)(e) € Cy para cada e € Cyx es necesaria para
poder definir Senz,. Esta fuerte condicién se obtiene de modo natural en nuestro caso
particular.

Ahora, podemos definir un morfismo de instituciones entre una institucion y cualquier
institucion que se origine a partir de ella tras restringir su conjunto de sentencias. Este
hecho queda patente en el siguiente resultado, cuya demostracion es evidente.

Lema 3.3.13. Sean Z una institucion e Z|c la institucion definida a partir de T con
sentencias en un conjunto C. Entonces, la inclusion natural i = (idSIGI,iI|C,idMOdI)
dada por la identidad en el nivel de signaturas y modelos, y la inclusion en el nivel de
sentencias es un morfismo de instituciones.

Por fin, en el siguiente resultado construimos a partir de un morfismo de instituciones
restringido a un conjunto de sentencias entre dos instituciones, un morfismo de institu-
ciones entre la primera institucion y la segunda institucién restringida a este conjunto
de sentencias.

Teorema 3.3.14. Dadas dos instituciones T, I' y un morfismo de instituciones res-

tringido a un conjunto de sentencias C', ®: T <, 7', tal que para cada morfismo
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p': X — XL de SIGr, se cumpla que Seng/(u')(e') € Cy, para cada €' € C, , entonces
podemos definir un morfismo entre T e I’ que hace conmutar el siguiente diagrama:

Cl

7 — T
N L
I/|C/

donde i es el morfismo de instituciones inclusion entre ' e I'|cr.

./ c/ . . .
Demostracion. Sea & = (P,,4): Z — 7' un morfismo de instituciones res-
tringido a un conjunto de sentencias C’. Definimos un morfismo de instituciones
/ ! ’ !/ . . . .-
P = (®%,a",8): T — T'|¢s de la forma que indicamos a continuacién.

El funtor entre las categorias de signaturas y la transformacién natural entre los
funtores modelos son los mismos que los de @, es decir, ¢ := & y 3¢ := 3. La trans-
formacién natural o : Seng,, o ® = Senz viene dada por una familia de aplicaciones
af. . Seng|, (®(2)) — Senz (L), una para cada ¥ de SIG7z, siendo of, (e) := ax(e) para
cada e € Seng,, (®(X)). Es directo probar que estas tres piezas definen un morfismo de
instituciones. |

Podemos aplicar este resultado a los morfismos de instituciones entre CoAlg(EP) y
HP, vy entre EP y HP, restringidos ambos al conjunto de sentencias C" anteriormente
fijado, ya que para cada morfismo de signaturas oculto p: HY. — HY' de HP, y para
cada e € Cly se verifica que Senyn(u)(e) € Chy,. Observamos que si HY es una
signatura deconstructora con unico género oculto y e es una ecuaciéon en una variable
oculta, entonces, si HY' es deconstructora con unico género oculto, Senyp(1)(e) es una
ecuacion en una variable oculta.

Si aplicamos el teorema anterior a estos morfismos obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

CoAlg(EP)
A le N\
gp ¢, yp . YD

l

ch

En nuestro contexto tiene sentido definir un morfismo entre instituciones en el que
restringimos el conjunto de sentencias sobre el que se verifica la condiciéon de satis-
facibilidad. No obstante, podemos también generalizar la definicién de morfismo de
instituciones de modo que la condicion de satisfacibilidad se verifique, en lugar de sobre
un conjunto particular de sentencias, sobre un conjunto particular de modelos o inclu-
so sobre un conjunto particular de signaturas. Obtenemos de esta forma dos nuevas
nociones de morfismo de instituciones. Debemos observar que las restricciones sobre
modelos y signaturas en estos morfismos se deben realizar sobre la institucion de salida
del morfismo y no sobre la institucién de llegada como ocurre en el caso de las sentencias.
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Estos morfismos restringidos a una subcategoria de modelos o signaturas también
originan otras instituciones, que se definen restringiendo sus modelos o signaturas a
dichas categorias, siempre que verifiquen una condicién parecida al caso de las sentencias.
Y, como es de suponer, a partir de un morfismo de instituciones restringido a una
categoria de modelos o signaturas podemos definir un morfismo de instituciones entre
la institucién restringida (en esta ocasién la restriccion se realiza sobre la institucién de
salida) y la institucién de llegada, de modo que junto con el morfismo de instituciones
inclusién originan también un diagrama conmutativo.

En realidad, podemos definir un morfismo entre dos instituciones que permita posi-
bles restricciones en los tres ingredientes que intervienen en la condicion de satisfacibi-
lidad: signaturas, sentencias y morfismos.

Para terminar el capitulo, indicaremos que podemos hacer un estudio de nuestro
diagrama que incorpore por un lado la generalizacion de los nodos que lo integran,
que hemos conseguido en el primer diagrama alternativo, y por otro el cambio en los
morfismos, que hemos realizado en el segundo diagrama alternativo. De este modo,
podemos obtener un diagrama de morfismos de instituciones (sin apellidos) en el que
los nodos sean més generales (por ejemplo, que la institucién £ presente morfismos de
signaturas distintos de la identidad).



Capitulo 4

Especificacion algebraica de

relaciones entre estructuras de datos
en EAT

4.1 Introduccion

En los capitulos anteriores hemos tratado, desde la perspectiva de las instituciones, dife-
rentes marcos de especificacién que han sido usados en [72] para modelizar las estructuras
de datos presentes en EAT. En todos ellos se parte de un universo de datos fijado sobre
el que se construyen los modelos. Inicialmente, esto puede parecer bastante restrictivo.
Sin embargo, refleja lo que habitualmente se hace en la practica en programacién, y en
particular es asi como se trabaja en EAT. Este universo de datos se corresponde con los
tipos de datos que tiene el lenguaje de programacion empleado, y que son utilizados en
los programas que se implementan usando dicho lenguaje.

No obstante, la aparente rigidez que supone el trabajar con un conjunto de datos
prefijado, puede ser superada por al menos dos procedimientos.

Por un lado, es posible que nos interese que distintas expresiones de estos datos
bésicos representen dentro de los modelos al mismo elemento. Para ello podemos incluir
dentro del conjunto de datos relaciones de equivalencia que definan igualdades en este
conjunto. De esta forma, a pesar de trabajar con un conjunto de datos fijado, podemos
obtener distintos dominios de datos si consideramos cocientes en los mismos respecto de
estas relaciones de equivalencia. Asi, si consideramos como conjunto de datos D = Z,
que representa el tipo de datos integer, entonces podemos trabajar con la clase de
estructuras, por ejemplo grupos, que se pueden construir con conjunto base D. En
principio, en esta clase no estdn incluidos los grupos finitos como Z/nZ. Sin embargo,
si que podemos modelar estos grupos finitos sobre D si permitimos definir relaciones de
equivalencia en D, que identifiquen de forma adecuada sus elementos.

107
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Por otro lado, podemos permitir que las operaciones de los modelos no estén definidas
sobre todos los elementos del dominio de datos D, es decir, admitimos parcialidad en
nuestros modelos. De este modo ampliamos las posibilidades de especificacion ya que,
en la practica, los programas raramente estan bien definidos para cada dato de entrada
sintacticamente correcto. En particular, en el campo de la Topologia Algebraica, muchas
de las estructuras que se manejan estan basadas en conjuntos graduados, y esto implica
que las operaciones so6lo estan definidas entre elementos del mismo grado. Mas adelante
estudiaremos los casos particulares de conjunto simplicial y complejo de cadenas.

Una vez tratado el modelado de las estructuras de datos de EAT, el siguiente paso
serd estudiar cémo tratar las relaciones entre esas estructuras. Por ejemplo, en EAT
se dispone de un operador que a partir de un conjunto simplicial construye el complejo
de cadenas asociado a ese conjunto simplicial. Debemos observar que este operador
corresponde a un funtor (aunque sélo nos interesa su definicién en el nivel de objetos)
entre la categoria de los conjuntos simpliciales y la categoria de los complejos de cadenas.
Este capitulo se dedica a la formalizacion de este tipo de relaciones entre estructuras de
datos.

Para dar una especificacion de los conjuntos simpliciales y de los complejos de cadenas
podemos utilizar la construccion imp desarrollada en los capitulos anteriores. Dada una
signatura pensada para especificar un determinado tipo de estructuras, la operacion
1tmp daba lugar a una signatura con un género oculto, que representaba a familias de
estructuras del tipo de partida. No obstante, para dotar a nuestro sistema de mayor
capacidad necesitamos incorporar las dos caracteristicas que hemos comentado, que
amplian la capacidad de especificacién de la teoria oculta, como son la introduccion
de clases de equivalencia y la parcialidad. Estas dos caracteristicas seran utilizadas en
la especificacion de los conjuntos simpliciales y los complejos de cadenas. Lo natural es
pensar que el modo de especificar el operador al que nos hemos referido entre conjuntos
simpliciales y complejos de cadenas, consistira en anadir una nueva operacién entre los
géneros destacados de las signaturas para estas estructuras. Habra que estudiar como
trasladar a nivel de las categorias tmp la construcciéon funtorial entre las estructuras de
partida.

Debemos destacar que nosotros no estamos defendiendo que los conjuntos simplicia-
les, los complejos de cadenas o el funtor entre ambos no puedan ser especificados de otras
formas, por ejemplo usando dlgebras totales o especificacién de orden superior (como las
presentadas en [11] o [3]). Cuando una estructura algebraica es lo suficientemente rica, la
definicién de una signatura para ella requiere de numerosas decisiones de disefio (ver en
[65] las muy diversas presentaciones que son posibles para la categoria de los conjuntos
simpliciales, por ejemplo). Sin embargo, el objetivo de este trabajo no es analizar las
diferentes alternativas para especificar estas estructuras de datos. Nuestro objetivo es
reflejar, de modo tan fiel como sea posible, las caracteristicas de un sistema de software
real que estd ofreciendo resultados muy satisfactorios como es EAT [81].

Aunque se han definido instituciones que tienen las caracteristicas que pretendemos
incorporar a nuestro sistema de especificacion, como pueden ser instituciones de algebras
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parciales, instituciones de algebras con igualdades e incluso instituciones que incluyen
ambas caracteristicas (ver, por ejemplo, [39, 96, 98]), preferimos situarnos en un marco
en el que nos resulte cémodo realizar nuestros propésitos de modelado sin preocuparnos
de estudiar si éste constituye una institucién o si la introduccién de un determinado
tipo de operadores tiene o no alguna repercusion en la relacion entre instituciones. Serd
preciso realizar un trabajo posterior para responder a estas cuestiones.

En el capitulo de preliminares definimos una especificacion como una pareja formada
por signatura y un subconjunto de sus ecuaciones (que suele interpretarse como un
conjunto de axiomas). Asignar significado a una especificacién requiere definir qué clase
de objeto matematico va a representar dicho significado, es decir, decidir qué denota una
especificacion. Cualquiera que sea la respuesta que elijamos tenemos que, como minimo,
una especificacion debe determinar el conjunto de operaciones del objeto a especificar,
es decir, debe contener al menos una signatura. A partir de esta signatura, en [86] se
indica que podemos elegir la semantica para una especificacion en al menos tres niveles:

e Lo que alli se denomina semdntica de presentacion, esto es, una especificacion
denota una signatura y un conjunto de axiomas para esta signatura. En este caso,
una especificaciéon es algo puramente sintactico.

e Semdantica de teorias en la que una especificacién esta formada por una signatura
y un conjunto de axiomas que forman una teoria. En este caso el significado de la
especificacion no es exclusivamente sintactico.

e Semdntica basada en modelos en la que una especificacion es una signatura junto
con una clase de algebras para esa signatura.

En nuestro caso, el objetivo tltimo de una especificacion es determinar una clase de
algebras, que es lo que nos permite modelar las estructuras sobre las que los programas
trabajan. De este modo estamos de acuerdo con lo expresado por Sannella y Tarlecki
en [86] y Reichel en [75], al considerar que la seméntica basada en modelos es la més
conveniente.

Entre las aproximaciones semanticas basadas en modelos de las especificaciones des-
tacamos: la laza (“loose semantics”), en la que la clase de modelos lo constituyen aquellas
algebras de la signatura que satisfacen los axiomas de la especificacién [63, 75]; la ini-
cial, en la que el modelo definido por la especificacién es el dlgebra inicial dentro de la
categoria de modelos que satisfacen los axiomas [36, 63]; la final, en la que el modelo
definido por la especificacion es el objeto final [99, 74]; la basada en modelos pura, en la

que la especificacion incorpora una clase de algebras cerrada por isomorfismos, esto es,
un TAD, un Tipo Abstracto de Datos [63, 75, 101, 36].

A partir de ahora, en lugar de dar la presentacién de una especificacién a través de
una signatura y de un conjunto de axiomas, nosotros usaremos directamente su signifi-
cado. El significado que adoptaremos para una especificacién serd el de una categoria
de modelos cerrada por isomorfismo, es decir, el de un TAD. La forma de senalar las
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algebras que integran la clase sera a través de restricciones semanticas. De este modo
dispondremos de méas herramientas matematicas que nos permitan modelizar de forma
mas comoda nuestras estructuras. Asi, nuestro enfoque va a ser basado exclusivamente
en modelos, como en [63] (Capitulo 2) o en [61], en lugar de un enfoque axiomatico,
continuando con el marco usado por V. Pascual en [72] para modelar las estructuras de
EAT. En lo que sigue, cuando hablemos de “especificacién”, lo que queremos decir es
una signatura junto con una clase de algebras para ella.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la Seccién 4.4 incorporaremos a
nuestro sistema de especificacion las dos caracteristicas comentadas en esta introduc-
cién, que permiten ampliar las posibilidades de especificacion cuando trabajamos con
dominios prefijados, como son la parcialidad y la posibilidad de establecer equivalencias
dentro del dominio de datos. Previamente dedicamos las dos proximas secciones a de-
finir una serie de conceptos béasicos que nos seran ttiles para llevar a cabo esta tarea.
En concreto en la Secciéon 4.2 introducimos las dlgebras parciales y en la Secciéon 4.3
las algebras con igualdad. En la Seccién 4.5 estudiaremos las repercusiones que la an-
terior ampliacién tiene en la operacién ¢mp. La ultima seccion del capitulo se dedica a
utilizar el tratamiento anterior para el modelado de un tipo especial de relaciones entre
estructuras presente en EAT.

4.2 Algebras parciales

Cuando se trata de especificar sistemas de programacion reales es frecuente encontrar
operadores que son parciales. Estos operadores no estan definidos para ciertos argu-
mentos, produciendo normalmente errores si se intentan utilizar sobre ellos. Se puede
especificar estos operadores a través de operaciones totales. Para ello es suficiente anadir
a cada conjunto soporte un elemento especial que represente un “valor error”. No obs-
tante, el anadir este elemento, ademaés de no ser una soluciéon natural, origina multitud
de problemas por el trato especial que debe darse al mismo (por ejemplo, dicho elemento
pasa a formar parte de los argumentos de las operaciones). Resulta mas natural permitir
que las operaciones de las algebras no tengan por qué estar definidas en todo su dominio,
es decir, permitir operaciones parciales.

El marco de la especificacion algebraica ecuacional que hemos presentado en el
capitulo de preliminares es el marco clasico de especificacion algebraica. A partir de
éste se han introducido una gran variedad de modificaciones para incrementar su poder
expresivo de modo que tengan en cuenta la variedad de caracteristicas de los sistemas
de software. No obstante, como es normal, a medida que se va enriqueciendo el marco
de especificacion la teoria se hace a su vez mas compleja y més dificil de entender.

En esta seccion estudiaremos una ampliacion de la especificacién algebraica ecua-
cional, para poder trabajar con parcialidad dentro de las algebras. Existen numerosos
trabajos que han desarrollado este tema. Nosotros hemos utilizado entre otros [20],
[14], [11] y [63]. A continuacién ofrecemos una serie de definiciones bésicas que pueden
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encontrarse en cualquiera de ellos.

Definicién 4.2.1 (Algebra parcial). Sea ¥ = (5, Q) una signatura. Un dlgebra parcial
A para 3 (o X-dlgebra parcial) es un par de familias A = ((As)ses, (wa, Def(wa))wea)-
Para cada género s € S, A, es un conjunto, y para cada operacién w € 2, de perfil
W: S1...8, — 8, wa es una funcién parcial, wq: Ag, X --- X Ay — As, con dominio de
definicién Def(w4). Como en el caso total, el conjunto A se llama soporte en A de
género s, y la funcién parcial w4 se llama interpretacion en A de la operacion w.

Una X-algebra parcial en el que todas sus operaciones sean totales es una >-adlgebra
total.

Ejemplo 4.2.2. Un ejemplo tipico que sirve para ilustrar la nocién de algebra parcial
viene dado a través del dlgebra de los niimeros naturales que contiene, ademas de la
operacién “siguiente”, la operacién “predecesor”:

signatura NAT
géneros nat
operaciones
0: — nat
sig: nat — nat
pred: nat — nat
finsig,

Un algebra parcial A para esta signatura viene dada por: el soporte A, = N, la
constante 04 = 0, la funcién total siga(n) = n+1, y la funcién parcial preds(n) = n—1,
con Def(preds) = N\ {0}. O

De la misma forma que se ha generalizado la nocion de dlgebra, es necesario modificar
la nocién de morfismo entre dlgebras, de manera que sea adecuada para establecer rela-
ciones entre algebras parciales. Existen en la literatura varias definiciones de morfismo
entre algebras parciales segin el distinto tratamiento que podemos dar a los elemen-
tos que no estan dentro del dominio de definicion de alguna operacién. Presentamos a
continuacion dos definiciones diferentes de morfismo que utilizaremos posteriormente.

Definicién 4.2.3 (Homomorfismo débil y fuerte). Sean ¥ = (5,2) una signatura
y A, B dos X-algebras parciales.

i) Un X-homomorfismo débil de A en B, f: A — B, es una familia de funciones
totales, (fs: As — By)ses, tal que para cada operacién w: s1...s, — s €
n > 0, la siguiente condicion es cierta:

si (ay,...,a,) € Def(wa), entonces (fs,(a1),..., fs,(a,)) € Def(wp) y en
este caso

fs(walar,...,an)) =wp(fs,(a1), ..., fs,(an)).
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ii) Un X-homomorfismo fuerte de A en B, f: A — B, es un Y-homomorfismo débil
con la siguiente caracteristica adicional:

si (a1,...,a,) ¢ Def(wa), entonces (fs,(a1),..., fs,(a,)) ¢ Def(wg).

Un homomorfismo débil es una familia de funciones totales entre los conjuntos so-
portes de dos algebras parciales, de manera que se dé la condicién de homomorfismo
para los elementos en el dominio de definiciéon de la primera algebra, sin preocuparse de
los elementos que no estén en dicho dominio de definiciéon. El homomorfismo fuerte es,
como su nombre sugiere, més exigente. Obliga a que los elementos no definidos de un
algebra queden asociados con elementos no definidos en la otra. De esta forma, da lugar
a un homomorfismo sobre algebras totales si asociamos todos los elementos sobre los que
no se tiene definicién con un elemento destacado, por ejemplo, un elemento “error”.

Ejemplo 4.2.4. Para ilustrar los conceptos anteriores definimos dos dlgebras parciales
B y C para la signatura NAT.

1. La NAT-algebra B estd definida por el soporte para el género nat B, = Z, y las
funciones totales para las operaciones 0p = 0, sigg(n) =n+1y predg(n) =n—1,
para todo n € B,,4;.

2. La NAT-algebra C' viene dada por el mismo soporte para el género nat y la misma
constante para 0 que B y las funciones parciales sige(n) = n + 1, con dominio de
definicion Def(sige) = {n € Cpat | n > 0}, y predc(n) = n — 1, con dominio de
definicién Def(sigc) = {n € Cpat | n > 0}.

Los morfismos de signaturas inclusién A — B y A <— C que vienen inducidos por la
funcién inclusién de N en Z (donde A es la NAT-algebra definida en el ejemplo anterior)
constituyen respectivamente un homomorfismo de signaturas débil que no es fuerte de
A en B,y un homomorfismo de signaturas fuerte de A en C. U

Para una signatura X, las X-dlgebras parciales junto con los Y-homomorfismos
débiles (fuertes, respectivamente) definen una categoria que denotaremos por PAlg(X)
(PrAlg(Y), respectivamente).

Dada una signatura X, la categoria de dlgebras (totales), Alg(X), y las dos categorias
anteriores estan relacionadas de modo que Alg(X) es una subcategoria no plena de

P;Alg(X), vy ésta a su vez es una subcategoria no plena pero con los mismos objetos de
PAlg(Y).

Un Y-homomorfismo débil es un isomorfismo si las funciones que lo forman son
biyectivas y las inversas de éstas forman un >-homomorfismo débil. Un 3-homomorfismo
fuerte es un isomorfismo si es biyectivo.

Debemos observar que la nocion de TAD como subcategoria de algebras cerrada por
isomorfismo depende de la nocién de morfismo que se considere dentro de la categoria
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de algebras para una signatura, fundamentalmente porque puede variar la nociéon de
isomorfismo que se tenga para ella. Esto ocurre por ejemplo con PAlg(X) y PrAlg(Y).

Definimos a continuacion los conceptos de relacién de congruencia y de algebra co-
ciente en el contexto parcial. Estos se basan en el concepto de relacion de equivalencia
parcial que hemos extraido de [76].

Definicién 4.2.5 (Relacién de equivalencia parcial). Sean A un conjunto y R una
relacién en A. Se dice que R es una relacion de equivalencia parcial si es simétrica y
transitiva.

Una relacion de equivalencia parcial R en un conjunto A es en realidad una relacion
de equivalencia (total) en un subconjunto de A (el formado por aquéllos elementos que
aparecen en algin par de R).

La definicién de relacién de congruencia parcial en un algebra parcial es la adaptacion
al caso parcial de la definicion de congruencia habitual en algebras totales. Como en
ese caso, una relacién de congruencia parcial en un algebra parcial permite definir un
algebra cociente (parcial). Estas definiciones pueden encontrarse por ejemplo en [20] o
en [14].

Definicién 4.2.6 (Relacién de congruencia parcial). Sean ¥ = (.5, 2) una signatura
y A una X-algebra parcial. Una relacion de congruencia parcial en un dlgebra parcial
A es una familia @ = (Q;)ses de relaciones de equivalencia parciales, Q5 en Ay, s € S,
tal que para cada operaciéon w: sy...s, — s € ), n > 0, se verifica que si a; Qs, b; con
ai,bi € A;;, 1 <i<n,y(ay,...,a,), (by,...,b,) € Def(wa), entonces wy(ay, ..., a,) Qs
wA(bl, ce ,bn)

Dada una relacion de congruencia parcial () en una >-algebra parcial A, con
Y = (5,9Q), se llama dominio de @ a la familia de conjuntos {{a € A, | a Q, a}}ses.
Si el dominio de una relacién parcial en un algebra coincide con los conjuntos soporte
del algebra en cada género, entonces la familia de relaciones de equivalencia parcia-
les verifican la propiedad reflexiva por lo que son relaciones de equivalencia (totales).
En este caso llamaremos a la relacién de congruencia parcial sobre un algebra parcial,
simplemente relacién de congruencia (total) sobre un &lgebra parcial.

Definicién 4.2.7 (Algebra parcial cociente). Sean una signatura ¥ = (5,9), una
Y-dlgebra parcial A y una relacién de congruencia parcial ) en A. El dlgebra parcial
cociente de A por @ es la ¥-dlgebra parcial A/ definida por:

e para cada género s € S, (A/g)s = {[a]o, | a Qs a},

e para cada operacion w: sp...s, — s € Q, n > 0, Def(way,) =
{(alqy,s-- -5 lanlq.,) € (A/Q)s X -+ x (A/Q)s, | existex; € [ailq,,, i =
L,...,n, tal que (x1,...,2,) € Def(wa)}; vy para cada ([ai]q.,--,[tn]q.,) €
Def(wasg),

WA/Q([CLI]QSN SRR [an]an) - [WA(xh o ;an)]QS,

con ¥; € [aj]q,,, i=1,...,n, tal que (z1,...,2,) € Def(wa).
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4.3 Algebras con igualdad

En esta seccién trataremos la segunda de las caracteristicas que nos permitirdan ampliar
la capacidad expresiva de nuestro sistema de especificacion: la posibilidad de establecer
identificaciones dentro de un conjunto de datos.

La definicién fundamental es la de signatura con igualdad. A partir de una signatura,
podemos definir una nueva signatura, si incorporamos a la misma un predicado binario
por cada uno de sus géneros.

Definicién 4.3.1 (Signatura con igualdad). Sea ¥ = (5,(2) una signatura. La
signatura con igualdad que se obtiene a partir de 3, que denotamos por 31 = (S, Q¢),
se obtiene enriqueciendo Y con el género bool y con una operacion binaria eq®: s s — bool
por cada género s € S. Es decir, S = S U {bool} y Q1 = QU {eq®}ses.

Para evitar confusién con los nombres, utilizaremos el renombrado de las operaciones
de €2 en el caso en que el nombre de alguna de ellas coincida con el de las nuevas
operaciones que se incorporan a 2.

Ejemplo 4.3.2. Si retomamos la signatura de grupo GRP, que tiene un tnico género {g}
y tres operaciones {prd: g ¢ — g,inv: g — g,unt: — g}, entonces la signatura GRP?
estd formada por los géneros {g,bool} y las operaciones {prd: g g — g, inv: g — g,
unt: — g, eq?: g g — bool}. O

La presencia de predicados en las signaturas esta ampliamente desarrollada en la
literatura, usando variantes de la l6gica de predicados [87, 39] para la construccién de
las sentencias y la relacion de satisfacibilidad. Un hecho especialmente importante para
este tipo de signaturas es que el llamado Lenguaje de Especificacion Algebraica Comain
CASL [98] soporta también predicados dentro de una légica de primer orden parcial [20].

Debemos hacer notar que habitualmente se prefiere presentar estos predicados reuni-
dos en un tercer conjunto que se desglosa en las signaturas acompanando a los conjuntos
de géneros y operaciones. De este modo no es necesario representar estos predicados co-
mo operaciones con género resultado bool, sino que es suficiente con atribuir a cada uno
de ellos los géneros que correspondan a sus argumentos. Entonces, la interpretacion de
un predicado de una signatura >°? en un algebra no sera una funcién, sino una relacién
dentro del soporte correspondiente. Esta relacion representara las tuplas de elementos
en los que el predicado es verdad.

En [39] se usa una légica de primer orden con igualdad, en la que se introduce en
cada signatura una relacion de igualdad por cada género de la misma. Estas signaturas
estan muy proximas a la nuestras. No obstante, se exige que los modelos para estas
signaturas tengan como interpretacion de estas relaciones igualdades literales sobre los
soportes.

La diferencia fundamental con respecto a nuestras signaturas con igualdad es que
las operaciones eq que se anaden representan test booleanos (posiblemente parciales y
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distintos de las igualdades literales). Estos operadores booleanos fueron implementados
como componentes de las estructuras en EAT (ver [81]). Por ello pensamos que es ne-
cesario darles la misma interpretacion sintactica que al resto de los operadores. Estas
operaciones nos permiten identificar elementos que se consideren “iguales” dentro de los
soportes. Tras esta identificacion, se obtiene el soporte para la estructura que preten-
demos modelar. De esta forma su cometido seméntico esta claro. Las algebras para
una signatura con igualdad deben verificar que las funciones (posiblemente parciales)
correspondientes a las igualdades deben constituir relaciones de congruencia (parciales)
que permitan definir un algebra cociente (parcial) a partir de ellas. Esta dlgebra debe
entonces representar a la estructura que pretendemos modelar. Observamos que a partir
de un dominio de datos fijado podemos obtener diversos conjuntos de datos dependiendo
de las identificaciones.

En muchas ocasiones al trabajar con parcialidad se suele distinguir en las signaturas
dos conjuntos de operaciones, uno para las operaciones totales y otro para las parciales
[20, 98]. Nosotros trabajaremos con signaturas parciales con igualdad. No obstante,
preferimos no realizar este tipo de separaciones a nivel sintdctico (entre operaciones
totales y parciales, o entre predicados y operaciones) de modo que no complicamos la
notacion, ya que para nuestro estudio tales distinciones no resultan beneficiosas.

Definimos a continuacion el concepto de dlgebra parcial con igualdad. Abordamos
directamente el caso de algebras parciales, ya que es éste el que necesitaremos, que
supone una extension del caso total.

Definicién 4.3.3 (Algebra parcial con igualdad). Sea ¥ = (5,(2) una signatura,
y 2 = (5%, Q) la correspondiente signatura con igualdad. Un dlgebra parcial con
igualdad para 31 (o X°-dlgebra parcial con igualdad) es una Y°-algebra parcial A =
<(AS)SESEQ7 (wAa Def(wA))wEQe‘1> tal que:

o Ay := {true, false} y eqon €s la igualdad literal;

e para cada género s € S, la funcién parcial eq’: As x Ay — {true, false} determina
una relacion de equivalencia parcial en Ag;

e la familia de relaciones eq4 = {€q% }seses €s una relacién de congruencia parcial en
A.

Si 3¢ = (5%, Q%) es la signatura asociada a ¥ = (5,Q) y A es una X°%-dlgebra par-
cial con igualdad, podemos considerar la ¥¢-dlgebra parcial cociente A/.,,. Debemos
observar entonces que las funciones parciales que interpretan a las operaciones eq son
ahora en esta algebra cociente igualdades literales parciales que no nos aportan informa-
cién. Si prescindimos ahora de estas funciones obtenemos un algebra para la signatura
inicial >, que denotaremos por A.

La definicién de homomorfismo de algebras parciales con igualdad no varia con res-
pecto a la de homomorfismo de dlgebras parciales. De esta forma, dada una signatura
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2% con igualdad obtenemos dos categorias de algebras parciales con igualdad, que de-
notaremos PAlg(X°?) y PpAlg(¥X°?), subcategorias plenas de PAlg(X°?) y PrAlg(Xe?)
respectivamente, dependiendo de si utilizamos homomorfismos débiles o fuertes.

Aunque como hemos comentado no es nuestro objetivo analizar si el marco en el
que nos situamos constituye o no una institucion, la siguiente definicién de morfismo de
signaturas con igualdad invita a pensar en una institucién en la que a las signaturas y
algebras con igualdad les acompane algin tipo de ecuacién parcial. Entonces, la relacion
de satisfacibilidad se definird de modo que un algebra parcial con igualdad verifica una
ecuacion si el dlgebra cociente que se origina satisface, segin la légica parcial, dicha
ecuacion parcial.

Definicién 4.3.4 (Morfismo de signaturas con igualdad). Sea p: ¥ — ¥/ un
morfismo de signaturas, entre dos signaturas 3 = (S,2) y X' = (5, ), que estd definido
por la pareja de aplicaciones u = (ug: S — 5, po: Q — Q). El morfismo de signaturas
con igualdad que se obtiene a partir de p, que denotamos por p: ¥4 — /¢, entre las
signaturas X7 = (5, Q) y X% = (5",()*?), es el morfismo de signaturas dado por
la pareja de aplicaciones p® = (ug': S — S, pugl: Q9 — 7)) que se definen por:
pe(s) == ps(s), para todo s € S, y ug(bool) := bool; y pg(w) = pg(w), para todo
w € Q, v ug(eq®) == eq's'®, para todo s € S.

A partir de la categoria SIG¢ formada por las signaturas y morfismos de signatu-
ras podemos definir una categoria SIGE formada por las signaturas y morfismos de
signaturas que se obtienen a partir de los de STG¢ por la construccién anterior.

4.4 Incorporacién de la parcialidad y de operaciones
de igualdad

En esta seccién ampliaremos la capacidad expresiva de los formalismos a la hora de
realizar especificaciones. Para ello cambiaremos el marco de la especificacién algebraica
ecuacional por otro mas complicado, pero que nos permitird modelar estructuras tam-
bién mas complejas. En particular, vamos a incluir las dos nuevas caracteristicas que
hemos comentado previamente en nuestras signaturas y modelos. Por un lado, permi-
tiremos parcialidad para las funciones en nuestros modelos. Esto nos obliga a trabajar
con algebras y homomorfismos parciales. Por otro lado, incluiremos en nuestras signa-
turas una operaciéon de igualdad por cada género de las mismas. Esta operaciéon nos
permitira definir identificaciones sobre los dominios de datos. De esta forma, como he-
mos comentado, a pesar de continuar trabajando sobre dominios de datos prefijados,
podremos recoger distintos dominios de datos, bien porque establezcamos un cociente
en este conjunto de datos o bien porque, a través de la parcialidad, trabajemos sobre
subconjuntos de los mismos.

El punto de partida es una categoria 7, o mas bien una clase de objetos, que pre-
tendemos modelar (la clase de los grupos, la clase de los conjuntos simpliciales, etc.).
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Entonces, como es habitual, es necesario determinar una signatura > con el objetivo de
obtener Y-algebras que representen (en algin sentido) los objetos de 7. Sin embargo,
repetimos que no es posible pensar en representar cualquier objeto de 7 (cualquier gru-
po, por ejemplo), tanto desde el punto de la computabilidad (normalmente 7 es una
clase no numerable), como desde un punto de vista practico (es muy ttil, como se ha
comentado previamente, identificar los conjuntos soporte de los géneros base con un tipo
del lenguaje de programacion utilizado). Por ello, dada una signatura ¥ = (S, ) consi-
deraremos fijado un dominio de datos D = {D,}scs para ella. De este modo trataremos
de representar los objetos de 7 que se pueden construir “sobre” estos datos prefijados.
La novedad es que no nos restringiremos a las algebras para esta signatura que tengan
como dominio de datos a D; sino a aquellas que se sustenten en D.

Asi, a partir de la signatura ¥ con dominio de datos D = {D,}scs construimos la
signatura con igualdad 3. El dominio de datos que se fija para X es el dominio
de datos que se tiene para 3 junto con el conjunto Dy, = {true, false}. Este nuevo
dominio de datos lo seguiremos denotando D (podemos suponer que en la signatura X
no tenemos un género llamado bool con dominio de datos distinto de los booleanos; si
asi ocurriese bastaria con renombrar este género).

Ademas, para cada operacién w: sy...s, — s de Q% n > 0, prefijamos también
un conjunto dom,, C Dy, X --- X Dy , que se llama dominio de definicion para w. El
conjunto de dominios de definicién para las operaciones de una signatura %7 = (S, Q°?)
se llama dominio de definicion para X y lo denotamos por dom™", es decir, dom™" =
{dom,},ecqea. Denotaremos también este conjunto por dom* o bien simplemente por
dom si no hay lugar a confusion.

Como resulta natural suponer, el dominio de definicién de una signatura va a deter-
minar los dominios de las funciones parciales para sus algebras. La necesidad de fijar
estos dominios de definicion viene motivada también por lo que ocurre en el nivel de las
implementaciones. Cuando se trabaja en este nivel, para cada operacion de la signatura
sélo se tiene un c6digo (que implementa esta operacién) y un dominio de datos sobre el
que el codigo es sintacticamente correcto; pero no se tiene el dominio real de definicién,
como ocurre al trabajar con funciones (una funcién parcial tiene, segiin su propia de-
finicién, incorporado un dominio de definicién). Sin embargo, un mismo cédigo puede
tener distintos dominios de definicion, por lo que en este caso se hace necesario fijar
uno de ellos. Como veremos algo mas adelante para trabajar en el nivel algebraico no es
estrictamente necesario fijar estos dominios de definicién. En un algebra, cada operacién
viene acompanada de su dominio de definiciéon por lo que estd perfectamente definida.
No obstante, preferimos comenzar el estudio aproximandonos lo méas posible al modelo
usado en EAT para la implementacién de algunos tipos de estructuras matemaéticas y
para ello utilizaremos ejemplos directamente obtenidos de dicho programa, tal y como
se hizo en [28].

Llegado este punto, tenemos que dada una signatura >/ con domino de datos D y
dominio de definicién dom asociados, la categorfa ambiente en la que trabajaremos es la
categoria P AlgPdm(3¢) de X¢-4lgebras parciales con igualdad con conjuntos soportes
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D y dominios de definicién dom. Es decir, dada una signatura 3¢ = (S, Q) una
Ye-glgebra A de PfllgD’dom(Zeq) verifica que A, = D, para cada género s € S, en
particular Ay, = {true, false}, y para cada operaciéon w: sy...s, — s € Q% n > 0,
w4 es una funcién parcial con dominio de definicién Def(wa) = dom,,. Ademas, las
relaciones que se obtienen de las funciones parciales que se asocian a las operaciones de
igualdad determinan una relacion de congruencia parcial.

Los morfismos de la categorfa PAlgP®™ () son los Y¢-homomorfismos débiles
identidad. Nuevamente, los géneros de esta signatura representardan los géneros visibles
de un algebra oculta. Es por ello por lo que las tnicas relaciones entre los conjuntos
soportes de estas dlgebras que vamos a permitir son las identidades. Una mejor notaciéon
para este tipo de categorias discretas es posiblemente Pfllgad"m’{}(Eeq), siguiendo la
notacién utilizada en [72], de modo que se hace referencia visual explicita a que estamos
trabajando con una categoria discreta. Nosotros preferimos no utilizar los simbolos {}
por no recargar demasiado la notacién, insistiendo, cuando sea preciso, que estamos
trabajando con una categoria sin morfismos distintos de las identidades.

En general, no nos van a interesar todas las dlgebras de la categorfa P AlgP dom (yeq),
sino un subcategoria C que defina un TAD, esto es, que sea cerrada por isomorfis-
mo. En realidad, como los tinicos morfismos que tenemos son las identidades, cualquier
subcategoria verifica esta condicién. Como hemos indicado, en lugar de utilizar un
enfoque axiomatico, para determinar dichas dlgebras utilizaremos una serie de restric-
ciones semanticas, que permitan definir la subcategoria C. Asi, una primera restriccién
semantica es que las algebras de la categoria verifiquen que las funciones que interpretan
las igualdades constituyan una relaciéon de congruencia. FEn general, deberemos exigir
que el algebra cociente que se define a través de dicha congruencia sea un objeto de 7,
que es la clase que inicialmente pretendemos representar.

De esta forma, en lugar de buscar, como haciamos en los capitulos previos, 2-dlgebras
totales que representen a los elementos de la clase de objetos 7 que se pueden construir
sobre un dominio de datos prefijado, utilizaremos »¢¢-algebras parciales con igualdad
A (eso si con un dominio de datos prefijado D y un dominio de definicién para sus
operaciones también prefijado dom), de modo que el dlgebra parcial cociente A que se
obtiene a partir de la relacién de congruencia parcial definida por las funciones parciales
correspondientes a las operaciones de igualdad, represente a un objeto de 7.

Debemos observar que la categoria C que obtenemos supone una generalizacién res-
pecto a la que definimos en los capitulos previos. Para ello simplemente debemos con-
siderar todas las operaciones totales y las operaciones de igualdad como las igualdades
literales en el dominio de datos.

4.4.1 Ejemplos

En esta seccién aplicaremos la técnica que hemos desarrollado anteriormente para el
modelado de estructuras concretas. En particular especificaremos los grupos finitos
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Z/nZ, los conjuntos simpliciales que pueden construirse sobre un conjunto graduado X
de simplices geométricos y los complejos de cadenas que pueden construirse sobre un
conjunto graduado X de generadores.

4.4.1.1 Grupos sobre Z

Si tratamos de especificar la familia de grupos finitos Z/nZ con n > 1 no podemos utilizar
la técnica que hemos definido en los capitulos anteriores dentro de la especificacién
algebraica ecuacional con dominio de datos prefijado. El motivo es que cada grupo de la
familia esta definido sobre un conjunto de elementos distinto. No obstante, todos esos
conjuntos de datos presentan la propiedad de que se pueden definir sobre un soporte
comun D = Z. Para conseguir cada conjunto particular en cada grupo es suficiente con
establecer relaciones de equivalencia en el mismo. Este soporte base esté representado
en el nivel de implementacion por el tipo de datos integer.

Realizaremos a continuacion la especificaciéon de los grupos que se pueden definir
estableciendo identificaciones dentro del conjunto de los niimeros enteros. Estos grupos
integran una subcategoria plena de la categoria de los grupos, que denotamos por Zgrp,,
y engloban a los grupos finitos Z/nZ con n > 1.

La signatura que nos sirve como base sintactica es GRP“?. Recordamos que esta
signatura tiene como conjunto de géneros {g,bool} y como conjunto de operaciones
{prd: g g — g,inv: g — g,unt: — g,eq?: g g — bool}.

El dominio de datos que fijamos para los géneros es D, = Z y Dyoo = {true, false}.
En este ejemplo el dominio de definicion dom para las operaciones consiste en considerar
todas ellas totales. Trabajamos entonces con la categoria de dlgebras (totales) con
igualdad AlgP(GRP®?).

Entonces, nos restringimos a la subcategorfa CE%% de AlgP (GRP®?) tal que cada
GRP®Y-3lgebra A objeto de CFR*"% verifica que:

e la funcién eq’: Z x Z — {true, false} junto con la igualdad literal en el género
bool determinan una relacién de congruencia en A,

e la GRP-dlgebra cociente A que se obtienen por la relacion de congruencia anterior
a partir de A verifica que, para cada [al, [b], [c] € A4,
- prdg([a], prdz([b], [c])) = prdz(prd([a], [b]), [c]),
- prdg([a),unt ;) = prdz(unt 4, [a]) = [a],
- prd(la), invs([a))) = prd s(invs([a]), [a]) = unt ;.
Es decir, A es un grupo.
De este modo, cualquier grupo finito o numerable puede ser modelado sobre C&%Fz

(y esto cubre cualquier grupo interesante tratable desde el punto de vista del Célculo
Simbélico).
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4.4.1.2 Conjuntos simpliciales

Un conjunto simplicial K es un conjunto graduado indexado por los enteros no negativos,
K = {K"},en, junto con dos familias de funciones

S0 K" — K"l paran>0ei=0,...,n

st Kt — K™ paran>0ei=0,...,n

que satisfacen las siguientes igualdades:

opton = arler sioi<j,
iy = pty st i<,
oty = myTlop sioi<y,
5;‘“77;? = identidad = 5?;:1177%
oty = i ter, st i+ 1

A los elementos de K™ se les denomina simplices de dimension n o n-simplices de K.
A las funciones ! se les denomina operadores cara (un n-simplice tiene n + 1 caras que
son simplices de dimensién n—1) y a las n* operadores degeneracion. Un simplice que se
encuentra en la imagen de un operador degeneracion se denomina simplice degenerado
y, en otro caso, simplice geométrico o no degenerado.

Si K y L son conjuntos simpliciales, un morfismo f: K — L entre ellos es una familia
de aplicaciones, f = {f™: K™ — L"},¢n, entre los conjuntos correspondientes al mismo
grado que conmutan con los operadores cara y degeneracién.

Los conjuntos simpliciales junto con los morfismos entre ellos forman una categoria
que denominamos categoria de conjuntos simpliciales y que denotamos por Zgg.

Referencias en las que podemos encontrar las definiciones anteriores, asi como un
estudio més detallado de los conjuntos simpliciales son los libros [65], [64].

Nuestro objetivo es modelar la clase de objetos de 7gg y para ello, vamos a definir un
TAD que la aproxime. En [57] aparece tratado este ejemplo, y en [72] se desarrolla con
detalle. En ambos casos se trabaja con algebras parciales; ahora aprovechamos ademas
la posibilidad de definir cocientes en el dominio de datos.

Una propiedad que presentan los simplices de un conjunto simplicial y que juega un
papel importante en el modo en el que se representan en el sistema EAT es la siguiente.

Propiedad 4.4.1. Cualquier simplice de un conjunto simplicial puede expresarse de
forma tnica como una sucesion de degeneraciones de un simplice no degenerado; es
decir, cada n-simplice x admite una expresion de la forma x = 77;;’1 . .77?1”“2 donde
kE>0,j1 < <jry zesun (n— k)-simplice no degenerado. Si k = 0 entonces x es
un n-simplice no degenerado.
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Debido a la propiedad anterior, es habitual, al trabajar con conjuntos simpliciales,
partir de un conjunto graduado K = {K"},en que no contenga a todos los simplices,
sino solamente a los simplices geométricos.

Llamaremos simplice abstracto a la representacion de un simplice mediante un par for-
mado por una secuencia de degeneraciones aplicables consecutivamente y por un simplice
no degenerado. La propiedad anterior nos dice que todo simplice posee representacion
como simplice abstracto. En la practica, para representar la secuencia de degeneracio-
nes de un simplice abstracto es suficiente con tener una lista de niimeros que contengan
los subindices de dichas degeneraciones junto con el simplice no degenerado, ya que el
superindice de las mismas viene determinado por la dimension de este simplice. Por lo
tanto, podemos representar un simplice abstracto por un par formado por una lista de
enteros no negativos estrictamente decreciente y por un simplice geométrico. La repre-
sentacion de los simplices geométricos tendra la lista vacia como lista de degeneraciones.

Entonces, si partimos del conjunto de simplices geométricos, tenemos un modo de re-
presentacion comun, un patrén para representar los simplices como simplices abstractos.
Por lo tanto, los conjuntos simpliciales son buenos candidatos a ser modelados mediante
nuestra técnica de especificacién. Nos apoyaremos en este patron para elegir un dominio
de datos para sus elementos.

La signatura % que definimos a continuacion nos va a permitir especificar los con-
juntos simpliciales.

signatura >°°
géneros nat, gsm, asm
operaciones
face: nat nat asm — asm
dgn: nat nat asm — asm
finsig

El género nat representa al conjunto de los nimeros naturales N, gsm a los simplices
geométricos y asm a los simplices del conjunto simplicial. Las operaciones face y dgn
corresponden a los operadores cara y degeneracién en el conjunto simplicial, respectiva-
mente.

En este momento son necesarios una serie de comentarios respecto a la signatura
anterior. FExiste una diferencia fundamental entre el ejemplo de grupo y el ejemplo
de complejo simplicial. El primero estd compuesto por un unico conjunto y por una
serie de operaciones sobre este conjunto. Dicho ejemplo se adapta perfectamente a la
especificacion algebraica clasica. Sin embargo, un conjunto simplicial esta formado por
un numero infinito de conjuntos y por un nimero también infinito de aplicaciones entre
estos conjuntos. Una primera forma de abordar este segundo ejemplo, puede ser el
considerar una signatura con un nimero infinito de géneros y de operaciones totales que
representen a cada uno de estos conjuntos y aplicaciones. No obstante, si pensamos
en una posible implementacién directa de una tal signatura, con una funciéon por cada
operacién, obtendriamos tuplas infinitas de funciones.
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Una segunda opcién es considerar la signatura que hemos definido. En ella tenemos
un unico género que recoge a todos los simplices geométricos en un solo conjunto. Desde
un punto de vista matematico, esto significa que estamos mas bien representado la unién
disjunta de todos los simplices geométricos | |, K™ en lugar del conjunto graduado
{K"},en. Esto exige poder determinar qué elemento pertenece a qué conjunto dentro
del conjunto graduado. Para ello, podemos representar, por ejemplo, los elementos
de | |,cny K™, a través de parejas (n,z) conn € Ny x € K". En EAT los simplices
geométricos no tienen esta representacion, fundamentalmente por razones de eficiencia.
Se realizan muchisimas operaciones sobre estos simplices geométricos y por ello se ha
preferido una representacién de los mismos mas simple a través de un unico elemento x
que establezca el valor del mismo, sin tener una informacion explicita del grado al cual
pertenece este elemento. Esta decisién implica que el usuario, y también el programa,
debe conocer en cada momento cudl es el grado de un elemento. Esto lo podemos
representar a través de una funciéon con codominio los naturales, dim: K — N, que
permita extraer la dimensién de cada simplice geométrico. La representacién del resto de
los simplices se realiza a través de su correspondiente expresiéon como simplice abstracto
segun la propiedad anterior. Asi, el género gsm sin operaciones se utiliza como género
auxiliar para poder definir el soporte del género asm. Este género en principio no es
necesario para modelar un conjunto simplicial, pero a través de él ponemos de manifiesto,
como hace EAT, la distincién entre simplices geométricos y simplices degenerados.

Ahora, gracias a la presencia de parcialidad, podemos recoger en dos unicas operacio-
nes, facey dgn, a todos los operadores cara y degeneracion. Estas operaciones contienen
como argumentos el indice y la dimension de la cara o degeneracion a calcular, asi como
un simplice. La idea es que solamente estaran definidas sobre aquellos simplices cuya
dimensién coincida con la dimension de la operaciéon y el indice de la misma esté entre
los permitidos.

Si retomamos nuestra técnica de especificacion tenemos que no vamos a poder re-
presentar todos los conjuntos simpliciales. Unicamente aquéllos que se puedan construir
sobre un conjunto de simplices geométricos prefijados U,cnK™, utilizando equivalencias
o parcialidad en ellos, van a poder ser modelados.

Consideramos entonces fijado el siguiente dominio de datos D*° para la signatura
anterior:

S8 :N
)

nat °

D = UnENKna

gsm

Dz = {{(Jk,---,j1),a) | ImeNtalqueae K" keN, j;, e N Vi=1,...,ky

asm

0<ji<--<je<n+k—1}

Ademds, asociado al conjunto de datos Dy, debe existir una operacion
SS y
gsm L& dimen-

dimgs,: Dy, — N que permita determinar dado un elemento a € D
sion o grado de a, es decir, el conjunto K™ tal que a € K™. Esta operacion induce
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otra dim?:% : D3 ~— N que permite determinar la dimensiéon de un simplice abstrac-
to. Esta aplicacion, se define de la siguiente manera: para cada simplice abstracto
= ((jr,---J1),a) € Digpy dimys, () == n + k, si dim3;, (a) = n. Denotaremos de la

misma forma estas dos operaciones cuando no exista riesgo de confusion.

El conjunto de datos D33 = corresponde con la representacién en EAT para los
simplices geométricos y depende del conjunto Dy, . En realidad, este ultimo sera el
unico conjunto de datos que variaremos de una categoria de algebras a otra. Es maés,
el conjunto D7 podemos obtenerlo como modelo inicial para la categoria de algebras
asociada a una signatura auxiliar. Esta signatura esta formada por las operaciones cons-
tantes para los géneros nat y gsm, una por cada elemento del dominio de datos en estos
géneros, junto con la operacion dgn: nat nat asm — asm y una operacion de coercién
convert-n-d-gsm: gsm — asm (presente en EAT, ver [81], pagina 41) que transforma
un simplice geométrico en el correspondiente simplice abstracto no degenerado (debemos
exigir a las dlgebras de la categoria que las operaciones anteriores respeten la dimension
de los elementos y que verifiquen la propiedad que permite intercambiar dos operaciones
degeneracién cuando éstas actian seguidas). Las operaciones de coercién jugardn un
papel destacado en el préximo capitulo.

Construimos entonces la signatura con igualdad »*9¢? a partir de X*°. Esta signatura
es:

signatura >°%
géneros nat, gsm, asm, bool
operaciones
face: nat nat asm — asm
dgn: nat nat asm — asm
eq" : nat nat — bool
eq?"™: gsm gsm — bool
eq®™: asm asm — bool
finsig

Esta signatura contiene tres operaciones de igualdad, una por cada género de >°°.
Mientras que la operacion de igualdad sobre los naturales es una operacién total (en reali-
dad exigiremos que sea la igualdad literal), las igualdades sobre los simplices geométricos
y simplices abstractos seran operaciones parciales: inicamente interesa comparar dos ele-
mentos si tienen la misma dimensién. Entonces, podemos prefijar el siguiente dominio
de definicion dom®® para las operaciones de la signatura, apoyandonos en las operaciones
de dimension:

- dom%,., ={(i,n,x) e NxNx D |0<i<n, n>0, dim**(x) =n},

face

-~ dom, ={(i,n,z) ENXNx D33 [0<i<n, n>0, dm*(z)=n},

- domZgm = {(a,b) € D, x D3, | dim®*(a) = dim*>(b)},

gsm

* dongasm

={(z,y) € D, x D3 | dim®*(x) = dim*(y)},

asm asm
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- la operacién eg™ es total.

De esta forma tenemos determinado el ambiente en el que situamos nuestras algebras
que es PAZgDSS’d"mSS(ZSS’eq). No obstante, no nos interesan todas las »%°-dlgebras de
PfllgDss’d"mss(Ess’eq) s6lo nos quedaremos con aquéllas que verifiquen que las opera-
ciones de igualdad constituyan una relacién de congruencia parcial particular (que sea
coherente con el dominio de datos que hemos elegido para representar a los simplices
geométricos) y que el dlgebra parcial cociente que se obtiene a partir de esta congruen-
cia sea una conjunto simplicial. Es decir, nos restringiremos a una subcategoria C** de
PfllgDss’d"mss(Ess’eq) tal que cada A objeto de C** verifica las siguientes condiciones:

- La funcién parcial eq%™: D35 x D35~ — {true, false}, se define de modo na-

tural a partir de la relaciéon de equivalencia parcial definida para los simplices
geométricos, es decir, para cada (((jx,---,J1),a); ((lp,---,11),0)) € domZasm, te-
nemos que eq%™ (((Jrs -+, J1),a), ((lp, ..., 1), b)) = true si y solamente si k = p,

Ji=LYi=1,... kye¢"(a,b) = true.
- La funcién eq4*: N x N — {true, false} define la igualdad literal en N, es decir,
no identifica parejas de naturales no iguales.

Ademds, debemos exigir que la Y%5-4lgebra parcial cociente A que se obtiene a partir
de la relacién de congruencia parcial anterior verifique las igualdades exigidas a los
conjuntos simpliciales. Si tenemos en cuenta que la dimensién de un elemento coincide
con la de toda su clase de equivalencia, estas igualdades pueden describirse del siguiente
modo:

- para cada [z] € Ay con dim®**(z) =ny cadapari,j € Ntal quei,j <nei<j,
se tiene que

facei(i,n — 1, face ;(j,n, [x])) = face;(j — 1,n — 1, face;(i,n, [x]))

- para cada [z] € Ay con dim®*(z) =ny cada pari,j € Ntal quei,j <nei<j,
se tiene que

dgn;i(i,n +1,dgn;(j,n,[z])) = dgnz(j + 1,n 4+ 1,dgn ;(i,n, [z]))

- para cada [x] € Aygn con dim®**(z) =ny cadapari,j € Ntal quei,j <nei<j,
se tiene que

face;(i,n+ 1,dgn ;(j,n, [z])) = dgn;(j — 1,n — 1, face ;(i,n, [z]))
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- para cada [z] € Aggm con dim®*(z) =n y cada j € N tal que j < n, se tiene que

face;(g,n+1,dgn;(j,n, [2])) = face;(5 + Ln+ 1, dgn;(j, n, [])) = [7]

. para cada [z] € Aggm con dim*(z) = n y cada par i,j € Ntal que i < n+1e
1> 7 + 1, se tiene que

facei(i,n+1,dgn;(j,n,[x])) = dgn;(j,n — 1, face;(i — 1,n,[z])).

Las anteriores igualdades llevan implicita la condicion de que las operaciones face,
y dgn 4 sean compatibles con la operacién dimensién, es decir:

Ss

- para cada (i,n, ) € domy;,., dim*(facea(i,n,z)) =n —1,

- para cada (i,n,z) € domy;,, dim**(dgna(i,n,z)) =n+ 1.

Por 1ltimo, para ser coherentes con la representacién que hemos elegido para los
simplices abstractos, debemos exigir la siguiente condicién a la operacién degeneracion:
: . . ss . '
para cada (4,1, ((jx, - --,J1),a)) € domj;, se verifica que:

dgnA(i7n7 <(.]ka B 7j1>7a>) = <<.]k + 17 s 7jl + 17i7jl—17 <o )jl)a CL>
con [ tal que j;_1 <1 < j;.

La propiedad que permite intercambiar las operaciones degeneracién, junto con la
interpretacién de la lista estrictamente decreciente de naturales como la sucesiva aplica-
cion de las operaciones degeneracion, es la que posibilita la anterior definicién. Tenemos
entonces una lista estrictamente decreciente, ya que en el caso de que la lista contenga
una pareja (i, 7) con ¢ < j, entonces podemos sustituirla por (j + 1,1%).

Obtenemos de esta forma a través de la categoria C** una representacién de cual-
quier conjunto simplicial que se pueda construir como cociente del conjunto de simplices
geométricos K = {K"},en.

4.4.1.3 Complejos de cadenas

Un complejo de cadenas C' = {C,,d,},ez es una familia de Z-médulos libres {C)},ez
junto con una familia de homomorfismos de Z-médulos {d,},ez, d,: C, — C,_1, llama-
das aplicaciones diferenciales, tal que d,_, o d, = 0, para cada p € Z (habitualmente
esta propiedad se indica diciendo que d? = 0).

Si C = {Cp,dplpez y C" = {C},d}}pez son complejos de cadenas, un morfismo

f: C — (" entre ellos, es una familia de homomorfismos de médulos, f = {f,: C, —
C) }pez, tales que f, 1 od, = d, o f,, para todo p € Z.
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Un Z-modulo libre es un grupo abeliano que, ademas es generado, lo que implica
que cada elemento del mismo puede expresarse como una combinacion lineal sobre un
conjunto de generadores. A estos elementos se les denomina por ello combinaciones (los
elementos de C), se les llamardan combinaciones de grado p). Es importante notar que
la definicién anterior es s6lo un caso particular de la definicién de complejo de cadenas
que se puede encontrar, por ejemplo, en [64]. En realidad, un complejo de cadenas
se define como una familia de R-moédulos, con R un anillo cualquiera. No obstante,

consideraremos la anterior definiciéon de complejo de cadenas por ser ésta la que utiliza
EAT (ver [81], pagina 1).

Los complejos de cadenas junto con los morfismos entre ellos forman una categoria
que denominamos categoria de complejos de cadenas y que denotamos por Zoc.

Nuestro objetivo es modelar la clase de objetos de 7o v para ello vamos a definir
un T'AD que la aproxime. Nuevamente utilizamos la terminologia y las construcciones
que utiliza el sistema EAT [81], apoyédndonos en el ejemplo desarrollado en [72].

La estructura de complejo de cadenas es similar a la de un conjunto simplicial en
cuanto a que su base es un conjunto graduado (en particular un grupo abeliano libre
graduado). Debemos observar que, a partir del conjunto de generadores G, de un Z-
modulo libre C), en un determinado grado p, una combinacién de ese grado es una suma
formal de monomios constituidos por un entero que actua por multiplicacién sobre un
generador. En la practica, para representar una tal combinacién es suficiente con tener
un conjunto de pares formados por un entero y un generador, junto con el grado de la
combinacion que puede venir expresado por otro entero, de modo que los generadores
de todos los pares deban ser de dicho grado. De esta forma, si partimos del conjunto
de generadores, tenemos un patréon comun para las combinaciones como pares formados
por un entero, que marque el grado de la combinaciéon, y una lista de pares formados por
un entero y un generador. Debemos observar que, en esta ocasion, no obtenemos una
representacion directa de las combinaciones, ya que el orden de las parejas en la lista no
debe determinar combinaciones distintas. No obstante, dispondremos posteriormente de
una igualdad sobre estos elementos. Esta igualdad serd utilizada para identificar dos de
estos elementos si se diferencian en el orden de estos pares en la lista.

Entonces, para modelar esta graduacion utilizaremos una técnica similar a la utili-
zada para los conjuntos simpliciales. Consideraremos dos géneros gnr y ¢mb en los que
se recogeran respectivamente los generadores y las combinaciones de todos los grupos,
junto con otro género int, que representara al conjunto de los ntmeros enteros Z. FEs
necesario incluir alguna forma de obtener el grado de un generador o de una combina-
cién. Una posible forma de conseguir esto es, como ya comentamos en el caso de los
conjuntos simpliciales, reflejar explicitamente en la expresion de los elementos un indice
que marque la graduaciéon. EAT codifica de esta forma las combinaciones. Sin embargo,
no anade, otra vez por razones de eficiencia, a cada generador el grado que le corres-
ponde. No obstante, nuevamente supone que el usuario, y también el programa, sabe
en todo momento el grado de un generador. De modo analogo a lo visto para conjuntos
simpliciales, utilizaremos para representar esto una operacion que obtenga el grado para
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cada uno de los generadores.

Una signatura que va a formar parte de nuestra especificacion de los complejos de
cadenas es X%, que se define por:

signatura >
géneros int, gnr, cmb
operaciones
add: cmb emb — cmb
zero: int — cmb
mns: cmb — cmb
mlt: int cmb — cmb
df : emb — cmb
finsig

Las cuatro primeras operaciones corresponden a la estructura de Z-moédulo graduado
sobre cmb, y la operacion df a las aplicaciones diferenciales.

Como es de esperar, es necesario prefijar un conjunto de generadores que servira de
base, las combinaciones se obtendran a partir de ellos. Para ello fijamos el siguiente
dominio de datos:

Dg, =7,
D;Er:n“ = UPGZGP7
(c;fnb = {<p7 [(tlaal)a(t27a2)7”'7<tm7am>]> | JURS Z? m € N7 tz S Z7 Yy a; € GP’
Vi=1,...,m}.
El conjunto de datos D7, debe disponer de una operacion dimg;,: Dy — Z que
permita determinar, dado un elemento a € D7, la dimension o grado de a, es decir,

el conjunto G, tal que a € G,,. En esta ocasiéon, por la representaciéon elegida para las
combinaciones, obtenemos directamente una operaciéon dim& ,: DS, — 7 que permite

extraer el grado de una combinacién: dim<,, ((p, [(t1, a1), (t2,a2), ..., (tm,am)])) == p.
Denotaremos de la misma forma estas dos operaciones cuando no exista riesgo de con-
fusion.

Nuevamente, el conjunto de datos DS, corresponde con la representacion que se

ha utilizado en EAT para las combinaciones y depende del conjunto Dg}. que es tam-
bién el unico conjunto de datos que variaremos de una categoria de algebras a otra.
Ademés, el conjunto D¢ . también puede obtenerse como modelo inicial para una ca-
tegoria de dlgebras asociadas a una signatura auxiliar. Esta signatura estd formada
por las operaciones constantes para los géneros int y gnr junto con las operaciones
zero: int — cmb, que permite construir la combinacién nula, y una operacion (par-
cial) add-mnm-to-cmbn: int gnr ecmb — c¢mb que anade a una combinacién un nuevo
monomio (se debe ademds exigir a las dlgebras de la categoria que las operaciones an-
teriores respeten la dimensién de los elementos). En realidad, en el programa EAT se
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trabaja con combinaciones denominadas reducidas, es decir, que todos sus monomios
tengan coeficiente no nulo y sus generadores sean todos distintos. No obstante, en el
mismo programa se comenta que los resultados de algunos cédlculos intermedios pueden
originar combinaciones no reducidas. Nosotros, en lugar de tomar como base para las
combinaciones las combinaciones reducidas, consideramos también las no reducidas, de
modo que nos va a resultar posteriormente mas sencillo dar la definicion de algunas de
las operaciones que podran devolver combinaciones no reducidas. Posteriormente, re-
cuperaremos las combinaciones reducidas al actuar la operacion de igualdad sobre ellas
(simulando el proceso realizado en EAT).

Ahora, construimos la signatura »¢? a partir de X*. Esta signatura es:

signatura %
géneros int, gnr, cmb, bool
operaciones
add: cmb cmb — cmb
zero: int — cmb
mns: cmb — cmb
mlt: int cmb — cmb
df : emb — cmb
eq™: int int — bool
eq?™ . gnr gnr — bool
eq“™: cmb emb — bool
finsig

Nuevamente nos apoyaremos en la parcialidad para conseguir una estructura gradua-
da a partir de estas operaciones: unicamente estaran definidas si actian sobre elementos
de grado correcto. A partir de las anteriores operaciones de dimensién podemos definir
el siguiente dominio de definicion dom® para las operaciones de la signatura:

domia, = {(x,y) € D&y x Dy | dim™(x) = dim™(y)},

a My

las operaciones zero, mns, mlt, df y eq™ son totales,

domggenr = {(a,b) € Dir x Dt | dim(a) = dim*(b)},

gnr gnr

dom®,., = {(z,y) € D, x D&, | dim®(z) = dim*(y)}.

q My

De esta forma tenemos definido el ambiente PAlgP " @m (3¢¢€) en el que situamos
nuestras algebras. Entonces nos restringiremos a una subcategoria C* de éstas, com-
puesta por aquéllas que verifiquen que su cociente por la relacién de congruencia definida
a través de las operaciones de igualdad sea un complejo de cadenas.

Como hemos hecho en el caso de los conjuntos simpliciales no vamos a incluir cual-
quier relaciéon de congruencia, ya que, si tenemos en cuenta el dominio de datos que
hemos fijado, es natural elegir como equivalencia para los enteros la igualdad literal
y para las combinaciones la sélo identifique combinaciones iguales salvo generadores
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equivalentes. Ademas, vamos a utilizar esta igualdad sobre combinaciones para dotar
de significado, como suma de monomios, a la expresion sintactica que representa una
combinacién en D¢ . Para ello, identificaremos dos combinaciones si se diferencian en
el orden de sus monomios; una combinacién que presente un monomio con coeficiente
nulo con aquélla que no presente dicho monomio; y por tltimo, una combinacién que
tenga dos generadores iguales en dos monomios distintos con la combinaciéon que pre-
sente un Unico monomio, con ese mismo generador y coeficiente la suma (entera) de los
coeficientes.

Asi, nos restringiremos a una subcategoria C* de PfllgDcc’d"mcc(Ecc’eq) tal que cada
Yeecd-glgebra parcial con igualdad A € C verifica las siguientes condiciones:

- La funcién parcial eq§™: D, x D, — {true, false} verifica que

- eq™((p, [(t1,a1), .. ., (bms am)]), (0, [(51,01) - ., (8n, b)])) = true si m = n,
y para cada ¢ = 1,...,n existe un dnico j € {1,...,n} tal que t; = s; y

gnr

eq? (a;,b;) = true,
- eqjmb<<p’ [(07 a1>> (t27 a2)7 R (tmv am)]>7 <p7 [(tz, a2)7 T (tm, am)]>) = lrue,

- eCZ,Célmb((p? [(tlv (11), (t27 b?)a (tda a3)7 ey (tma am)]>7<p7[(tl + t27 al);(t& (13),. RN
(tm, am)]))= true si eq%" (a1, by) = true .
cmb

de modo que la definiciéon de eqq™ se completa para constituir una relacién de

equivalencia parcial en D¢ .

- La funcién eq{t: Z x Z — {true, false} es la igualdad literal en Z.

Ademés, A debe ser un complejo de cadenas. No obstante, para ser coherentes con la
estructura que se ha dado a las combinaciones, tenemos que algunas de las operaciones
de grupo abeliano libre del complejo de cadenas han quedado totalmente determinadas.
Estas operaciones son las siguientes:

- zerog: Z — D, es la funcién total definida por:
zeroa(p) := (p, [0]),
para cada p € Z,
- mnsa: DS

mnSA(<pv [(tb a1)7 T (tmv am)])) = <p7 K_tlv al)’ SRR (_tmv am)]>>

para cada (p,[(t1,a1), ..., (tm, am)]) € DE

cmb)

— D&, es la funcién total definida por:

. mltA: 7, x D

o — DSy es la funcién total definida por:

mita(n, (p,[(t1,a1), ..., (tm, am)])) == (0, [(n*xt1,a1), ..., (N * b, am)]),

para cada n € Z y cada (p, [(t1,a1), ..., (tm,an)]) € DE

cmb®
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Entonces, para que el dlgebra A sea una representacion de un Z-médulo libre sobre
el conjunto de generadores D a través de la representacion que se ha elegido para

1 o o 14 1 . cc cc cc
las combinaciones es suficiente que la funcién parcial adds: DS, x DS, — DS con

dominio de definicion {(z,y) € D%, x D | dim®(x) = dim®(y)} esté definida por:

124

adda(z,y) == (p,[(t1,a1), .., (tm, am), (51,01), - -+, (Sn, bn)]),

para cada x = (p, [(t1,a1), -, (tm, am)]), y = (P, [(51,01), - - -, (S0, bn)]) € DE,.

Falta ademas exigir que la funcién correspondiente a la diferencial df represente a una
familia de aplicaciones diferenciales. Para ello, la funcién df ; debe ser compatible con el
resto de las operaciones (la restriccién a los elementos en cada grado es un homomorfismo
de Z-mddulos), es decir:

- dime(df ;([z])) = dim*([z]) — 1, para cada [z] € A,

W
Q
=
S

=

E
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w
Q
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- df ;(mlt 5(n, [x])) = mit z(n, df ;([z])) para cada n € Z y cada [z] € A

La dimensién de una combinacién coincide con la de todos los elementos de su clase de
equivalencia. Es esta dimensién la que se le asigna a la clase de una combinacién en la
igualdad anterior.

Por 1ultimo, debe verificarse la propiedad caracteristica de la familia de homomorfis-
mos de un complejo de cadenas que obliga a que la composiciéon de dos homomorfismos
consecutivos sea el elemento neutro, es decir:

df 3(df5([2])) = zeros(p - 2),
para cada [z] € Agpp, con dim®([z]) = p.

Obtenemos de esta forma, a través de la categoria C*, una representacién de cualquier
complejo de cadenas que se pueda construir sobre el conjunto de generadores G =

{Gp }pGZ-

4.5 Adaptacion de la operacion tmp para incluir la
parcialidad y las operaciones de igualdad

En los capitulos previos hemos definido una operacion que modela la posibilidad de
EAT para trabajar no con una tnica estructura sino con familias de estructuras de una
misma clase. Esta operacion se ha denominado operacion imp. La limitacién que nos
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viene impuesta es que todas las estructuras de la familia deben tener exactamente el
mismo conjunto de datos soporte. En la seccién anterior hemos considerado signaturas
y modelos que incorporan dos caracteristicas que nos van a permiten ampliar el tipo de
estructuras que podemos especificar, a pesar de continuar trabajando con un conjunto
de datos fijado. En concreto trabajamos con funciones parciales para las operaciones y
con la posibilidad de definir identificaciones dentro del dominio de datos. En esta seccién
estudiaremos cuales son las modificaciones que tenemos que realizar en la operacion imp
para poder recoger familias de estructuras que presenten las anteriores caracteristicas.

Comenzamos comentando que en el nivel sintactico la operacién imp no necesita
ninguna variacién. Las operaciones de igualdad y el género bool presentes en una sig-
natura > no tienen ningun trato diferenciado con respecto del resto de operaciones y
de géneros. Asi, dada una signatura > = (5, Q) con domino de datos D y domi-
nio de definicién dom asociados, construimos una nueva signatura ¥ = (nglp, Qi)
Esta signatura presenta un nuevo género, que denotamos por impseqs, que se incorpora
como primer argumento a cada operacién w: sq...s, — s, n > 0, de £ (incluidas las
operaciones de igualdad) para dar lugar a la operacién imp w: impsedS; ...s, — s de
POl

imp*

De los distintos marcos alternativos que estudiamos para situar la signatura resultado
de la operacién imp, comentabamos que posiblemente el més adecuado fuera la teoria
oculta. En este capitulo también alojaremos las signaturas Y77  en este marco.

La signatura Elmp se considerarda una signatura oculta, con un unico genero ocul-
to impseq, sobre la signatura visible VX = = (9, C) y el dominio de datos D =
({Ds}sesea, C), donde C' es un conjunto de constantes, d: — s, una por cada d € Dj
y cada género s € S°. Para que quede bien definida como signatura oculta es preciso

incorporar este conjunto de constantes a Y57 .

Si nos centramos ahora en las caracteristicas seméanticas de la construccién tmp, te-
nemos que el espacio de salida de esta aplicacién es ahora P AlgP dom (33¢d) . Pretendemos
que la imagen de una de estas algebras sea una Ezmp algebra que representa a una fami-
lia de X¢9-algebras. Lo primero que debemos notar es que la signatura szp no es una
signatura con igualdad. Debemos pensar que Elmp significa por construccion (2);,,,
lo que no es equivalente a (3;,,,)?. La diferencia estriba en las operaciones de igualdad.
En (X%);, no tenemos ninguna operacién de igualdad, entendidas como operaciones
binarias con género resultado bool. Por ello, las ¥ -dlgebras que utilizaremos no serdn
algebras con igualdad. Sin embargo, con respecto a la parcialidad ocurre algo distinto.
Para recoger mediante la operacion imp una familia de ¥¢?-dlgebras parciales, vamos a
usar una ¥ -dlgebra parcial.

La categorfa en la que situaremos las ¥l -dlgebras que obtenemos es

H PAlgD’dom(Efgw) Esta categoria tiene como objetos Elmp—algebras parciales ocultas.

Es decir, X7 -dlgebras parciales cuya restriccién a la signatura visible VY7 es el do-
minio de datos D. Ademads, el dominio de parcialidad de sus operaciones estd definido
sobre los géneros visibles a través de dom en la correspondiente operacion de >4, y se

“completa” total sobre el género oculto. Mds concretamente, las X7 -dlgebras A de
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HPAlgD’dom(Effnp) verifican que A, = D, para cada s € Sy dy = d para cada d: —
s € C, y el dominio de definicién de cada operacién imp_w: impseds; ... S, — s € Q57

imp?
n > 0, viene dado por Def(impwa) = Ajmppyes X dom,.

Esperamos que la notacién que utilizamos para representar los dominios de definicién
no produzca confusién: mientras que en PAlgP4o™(3¢) el dominio dom coincide con
los dominios de definicién de las operaciones, en HPAlgP-%™ (35 ), dom sélo sirve para
determinarlos.

Los morfismos de la categoria HP AlgP %™ (35! ) son los ! -homomorfismos débiles

ocultos, es decir, nglp—homomorﬁsmos débiles identidad sobre los géneros visibles.

Si Ay B son Xj! -dlgebras de HPAlgP4™ (35! ), un X5} -homomorfismo débil
oculto, h: A — B, estd determinado por una funcién total Aimpeeq 1 Aimpscs — Bimpsea
(recordamos que impses es el tnico género oculto), tal que para cada operacién
impw: impseasy ... 8, — s € Q1 n >0,y para cada (a,dy,...,d,) € Def(imp.wa)

mp?
se verifica que

impwa(a,dy, ..., d,) =impwp(Rimpgeq (@), dr, ..., dy).

Debemos notar que para cada (a,dy,...,d,) € Def(impwa) se tiene que
(Rimpgeq (@), 1, ..., dy) € Def(impwg). Es més, también se obtiene que si
(a,dy,...,d,) ¢ Def(impwa) entonces (Rimpseq(a),d,...,d,) ¢ Def(impwg). Por
lo tanto el anterior morfismo, ademas de débil, es fuerte. El hecho de trabajar sobre
dominios de definicién prefijados para las operaciones de la signatura ¥°¢ que constituye
la parte visible de la signatura Y7}  junto con la condicién de la teorfa oculta de exi-
gir operaciones identidades para las operaciones del homomorfismo correspondientes a
operaciones visibles, hace que los homomorfismos débiles ocultos actien como homomor-
fismos totales si nos restringimos a los elementos de este dominio de definicién prefijado.
Posteriormente nos situaremos en una categoria menos restrictiva, ya que no fijaremos
los dominios de definicién de las operaciones y tendra m&as morfismos. Aunque desde
el punto de vista algebraico la categoria a la que acabamos de referirnos puede resultar
més interesante, lo cierto es que HPAlg” %™ (X5 ) estd mas proxima al sistema EAT. A
nivel de algebras cada operacién viene acompanada de su dominio de definicién; sin em-
bargo, esto no ocurre a nivel de implementacién (la manera de representar una operacién
es mediante un cédigo funcional, y un cédigo funcional no determina un tinico dominio).
La idea que subyace en EAT es que el dominio de una operacion debe estar prefijado.
Por ello preferimos desarrollar primero este caso con el propdsito de aproximarnos lo

mas posible a EAT.

Como ya se ha comentado, lo normal es que no nos interesan todas las algebras de
P[llgD dom (y3eq) - sino una subcategorfa C, que contiene a las dlgebras que representan
a las estructuras que pretendemos modelar. La imagen de esta categoria por la ope-
racién imp es una subcategoria plena Cin, de HPAlgP%™(551 ). Los objetos de esta
subcategoria son las Efglp—élgebras parciales ocultas A tales que, para todo a € Ajppyeqs
la »¢-algebra parcial A* que definimos a continuacién es un objeto de C. Para un ele-

mento a € Ajpps., se define la ¥°-algebra parcial A de modo que asocia a cada género
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s € 5% el conjunto A? = D,, y a cada operacién w: s1...s, — s € Q% n > 0, la
funcién parcial w4a, que tiene dominio de definicién Def(waa) = dom,,, y estd definida
por waa(dy,...,d,) == impwa(a,dy,...,d,) para cada (di,...,d,) € dom,. Debemos
observar que en particular A* debe ser un algebra con igualdad.

En estas condiciones la categoria C;,, también va a disponer de dlgebra final. Este
objeto va a presentar como soporte del género destacado tuplas funcionales (ahora par-
ciales) que representen algebras de C, reflejando la forma en que han sido implementadas
las estructuras de datos de EAT [81]. De esta forma, se entiende la capacidad de EAT
para definir estructuras con operaciones parciales y establecer identificaciones dentro de
los conjuntos soportes a través de igualdades.

4.5.1 Objeto final

Sean la signatura con igualdad X7 = (S, Q), el dominio de datos D, el dominio de
definicion dom y la signatura oculta ¥ == (S U {impsed }, Qfglp U () tal y como se
han definido en la seccién anterior. Sea C subcategoria de PAlg”™(3%1) y Cipmp su
correspondiente subcategoria de HPAlg”4o™(X57 ). Entonces, definimos un objeto en
Cimp, que denotamos por A°", de la siguiente manera:

o A" = D, para cada género s de S,

i A’Lc’ra‘;:;geq = {(fo)weaes | (D, (fo, domy)wene) € Ch,

o dpcan = d, para cada constante d: — s de C,

® imp wacan ((f5)seqea, di, ..., dn) = fu(di,. .. dy), para todo (fs)seqes € Afp .0 ¥

(dy,...,d,) € dom,, para cada imp_-w: impsesSy ..., — S € Qfgp.

Por definicion, se tiene que la Y77 -dlgebra A“" es un objeto de Cip (cada dato

de Afrn ., define un objeto de C). Ademds es final dentro de esta categorfa, como
se prueba en la siguiente proposicion. Como estamos trabajando sobre dominios de
definicion prefijados, la demostracion de este resultado es muy parecida a la del caso
total.

eq
mp

Proposicién 4.5.1. La X, -dlgebra parcial A" es objeto final de Cipyp.

Demostracion. Dado un elemento B € Ciyp, podemos definir un 357, -homomorfismo

oculto débil a través de la funcién total h®": By, — Afn, ., tal que, para cada
b E Bimpgeqa hcan(b> = (wBb)wGQeq.

Para cada imp_o: impses; ... s, — s € Qif .y cada (b,dy,...,d,) € Def(imp_op)
la siguiente secuencia de igualdades prueban la condicion de ser h°" homomorfismo:
imp_UAcan(hcan(b)’ dl, e 7dn) == imp_O-Acan((WBb)wegeq, dl, e ,dn) = OpRb <d17 e ,dn) ==

imp_opg(b,dy,...,d,).
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Ademds el morfismo anterior es tinico. Si suponemos que existe otro ¥l -

homomorfismo oculto débil, en el nivel correspondiente al género distinguido se tie-
ne una funcién total h: B — Agen  tal que, para cada b € Bippee,, h(b) =

Tmpseq Tmpseq

(f5)seqea, con (fs)scaea € A .. Enlijzzonces, para cada impw: impseaSy ... S5, —
s € Q. y cada (b,dy,...,d,) € Def(impwp) tenemos, por ser h homomorfis-
mo, la siguiente cadena de igualdades: wps(dy,...,d,) = impwg(b,di,...,d,) =
imp_wAwn(h(b), dl, R ,dn) = imp_wAcan((f(;)geQeq, dl’ A 7dn) = fw(dlu ceey dn) Por lo
que wgs(dy,...,d,) = fu(dy,...,d,). Como ademds ambas funciones comparten el mis-
mo dominio de definicién dom,,, para cada w € Q°, se deduce la igualdad A" = h.

|

4.5.2 Ejemplos

A continuacién detallaremos la imagen por la aplicacién imp de las categorias CEF2,
C* y C* que hemos propuesto como ejemplos en la seccién anterior. Obtenemos de
esta forma especificaciones para familias de grupos, conjuntos simpliciales y complejos
de cadenas, respectivamente.

4.5.2.1 Familias de grupos sobre 7Z

Partimos de la subcategoria CY#72 de fllgD(GRPeq) que hemos definido anteriormente,
con GRP la signatura para grupo y D, = Z. En este ejemplo trabajabamos con algebras
totales. Entonces, la signatura GRP;  es:
signatura GRP;;
géneros ¢, bool, impggpea
operaciones
imp_prd: impegpes g g — g
IMpP_inv: iMperpes § — ¢
imp_unt: iMperpes — ¢
imp_eq? : impggpeag g — bool
finsig

Esta signatura se considera una signatura oculta con el género impggpes cOmo 1inico
género oculto. Para ello es necesario incorporar a la misma una constante por cada
elemento de Dy, = Z 'y Doy = {true, false}.

. GRP;, . . GRP:; Ny .
La categorfa C;,*, imagen de la categoria C”™% por la operacién imp,

estd formada por las GRPj -dlgebras A de HAIgP(GRP]! ), que verifiquen
que para todo a €  Aimpees, la GRP“-dlgebra A® pertenece a COfFz,
En este caso A® estd formada por los conjuntos {Dgy, Dpoo} vy las fun-
ciones {imp_prda(a,—),imp_inva(a, —),imp_unta(a, —),imp-e¢’(a,—)}.  Entonces,
imp-eq¢’(a,—) define una relacién de congruencia para A* y el dlgebra cociente Ae por
esta relacién de congruencia es un grupo.
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Por ejemplo, podemos recoger la familia de grupos finitos Z/nZ con n > 1, a través
del algebra G de C%IZPZ que definimos a continuacién. Como soporte para el género

impgapea se considera Gimpepeq = {1 € N| n > 1} y como funciones se tiene:

imp_prdg(n,d ) =dl +d2

imp_invg(n, )

imp_untg(n) =

imp-eql(n, dl, d2) =true siysélosi n divide a dl — d2

Asi, para cada n € Gipmpepeq, S€ tiene una GRP*%-dlgebra G" = (Z, (imp_prda(n, —),
imp_invg(n, =), impuntg(n), imp_eql(n,—))) que pertenece a CEFFz.  La funcién
imp-eql(n, —) define de modo evidente una relacién de congruencia en G™ y el dlgebra
G™ es una representacién del grupo Z/nZ.

Un segundo ejemplo de familia de grupos que podemos definir sobre Z es la familia
de los subgrupos {nZ, n € N}. Para ello consideramos el dlgebra H de CEP que tiene

mp
como soporte para el género distinguido Hjp,p..., = N y las funciones:

imp_prdg(n,d ) =dl 4 d2

imp_invg (n, )

imp_unty(n) =

imp-eqi;(n,dl, d2) =true siysélosi dl =d2yn divide a dl

De este modo, para cada n € Hippgpeq, St fijamos n como primer argumento de
las funciones, obtenemos una GRP®/-dlgebra H™ tal que el algebra cociente H™ es una
representacion del grupo nZ.

Respecto del objeto final dentro de la categoria C%IZPZ, seglin su propia definicién,

tiene como soporte para el género oculto el conjunto de tuplas funcionales totales (x: Z x
Z—7Z,—:7—Z,e: — 7L, =:7x7Z — {true, false}) que definan un elemento de
CERPz - Tas interpretaciones de una operacién en esta dlgebra consiste en aplicar la
correspondiente operacién de grupo (que forma parte del primer argumento) sobre el
resto de argumentos (que representan datos enteros).

4.5.2.2 Familias de conjuntos simpliciales

Partimos en esta ocasién de la subcategorfa C* de dlgebras de PAlgP™ dom™ (sss.eq),
con »*° la signatura para un conjunto simplicial, y D*® y dom® el dominio datos y el

dominio de definicién prefijados para esta signatura. La signatura %377 es:
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signatura ;"

géneros nat, gsm, asm, bool, impsss.eq

operaciones
imp_face: impsss.eanat nat asm — asm
imp_dgn: impsss.eanat nat asm — asm
imp_eq™™® : impsss.canat nat — bool
imp-eq?™ : impyss.eagsm gsm — bool
mp_eq®™: impsss.eaasm asm — bool

finsig

Consideramos esta signatura como una signatura oculta con el género impsss.es cOmMo
unico género oculto, por lo que es necesario incorporar a la misma una constante por
cada elemento de D*.

Entonces la subcategoria Cg,, de HPAlgP™4m™ (L7291 esta formada por las X5
algebras parciales ocultas A, con dominio de definicién para cada una de sus funciones
parciales el definido a partir de dom?®® en la correspondiente operacién, y tal que para
todo a € Ajppesseq 1la 2°0¢-dlgebra A* dada por las operaciones (imp_facea(a,—),
imp_dnga(a, —),imp_eqi™(a, =), imp-e¢;™" (a, —), imp_eq%™(a, —)) sea un objeto de C**.

Una familia muy importante de conjuntos simpliciales que aparece explicitamente
como ejemplo en EAT son los llamados simplices estandar. El simplice estandar de
dimension m, denotado habitualmente en la literatura por A™, tiene como simplices
de dimension k las listas ordenadas con exactamente k£ + 1 naturales entre 0 y m. El
operador degeneracion i-ésimo sobre una de estas listas duplica el elemento que ocupa
la posicién i + 1 en la lista. El operador cara i-ésimo elimina el elemento que ocupa la

posicion 7 + 1.

En este ejemplo podemos observar facilmente la Propiedad 4.4.1 que permite repre-
sentar un simplice de forma tnica como simplice abstracto: la repeticiéon de un nimero
dentro de la lista de naturales que forman un simplice puede expresarse como la aplica-
cion del operador degeneracion de indice el correspondiente a la posicién de ese elemento
sobre el simplice que no tiene dicho elemento. De este modo obtenemos que las listas de
naturales estrictamente decrecientes corresponden con los simplices geométricos.

A través de nuestra técnica podemos modelar la familia de los simplices estandar.
En este caso, para tener determinado el dominio de datos es suficiente con fijar

Dy o =A{(ar,...,ax) | keNk>1,0, eNVi=1,... . kya; <ajsii<j}

gsm

de forma que la dimension de una lista de longitud k£ es k& — 1, es decir,
dims,, (a1, ..., ax)) =k — 1.

El dominio de datos para el género asm esta entonces formado por parejas de listas
de naturales, la primera estrictamente decreciente y la segunda estrictamente creciente.

Los dominios de definicién de las operaciones estan prefijados, a partir de la operacién
de dimensién para los simplices geométricos.
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Una X "0-dlgebra de HPAlgP™ %™ (37) que modela la familia {A™}en es

mp

el algebra AN que definimos a continuacién. El soporte para el género destacado es
N _ : :
Alnpssscs := N. Con respecto a las operaciones tenemos que:

- La funcién parcial imp_dgnan esta definida como la operacién degeneracion pre-

definida en C** independientemente del argumento m € Ampzss o>

- La funcién parcial imp_facean tiene dominio de definicién: Def(imp_facean) =
{(myi,n,((Ji, ..., j1),(a1,...,ar))) € NxNxNxD»* | 0<i<mn, >0,
E>1,n>0n=I01+k—1}. Esta funcién se define sobre los simplices geométricos

del dominio por:

imp_facean(m, i,k —1,(( ), (ar,...,ax))) :={( ), (a1, ..., aqiyo,...,a%)),

y se extiende la definiciéon a todos los simplices abstractos a través de las propie-
dades que permiten intercambiar los operadores cara y degeneracion.

- La funcién parcial imp_eq%y" tiene dominio de definicién: Def(imp_eqiy’) =
{(m, (ar, ... ax), (br,..., b)) € Nx Dz x Dss | k = l}. Esta funcién se
define sobre estos elementos del dominio por:
imp_eqin (m, (a1, ..., ag), (b1,..., b)) :=truesii a; = b;,Vi=1,... k y ar < m.

- La funcién parcial imp_eqii" para un elemento de AN se define a partir de la

sm Tmpy,ss,eq
correspondiente aplicacion zmp_eqiN para ese elemento tal y como se ha exigido

en la categoria C*°.

- Por dltimo, la funcién total imp_eqgX} se define como la igualdad literal de natu-

rales, independientemente del argumento Azmpzss o

La notacién elegida puede resultar confusa. El nombre AN que hemos elegido para
el algebra anterior se utiliza habitualmente para denotar al complejo simplicial libre-
mente generado por los enteros positivos. Este conjunto simplicial tiene como simplices
geométricos exactamente a D73, y como operador cara al definido anteriormente (inde-
pendientemente del primer género) sobre los simplices que se obtienen a partir de estos
sfmplices geométricos. De este modo, A™ C AN, para todo m € N. Entonces pode-
mos obtener los simplices geométricos de A™ a partir de Dy3,, a través de la anterior

relacién de equivalencia parcial cuyo dominio es exactamente este conjunto de simplices
geométricos.

El objeto final en este caso tiene como soporte para el género oculto tuplas de
funciones parciales (fc, dg, =nat, =gsm> =asm) tal que (D**, ((fe,dom%,.), (dg, domy;,),
(—nat, dOmeqnat), ( gsm> domqusm) ( asm domeqasm))> G CSS‘

Es importante senalar que la implementacién que en sistema EAT se hace de los
conjuntos simpliciales no incluye dentro de la tupla funcional todas las componentes
anteriores. Por ejemplo, no estan presentes las operaciones de igualdad en los géneros
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nat y asm ni tampoco la funcién degeneracion. En realidad, estas funciones no son
necesarias para determinar un conjunto simplicial de C*®. La funcién parcial =, se
obtiene a partir de la funcién parcial =, y laigualdad =, esta prefijada: es la igualdad
literal. Ademas, la operacién degeneracion viene determinada por la representacion que
se ha fijado para las combinaciones.

Asi, una tupla formada por la pareja de funciones parciales (fc, =4,) es suficiente
para servir de indice de un objeto de C*. Podemos obtener entonces una expresion
equivalente del objeto final en la que el soporte en el género destacado esté formado por
parejas de funciones del tipo la anterior.

No obstante, la representacién elegida por EAT todavia es algo mas sencilla. En
lugar de aparecer en la tupla una funcién parcial (fe, domfface), que representa al ope-
rador cara sobre los simplices abstractos, aparece una funcién parcial (fc, Def(fc))
que representa al operador cara exclusivamente sobre los simplices geométricos del do-
minio de definicién. Esta funcién, usando las propiedades que permiten intercambiar las
operaciones cara y degeneracion, es suficiente para obtener la definicién de la operacion
cara sobre todos los simplices. De esta forma, una tupla tan sencilla como (fc', =45m)

es utilizada en EAT para servir de indice de un objeto de C**.

4.5.2.3 Familias de complejos de cadenas

Por 1ltimo, y de forma mas resumida, abordaremos el ejemplo de las familias de com-
plejos de cadenas. Partimos de la subcategoria C“ de algebras de PfllgDcc’d"mCC(Ecc’eq),
con X la signatura para un complejo de cadenas y D, dom, el dominio datos y el
dominio de definicién prefijados para esta signatura. La signatura 357 es:
signatura ;"
géneros int, gnr, cmb, bool, impsce.eq
operaciones
imp_add: impsece.eacmb ecmb — cmb
IMP_ZEero: impseeeqint — cmb
1Mp_mns: impsee.eacmb — cmb
imp_mlt: impsceeqint cmb — cmb
imp_df . impsce,eacmb — cmb
imp_eq™ : impsiee.cqint int — bool
mmp_eq?™ : impsee.cagnr gnr — bool
imp_eq®™ : impsice.cacmb cmb — bool
finsig

Esta signatura es una signatura oculta con el género impsecees como Unico género
oculto, por lo que es necesario incorporar a la misma una constante por cada elemento
de D°.

Entonces, la subcategorfa Cft,, de H P AlgP™ %™ (5741) estd formada por las X7

algebras parciales ocultas A, cuyo dominio de definicién para sus operaciones estd de-
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finido a partir del respectivo dominio en dom* (siendo total sobre el género oculto), y
tal que, para cada elemento del soporte a € Ajppeeeeq, la 2°“I-dlgebra que se obtiene
fijando el elemento a como primer argumento define un algebra de C.

El objeto candnico dentro de esta categoria tiene como soporte para el género oculto
un conjunto de tuplas de funciones parciales (4,0, —, *, d, =int, =gnr, =cmp) con dominio
de definicion dom®®, que constituyen la interpretaciéon de las operaciones en un algebra
de C*.

Si nos fijamos en el sistema EAT podemos observar que, nuevamente, la implemen-
tacion concreta que se usa para trabajar con complejos de cadenas no incluye todas
esas funciones. Esta vez no estan presentes las cuatro operaciones que determinan la
estructura de Z-modulo, ni tampoco las igualdades correspondientes a los enteros y a
las combinaciones. En realidad, estas funciones no son necesarias para determinar un
complejo de cadenas de C®. Las funciones 0, —, * quedan fijadas para ser coherentes
con la estructura elegida para las combinaciones y la forma de sumar combinaciones
también queda determinada a partir de la estructura de éstas (junto con la igualdad).
La igualdad para los enteros es la igualdad literal y la igualdad para las combinaciones
se obtiene a partir de la igualdad sobre los generadores.

De esta forma, una tupla formada por la pareja de funciones (d, =g, ), diferencial
e igualdad entre generadores, es suficiente para servir de indice de un objeto de C.
Podemos obtener entonces una expresion equivalente del objeto final en la que el soporte
en el género destacado esté formado por parejas de funciones como la anterior.

EAT implementa una representacion todavia mas sencilla de un complejo de cadenas.
En realidad, para tener completamente definida la operacién diferencial d sobre las
combinaciones es suficiente con disponer de una operacién d’ que defina la diferencial
sobre las combinaciones formadas por un tinico monomio con coeficiente la unidad (éstas
vienen en realidad a representar a los generadores). Podemos recuperar la diferencial
simplemente extendiendo por linealidad. EAT utiliza una tupla de la forma (d', =4,,)
para servir de indice de un objeto de C*°.

4.5.3 Dominios de definicién no prefijados

Hemos comentado previamente que la necesidad de fijar un dominio de definicién para
las operaciones de la signatura >°? viene motivado por lo que ocurre a nivel de imple-
mentaciones. A nivel de algebras no es necesario prefijar este dominio de definicion, ya
que cada operacién lleva consigo el dominio sobre el que estd definida. Si trabajamos
sobre dominios de definicion no prefijados, obtenemos una categoria mas rica en obje-
tos, en la que los homomorfismos débiles ocultos ya no tienen por qué ser fuertes. Sin
embargo, para obtener en tal caso un objeto final debemos trabajar con homomorfismos
fuertes ya que, en caso contrario, perdemos la propiedad de unicidad (puede haber mas
de un morfismo con codominio el objeto final).
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4.5.3.1 Trabajar con homomorfismos fuertes

Podemos repetir el estudio que hemos realizado para modelar los objetos de una categoria
T, pero ahora sin fijar los dominios de definicién de las funciones en los modelos. Para
ello consideramos una signatura > y un dominio de datos D para .. Trabajaremos en
la categoria PfllgD(Eeq) de X°-algebras parciales con igualdad con conjuntos soporte
prefijados por D. Los morfismos de esta categoria seguiran siendo los >¢/-homomorfismos
débiles identidad, que obviamente también son fuertes. Es decir, en este caso tenemos
que PAlgP () coincide con PrAlgP(¥). Lo mismo que antes, no necesariamente
nos interesa toda esta categorfa, sino un subcategoria propia, que denotamos por Cy,
que verifique condiciones semanticas que permitan modelar los objetos de 7. En esta
ocasion vamos a permitir, para cada operacién, un dominio de definiciéon distinto en
cada algebra.

Si ampliamos ahora la definicién de la operacion imp para que tenga como espa-
cio de salida PffllgD(Eeq), entonces nos vemos obligados a ampliar también el espacio
de llegada. En este caso, la categoria en la que se situaran las Efglp—élgebras imagen
por esta operacién es HPpAlgP(X(} ), categoria de las X! -dlgebras parciales ocul-
tas con dominio de datos D. Los morfismos de la categorfa HP;AlgP (X5 ) son los

imp
Y imp-homomorfismos fuertes ocultos.

Si Ay B son X -dlgebras de HP;AlgP (X5, ) un ¥ -homomorfismo débil oculto,
h: A — B, esta determinado por una funcion total Rimpees : Aimpseq — Bimpseqs tal que

S . eq .
para cada operacion impw: impsedSy ... S, — s € . se tiene:

si(a,dy,...,d,) € Def(impwya) entonces (Rimpyeq (@), d1, ..., d,) € Def(impwp),
y en ese caso

impwa(a,dy,...,d,) =impwp(Rimpge, (@), d1, ..., dy,).
El homomorfismo anterior es fuerte si ademaés se verifica que:

si(a,dy,...,d,) ¢ Def(impwys) entonces (Rimpseq (@), dr, ..., dy) & Def(impwg).

En este caso, al no estar prefijado los dominios de definicién, obviamente pueden
existir 37 -homomorfismos débiles que no sean fuertes.

Entonces, la operacién imp define a partir de una subcategoria C; de PffllgD (33¢9),
una subcategoria plena Cyj,p, de HPfAlgD(Zwa). Ahora los objetos de esta categoria
son las X7 -dlgebras parciales A, tales que, para todo a € Ajpp,.,, la ¥%-dlgebra
parcial A* dada por los conjuntos A? = Dy, para cada s € S, y las funciones parciales
waa(dy,...,d,) == impwa(a,dy,...,d,) cuyo dominio de definicién es Def(waa) :=
{(dy,...,dy) € Dyx---xD, | (a,dy,...,d,) € Def(impwa)}, para cadaw: sy...S, —
s € 2, es un objeto de Cy.
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En este caso, la categoria Cy;y, también posee objeto final. Este objeto final, que

denotaremos por A" puede describirse por:

o A" = Dy, para cada s € S,

¢ A%:anzeq = {(fo: Def(fo))weaea | (D, (fu, Def(fo))wenea) € Cr},

° dA?an = d, para cada constante d: — s de C|

e para cada impw: impses;...s, — s €  Qf . n > 0,
Def(impwasn) = {((fs, Def(fs))seaea,d, ... dn) € Afm X Dg X -+ X
Dg, | (di,...,d,) € Def(f,)} y sobre este dominio de definiciéon se define

Z'mp,u)A;an((fg, Def(fé))&eﬂeqa dla s 7dn) = fw(db cee 7dn>

Obtenemos la siguiente proposicién. En su demostracién tinicamente nos detendre-
mos en las diferencias de la misma respecto a la dada para el caso de dominios prefijados.

Proposicién 4.5.2. La 3!

imp-Algebra parcial oculta AF™ es objeto final de Cyimyp

Demostracion. Sea un algebra B € Cyimp. Entonces, por definicion de
Cfimp, Para cada b € Bjpp.., las funciones parciales definidas por wge(ds,...,d,) =
imp_wp(b,dy, ..., d,), con dominio de definiciéon Def(wgv) := {(dy,...,d,) € Dy x -+ X
D, | (b,dy,...,d,) € Def(impwg)}, para cada operacién w : sy ...s, — s € Q% n >0,
constituyen, junto con D, un objeto de Cy.

Ahora, la funcién total A" : Bippecq — A?%pzeq que se define para cada b € Bjppeq
por h(b) = (wps, Def(wps))weaea, determina un Y37 -homomorfismo oculto fuer-

te. Para cada imp.o: impses;...s, — s € Q. tenemos que (b, dy,...,d,) €

Def(imp_og) si y sblo si (dy,...,d,) € Def(og) lo que es equivalente a que
(he*™(b), dy, . ..,d,) € Def(z'mp,aA;m).

Ademis, este morfismo es tnico. Si existe otro ¥j! -homomorfismo oculto fuerte

entre B y A7, esté quedara determinado por una funcién total h: Bimpge, — Afin, .
tal que, para cada b € Bimpyeq, h(D) := (f5, Def(fs))seqes € Afine.,- Entonces, pa-

ra cada operacién imp w: impses; ...s, — s € Q! . tenemos que (b, dy,...,d,) €

De f(impwg) sy solo si ((fs, Def(fs))seqen,du, ..., dn) € Def(impwagn) por ser h
homomorfismo fuerte. Por tanto, (di,...,d,) € Def(wps) siy sblo si (dy,...,d,) €
Def(f,) vy concluimos que los dominios de definicién de ambas tuplas de funciones son
iguales. ]

Debemos observar que el caso en el que los dominios de definicion de las operaciones
estan prefijados es un caso particular de éste. No obstante, si no prefijamos los dominios
de definicién podemos obtener ejemplos en los que los miembros de la familia corres-
pondan con estructuras definidas parcialmente sobre conjuntos distintos. En el siguiente
ejemplo presentamos una de estas familias.
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Ejemplo 4.5.3. Suponemos que queremos especificar la categoria discreta 7 formada
por s6lo dos objetos que correspondan al conjunto de los nimeros naturales con la
operacién siguiente y al mismo conjunto con la operacién predecesor. Entonces, una
signatura Y que permite especificar los elementos de la anterior categoria viene dada
por un unico género s y una unica operacién w: s — s. El dominio de datos que fijamos
para esta signatura es Dy = N. En este caso no vamos a establecer igualdades sobre este
dominio (exigiremos que la igualdad sea la literal) por lo que no necesitamos construir
la signatura X%. De esta forma, trabajamos con la categorfa de dlgebras PAlg”(X).
De toda esta categoria nos restringimos a la subcategoria C con dos unicas dlgebras: A;
que estd definida por Def(wa,) = Ny wy,(n) =n+ 1, para todo n € N; y Ay que esta
definida por Def(wa,) = N* y wa,(n) =n — 1, para todo n € N*.

Ahora, si construimos la signatura oculta ¥;,,,, y la correspondiente subcategoria C;,,,
de HPAlgP(Zimp), podemos considerar un algebra B de C;y,, que recoge la familia de dos
algebras que forman A; y A, de la siguiente manera. El soporte sobre el género destacado
es el conjunto formado por dos elementos {+, —}, y la tinica funcién parcial tiene como
dominio de definicién ({+} x N)U ({—} x N*) y estd definida por imp wp(+,n) := n+1,
para todo n € N, e imp_wp(—,n) :=n — 1, para todo n € N*. O

La posibilidad de disponer de dominios de definicién distintos en cada algebra permite
pensar en modelados alternativos para las estructuras que hemos presentado anterior-
mente, sin necesidad de recurrir a las algebras con igualdad.

Ejemplo 4.5.4. Podemos obtener un algebra parcial que represente a la familia de los
subgrupos de Z si trabajamos sobre la categoria PAlg” (GRP), con GRP la signatura para
grupo y Z como dominio de datos para el unico género. Esta dlgebra es una GRP;,-
algebra G que esta definida por el soporte N para el género destacado y las operaciones:

-~ imp_prdg(n,dl,d2) = d1 4+ d2 con Def(imp_prdg) = {(n,dy,dz) | n € N, dy,dy €
nZ},

- imp_invg(n,d) = —d con Def(imp_invg) = {(n,d) | n € N, d € nZ},

- imp_untg(n) = 0.

Para cada n € N fijado, obtenemos una GRP-algebra equivalente a nZ sin mas que
restringirnos al dominio de definicién de las operaciones. No obstante, debemos observar
que no obtenemos directamente una representacion del grupo nZ, ya que el conjunto
soporte del algebra es todo Z a diferencia de lo que conseguiamos con las dlgebras con
igualdad, donde el soporte del algebra es nZ. 0

4.5.3.2 Trabajar con homomorfismos débiles

Si no fijamos los dominios de definicién y consideramos nuestros modelos dentro de

la categoria HPAlgP (X5 ), cuyos morfismos son los homomorfismos débiles ocultos,
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entonces el objeto canénico que hemos definido en la subcategoria plena C;,, deja de
ser objeto final. Esto es debido a que el homomorfismo que utilizamos para probar la
finalidad de este objeto no es unico, como demuestra el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 4.5.5. Tomamos como categoria de partida la categoria discreta formada por
dos objetos: el conjunto de los niimeros naturales con la aplicaciéon identidad y este
mismo conjunto con la identidad restringida a N*. Es decir, 7 = {(N, (idy: N —
N, Def(idy) = N)), (N, (idy: N — N, Def(idy-) = N*))}.

Una signatura adecuada para especificar los objetos de esta categoria es la misma
signatura ¥ y el mismo dominio de datos que hemos utilizado en el Ejemplo 4.5.3. Tam-
poco necesitamos en esta ocasion construir la signatura con igualdad correspondiente
(la unica igualdad considerada es la literal). Ahora nos restringimos a la subcategoria C
de PAlgP(X) con dos tinicos objetos que corresponden a las dos dlgebras de 7.

Nos entretenemos un momento en citar las caracteristicas tanto de la signatura >;,,,
como de la categoria C;,,. La signatura oculta X, tiene dos géneros s, imp,,, y una
Unica operacién imp_w: imp,s — s, ademéas de las constantes visibles. Si continuamos
con nuestra construcciéon tomando una subcategoria Cy,, plena de HPAlg” (3;,,,) (ca-
tegorfa cuyos morfismos son homomorfismos débiles), tenemos que C;, estda formada
por las dlgebras B de HP AlgP (3, tal que para todo b € Bimp,. , la X-dlgebra B dada
por B® = Ny wpi(x) := wp(b, ), con Def(wgs) = {x € N | (b,z) € Def(wg)}, es un
objeto de C. Es decir wps es idy 0 idy-.

Ahora, el objeto canénico A“" en Ciy, es la ¥;,,-dlgebra cuyo soporte sobre el

género destacado es A5 = {(f,Def(f)) | (N,(f,Def(f))) € C}; es decir, en este

imp
caso, AfL = {(idy,N), ?z'dN*,N*)}. La tnica operaciéon de A" estd definida de la
siguiente forma: Def(imp wacan) = {((f,Def(f)),x) € A x N | x € Def(f)},

imps,

es decir, Def(imp-wacan) = {(idn,N) x N| (idy+,N*) x N*}, y para estos elementos
impwacen ((f, Def(f)),x) = f(x).

Sin embargo, vamos a comprobar que el objeto anterior no es final en C;,,. En
efecto, podemos definir dos morfismos de A" en si mismo. Por un lado tenemos el
morfismo identidad. Por otro lado, definimos el X;,,,-homomorfismo oculto débil h
dado por la aplicacién impy, © Aimp, = Afmp,, tal que hinp ((idy,N)) = (idy,N) y
himpz ((ZdN* s N*>) = (ZdN, N)

Esta aplicacién realmente determina un ¥;,,,-homomorfismo oculto débil. Para la
Unica operacién oculta imp.w: imp,g — g, se verifica la condicién sobre los domi-
nios de definicion. Como Def(imp wgcan) = {(idy,N) x N, (idy+,N*) x N*}.  Da-
do ((idy,N),z), con x € N, se tiene que (hynp _((idy,N)),z) = ((idy,N),x), o dado
((idn+,N¥), ), con z € N*, entonces (himp,_((idn-,N¥)), z) = ((idy, N), z). Ambos casos
pertenecen a Def(imp_wacan ). Ademds, también se verifica la condicién de homomorfis-
mo. Para cada ((f, Def(f)),x) € Def(imp-wacen), imp-wacen (himp_ ((f, Def(f)),x) =
impwacen ((idy, N), 7) = idy(z) = z = impwacan((f, Def(f)),x), ast himp, conmuta
con la tnica operacién de A", O
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La idea subyacente es que, cuando trabajamos con homomorfismos ocultos débiles
(sin prefijar los dominios de definicién), perdemos una propiedad que estaba presente en
todo nuestro estudio anterior y que no ha sido mencionada hasta ahora. Esta propiedad
dice que la restricciéon de un homomorfismo oculto a los género visibles es el homomor-
fismo identidad para el dominio de datos. KEsta condiciéon sobre los morfismos puede
expresarse en general en nuestra construccion imp de una manera bastante natural:

Si Ay B son ¥} -dlgebras de Cimp, un 35! -homomorfismo oculto débil, f: A —

_B7 f — (fimpgeq7 (ist)Seseq), de HPAlgD’dom(Eeq

imp) €8 un morfismo de Cjy,,, si para

todo a € Aimpyeq, (idp,)sesea: A* — Bfimpsea(@) o5 un morfismo de C.

Esta condicién no se satisface en el ejemplo anterior. Observamos que nuestra cate-
goria C es una categoria discreta, por lo que realmente sélo se dispone del homomorfismo
identidad y unicamente podemos garantizar que los dominios de definiciéon de las ope-
raciones de A® coincidan con los de las operaciones de Bfimrsed(®) gi trabajamos con
homomorfismos fuertes.

Si imponemos esta condicién sobre los morfismos de Cjy,p,, que obviamente dejara de
ser una subcategoria plena, recuperamos la propiedad de ser objeto final para el caso en
el que trabajemos con homomorfismos ocultos débiles.

4.6 Modelado de relaciones entre diferentes estruc-
turas algebraicas

Hasta ahora sélo nos hemos preocupado de especificar por separado las estructuras de
datos presentes en EAT. No obstante, en EAT estas estructuras no viven solas, sino
que existen operadores que permiten establecer relaciones entre ellas. En particular,
estudiaremos un tipo de operadores muy importantes, aquéllos que permiten construir
una estructura a partir de otra. Un ejemplo de este tipo es el operador que construye el
complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial. Las relaciones entre estructuras
algebraicas corresponden con la restriccién a objetos de funtores entre las correspondien-
tes categorias de estructuras. En esta seccién trataremos de extender nuestros resultados
previos de tal modo que estos funtores entre categorias puedan ser también modelados.
Dicho modelado constituye el bloque central del articulo [28].

Partimos de dos categorfas 7' y 72, y un funtor entre ellas F': 7' — 72 (la cons-
truccién que pretendemos modelar). Suponemos que ambas categorias admiten una
modelizacién siguiendo la técnica descrita en las secciones anteriores. Para ello retoma-
mos el hecho de tener un dominio de definicién prefijado, tal y como se hace en [28], ya
que es suficiente para nuestros propositos. No obstante, podemos hacer un desarrollo
paralelo sin tener estos dominios prefijados trabajando con homomorfismos fuertes o
bien con homomorfismos débiles incluyendo condiciones parecidas a las presentes en el
comentario final de la seccion anterior. Asi, disponemos, para ¢ = 1,2, de una signatura
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¥ = (5, Q), un dominio de datos D’ junto con un dominio de definicién dom’, y una
subcategorfa C' de PAlgP" 4™ (¥4¢4), tal que cada A objeto de C? verifica que el cociente
A/ eqi, define un objeto de T

Ademss, exigimos que el funtor F' cumpla que, para cada Y'¢-algebra A de C!, el
T2-objeto F (A/eq,) pueda ser expresado como B/.,2 para alguna Y2 3lgebra B de
C2. En otras palabras, estamos asumiendo que el funtor F': 7' — 7?2 pueda elevarse al
nivel de la representacién dando lugar a una aplicacién F': Obj(CY) — Obj(C?) que hace
conmutativo el siguiente diagrama sobre objetos:

obj(ch) —L— ovj(C?)

/eqll l/qu

7—1 N 72
F

En general, esta condicién dard lugar a una restriccién sobre el dominio de datos D?,
como veremos posteriormente en los ejemplos.

De la misma forma que para realizar el modelado de los objetos de una categoria 7,
nos preocupabamos de modelar los objetos de una categoria intermediaria C, de modo
que los objetos de la categoria inicial se obtienen por paso al cociente, el modelado de la
aplicacion sobre objetos del funtor F' se realizara a partir del modelado de una aplicacion
auxiliar F , que actie sobre los objetos de las categorias auxiliares. Nuevamente, el funtor
I se obtendra tras un posterior paso al cociente.

l,eq

Bajo las condiciones anteriores definimos una signatura 3 que es la union de ;7

y Zf;f;g, (signaturas construidas a partir de X1 y 3247 a través de la operacién imp),
junto con una operacion p: impsies — IMPs2.eq entre los géneros distinguidos de ambas
signaturas. La signatura > se define como una signatura oculta con dos géneros ocultos
IMpPsites Y iMps2.eq. Bl algebra de datos estd formada por las constantes que provienen

del dominio de datos D = D! U D?.

Debemos notar que las dos signaturas anteriores no son disjuntas: por ejemplo coin-
ciden en el género bool. Para evitar entrar en conflicto con los nombres de los géneros
de ambas signaturas, renombraremos un género si aparece en las dos signaturas con
dominio de definicién distinto. Ademads, consideraremos que los géneros ocultos son
siempre distintos (renombraremos en caso contrario), por lo que no se produce conflictos
entre las operaciones de las dos signaturas, ya que todos ellos presentan a uno u otro
de estos géneros ocultos. No obstante, no pretendemos entrar por ahora en problemas
como el polimorfismo de operadores, que por otro lado no esta presente en EAT. Por lo
tanto, también renombraremos una operacion si aparece con el mismo nombre en ambas
signaturas.

Esta situacion es nueva con respecto a lo que hemos presentado en los capitulos
previos y también respecto al trabajo realizado en [72]. En esta signatura aparecen por
primera vez dos géneros ocultos y también operaciones constructoras. Naturalmente,
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este tipo de signaturas estan incluidas en la teoria general de especificaciones ocultas
[42], aunque no en el caso particular de signatura obtenida a partir de la construccién
1mp que en este trabajo hemos tratado.

El ambiente en el que nos situamos a partir de la signatura > es la categoria
HPAlgPdm(y]). Esta categorfa tiene como objetos las Y-algebras parciales ocultas
definidas sobre el dominio de datos D = D' U D?. El dominio de definicién para las
operaciones deconstructoras viene definido como antes a partir de dom = dom! U dom?,
mientras que la operacién p es considerada total. Los morfismos de esta categoria son
los ¥-homomorfismos débiles ocultos. No obstante, al trabajar sobre dominios prefijados
y ser p total son también fuertes.

Un morfismo h: A — B de HPAlgP4™ (%) entre dos Y-élgebras A y B de esta
categoria, esta determinado por dos aplicaciones totales:

A

impz;i,eq °

h

IMPsii eq - Bimpzi,eqaz - 17 2:

una para cada género oculto, tal que verifique:

e para cada operacién tmp_w: iMmpyiesSy...S, — S, con i = 1,2 y cada tupla
(CL’ d17 cee 7dn) € Def(,lmp*wA)

impwa(a,dy, ... d,) = imp_wB(himpzi’eq (a),dy, ..., dy,),

e y para cada a € Ampzl,eq
himpEQ,eq (IOA(CL)) = pB(himpzl,eq (a))

Como es de esperar, no nos interesan todas las algebras de H P Alg”-@™(%). Consi-
deramos una subcategoria plena C de HPAlgP%™ (%) tal que dada un dlgebra A de C
se tiene que:

e Las restricciones (siendo precisos, los reductos para las inclusiones de signaturas)
17611 2’8(1 3 1 2 3 . 3 i,eq
de Aa X yalXi,, sonobjetos de G, y Ci,, respectivamente; es decir, AlXwet e
C?

tmp © = 1,2. Denotaremos A|X4 por A(7), i =1,2.

e Para cada elemento a € Aip,p, ., A(2)P4@ = F(A(1)%).

Recordamos que, para b € Ajp .., A(i)" es la ¥“-dlgebra parcial de C' que
definimos por las funciones parciales wyyp(dy, ..., d,) = impwau)(b,di,...,dn) y
Def(wauyp) = dom,,, para cada w: s1...s, — s de Y% Entonces, la segunda con-
dicién exige que la interpretacion de la operacion p sea exactamente la prestada de F.
Es decir, el elemento p4(a) € Aimyp,, ., determina el objeto de C? que se obtiene al aplicar

F' al dlgebra de C! obtenida a partir de a.
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Si A y B son X-dlgebras de C, un Y-homomorfismo oculto débil h: A — B,
dado por h = (himpzl,eq,hz‘mng,eq7(?'ds)seS\{impzl,eqJmpzz,eq})» obviamente verifica que
W = (Rimpy,.q» (ids)sesica) €s un X5 %-homomorfismo de C},,,, i = 1,2. Asi, todos
los morfismos de la categoria cumplen esta condicién esperable y podemos considerar
nuestra subcategoria plena.

En estas condiciones podemos de nuevo definir un objeto candénico en C, a partir de la
unién de los objetos finales de C},,,, y C,,,. Dicho objeto resultard ser final en C y, desde
el punto de vista de la implementacién, lo importante es que corresponde con la forma

en que este tipo de trasformaciones entre estructuras de datos fueron implementados en
EAT.

4.6.1 Objeto final

Sean la signatura ¥ = (5,€), el dominio de datos D y el dominio de definicién dom
tal y como han sido definidos en la seccion anterior, asi como la subcategoria C de
HPAlgP%m(%). Sea A" el objeto final que obtuvimos para la categoria C/,,, i = 1,2.
Entonces, podemos definir un objeto de C, que denotamos de nuevo por A", a partir
de estos dos objetos finales, junto con una interpretacion de p que hace corresponder a
cada tupla de funciones que representa a un objeto O de C!, la tupla de funciones que
representa al objeto F' (O) de C?. De forma més precisa, definimos el algebra A" como

la »-algebra que verifica:
o Acam|uiel — Abean =12,

can

® para cada (fwl)wleﬂl,eq € Aimszeq’ se define ,OAcan((fw1)w1€QLeq) = (gw2>w2€Q2,eq7
SlendO <D2, (gw2)w2eﬂ2,eq> = F(<Dl7 (fwl )wlegl,eq>).

De la propia definicién se obtiene que este objeto pertenece a la categoria C. El
siguiente resultado demuestra que A" es objeto final de C.

Teorema 4.6.1. La S-dlgebra A", cuyos reductos sobre £ y £ corresponden con

mp mp
los objetos finales en C},,, y Cs,,,, es objeto final en C.

Demostracion. Sea B un objeto de C. Entonces, por definicién de la subcategoria
C se tiene que:

- BI¥i! = B(i) € C},,,,, para i = 1,2,

imp —

- para cada b € Biny,, ., B(2)77®) = F(B(1)").

Como B(i) € Cj,, y A" es el objeto final de esta categorfa, existe un tnico
Yimr-homomorfismo oculto débil de C},,, entre B(i) y A", i = 1,2. Suponemos
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que este homomorfismo estd determinado por la funcién total en el género oculto

i,can . a ,can ;o
R B()impyieq — Aimpyyogr €OD 0= 1,2.

Podemos definir entonces el inico morfismo entre B y A" en C que determinado
por la pareja de funciones totales (h!am, p2cam),

Para demostrar que este morfismo verifica la propiedad de homomorfismo débil es
suficiente con comprobar la propiedad de homomorfismo sobre la operacién p. Para
el resto de las operaciones se obtiene de forma inmediata por ser A" i = 1,2 un
homomorfismo débil en la correspondiente categoria. Es decir, debemos probar si para
cada b € Bimp,, .,

h>“™(pp (b)) = pacan (K" (b)).

Por un lado tenemos que h'(bh) = (wg(l)b)wleﬂl,eq, por definicién de h'*", y, por

definicion de Acan’ pAca”«wlB(l)b)leleeq) = (wa)wQEQZE% tal que <D27 (fw2)w269276q> =

F((DY, (@ )ureqion)-

Por otro lado tenemos que h?“™(pg(b)) = (w?

- B(Q)pB(b)
y (D2, (w%(Q)pB<b))w2692,eq> = F((D', (wpy)uteqrea)), por definicién de B. Entonces

)wzeqzea, por definicién de h?em,

(fo2)w2eq2ea = (wé@)pB(b))wzem,eq, por lo que obtenemos la igualdad buscada.

La unicidad del morfismo se demuestra a partir de la unicidad de los morfismos
finales h*“*" en las categorfas C,,,, i = 1,2. Sea otro morfismo entre B y A“* en C
determinado por la pareja de funciones totales (h', h?), con h': B(i)imp,, ., — A;;f;,zmq,

i = 1,2. Entonces, en particular h* es morfismo en C! Pero, h*“" es final en esta

imp*

categorfa, por lo que h“" = bt i =1, 2. [ |

4.6.2 Ejemplos

Para ilustrar la potencia practica de esta tltima construccion tedrica, en esta seccién
incluimos tres ejemplos de su aplicacion. En el primero desarrollamos el funtor olvido
entre grupos y semigrupos. En este ejemplo nos situaremos en un contexto “rigido” (en
el que trabajaremos con algebras totales y no permitiremos definir equivalencias en sus
soportes). En el segundo, estudiamos la construccién anillo de grupo. En esta ocasién
permitiremos igualdades distintas de las literales aunque las dlgebras seguiran siendo
totales. El tercer ejemplo lo dedicaremos a representar la construccién que define el
complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial. Esta construccién esta presente
en EAT y para describirla formalmente necesitamos incorporar la parcialidad a nuestros
modelos y la posibilidad de establecer cocientes en los mismos.
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4.6.2.1 Semigrupo de un grupo

Sean SG RP la categoria de los semigrupos, G RP la categoria de los gruposy F': GRP —
SGRP el funtor olvido entre ambas que asigna a cada grupo el semigrupo que se obtiene
prescindiendo de la operacion inversa y el elemento neutro del grupo.

Comenzamos recordando la modelizacién de ambas categorias por separado. Para
ello utilizamos la técnica presentada en las secciones anteriores.

Para GRP rescatamos la signatura de grupo GRP y fijamos un dominio de datos
DfRP = X, con X un conjunto cualquiera. Asi, debemos restringimos a los grupos que

se pueden construir sobre este conjunto X, es decir, nos quedamos con la subcategoria
CERP de AlgP°"" (GRP) cuyos objetos estén en GRP.

Para modelar los semigrupos definimos la signatura SGRP con un unico género sg
y una unica operaciéon +: sg X sg — sg. Para ella es necesario fijar un dominio de

datos DSSgGRP =Y, con Y un conjunto cualquiera. Nos restringimos entonces a una

subcategorfa CS¢EP de AlgP*“"™" (SGRP) cuyos objetos estdn en SGRP.

En este caso, como no establecemos equivalencias dentro de los soportes, tenemos
que: .
F := Flearr: Obj(CERP) — Obj(CS9RP).

Entonces, para que el funtor F' verifique la condicién que hemos exigido a los funtores
que vamos a tratar es necesario y suficiente que ngGRP = DfRP , es decir, el grupo y el
semigrupo deben compartir el mismo soporte.

Si aplicamos la operacion imp a esas signaturas y esas categorias de dlgebras, obtene-
mos una categoria CGE" de GRP;y,,-dlgebras, y una categoria C;5” de SGRP;;,-dlgebras.
Ahora, para especificar el funtor F', construimos la signatura ¥ que resulta de la unién
de las signaturas GRP;y,, y SGRP;,,,, junto con una operacion p: impgrp — 1MpPscre entre
los géneros destacados de ambas signaturas. Esta signatura es una signatura oculta con
los anteriores géneros como unicos géneros ocultos. El dominio de datos D esté formado

por Dy, = D, = X.
Entonces, consideramos la subcategoria C de H Alg” (X)) tal que cada A objeto de C,

verifique que:

e para cada @ € Ajppes, 1a GRP-algebra A(1)* = (X, (imp_prda(a, —), imp_inv(a, —),
imp_unt(a))) esté en CY*P vy para cada b € Ajmps, la SGRP-dlgebra A(2)0 =
(X,imp_+4(b, —)) esté en C*9"P,

e para cada @ € Ajpes, A(2)P4@ = F(A(1)?), es decir:

imp_+a(pa(a),—) :=imp_prda(a, —)

Si aplicamos el teorema anterior a este caso particular obtenemos que el objeto
candnico consta de tuplas para los géneros ocultos. En concreto, tuplas de tres funciones
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para el género destacado impgre que determinen grupos sobre X y tuplas de una tnica
funcién para el género destacado impserp que determinen semigrupos sobre X. La funcién
que se asocia a p asigna a un elemento del conjunto para impep, la primera funcién
correspondiente a la operaciéon producto en la tupla. Nuestra construccion hace explicito
que esta operacién de proyeccion es un “olvido” de estructura.

Por ejemplo, si X = 7Z, podemos representar cualquier grupo numerable provisto
del semigrupo que se obtiene al olvidar las operaciones inversa y elemento neutro. Sin
embargo, no es posible, en este contexto “rigido”, codificar por ejemplo grupos finitos
del mismo modo, si mantenemos X = Z.

En el siguiente ejemplo abordamos una construccién algebraica mas interesante como
es la del funtor que asocia a un grupo, el anillo de grupo correspondiente.

4.6.2.2 Anillo de grupo

La siguiente definicién de anillo de grupo ha sido extraida de [77].

Definicién 4.6.2 (Anillo de grupo). Sean Z el anillo de los enteros y G un grupo. El
anillo de grupo Z[G| se define como el conjunto de todas las sumas formales ) .7,
conr, € Z y r, =0 para todo x € G salvo en un ntmero finito de excepciones, junto
con las operaciones de suma y multiplicacién dadas por

(Zw> ' (zr;x> =S )

zeG zeG zeG

(Z) (Zr;y> ¥y <Z )

zeG yel@G zeG \zy=z

Por analogia con estructuras anteriores, en ocasiones nos referiremos a los elementos
de un anillo de grupo como combinaciones y a los del grupo como generadores.

Como es habitual en la definicién anterior estamos denotando de la misma forma
al grupo G y al conjunto sobre el que esta definido el grupo, aunque debemos tener
presente que son cosas distintas. Resulta redundante senialar que si G es un grupo, Z|[G]
es un anillo.

En este ejemplo tratamos de especificar el funtor que asocia a cada grupo G el anillo
de grupo Z[G]. Este funtor se define sobre morfismos de forma natural (a partir de las
imagenes de los generadores se obtienen las imdgenes de las combinaciones).

Podemos trabajar con una definicion de anillo de grupo méas general. A partir de
cualquier anillo con unidad R y cualquier grupo G se construye el anillo de grupo R|G].
Asi, fijado un anillo con unidad R definimos analogamente el funtor que asocia a cada
grupo G el anillo de grupo R[G].
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Sean GRP la categoria de los grupos, RNG la categoria de los anillos y F': GRP —
RNG el funtor que asigna a cada grupo su anillo de grupo asociado.

Debemos comenzar dando modelos formales para grupos y anillos. En esta ocasion
incluimos la posibilidad de realizar identificaciones sobre los soportes pero no permiti-
remos parcialidad. Por ello, no es necesario prefijar un dominio de definicion.

Para la primera categoria necesitamos nuevamente la signatura de grupo GRP,
asi como un dominio de datos DR = X. Definimos la subcategoria C“*F™ de

fllgDGRP(GRPeq) que estd formada por las GRP®-dlgebras A tal que la GRP-dlgebra A
es un grupo con elementos tomados en X.

Similarmente, para modelizar los anillos, utilizamos la signatura RNG que tiene un
unico género r y las operaciones +: rxr —r, —:r —1r,e: — 1, *: rXr — r,junto con
un conjunto de datos DENG = Y. Definimos la subcategoria CENG*" de AlgP™"“ (RNG®?)
que estd formada por las RNG®-glgebras B tal que la GRP-dlgebra B es un anillo con
soporte de elementos en Y.

Ahora, para poder especificar la aplicacién entre objetos dada por el funtor
F: GRP — RNG, debe verificarse que para cada dlgebra A de Obj(CEEP™), el objeto
F(A) de RNG pueda ser modelado a través de un algebra B de Obj(C*NG). Como X
es el soporte del algebra A para el género g, entonces el conjunto sobre el que se define
el grupo A es el cociente X / edd," Asi, el conjunto sobre el que se define el anillo F ([l) es
Z[X/cqs]. Entonces, para que se verifique la anterior condicién es suficiente considerar
como soporte para la signatura de anillo el conjunto DFNY = Z[X], es decir, el grupo
abeliano libre sobre el conjunto X, de modo que al actuar la igualdad eq}; sobre este
conjunto recuperemos el soporte anterior para el anillo. Con idea de aproximarnos a una
posible implementacién, tomaremos como soporte DEN¢ el conjunto formado por listas
de parejas de elementos, similar al que elegimos para las combinaciones de un complejo
de cadenas en un determinado grado pero prescindiendo del elemento que marcaba el
grado. Es decir, consideramos

D'/}’%NG:{<(Tl7$l)7-..7(rn>$n)> | 7120,7”1' EZaxl €X77’: 1,...,”},

de modo que se recoge un numero finito de parejas que debe contener aquéllas en las
que el coeficiente entero no es nulo. No se exige que todos los coeficientes sean no
nulos, ni que los elementos de X sean distintos para poder definir mas cémodamente las
operaciones del anillo. Posteriormente la igualdad deberd realizar identificaciones que
permitan recuperar la suma formal.

Si aplicamos ahora la operacién imp a dichas signaturas y a sus correspondientes
categorfas de élgebras, obtenemos una categorfa C;7™ de GRP]! -dlgebras y una cate-
goria C’fnjgceq de RNG;! -dlgebras. Entonces, para especificar el funtor F, consideramos
la signatura 2 que es la unién de las signaturas GRP;;, v RNG;!  junto con una operacion
p: iMpPgerpea — 1MpPryged entre los géneros destacados de ambas signaturas. Esta signatura
es una signatura oculta con los dos anteriores como tnicos géneros ocultos. El dominio

de datos D esta formado por los dominios de datos fijados en las dos signaturas.
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Entonces, consideramos la subcategoria C de H Alg” (X)) tal que cada A objeto de C,
verifique que:

o para cada a € Ajpnpgpeqs 1a GRP®-dlgebra A(1)* = (X, {impprda(a,—),
imp_inva(a, —), impunta(a), imp_eqy(a,—)}) esté en CERF” v para cada
b € Aimpyeea, 12 BNG®-dlgebra A(2)° = (Z[X], {imp-+a(b,—), imp-—a(b,—),
imp_ea(b), imp_x (b, —), imp_eqy (b, —)}) esté en CENG

)

e para cada a € Ajyppee, A(2)P4@ = F(A(1)%).

Para que se dé la segunda condicién anterior es suficiente exigir que las operaciones
imp_+ 4, imp_— 4 y imp_e4 para el elemento pa(a) fijado, se definan como las operacio-
nes correspondientes al grupo abeliano libre del complejo de cadenas, aprovechando la
estructura que tienen los elementos de DENY. La operacién de igualdad imp_eq’y para
el elemento p4(a) fijado, se define similarmente a partir de la operacién imp_eq’ para
el elemento «a fijado, esto es, se tienen igualdades entre combinaciones que se definan a
partir de igualdades sobre generadores. Ademas, se utiliza esta igualdad para recuperar
la suma formal a partir de la representacién anterior de modo que se identifican dos
combinaciones si se diferencian en el orden de sus monomios, una combinacion que pre-
sente un elemento con coeficiente nulo con aquélla que no la presente y por ultimo una
combinacién con dos monomios que comparten el mismo generador con la combinaciéon
que presente un tnico monomio con ese generador y coeficiente la suma (entera) de los
coeficientes. Por tltimo, la operacién imp_x4 sobre el elemento pa(a) se define de la
siguiente manera:

imp**A(pA(a% <(Tw1>x1)7 ceey (T:rn? xn)>’ <(7“y1,y1), KR (ryma ym))) =
<(Tziryj ’ Z'mp_prdA(a, Zi, yj))i:L..‘,n,j:l,...,m)-

Si aplicamos el teorema de existencia de objeto final, en este caso particular obte-
nemos un modo “universal” de representar la construccién anillo de grupo (sobre un
conjunto X). Esta consta de tuplas de cuatro funciones (incluida la igualdad) para el
género destacado impggpes que determinen un grupo sobre X, y de tuplas de cinco fun-
ciones para el género destacado impgyges que determinen anillos sobre Z[X]. La funcién
correspondiente a p asigna a una tupla de funciones en impgpes la tupla del anillo de
grupo que se construye sobre el anterior grupo en impgygea-

Por ejemplo, si X = Z, podemos representar cualquier grupo finito o numerable
provisto de su correspondiente anillo de grupo.

4.6.2.3 Complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial

Como tultimo ejemplo abordamos la representacién del funtor que aplica a cada con-
junto simplicial el complejo de cadenas que candénicamente tiene asociado. La siguiente
definicién ha sido tomada de [65].



4.6 Modelado de relaciones entre diferentes estructuras algebraicas 153

Definicién 4.6.3 (Complejo de cadenas asociado a un conjunto simplicial). Sea
K = {K, }nen un conjunto simplicial con operaciones cara y degeneracion {0} },~0.i=1,..n,
{n"n>0i=1,..n- El complejo de cadenas asociado a K, que denotamos por C(K), es
el complejo de cadenas dado por {C(K),,d,}nez donde, si n > 0, C(K), = Z[K,]
siendo Z[K,| el Z-médulo libre generado por K, y si n < 0, C(K), = 0); la operacién
diferencial, para n > 0 se define a partir de la siguiente aplicacién sobre los generadores

n

dy =Y (=1)'67

=0

(se completa al extenderse por linealidad para los elementos de Z[K,]), y para n < 0 se
toma el homomorfismo nulo.

Sobre los morfismos, es claro como cada morfismo entre conjuntos simpliciales da
lugar a un morfismo entre los correspondientes complejos de cadenas (otra vez basta
extender a combinaciones una aplicacién entre generadores).

Sean SS la categoria de los conjuntos simpliciales, C'C' la categoria de los complejos
de cadenas y F': SS — CC el funtor que construye el complejo de cadenas asociado
a un conjunto simplicial. Antes de tratar de modelar la aplicacién a nivel de objetos
correspondiente a este funtor, necesitamos construir representaciones para los conjuntos
simpliciales y los complejos de cadenas. Estas representaciones han sido propuestas como
ejemplos en las secciones anteriores. Para conseguirlas ha sido necesario utilizar tanto
equivalencias dentro de los dominios como parcialidad en los modelos. Asi, definimos
dos signaturas >°% y 3°“¢?_ junto con los dominios de datos D**, D y los dominios de
definicién dom*® y dom®. Entonces, consideramos categorias C** y C* que recogen los
conjuntos simpliciales y complejos de cadenas que se pueden definir sobre los dominios
de definicion a través de relaciones de equivalencia en los mismos.

Nuestro objetivo es dar una especificacion de la restriccion a objetos del funtor F', a
través de una aplicacién F: Obj(C**) — Obj(C). Para ello es necesario que se verifique
que para cada dlgebra A de Obj(C**), el objeto F(fl) € CC pueda ser modelado a
través de un algebra B de Obj(C*). Debemos observar que la familia de conjuntos de
generadores del complejo de cadenas F(A) viene dada por D?*, / eqeem- Asi, es suficiente
con fijar como soporte para el género gnr en la signatura ¢ el conjunto de datos
Dy, = Dg5,,. Entonces, si definimos la igualdad sobre los generadores del complejo
de cadenas como la igualdad sobre los simplices del conjunto simplicial, recuperamos el

anterior soporte para los generadores del complejo de cadenas.

Ahora, definimos la signatura ¥ que es la unién de las signaturas 5°¢ y X750
junto con una operacién p: impsss.eqa — iMPyeeeq entre los géneros destacados de ambas
signaturas. Esta signatura es una signatura oculta con los anteriores géneros como
unicos géneros ocultos. El dominio de datos D para ella se construye a partir del
conjunto de simplices geométricos Dgf, = K y el conjunto de generadores Dgi = Dgs, .
La operacién de grado para los generadores del complejo de cadenas se obtiene a partir

de la operacion de dimension para los simplices abstractos en el conjunto simplicial y
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a partir de éstas se obtienen los dominio de definicion de las operaciones. Debemos
observar que, como consecuencia, los conjuntos de generadores para indices negativos
son vacios.

Entonces, consideramos la subcategoria C de H P AlgP-4°™(X) tal que cada A objeto
de C, verifique que cada elemento de Ajypy...., sirva de indice para un objeto de C** y
cada elemento de A;,p......, sirva de indice para un objeto de C*. Ademas, el elemento
pa(a) debe indexar al objeto F(A(1)*) para cada a € Ajmpyeeeq-

Para que se verifique la segunda condicién anterior basta con definir la igualdad
para los generadores en el elemento p4(a) como la igualdad para los simplices abstractos
en el elemento a y, ademds, que la diferencial sobre una combinacion en el elemento
pa(a) esté definida a través de las operaciones caras en el elemento a segtin la férmula
dp =Y 1 o(=1)%". El resto de las operaciones para ps(a) estdn definidas a partir de
éstas. Podemos expresar estas condiciones de un modo mas explicito:

asm

- imp-eqy (pa(a),z,y) = imp_eqi™ (a,x,y), para todo z,y € domgen,

’ imp—de(pA(a)7 <n7 [(1,.T)]>) =
imp_adds(pa(a),imp-mlts(pa(a), (—1)°, imp_facea(a,0,n,x)),
imp_adda(pa(a),imp-mits(pa(a), (=)', imp_faces(a,1,n,z)),. ..,
imp_adda(pa(a),imp-mlts(pa(a), (=1)", imp_faces(a,n,n,x))...)),
para todo x € D¢ con dim(z) = n, n > 0, y se extiende por linealidad para el

gnr
resto de elementos de DS ..

o

EAT trabaja, por razones de eficiencia, con el complejo de cadenas normalizado
CN(K) asociado a un conjunto simplicial K. Este complejo de cadenas tiene como
generadores en cada grado exclusivamente a los simplices geométricos. Las operaciones
diferenciales se definen a través de la suma formal de caras que se tiene en C(K),
excepto que se excluye de dicha suma los elementos en los que el resultado de la cara
sea un simplice degenerado. Estos dos complejos de cadenas son equivalentes. Podemos
encontrar una demostracion de este resultado en [65].

Esta version del complejo de cadenas normalizado asociado a un conjunto simplicial
puede ser obtenida como una adaptacion del modelo anterior. Para ello, el conjunto de
datos asociado a Dy, debe ser Di5 vy la igualdad sobre los generadores tiene que venir
dada por la igualdad sobre los simplices geométricos. Entonces, simplemente debemos
modificar la condicién sobre la diferencial de modo que la suma tnicamente incluya las
caras que originen elementos no degenerados.

Si aplicamos de nuevo el teorema de finalidad en este caso particular tenemos un modo
“universal” de representar la construccién complejo de cadenas normalizado asociado a
un conjunto simplicial (sobre un conjunto de simplices geométricos K). Esta consta de
tuplas funciones para el género destacado impsss.ea que determinen un conjunto simplicial
sobre K, y de tuplas de funciones para el género destacado impsecc.ea que determinen un
complejo de cadenas sobre Z[K]. La funcién correspondiente a p asigna a una tupla de
funciones en impsss.eq la tupla del complejo de cadenas asociado en impsee.eq.
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Recordamos que para tener determinado un conjunto simplicial es suficiente con
tener una pareja de funciones (fc’, =4, ) que representen la operacién cara y la igualdad,
ambas sobre los simplices geométricos. Igualmente para tener determinado un complejo
de cadenas es suficiente con definir una pareja de funciones (d’, =4,,) que representen la
operacion diferencial y la igualdad, ambas sobre los generadores. Asi, podemos definir
una nueva algebra coherente con estos nuevos modelos, que presente como conjuntos
soporte para los géneros destacados tuplas de funciones como las anteriores. La funcién
que esta algebra asocia a la aplicacién p hace corresponder a una tupla (fc’,=4,) la
tupla (d', =4,,) de modo que =, es exactamente =, y d’ se define de la forma conocida
a través de fc. No es dificil entonces probar que esta algebra es también objeto final
dentro de la categoria C. Esta algebra corresponde exactamente con el modo en el que el
operador que permite construir un complejo de cadenas a partir de un conjunto simplicial
fue implementado en EAT (ver [81], pagina 42).






Capitulo 5

De EAT a Kenzo

5.1 Introduccion

En este capitulo trataremos de realizar un estudio de las estructuras de datos presentes
en el sistema Kenzo, de la misma forma que hemos hecho con EAT. El sistema Kenzo
[34] es el descendiente de EAT, y ambos estan dedicados al calculo en Topologia Alge-
braica. En particular los dos calculan grupos de homologia de espacios de lazos iterados.
Una diferencia importante entre ambos sistemas, aparte de que en Kenzo se utilizan
algoritmos més eficientes, es que para implementar Kenzo se ha utilizado CLOS (Com-
mon Lisp Object System) que es la componente orientada a objetos de Common Lisp
[93]. Podemos encontrar un estudio detallado del sistema Kenzo en [33] y el manual de
usuario en [34]. Nosotros nos centraremos en el tratamiento que este programa da a sus
estructuras de datos.

El enfoque orientado a objetos de Kenzo permite construir estructuras eficientes
aprovechando las posibilidades que nos ofrecen herramientas como la herencia y el poli-
morfismo. La herencia es un concepto bastante escurridizo [100, 94, 66], abordable desde
diferentes perspectivas (ver, por ejemplo, [37, 50, 52, 67, 55, 44, 12, 16]), lo que hace que
su formalizacion sea una tarea complicada. En este capitulo nos centraremos en la parte
de especificacion de la herencia [92], continuando con la filosofia de los capitulos previos,
sin entrar en cuestiones de implementacion de la misma. Nuestra aproximacion se basara
en el marco conocido como especificacion con orden en los géneros (“order-sorted specifi-
cation” [44]), que es la técnica que habitualmente se ha utilizado en especificacion oculta
para modelar la herencia [41, 40]. No obstante, no nos ceniremos a esta teorfa, de modo
que interpretaremos la herencia como un tipo de coercidn explicita [100, 13, 10, 35, 37],
en lugar de utilizar la interpretacion habitual de la teoria oculta como inclusién entre
los conjuntos soportes.

Ademas de la herencia, otro concepto importante en este capitulo es el de polimorfis-
mo en las operaciones, que en una concepcion amplia significa que un mismo identificador
puede hacer referencia a operaciones diferentes dependiendo del contexto. No obstan-
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te, en la literatura este concepto ha recibido diversas interpretaciones. Nosotros nos
quedaremos con las distintas clases de polimorfismo que observaron Cardelli y Wegner
en [17]. Estos autores distinguen dos clases de polimorfismo: el polimorfismo univer-
sal y el polimorfismo ad-hoc. El primer grupo trabaja normalmente sobre un nimero
infinito de tipos, los cuales deben tener una estructura comin, mientras que las operacio-
nes polimérficas ad-hoc trabajan solamente sobre un conjunto finito de tipos diferentes
que, en principio, pueden no estar relacionados. Reciben el apellido de ad-hoc ya que
podemos entenderlas como un conjunto pequenio de operaciones monomdrficas (no po-
limoérficas). En términos de implementacién, un operador polimérfico universal ejecuta
el mismo cédigo para argumentos de cualquier tipo admisible, mientras que un operador
polimérfico ad-hoc puede ejecutar diferentes cédigos para cada tipo de argumento.

Dentro del polimorfismo universal se distinguen dos tipos distintos de polimorfismo.
Por un lado el polimorfismo paramétrico y por otro el polimorfismo de inclusion. En
el polimorfismo paramétrico una operacion tiene un parametro implicito o explicito que
determina el tipo de argumento al cual puede aplicarse esta operacién. En el polimor-
fismo inclusién un objeto puede ser visto como perteneciente a muchas clases diferentes.
Este 1ltimo polimorfismo es el que se utiliza para especificar los subtipos y la herencia.
Se apellida inclusién ya que se refiere a clases no disjuntas en las que puede existir una
relacién de contenido entre las mismas.

Dentro del polimorfismo ad-hoc se distinguen otros dos tipos de polimorfismo: la
sobrecarga de operaciones y las coerciones. Con sobrecarga de una operacién se suele
expresar que un mismo nombre se utiliza para denotar operaciones conceptualmente
diferentes. En este caso, el contexto se utiliza para decidir qué operacion debe actuar en
cada momento. Una coercién es una operaciéon sintactica que convierte un argumento
al tipo esperado por una funcién, de modo que al actuar esta coercion evita un error de
tipo.

En general, cuando hablemos de polimorfismo a lo largo de este capitulo nos referi-
remos al polimorfismo de inclusion, que es el que obtendremos a partir de la herencia de
estructuras. No obstante, como veremos, no vamos a tener un contenido entre las clases
y nos apoyaremos en coerciones para formalizar este tipo de polimorfismo presente en
Kenzo.

Este capitulo esta organizado de la siguiente forma. En la siguiente seccion damos
una breve presentacién del sistema Kenzo!. En ella observaremos como Kenzo utiliza, a
diferencia de EAT, caracteristicas de la programacién orientada a objetos. En particular
nos interesa cémo se hace uso del polimorfismo y de la herencia. Asi, en la Seccion 5.3
introducimos de modo informal posibles ideas para especificar estas caracteristicas y en
la Seccion 5.5 abordamos la especificacion de la herencia y del polimorfismo que ésta
genera. Previamente dedicamos la Seccion 5.4 a analizar brevemente algunas operaciones

'No nos ha parecido oportuno hacer una presentacién similar de EAT pues ésta estd ya publicada
en [72], por ejemplo; por otra parte, nos ha parecido imprescindible incluir esta seccién debido a ciertos
aspectos orientados a objetos de Kenzo que pueden ser considerados “no estandar”, como la relaciéon
entre complejos de cadenas y conjuntos simpliciales.
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sobrecargadas en Kenzo. Las Secciones 5.6 y 5.7 contienen algunos ejemplos particulares.
Terminamos el capitulo con un apartado de problemas pendientes de resolver. Este
capitulo puede considerarse una ampliacién de los articulos [31] y [32].

5.2 Presentacion de Kenzo

El propésito de esta seccion es presentar el sistema Kenzo a través de ejemplos que
nos permitan estudiar algunas de sus caracteristicas. Pretendemos con ella examinar
algunas de las semejanzas y diferencias de este programa en relacion a EAT en cuanto
a la codificacion de sus estructuras (para una descripcién de EAT consultarse [72], por
ejemplo).

Imaginemos que queremos calcular el grupo de homologia H5(Q2%S?), es decir, el
quinto grupo de homologfa del segundo espacio de lazos de la esfera S3. (El espacio
de lazos de un espacio es el conjunto de funciones continuas de la circunferencia en el
espacio que preservan el punto base, dotado de la topologia compacto-abierta.) Con
Kenzo, construimos la esfera S? a través de la siguiente sentencia?:

> (setf s3 (sphere 3)) M
[K1 Simplicial-Set]

El programa devuelve el objeto de Kenzo K1 que es un conjunto simplicial, es decir,
una versién combinatoria de la esfera S®, y este objeto es asociado al simbolo s3.

El siguiente paso es construir el segundo espacio de lazos de esta esfera:

> (setf 12s3 (loop-space s3 2)) M
[K18 Simplicial-Group]

Kenzo construye una versién combinatoria de este espacio. Debemos observar que la
version combinatoria de ese espacio de funciones continuas es de naturaleza infinita. No
obstante, se obtiene una codificacion de la misma a través de un pequeno conjunto de
funciones que integran un objeto grupo simplicial. Un grupo simplicial es un conjunto
simplicial provisto de una estructura de grupo compatible con la estructura simplicial
(los operadores simpliciales son homomorfismos).

Finalmente, para calcular el quinto grupo de homologia de la esfera introducimos la
instruccion:

2Las sentencias que mostramos en esta seccién se han ejecutado en el sistema Kenzo bajo Allegro
Common Lisp. El sfmbolo > representa al prompt de Lisp y la cruz de malta "X corresponde a la tecla
<Return>, que da paso a la evaluacién de la sentencia.
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> (homology 12s3 5) M«
homology in dimension 5:
Component Z/3Z
Component Z/2Z
---done---

y el sistema devuelve la descripcién del grupo de homologia Hs(Q2S3) = Zo ® Zs. Este
resultado se ha obtenido en un segundo con un PC a 400 MHz.

Podemos analizar las estructuras de datos anteriores viendo cémo son almacenadas
en la memoria del ordenador. Para ello utilizamos la primitiva Common Lisp inspect

93]

> (inspect s3) X
La evaluacion de esa expresiéon Lisp hace que se muestre la ventana de la Figura 5.1.

Z Ingpect Simplicial-5et [K1 Simplicial-5et]
[KE1l Simplicial-Set] i= a SIMPLICIAL-SET :J

cla=s=s * ¥F<STAHNDARD-CLASS SIMFLICIAL-SET #=DD9460:
ha=zi=z * f<closzure 1 #=ELGE0AR:

bz=gn = =

cmnpr  * f<function 2 #F=xEZ3I7CE:

cprd #* [KS Morphi=sm (degres 0): K1 —» K3]

difr #* [KZ Morphi=m (degres -1): K1 —-: EKl1]

efhm % [K199 Homotopy—Equiwvalence Kl <= K1 =: K1]
face = ficlosure 3 ¥=xELLSOE4:

grmd * [Kl Simplicial-Set]

idnm = 1

orgn  * [(SPHERE 3

" AW

Figura 5.1: Inspect de s3

En la Figura 5.1 vemos un ejemplo de cémo inspect muestra un objeto CLOS.
Utiliza una linea para cada campo del objeto e incluye el nombre del campo delante del
simbolo *.

Vamos a explicar los campos de un objeto conjunto simplicial como el anterior:
el campo basis contiene la informacion del conjunto de simplices, en este caso esta
informacion viene dada por un algoritmo que asocia a cada nimero natural n una lista
con los simplices de dimensién n; bsgn almacena el punto base; cmpr contiene un test de
comparacion entre simplices y el campo face codifica los operadores cara. Los campos
como grmd, idnm, orgn corresponden a la organizacion interna del software y no son
relevantes desde el punto de vista de la especificacion.

El resto de los campos aparecen por herencia a partir de otras clases. Concreta-
mente, los campos dffr y efhm proceden de la clase complejo de cadenas, y cprd de



5.2 Presentacién de Kenzo 161

la clase codlgebra. Son precisamente estos campos adicionales la diferencia que tie-
ne la estructura de conjunto simplicial codificada en Kenzo en relacién a la estructura
codificada en EAT (ver [81, 72]). Aprovechamos para comentar que los campos que
determinan la estructura anterior son (basis, cmpr, face), todos ellos de naturaleza
funcional, bien funciones primitivas (#<function ...>) o bien cierres léxicos definidos
por el programa (#<closure ...>). Este hecho queda reflejado en el objeto final que
obteniamos en el capitulo anterior para modelizar esta estructura, en el que el soporte
para el género destacado estda formado por tuplas funcionales. Concretamente, estas
tuplas estan compuestas por dos funciones que representan a la operacion de compara-
cién y a las operaciones cara sobre un conjunto de simplices prefijado (conjunto al que
hace referencia el campo basis). En este sentido puede decirse que el modo de imple-
mentacién usado en EAT y Kenzo para estructuras matematicas es, en ciento sentido,
universal.

Inspeccionamos ahora la estructura 12s3.

> (inspect 12s3) "X

La evaluacién de la anterior expresion hace que se muestre la ventana de la Figura
5.2.

Z Inspect Simplicial-Group [K18 Simphicial-Group]

[E18 Simplicial-Group] i= a SIMPLICIAL-GROUF -
class * F¢STANDARD-CLASS SIMPLICIAL-GROUFP #=zDDE&94: —
aprd = #:(THBOUND:

ba=zi=z * LOCALLY-EFFECTIVE

b=gn #* <{<Loop:>:>

cnpr  * foclosure 2 F=ELSEDOD:

cprd * [K22 Morphism (degres 0): K18 —» K20]

difr # [K19 Morphi=m (degres -1): K18 —: Kl18]

efhm #* [KZ61 Homotopy—-Egquiwvalence K18 <= K251 =: KZ47]

face = giclo=ure 3 #F=ELEEFA:

grin * [KZ29 Simplicial-Morphi=m K18 —-: K18]

grmd  #* [K13 Simplicial-Group]

grml * [K28 Simnplicial-Morphi=sm K23 —» K18]

idnm = 18

kfll = ¥:<UNBOUHND: b
orgn  * (LOOP-SPACE [Ke Simplicial-Group]) —
4 ol

Figura 5.2: Inspect de 12s3

Si comparamos las Figuras 5.1 y 5.2, podemos observar como la estructura 12s3
contiene todos los campos de la anterior estructura de conjunto simplicial. Esto se debe
al hecho de que en Kenzo la clase grupo simplicial ha sido definida como una subclase
de la clase conjunto simplicial. En términos de Teoria de Categorias podemos decir que
existe un funtor olvido de la categoria de los grupos simpliciales a la categoria de los
conjuntos simpliciales. En nuestro marco algebraico, esto corresponde a considerar que
la relacion de herencia “olvida” alguno de los campos.

Los campos nuevos en esta clase de grupo simplicial son grml y grin, que definen la
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operacion de multiplicaciéon y la inversa del grupo, respectivamente. Los campos aprd
y kfll pertenecen a esta clase porque, ademas, la clase de grupo simplicial hereda de
otras clases, en concreto de la clase dlgebra (aprd codifica el producto del dlgebra) y la
clase Kan (kf1l codifica el “sombrero” de Kan (ver [65], pagina 3)).

Una diferencia esencial entre las estructuras s3 y 12s3 es que la primera de ellas
es una estructura finita, efectiva en terminologfa de Sergeraert [79]. Esta es una im-
plementacion directa de un conjunto simplicial finito. Concretamente, es una version
combinatoria del espacio topolégico S3. Por su parte, 12s3 es una implementacién de
un espacio infinito. Sin embargo, dicha implementacion recoge toda la informacién ne-
cesaria para realizar ciertos calculos sobre el espacio topolégico al que representa. Esta
informacion es siempre de naturaleza local, es decir, relacionada con un 1inico elemento
o un conjunto finito de elementos que estén relacionados, en algin sentido algebraico o
geométrico. Asi, estas estructuras se llaman localmente efectivas [79]. El campo basis
refleja esta caracteristica. En el caso en el que trabajemos con un objeto efectivo, como
por ejemplo S3, este campo almacena una aplicacién que asigna a cada dimensién la
lista de simplices geométricos del conjunto simplicial. Podemos observar en la Figura
5.1 como el campo basis es un cierre léxico. En caso en el que el conjunto simplicial
sea infinito en alguna de sus dimensiones o el sistema no contenga informacién sobre
su cardinalidad, entonces se almacena el simbolo :LOCALLY-EFFECTIVE en este campo
(ver Figura 5.2). Asi, en el primer caso, podemos preguntar por la lista de simplices
geométricos de s3, por ejemplo en dimensién 3:

> (basis s3 3) M
(83)

La lista estd formada por un tnico simplice, el simplice “fundamental” de S® que
recibe el nombre de S3 también. Sin embargo, en el caso del objeto 12s3 no podemos
obtener informacion similar ya que la “lista” de simplices geométricos en dimension 3
del espacio codificado serfa infinita:

> (basis 12s3 3) "X
;3 Error: The object [K18 Simplicial-Group] is locally-effective.

Sin embargo, podemos trabajar con simplices particulares de este grupo simplicial,
podemos comparar si dos simplices son iguales, calcular sus caras, etc. Por ejemplo:

> (face 12s3 0 3 (loop3 1 (loop3 1 ’s3 1) 1)) *X
<AbSm - <<Loop[<<Loop[0 s3]>>]>>>

aplica la cara §3 del grupo simplicial a un sfmplice de 12s3.

Esta distincién entre estructuras finitas y no finitas es compartida con su predecesor
EAT. Debemos comentar que en los capitulos previos no hemos considerado dentro de
nuestra signatura para los conjuntos simpliciales una operacién que recoja el operador
basis. El motivo es que no hemos tenido en consideracion la distincion entre objetos
efectivos y localmente efectivos, de modo que la base era recogida para ambos casos por
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un dominio prefijado, sin preocuparnos de la cardinalidad del mismo.

Otro aspecto importante en Kenzo es que los operadores que se utilizan pueden estar
sobrecargados, lo que es una de las ventajas que incorpora el uso de la programacion
orientada a objetos. Por ejemplo, para calcular la cara 3 del simplice fundamental del
conjunto simplicial que representa a S® podemos utilizar la misma funcién:

> (face s3 0 3 ’s3)
<AbSm 1-0 *>

Vamos a aprovechar la evaluacion anterior para comentar el papel que en el operador
juega el primero de sus argumentos, ya que es diferente al desempenado por el resto de
argumentos. El primer argumento determina el “espacio ambiente” en el que se realizan
los calculos. Los datos para este argumento son mas bien “ocultos” ya que aunque su
estructura pueda explorarse explicitamente por medio de inspect (ver Figuras 5.1 y
5.2), su composicién interna no puede mostrarse: los valores de los campos son cierres
léxicos. La conclusién de esto es que los objetos asociados a s3 y 12s3 sélo tienen
comportamiento, son exclusivamente de observacién, sobre una serie de argumentos para
estos cierres léxicos. Por el contrario, el resto de argumentos son “visibles”, en el sentido
de que su estructura es completamente conocida. Esta caracteristica la poseen también
los resultados obtenidos al aplicar las operaciones. Por ejemplo, el simplice abstracto
<AbSm 1-0 *> es la degeneracién 1,1y del punto base de la esfera (denotado por *).
Su estructura es completamente “visible” a partir de su representacién en la maquina.
Debemos observar que los datos “visibles” pueden ser de dos tipos: constantes, como los
enteros 0 y 3, o generados como <AbSm 1-0 *>. Esta distincién dentro de los géneros
visibles fue detectada en los ejemplos para EAT del capitulo anterior. De este modo no
es preciso incluir todas las constantes para el dominio de datos dentro de cada algebra,
sino que es suficiente con disponer de operaciones que permitan generar un elemento
cuando éste sea necesario.

Como hemos comentado, el objetivo de los programas EAT y Kenzo es el célculo
de la homologia de ciertos espacios topolégicos. Como herramienta para calcular la
homologia de espacios de naturaleza infinita Sergeraert introdujo la nociéon de objeto
con homologia efectiva [88]. Un objeto con homologia efectiva es un objeto “mixto”
que presenta caracteristicas efectivas y localmente efectivas, permitiendo aprovechar las
ventajas que proporcionan ambas: la codificacion localmente efectiva de un objeto de
naturaleza infinita permite resolver las dificultades que deriven de la no finitud, mientras
que la codificacién efectiva permite obtener informacién de naturaleza global, como es la
homologia del objeto. Los dos tipos de codificacién estéan relacionadas a través de objetos
hibridos, esencialmente equivalencias de homotopia entre complejos de cadenas efectivos
y complejos de cadenas localmente efectivos [80]. Estas equivalencias de homotopia, que
permiten trabajar con objetos localmente efectivos, estan almacenadas en el campo efhm
de las estructuras anteriores. Podemos ver un ejemplo de objeto hibrido en este campo
del objeto 12s3 (ver Figura 5.2), entre los complejos de cadenas localmente efectivos K18
y K251 y el complejo de cadenas efectivo K247. Sin entrar en detalles, esta equivalencia
de homotopia es una herramienta que nos permite calcular la homologia de un objeto
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localmente efectivo, en este caso K18 (12s3), construyendo un objeto efectivo K247 con
la misma homologia (este objeto puede entenderse como una descripcién de la homologia
del anterior objeto), a través de un objeto intermediario K251. Podemos encontrar en
(90, 89] una descripcién detallada del anterior proceso. Si analizamos el tipo de datos
de este objeto auxiliar, comprobamos que en efecto se trata de un complejo de cadenas:

> (K 251) K
[K251 Chain-Complex]

Si ahora intentamos calcular su quinto grupo de homologia:

> (homology (K 251) 5)

;; Error: I don’t know how to determine the effective homology of:
[K251 Chain-Complex] (Origin: (BICONE [K111 Reduction K95=-K33]
[K235 Reduction K233=-K33]).

El sistema falla ya que no tiene informacion suficiente para calcular la homologia de
este complejo de cadenas localmente efectivo. Vamos a observar con mas detenimiento
este objeto. Para ello nos ayudamos otra vez de la primitiva inspect cuyo resultado se
recoge en la Figura 5.3.

> (inspect (K 251)) M

2 Inzpect Chain-Complex [K251 Chain-Complex] O] x|
[K251 Chain-Complex] i= a CHAIN-COMPLEXE ;l

class * #(STANDARD-CLASS CHAIN-COMPLEX #=DCFE10:

ba=zi=z * (LOCALLY-EFFECTIVE

b=gn * ¥:<UNBOUHD:

cnpr * #<closure 2 ¥xEeD4CO:

dffr #* [KZ52 Horphi=m (degres —-1): K251 —» KZ251]

efhm = #: ¢UNBOUND:

grmd * [KZ51 Chain—-Complex]

idnm  * 251

orgn % (BICOHE [K11ll Reduction K95 =3 K33] [K235 Reduction K233 =: K331}

-

i 2

Figura 5.3: Inspect de K251

La clase complejo de cadenas es una de la mas elementales en Kenzo. Sus campos
principales (en el caso localmente efectivo) son cmpr, que codifica una igualdad entre
generadores, y dffr, que codifica las aplicaciones diferenciales. Ambos campos son
funcionales, y son también los campos fundamentales para codificar un complejo de
cadenas en EAT (ver [81, 72]). Este hecho también ha quedado patente en el objeto
final que obtuvimos en el capitulo anterior para modelizar esta estructura, en el que
el soporte para el género destacado estaba formado por tuplas de dos funciones que
representan a las anteriores operaciones.

La clase complejo de cadenas es heredada por la clase conjunto simplicial (podemos
observar como cada campo de la Figura 5.3 también aparece en las Figuras 5.1 y 5.2).
En concreto, la clase conjunto simplicial se construye por herencia de la clase codlgebra e
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incluye un nuevo campo face que recoge las operaciones cara; a su vez la clase codlgebra
se construye por herencia de la clase complejo de cadenas e incluye un nuevo campo cprd
que corresponde al coproducto de la codlgebra (ver [34]).

La herencia entre grupo simplicial y conjunto simplicial parece bastante natural ya
que se admite de forma general que un grupo simplicial es (en particular) un conjunto
simplicial. Esta herencia entre ambas corresponde a una relacion is_a que es el “mo-
delo estdndar” de entender la herencia orientada a objetos (ver [66], por ejemplo). Sin
embargo, en Topologia Algebraica se dice de manera usual que un conjunto simplicial
tiene asociado candénicamente un complejo de cadenas, y no se considera que un con-
junto simplicial es un complejo de cadenas. Asi, en este caso se utiliza herencia para
implementar una relaciéon has_a (ver nuevamente [66]). Esto muestra que la nocién de
herencia es, conceptualmente, complicada de entender (podemos referirnos de nuevo a

166, [94] o [100]).

No obstante, debemos observar que en términos de la teoria de categorias, existe un
funtor F' de la categoria de los conjuntos simpliciales a la categoria de los complejos de
cadenas. Asi, la situacion no es tan diferente del caso entre los grupos simpliciales y los
conjuntos simpliciales en la que se establece la relacion entre ambas a través del funtor
olvido. En una situaciéon como ésta en la que tenemos dos categorias C y D y un funtor
entre ambas F': C — D, siempre es posible enriquecer la categoria origen C para obtener
para cada objeto X de C una pareja [X, F(X)]. Obviamente existe un funtor de esta
nueva categoria a D, que representa al funtor F'. Esta idea corresponde con lo realizado
por Eilenberg y MacLane, quienes reemplazaron la nocion de conjunto simplicial por
la de FD-complejo [65]. Esta estructura ha sido implementada en Kenzo para codificar
los conjuntos simpliciales y nosotros trataremos de describirla formalmente a lo largo de
este capitulo.

No queremos terminar esta secciéon sin mostrar al menos uno de los calculos intere-
santes realizados por Kenzo. En este momento, el sistema Kenzo ha conseguido obtener
grupos de homologia que son muy complicados de conseguir por los métodos tradicio-
nales o que incluso no han sido obtenidos a través de la Topologia Algebraica “clasica”.
Por ejemplo, vamos a calcular el grupo de homologia Hj(Q3Moore(Z/2Z,4)), donde el
espacio Moore(Z/27,4) es el espacio conexo “candénico” que tiene como tinica homologia
no trivial en dimensién 4 a Z/27Z. Este grupo de homologia es “en principio” alcanzable
a través de métodos tradicionales, ver [18], pero la experiencia muestra que incluso los
mejores topologos encuentran dificultades para determinarlo. Con la ayuda del programa
Kenzo, primero construimos el tercer espacio de lazos del espacio de Moore:

> (setf 13m4 (loop-space (moore 2 4) 3)) "M
[K291 Simplicial-Set]

y después calculamos su quinto grupo de homologia:

> (homology 13m4 5) M«
homology in dimension 5:
Component Z/2Z
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Component Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z
---done---

Obtenemos como resultado que Hs(Q*Moore(Z/27Z,4)) = (Z/2Z)°. Este célculo ha sido
realizado en 1 minuto y 30 segundos en un PC a 400 MHz.

La cuestion que se plantea es la fiabilidad del resultado obtenido, ya que no parece
muy razonable confirmarlo ni refutarlo directamente. Por este motivo, consideramos
que todos los esfuerzos encaminados al anélisis de la correccion del sistema son de gran
importancia. Como paso previo resulta imprescindible la modelizacion del sistema, por
medio de la especificacion de sus estructuras de datos y de sus piezas algoritmicas fun-
damentales.

5.3 Idea intuitiva sobre como modelar la herencia
entre complejos de cadenas y conjuntos simpli-
ciales

En este seccion trataremos de estudiar la herencia que se presenta en Kenzo entre dos
de sus estructuras basicas, como son los complejos de cadenas y los conjuntos simpli-
ciales. Como hemos comentado en la seccién previa la formalizacién de la herencia en
general es una tarea complicada que escapa a los propositos de este trabajo. Por ello
nos restringiremos exclusivamente a tratar de razonar sobre la herencia presente entre
estas dos estructuras, como ejemplo paradigmatico para tratar de obtener un tipo de
especificacion que sea extrapolable al resto del programa Kenzo.

Como hemos mencionado previamente, Kenzo considera un conjunto simplicial como
un FD-complejo de Filenberg-MacLane (ver [33, 34]). Esta estructura consiste en dotar a
un conjunto simplicial de una estructura de complejo de cadenas: el complejo de cadenas
normalizado candénicamente asociado a este conjunto simplicial, que hemos detallado
en la Seccién 4.6.2.3. Recordamos que esta construccién consiste en que un conjunto
simplicial (K, d,n) se completa con una estructura diferencial d,,: C(K),, — C(K),-1,
donde C(K), es el Z-médulo libre generado por los simplices geométricos de dimensién
n de K,y cada aplicaciéon d,, se define por

n

dn = Z(_l)léfba

1=0

considerando en la anterior suma los elementos en los que el resultado de la cara sea
un simplice no degenerado. En [65] podemos encontrar una definicién precisa de este
concepto asi como el desarrollo tedrico correspondiente.
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Asi, mientras el sistema EAT suministra una funcion constructora que obtiene es-
te complejo de cadenas a partir de un conjunto simplicial (cuando esto sea necesario),
Kenzo incorpora a la estructura de conjunto simplicial este complejo de cadenas parti-
cular. Para ello el sistema usa la técnica de herencia que le proporciona la programacién
orientada a objetos. Se tiene de este modo, para esta construccion central en ambos
programas, la reutilizacion de los elementos comunes asi como algunas funciones po-
limorficas importantes, como es, por ejemplo, el test de igualdad sobre los elementos
generadores (ahora compartidos) para ambas estructuras. Este ejemplo ilustra los be-
neficios de la programacién orientada a objetos desde el punto de vista de la ingenieria
del software.

Ahora, si pretendemos modelar esta nueva situacién, un primer intento es tra-
tar de utilizar especificacién con orden en los géneros (order-sorted specification [44]).
Basicamente, este tipo de especificaciones consiste en incorporar una relacién de orden
entre los géneros de la signatura. Posteriormente, esta relacion de orden entre los géneros
se debe transformar en una relacién de contenido en los soportes de sus modelos. Este
tipo de especificacion es el que generalmente se ha incorporado a la especificacién oculta
para modelar la herencia (ver por ejemplo [41, 40]): a la signatura para la estructura
“madre” se le anaden algunas operaciones y algunos géneros junto con un orden entre
uno de los géneros de la “madre” y uno de los que hemos anadido, que marque la relacion
de herencia entre ambas estructuras (remitimos nuevamente a [44] para una exposicién
detallada sobre este punto).

Si utilizamos en nuestro caso esta técnica, podemos construir una nueva signatura que
se obtiene al anadir a la signatura para los complejos de cadenas Zfz;;q, las operaciones y
géneros de la signatura para los conjuntos simpliciales de Zfﬁ;;q y declaramos el siguiente
orden entre los géneros ocultos: impyss.es < iMmpyce.eq.

Sin embargo, este enfoque no es conveniente por una razén de naturaleza seméntica.
La declaracion sintdctica impsss.es < impseeea conlleva a nivel seméntico que para cada
algebra A de nuestra signatura se verifique que Ajpposscq © Aimpyeeeq- Pero la implemen-
tacion que Kenzo hace de estas estructuras, que hemos analizado en la seccion anterior,
asi como los objetos finales que obteniamos para las mismas en los capitulos previos,
ilustran el hecho bien conocido de que la herencia, en el contexto del dlgebra universal,
es mas bien una cuestién de olvido, mas que de inclusion. Por ejemplo, la relacién que
existe entre los grupos y los semigrupos, no se entiende como que un grupo esté conte-
nido en un semigrupo, sino mas bien que a partir de un grupo se obtiene un semigrupo
si nos olvidamos de las operaciones de elemento neutro e inverso.

El hecho de que existan relaciones entre estructuras que no pueden ser modeladas
a partir de la idea original de interpretar el orden entre los géneros como inclusiones
ha sido puesto de manifiesto por muchos autores. Por ejemplo en [69], en el contexto
del lenguaje de especificacién algebraica CASL [98], se definen dos relaciones de orden
<! y <2. La primera estd incluida dentro del lenguaje CASL y pretende representar la
interpretacion usual de relacién entre géneros como inclusién. La segunda, que proponen
incorporarla a dicho lenguaje, esta mas cercana a la traduccién de esta relacion a través
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de una coercion. La idea de interpretar una relacion entre géneros como una coercion no
es original de [69]. Esta ha sido propuesta previamente por otros autores en (100, 13].
Todos ellos proponen coerciones para modelar la sobrecarga de operaciones que aparecen
explicitamente con el mismo nombre dentro de una signatura. Nosotros utilizaremos
también este tipo de coerciones en la siguiente seccion para especificar la sobrecarga de
algunos operadores particulares presentes en Kenzo. Por ejemplo, podemos incluir una
operacion de coercion entre generadores y combinaciones que nos permita especificar
el operador sobrecargado que corresponde a la diferencial, el cual puede actuar bien
sobre combinaciones o bien sobre generadores junto con la dimensién de la mismos. No
obstante este uso de las coerciones parece ajeno a la herencia.

El uso que nosotros hacemos de las coerciones en la herencia es ligeramente distin-
to. A través de una coercién pretendemos especificar el polimorfismo por reutilizacion
de operaciones que se da en la herencia. En la especificacién order-sorted se supo-
ne que un elemento para el soporte en un determinado género es también del soporte
de cualquier supergénero del mismo. De este modo, se produce en este elemento una
coercion implicita, debida a este contenido, que se traduce en polimorfismo en las ope-
raciones: cualquier operacion de un género puede actuar sobre cualquier elemento para
un subgénero. En nuestro caso, no tendremos dicho contenido entre los conjuntos sopor-
te y preferimos utilizar una coercion explicita entre subgénero y supergénero, de modo
que cualquier operacién con dominio el subgénero pueda ser utilizada sobre un elemento
del supergénero tras actuar la coercion. De este modo, el modelo de la herencia entre
estructuras no produce la repeticién de dos operaciones con el mismo nombre y distin-
tos géneros (sobrecarga) en una misma signatura, sino que una misma operacién puede
utilizarse sobre elementos de género distinto tras actuar la operacion de coercion sobre
ellos (polimorfismo). En [37] se utiliza un sistema de coerciones implicito para tratar de
construir una jerarquia algebraica constructiva en Coq [24]. En este caso utilizan este sis-
tema como paso previo para realizar la implementacién de estas estructuras algebraicas.
Curiosamente en este sistema no utilizan las coerciones para especificar la sobrecarga
de operaciones ya que éstas no estan permitidas. Nosotros estamos en una situacion
diferente, en la que partimos de un sistema ya implementado y en funcionamiento y
pretendemos realizar un modelado del mismo.

Antes de pasar a tratar de formalizar la anterior relacién de herencia, dedicaremos la
siguiente seccion a estudiar algunos ejemplos de operaciones sobrecargadas que aparecen
en Kenzo, en los que podemos aplicar la técnica de coercién comentada anteriormente.
En particular, estas operaciones son la diferencial en los complejos de cadenas y la
operacién cara en los conjuntos simpliciales.

5.4 Algunas operaciones sobrecargadas en Kenzo

A pesar de que la representacion que utiliza Kenzo para un complejo de cadenas es
bésicamente la misma que la que usa EAT [34, 81], salvando las distancias entre clase
de CLOS y estructura de Lisp [93], podemos destacar algunas diferencias. Por ejemplo,
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la operacién de comparacién que se ha implementado para los generadores en Kenzo en
lugar de ser una igualdad, establece una relacion de orden total entre los mismos. Enton-
ces, se puede obtener una representacién de las combinaciones en las que los monomios
estdn ordenados atendiendo a este orden de los generadores. El objetivo de este orden
es obtener algoritmos que manejan combinaciones de modo mas eficaz en cuanto a la ra-
pidez de calculo. En este trabajo no tendremos en cuenta este orden, que es importante
desde el punto de vista de la implementacién pero no tanto para la especificacion de la
estructura. Asi, mantenemos la misma igualdad sobre generadores y el mismo dominio
de datos para las combinaciones que definimos en el capitulo anterior para los complejos
de cadenas.

Otra diferencia que nos resulta mas interesante entre ambos programas es la sobre-
carga en Kenzo de algunas operaciones. Por ejemplo, en Kenzo aparecen dos operaciones
diferenciales que comparten el nombre. Una de ellas se corresponde con la operacién
diferencial habitual sobre combinaciones imp_df : impsce.eacmb — c¢mb. Una segunda
operacion viene dada por imp_df : impsee.eaint gnr — cmb. Esta representa a la dife-
rencial sobre los elementos generadores, donde el género int abstrae el grado de dicho
generador (ver [34], pagina 12).

Para especificar la sobrecarga de esta operacion incluimos en la signatura oculta
Yimp's due ha sido utilizada en el capitulo anterior para especificar familias de complejos
de cadenas, una nueva operacion

imp_df : impseeeaint gnr — cmb,

con dominio de definicién determinado a partir de dom@ = {(p,a) € Z x
Dg.,. | dim®(a) = p}, junto con la siguiente operacién de coercién:
ntxgnr | -
coer ., 1 int X gnr — cmb.

En el enfoque order-sorted si consideramos una relacion de orden entre los géneros
visibles gnr y cmb, entonces debe verificarse que existe un contenido entre los dominios
cc cc 3
de datos Dy;,, vy D¢, Esto no se cumple en nuestro caso, por lo que este tipo de espe-
cificaciones no son adecuadas para tratar de especificar la sobrecarga de esta operacion.

Resulta més adecuado la visiéon por medio de una operacién de coercion.

La anterior operacién de coercion es considerada visible, ya que todos sus géneros
son visibles. Asociamos a esta operacion una funcién parcial con dominio de definicién
determinado por el dominio de definicion domzze intxgnr = domgjﬁ y que se define para

cmb

coer ™" (p,a) = (p, [(1, a)]).

estos elementos por

Entonces, se asume que la nueva operacién diferencial sobre los elementos generadores
estd canonicamente definida por

df (ce,p, a) == df (cc, coer?” (p, a)).
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La anterior operacién es una coercién “2 a 1”7 (es decir, que combina dos datos de dos
tipos para obtener un dato de un tipo nuevo) y la sobrecarga que se produce a través de
ella en el operador diferencial no esta permitida en ningin lenguaje de programacion,
ya que siempre deben ser “1 a 1”7 (en Kenzo se implementa por medio de macros, ver
[93], pagina 193).

Entre estas dos operaciones se produce un hecho curioso. Tenemos que la operacién
diferencial sobre generadores también determina candénicamente a la operacion diferen-
cial sobre combinaciones. Una vez que tenemos una definicion de la diferencial sobre los
generadores, obtenemos por linealidad la de cualquier combinacién. Este es el motivo
de que aparezca este operador sobrecargado en Kenzo (en EAT se refleja con dos ope-
radores con distinto nombre), ya que para tener representada la diferencial es suficiente
con definirla sobre los generadores. Este hecho también quedd reflejado en el objeto
final que teniamos para los complejos de cadenas en el capitulo anterior. En particular,
el soporte para el género destacado de este objeto estaba formado por tuplas funcio-
nales que determinaban un complejo de cadenas en las que la funcién correspondiente
a la diferencial estaba definida simplemente sobre los generadores. De este modo la
implementacién elegida en Kenzo (y también en EAT), ademds de ser la “méds general”
posible, es eficiente, en el sentido de que busca ser “minima” entre todos los posibles
objetos finales isomorfos.

Por su parte, la implementacion de los conjuntos simpliciales en Kenzo es totalmente
distinta a la que se tiene en EAT, ya que como hemos comentado esta estructura se define
por herencia a través de los complejos de cadenas. Posteriormente trataremos de estudiar
esta relacion de herencia. Ahora nos fijaremos en otras diferencias en la implementacion
de esta estructura. Por ejemplo, como comentamos en el capitulo anterior, EAT utiliza
una lista decreciente de enteros para marcar las degeneraciones, si es que las tiene, del
simplice. Sin embargo, por ser esta lista estrictamente decreciente puede ser representada
de una manera ingeniosa por un inico nimero no negativo. Por ejemplo, la lista (5, 2, 0)
puede ser codificada por el ntimero 37, sabiendo que 37 = 2° + 22 +2°. A través de esta
nueva codificacién se obtienen implementaciones muy eficientes de las operaciones del
conjunto simplicial. Otra vez este tipo de diferencias son cuestiones de implementacion
que no nos interesan a nivel de modelado, de modo que preferimos quedarnos con la
representacion mas intuitiva y mds cercana la codificacién en topologia simplicial (ver
por ejemplo [65]) de las degeneraciones como lista decreciente de enteros.

Otra diferencia mas interesante en la implementacién de esta estructura es que Kenzo
también presenta operadores sobrecargados para los conjuntos simpliciales. En particu-
lar aparecen dos operaciones cara que comparten el nombre. Por un lado tenemos la ope-
racion imp_face: impsss.eanat nat asm — asm que calcula la cara en un conjunto simpli-
cial sobre simplices abstractos y por otro la operacién imp_face: impsss.canat nat gsm —
asm que actia sobre simplices geométricos.

Si suponemos que estamos trabajando con la signatura que hemos definido anterior-

. . . o . ss,eq .
mente para especificar los conjuntos simpliciales 3, »* podemos nuevamente especificar
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la sobrecarga de esta operacion si incluimos en esta signatura una operacién

imp_face: impssseanat nat gsm — asm

con dominio de definicién determinado a partir de dom$,.. = {(i,n,a) € N x N x
Dy |0 < i < n,n > 0,dim*(a) = n}. Debemos observar que también hemos so-
brecargado el simbolo utilizado para denotar el dominio de definiciéon. Los dominios de
definicion para este caso particular son disjuntos de modo que el contexto permite distin-
guirlos. En otro caso, podemos por ejemplo incorporar a la notacion de estos conjuntos

la aridad de la operacion de modo que rompamos la sobrecarga de este simbolo.

Entonces, anadimos a la signatura una operacion de coercion

gsm .
coerd>™ gsm — asm

que corresponde al orden que podemos establecer entre los géneros visibles gsm y asm.

Este es un ejemplo mas de soportes en los que no es valida la teoria order-sorted ya que

obviamente D?%® D?s . Esta operacién de coercion es de nuevo una operacion visible
gsm asm

y le asociamos la funcién total entre D33y D3, que se define por coer®m(a) == (( ), a)

para todo a € D33

gsm*

Entonces, se asume que la operacién imp_face que anadimos estd candénicamente
definida por

imp_face(ss,i,n,a) = imp_face(ss,i,n,coerds"(a)).

Nuevamente, la idea de esta sobrecarga de operaciones en Kenzo es que la operacion
cara sobre los simplices geométricos determina canénicamente la operacion cara sobre los
simplices abstractos, a partir de las propiedades que permiten conmutar las operaciones
cara y degeneracion. Este hecho quedé nuevamente reflejado en el objeto final que
obtuvimos para los conjuntos simpliciales en el capitulo anterior. El soporte para el
género destacado de este objeto estaba formado por tuplas funcionales que determinaban
un conjunto simplicial en las que la funcién correspondiente a las operaciones cara estaba
definida tinicamente sobre los simplices geométricos.

5.5 Especificaciéon de la herencia de Kenzo a través
de coerciones

En esta seccion trataremos de especificar parte de la herencia que aparece en Kenzo,
que se puede explicar a través de relaciones de olvido entre las distintas estructuras
algebraicas con las que trabaja. La técnica que utilizaremos no esta muy distante de la
que teniamos para especificar relaciones entre distintas estructuras de EAT. No obstante,
introducimos ahora los beneficios que se obtienen de la programacion orientada a objetos,
como son la posibilidad de reutilizar estructuras para construir otras y el polimorfismo
de operaciones.
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Partimos de dos categorias 7' y 72, que estdn relacionadas a través de una relaciéon
de olvido dada por un funtor F': 72 — 7. Entonces, suponemos que la categoria 7' ad-
mite una modelizacion siguiendo la técnica presente en el capitulo anterior. Basicamente,
disponemos de una signatura ! = (S, Q!), un dominio de datos D' junto con un do-
minio de definicién dom!, y definimos una subcategoria plena C' de PAlgP"dom' (1eq),
tal que cada A objeto de C! verifica que el dlgebra parcial cociente A/ eq}, due se obtiene
a partir de la relaciéon de congruencia parcial determinada por las funciones de igualdad
define un objeto de 7.

Entonces, para especificar familias de objetos de 7%, construimos una signatura
oculta E;’sg y una subcategoria plena C},,, de HPAlg" odom’ (E;’sg) tal que cada dlgebra
A de esta categorfa verifica que para cada a € Ajpp, , la yhed_glgebra A% es un objeto

de C!.

Para modelar la segunda categoria y la relacion de olvido entre ambas, suponemos que
tenemos definida una signatura X% = (5%, Q?), tal que X' C X2, junto con un dominio de
datos D? y un dominio de definicién dom?, tal que D' C D? y dom' C dom?. Ademsés,
podemos definir una subcategoria C? de PAlgDQ’domQ(ZQ’eq), formada por las dlgebras
A de esta categoria que verifican que el cociente A/ eq? > que se obtiene a partir de la
relacién de congruencia parcial eq} en A, define un objeto de 72 tal que si le aplicamos
el funtor F' obtenemos el objeto de 7" dado por (A[%"9)/ 1. Con eg)y nos referimos a
la relacién de congruencia parcial en A|%1¢ que se obtiene a partir de eq? al restringirse
a las operaciones de igualdad que provienen de géneros en Y! .

Estas condiciones pueden parecer muy exigentes, pero, como veremos en los ejemplos,
se dan con total naturalidad cuando tratamos de especificar la relacion de olvido entre
estructuras algebraicas y en particular con las estructuras que maneja Kenzo. Las ante-
riores condiciones son similares a las que exigimos en el capitulo anterior centrandonos
ahora en que el funtor representa una relacién de olvido.

Ahora, para especificar familias de objetos de 72 construimos una signatura
2,eq z . leq - ,

oculta 37 que contenga los géneros y operaciones de ¥;7° junto con los géneros

52\ ST U {impsz.} y las operaciones {impw: impszesy ... Sy, — Sty 5. sp—sea\r U

IMPs2, . . , . .

{coerimp;1 Z D iMmpszes — iMpsiedf. A través de esta signatura pretendemos especificar

ademas la relacién de olvido que existe entre las dos estructuras anteriores.

Reflejamos en la anterior signatura una reutilizacién a nivel sintactico, ya que cons-
truimos la signatura para la estructura “hija” aprovechando la signatura para la estruc-
tura “madre”. Ademads obtendremos polimorfismo en las operaciones, ya que vamos a
poder utilizar, gracias a la operaciéon de coercién, operaciones de la “hija” sobre elemen-
tos de la “madre”. La diferencia con la especificacion adoptada en el capitulo anterior
consiste en que antes construiamos la signatura Zfﬁg anadiendo el género impyz2.es como
primer argumento a todas las operaciones de X% sin preocuparnos de aprovechar las

] 1,6(1
definidas en ;7"

A nivel de modelos, debemos restringirnos a una subcategoria de dlgebras para la

signatura E?;;Z de modo que cada algebra de esta categoria represente a familias de
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objetos de 72 apoyandonos en la operacién de coercién para utilizar las operaciones de
Eil?’?jg sobre elementos del soporte correspondiente a imps2.cs. Ademéas, obtenemos que si
en una de estas algebras olvidamos la estructura que corresponde a la parte de signatura
que se anade para definir la signatura “hija”, obtenemos un algebra de la categoria
fijada para la signatura “madre”. Esto es, cada algebra A de nuestra categoria debe
verificar que para cada elemento fijado a € Ajpp, ., la Y24 _3lgebra que se define tras
fijar en las operaciones de A el primer argumento bien en a si su género corresponde
Mpg2,eq

. . 1
a impsiea 0 bien en (coer,,,” "
pIEE)

una ¥>%-4lgebra de C2. De este modo conseguimos dotar a la operacién de coercién de

Ja(a) si su género corresponde a impsz.cq, determine

. .y . . , imps2,
una interpretacion como relacion olvido entre ambas categorias, ya que (coefr’z»mp;1 » Ya(a)

representard al objeto de 7' que se obtiene por olvido a través de la anterior algebra.

Para que la signatura E?;sg quede completamente definida como signatura oculta
debemos todavia decidir qué parte de la misma es oculta y qué parte es visible, asi
como fijar el dominio de datos para esta iltima parte. Para ello, debemos comenzar por
determinar cuales de sus géneros son ocultos. Mientras que parece claro que el género
impsz2.es debe ser oculto, la naturaleza de impsi,.es €s mas controvertida. Si las estructuras
T' y T2 se consideran “al mismo nivel” entonces tanto impsz2.eq como impsi.cs deberian
ser declarados ocultos. Por el contrario, si 7' se considera como una estructura de
datos previa y auxiliar, entonces imps1.q debe declararse visible. En las dos préximas

secciones estudiaremos por separado ambas alternativas.

5.5.1 Signatura oculta con dos géneros ocultos

Si declaramos tanto imps;i.es COMO 1Mps2..q géneros ocultos en la signatura Zf;ﬁg, entonces
se genera en dicha signatura una operacion constructora, que corresponde a la operaciéon
de coercién, mientras que el resto son operaciones deconstructoras con género oculto
uno de los dos anteriores. Para esta signatura oculta fijamos el dominio de datos que
viene dado por D? e incluimos en la misma una constante por cada elemento de este
dominio. Ademés prefijamos, como hemos venido haciendo, un dominio de definicién
para sus operaciones a partir de dom?, y consideramos la operacién de coercién como
una operaciéon total. Continuaremos trabajando con la categoria de algebras parciales
ocultas para esta signatura que definimos en el capitulo anterior y que denotamos por
HPAlgP*dom? (y2e1)

imp
Entonces, nos restringimos a una subcategoria plena Cfmp de HPAlgP®dom* (Ei’ﬁg) tal
2

imp

2,eq

imp-algebra A que sea objeto de C,,, verifique las siguientes condiciones:

que cada X

Leq
imp

es un objeto de C1_: es decir, A|X1% € C}

e La restriccién de A a X imp> imp € Cimp-

e Para cada a € Ay, ,, definimos una Y2¢4_glgebra parcial A® dada por: a cada
género s € S%% se le asocia como soporte el conjunto A? = D?; cada opera-
cibn w: s;...8, — s € Q¥4 \ QL n > 0, se interpreta en A® mediante la
funcién parcial wae con dominio de definicion Def(waa) = dom? y dada por
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waa(dy, ..., dy) = impwal(a,dy,...,d,), para cada (dy,...,d,) € dom?; por
dltimo, cada operacién o: s1...s, — s € QY% n > 0, se interpreta por la

funcién parcial o4. con dominio de definicion Def (04a) = dom! y dada por
Opa(dy, ... dy) = imp_aA((coerz-Zﬁ;?:Z)A(a), di,...,d,), para cada (dy,...,d,) €

dom!. Entonces, se exige que A% pertenezca a C2.

Lo importante es que bajo estas condiciones podemos definir un objeto canénico en
Cfmp. Este se va a obtener a partir del objeto canénico de Cilmp, que como hemos visto se
caracteriza por tener como soporte para el género oculto tmps1.es un conjunto de tuplas
funcionales (parciales) que determinan objetos de C'. El soporte para el género oculto
impsz.eq en este objeto también serd un conjunto de tuplas funcionales (parciales), que
determinan ahora objetos de C2. La funcién correspondiente a la operacién de coercién
aplicara a cada tupla de funciones de impse2.es la tupla que se obtiene olvidando las

funciones correspondientes a las operaciones de €2 que no estén en Q!.

5.5.2 Objeto final

Sean la signatura ¥? = (52, Q?), el dominio de datos D? y el dominio de definicién dom?
tal y como los hemos definido en el apartado anterior a partir de una signatura X!, con

dominio de datos D' y dominio de definicién dom'. Sean C, , v C},, las subcategorfas

de HPAlgP?dom* (5:20) v [ p AlgP"-dom’ (531:€0) que también hemos considerado en dicho

imp mp
apartado. Sea por tltimo A" el objeto final que obtuvimos para la categoria C}

imp*
Entonces, podemos definir un objeto de Cfmp, que denotamos por A% de la siguiente
forma:

A2,can|217€q — Al,canj

imp

o A2 — D2 para cada género s € S?\ S, y dyzcen = d, para cada constante

d: — s de D*\ D!,
27

hd AiTgZZQ,Eq = {(fo)weazea | <D2: (fos domi)wEKZQve‘Z) S C2}a

o imp wazean((fs)seqzea,di, ... dp) = foldi,....d,), para todo (fs)scnzes €
Af;j;; W Y (di,...,d,) € dom?, para cada imp.w: impse.eciSi...8, — § €
Q2 Qlst > 0

impEQ,eq

[ ] (Coerimpzl,eq)A2,can((f6)5692,eq> — (f(s)é'te,eq, pal”a Cada (fé)&eQQ,eq 6 Afﬁl;g?,&q'

De la propia definicién se obtiene que este objeto pertenece a la categoria Cfmp. Es
mas, esta dlgebra es final dentro de dicha categoria. Recogemos esta afirmacién en el
siguiente resultado, cuya demostraciéon es similar a la demostracion que obtuvimos en el

capitulo anterior cuando consideramos un funtor entre dos categorias.
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2,eq ¢ 2,can 1,eq
Teorema 5.5.1. La X7 -dlgebra A>“", cuyo reducto sobre ;77

final en C} . es objeto final en C?

imp’ imp*

corresponde al objeto

Debemos observar el paralelismo entre este objeto final y el que obteniamos en el
capitulo anterior para representar un funtor entre dos categorias. No obstante, en esta
ocasiéon el objeto final incorpora caracteristicas de la programacion orientada a obje-
tos como es la reutilizacion de una estructura para construir otra. Ademds, se tiene
polimorfismo en las operaciones, de modo que las funciones de la estructura “madre”
pueden utilizarse sobre la estructura “hija”, simplemente olvidando las operaciones que
se incorporan. Este objeto refleja fielmente la forma en que han sido implementadas las
estructuras de datos en Kenzo (ver [34] o [33]).

5.5.3 Signatura oculta con un dnico género oculto

Si decidimos declarar imps1,es como género visible, entonces las cosas son mas sencillas.
En este caso la signatura 2?7;;2 es una signatura deconstructora y podemos aplicarle
los resultados generales para este tipo particular de signaturas de [58, 56] que hemos
adaptado en el capitulo anterior para trabajar con signaturas con igualdad. No obstante,

en este caso debemos completar el dominio de datos con un nuevo conjunto D?

7/’npz;l,eq :
Los elementos de D?mpz ..., bueden interpretarse como los elementos base sobre los que
construir estructuras de Cfmp. Si tenemos en mente esta interpretacion, es claro que un

buen candidato puede ser el conjunto soporte para el género impsi.eq del objeto final
Al que obtenfamos en Cilmp. El hecho de que habitualmente se definan soportes para
géneros visibles a través de modelos iniciales (por ejemplo, las combinaciones para los
complejos de cadenas o los simplices abstractos para los conjuntos simpliciales), y para
este elemento se utilice un modelo final refleja la distinta naturaleza entre unos y otros
géneros visibles. Mientras que los primeros especifican elementos de una estructura y por
ello es conveniente tener sélo las representaciones de datos que sean generables desde
la signatura, el soporte para el género impsi.eq especifica familias de estructuras que
podemos construir sobre estos elementos, y por ello necesitamos tener una representacion

tan general como sea posible (ver [84] o [54]).

En esta signatura las operaciones que tienen como primer género imps:1..q son visibles
b

y las funciones que prefijamos para ellas son las correspondientes a la mismas en el objeto

final At-can,

Ademas, ahora la operacion de coercién es una operacion deconstructora. Esta ope-
., . . 1,can
racién debe asociar a cada elemento a € Aipyp,, ., la tupla de funciones de A;7 " - que
define, junto con las funciones que se obtienen a partir del resto de funciones ocultas de

A con primer argumento fijado en el elemento a, un algebra de C2.

Podemos definir nuevamente un objeto particular de la categoria Cfmp como antes,
si consideramos la misma definicién del dlgebra A*¢" de modo que ahora el soporte
para el género impsi.eq estd prefijado por ser visible. Obtenemos entonces el siguiente

teorema.
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2,eq

imp COM un Unico género oculto

Teorema 5.5.2. La categoria Cfmp sobre la signatura X
1Mmpsi.eq tiene objeto final.

Debemos observar que los objetos finales que hemos obtenido en los dos ltimos
teoremas son exactamente iguales si se consideran como algebras estandar (no ocultas).
Obviamente los morfismos finales para ambas categorias son distintos. Sin embargo,
la interpretacion semantica que podemos hacer de ambas situaciones presenta matices
diferentes. En la primera tenemos dos géneros ocultos y podemos interpretar la relacién
entre ellos como una relacién de reuso. En ella tenemos dos estructuras que estan situa-
das al mismo nivel semantico y una se utiliza para construir la otra. En la segunda se
produce mas bien una relaciéon de uso. Una estructura ya construida y fijada sirve como
soporte de datos para anadirle componentes y formar la segunda estructura. Podemos
encontrar una discusién entre las diferencias entre uso y reuso en [66]. Si queremos res-
petar la herencia que ha sido utilizada en Kenzo para construir este tipo de estructuras,
debemos optar por la interpretacion de reuso, mas préoxima a la herencia, que por la de
uso, mas préoxima a una relacién de cliente. No obstante, como se cita en [66], ambas
pueden considerarse como interpretaciones de la herencia.

5.6 Semigrupos, monoides, grupos, grupos abelia-
nos...

Para ilustrar la construccion anterior vamos a utilizar estructuras sencillas y ampliamente
conocidas como pueden ser los semigrupos, monoides, grupos y grupos abelianos. En
[91], Sergeraert utiliza ejemplos parecidos para tratar de explicar la implementacién
del diagrama de herencia de Kenzo. FEn realidad la relacién que se tiene entre estas
estructuras es la misma que se da entre las estructuras de Kenzo, y el uso de la herencia
se justifica de la misma forma para ambas situaciones.

Partimos entonces de las categorias SGRP, MN D, GRP y AGRP, que corresponden
respectivamente a las categorias de semigrupos, monoides, grupos y grupos abelianos.

Una signatura SGRP que nos permita especificar los semigrupos esta formada por
un unico género ¢, y una unica operacion prd: g ¢ — g. Una signatura MND para los
monoides consiste en la signatura SGRP junto con una nueva operacién unt: — g. Una
signatura GRP para los grupos consiste en la signatura MND junto con una nueva operacion
mv: g — ¢g. Por iltimo, una signatura AGRP que permite especificar los grupos abelianos
es la propia signatura GRP.

Como siempre a lo largo de esta memoria, no pretendemos especificar todos los se-
migrupos, sino que debemos limitarnos a aquéllos que se puedan construir sobre un
conjunto de datos D = {D,} prefijado. Para concentrarnos en el proceso de herencia
entre estas estructuras vamos a limitarnos a considerar dlgebras totales para estas sig-
naturas. Ademads, tampoco permitiremos en esta ocasion establecer equivalencias en el
soporte de datos anterior, de modo que no serd necesario construir las signaturas con
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igualdad asociadas a estas signaturas, o mas precisamente, exigimos que la igualdad que
se define para ellas sea la igualdad literal.

De esta forma, las algebras que consideramos para la signatura SGRP forman la ca-
tegorfa AlgP(SGRP), que recordamos tiene por objetos las SGRP-dlgebras con soporte
fijado por D y cuyos morfismos son las identidades. De estas dlgebras nos quedamos
con una subcategoria C5%** tal que cada dlgebra A de la subcategoria verifique que para
cada a,b,c € Dy,

prda(a, prda(b,c)) = prda(prda(a,b),c),
es decir, cumple la propiedad asociativa que define el concepto matematico de semigrupo.

Ahora, para la signatura MND nos quedamos con una subcategoria CV? de Alg” (MND)
tal que cada dlgebra A de esta subcategorfa cumpla que A|SGRP € C5%** y ademds para
cada a € D,,

prda(a,unts) = prda(unts,a) = a.

Similarmente, para la signatura GRP nos quedamos con una subcategoria CE®*’ de
AlgP(GRP) tal que cada dlgebra A de esta subcategorfa cumpla que A|MND € C™P y
ademds para cada a € Dy,

prda(a,inva(a)) = prda(inva(a),a) = unty.

Por 1ltimo, para la signatura AGRP nos quedamos con una subcategoria CA“RY de

AlgP (AGRP) tal cada dlgebra A de esta subcategorfa cumpla que A|GRP € C®* y ademés
para cada a,b € Dy,

prdA(aa b) = prdA<b7 a)'

Nosotros no pretendemos especificar una tnica estructura sino familias de estructu-
ras. Entonces, para especificar familias de semigrupos construimos la signatura SGRP;,,
que esta formada por dos géneros g, impsgre v Una operacién imp_prd: impsgreg g — ¢.
Esta signatura es una signatura oculta con un tdnico genero oculto impgserp, sobre el
algebra de datos (D, ), con C' un conjunto de constantes, una por cada elemento de D.

Las 4&lgebras que consideramos para esta signatura forman la categoria
H AlgP (SGRP;,,,), cuyos objetos son las SGRP;,,,-dlgebras ocultas y cuyos morfismos son
los SGRP;;,,-homomorfismos débiles ocultos. De estas algebras nos quedamos con la
subcategoria plena C3% formada por las dlgebras A que verifican que cada para cada
elemento I € Ajppese ¥ cada a,b,c € Dy,

imp_prda(I,a,imp_prda(l,b,c)) = imp_prd(I,imp_prda(l,a,b),c).

Ahora, para especificar familias de monoides construimos la signatura MND;,,, que
incorpora a SGRPj,, un género impwp y dos operaciones tmp_unt: impwp — ¢,

impMND Lo . . . ~
COET jyynem  UMPuNp — UM Pscrp- Esta signatura es una signatura oculta que anade a

SGRP;,,, €l genero oculto impwyp. El dlgebra de datos para ella sigue siendo (D, C).
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Otra vez, segin el desarrollo tedrico que hemos realizado, nos quedamos con una
subcategoria C!™> de H Alg” (MND;,,,) que verifique que cada dlgebra A de esta categorfa

imp
cumpla que A|SGRP;,,,, € Cffgf y que para cada elemento I € Ay, v cada a € Dy,

imp_prd 4 (coer’:mp”ND (1), a,imp-unt(I)) =

LIMPSGRP

imp_prd 4 (coerim?™ (I), imp-unt4(I),a) = a.

LIMPSGRP
Similarmente, para especificar familias de grupos construimos la signatura ocul-
ta GRP;,, que incorpora a MND;,, un género oculto impgpe y dos operaciones
IMPAnv: 1Mpeegd — ¢, coer%ﬁﬁlﬁ: "MpPere — tMpuyp. Entonces, nos quedamos con una
subcategorfa de dlgebras Cine de HAlg" (GRPyn,) que verifique que cada dlgebra A de
esta categorfa cumpla que A[MND;,,, € CiiP v que para cada elemento I € Ay, v cada
a € Dy:

imp_prda (coerfzg‘s“gzp (coe'r’%g;l‘:; (1)), a,imp-inva(a)) =
imp_prda (coerfﬂg's“g:? (coerfzggﬁs (1)), imp_inva(a),a) =

. 1MPGRP
imp_unt 4 (coer; 7% (I)).
Por dltimo, para especificar familias de grupos abelianos construimos la signa-

tura AGRP;,,, que incorpora a GRPj,, un género oculto impyge y una aplicacién

iTTUDAGRP . (CAGRP
imp

coerf»mpm S impaerp — Mperp- Entonces, nos quedamos con una subcategoria
de HAlgP(AGRP;,,) que verifique que cada algebra A de esta categorfa cumpla que
A|GRP;p € Cine v que para cada elemento I € Ayppe, ¥ cada a,b € Dy:

imp_prda (coerfzg‘gg}: (coerfzgﬁg (coer%gg;f (1)), a,b) =

imp_prda (coerffnlg:ggp (coerffnf;l’:; (coer%ﬁé‘f (1))),b,a).

Debemos observar cémo para construir una signatura aprovechamos la estructura
de otra. Cada signatura se caracteriza por tener un género destacado que denotamos
con el stmbolo #mp con subindice la misma signatura. Cuando una signatura hereda de
otra, se produce una relaciéon de orden entre sus géneros destacados, que en la practica
se traduce en la inclusién en la primera de una operacién de coercién. Esta operacién
de coercién es la que permite obtener polimorfismo en las operaciones, de forma que
podemos utilizar una operacion que involucra argumentos de un género determinado
sobre un elemento de un subgénero. Estas operaciones de coercion actian de forma
implicita en algunos trabajos, como por ejemplo en la forma de construir estructuras
algebraicas en Coq [37]. Esto simplifica notablemente la notacién sintéctica; no obstante,
nosotros preferimos hacer explicita la intervencion de estas operaciones como forma de
representar la relacién de herencia entre ellas.

Para terminar este ejemplo damos una descripcion de los objetos finales que se tienen
para cada categorfa. Comenzamos con el objeto final de la categorfa C5%% que denotamos
por ASGEP Este objeto estd definido por:
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Ajr = {(x1 Dy x Dy — Dy) | (Dyg, *) € C5*¥},

1MPSGRP

- imp_prd gsere ((x), a,b) = x(a,b), para cada (x) € AJSEP v cada a,b € D,.

1M PSGRP

El objeto final AMNP de la categoria Ciny, estd definido por:

- AMNPISGRP; ,,, := AMNP,

- AMND .= {(x: Dy x Dy — Dy,e: — Dy) | (Dy, (*,€)) € C'™P},

1M Pwnp

c ASGRP

- imp_unt gqmno ((*,€)) = e, para cada (x, e) o

. (coerfzgsggp)Anfwu((*, e)) := (x), para cada (*,e) € A%@%ﬁ.

El objeto final AP de la categoria CS* estd definido por:

imp

- ACEP|MND,,,, := AMND

Y

- AGEP .= {(x: Dy x D, — D,,e: — D,,—: Dy — D,) | (Dy, (*,¢e,—)) € C*},

1Mmperp
- imp_invere ((*,€,—),a) = —(a), para cada (x,e,—) € A%I:RP y cada a € Dy,
. (coerfzggl‘:;)AcRp((*,e, —)) := (*,e), para cada (x,e,—) € A%ﬁp.

Por tltimo, el objeto final AY“HY de la categoria CAS¥ estd definido por:

. AAGRP’GRPimp = AGRP

Y

. AAGRP . _ {(x: Dy x D, — Dy,e: — Dy, —: D, — D,) | (D, (x,e,—)) € CAGRPL

1TMPAGRP

AGRP
M PaGRP *

. (coer%ﬁé‘f)mcm((*,e, —)) := (x,e,—), para cada (x,e,—) € A

En todos estos objetos finales podemos observar como cada operacion de coercién
puede entenderse como un tipo de olvido de una parte de la estructura.

5.7 Especificaciéon de los FD-complejos

Kenzo utiliza la estructura de FD-complejo definida por Eilenberg y MacLane para
trabajar con conjuntos simpliciales. Para implementar esta estructura se ha definido
una clase llamada SIMPLICIAL-SET que se construye por herencia a partir de la clase
CHAIN-COMPLEX que corresponde a los complejos de cadenas (ver [34] y Seccién 5.2). En
esta seccidén trataremos de especificar la relacion que existe entre ambas.
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En el capitulo anterior hemos dado especificaciones de los complejos de cadenas y de
los conjuntos simpliciales, asi como del funtor (sélo a nivel de objetos) que construye el
complejo de cadenas candnicamente asociado a un conjunto simplicial. En esta seccion
utilizaremos la misma técnica que usamos en el capitulo anterior para llegar a dichas
especificaciones, pero de modo que ahora aprovecharemos las partes comunes en ambas
para construir una a partir de la otra. Asi, definimos dos signaturas > y »* con idea
de especificar los complejos de cadenas por un lado y los conjuntos simpliciales por otro.

Para especificar la estructura de FD-complejo damos una nueva signatura ¢ que
incluye a > y ademas contiene dos nuevos géneros; que llamamos nat y asm, y dos
nuevas operaciones; face: nat nat asm — asm y dgn: nat nat asm — asm. Es decir,
ampliamos > con algunos géneros y operaciones de 2°°. Debemos observar que el género
que hemos destinado para los simplices geométricos es el género gnr de la signatura de
los complejos de cadenas. Lo anterior esta de acuerdo con la definicién de FD-complejo,
en la que los simplices geométricos del conjunto simplicial sirven de generadores para
el complejo de cadenas. Para que esto sea efectivo debemos tomar como dominio de
datos para el género gnr en el complejo de cadenas el conjunto Dg = U,ezG), tal
que G, = 0 si p < 0. A partir de esta tltima condicién técnica podemos obtener una
representacion homogénea de los simplices geométricos y los generadores del complejo
de cadenas. Entonces, para la signatura ¥ fijamos el dominio de datos D a partir
del dominio de datos D, y para los géneros nat y asm se define un dominio de datos
de modo similar a como hicimos para >*°, considerando como soporte de los simplices

A 1 cc
geométricos a Dy .

El siguiente paso es construir la signatura con igualdad 3¢, Para ella fijamos
el dominio de definicién dom® que obtenemos a partir de dom® y dom®. Entonces, la
subcategoria de dlgebras C® de P AlgP* @™ (52¢5:4) que nos interesa esté constituida por
aquellas dlgebras A que verifican la siguiente propiedad: A/ eqey define un FD-complejo
de modo que el cociente (A[¥X“7)/ e es el complejo de cadenas que se obtiene por
olvido a partir de esta estructura de FD-complejo. Como tenemos que los generadores
del complejo de cadenas son los simplices geométricos del conjunto simplicial entonces
para que se dé esta condicién es suficiente con exigir que la diferencial del complejo de
cadenas se defina a través de las caras del conjunto simplicial de la forma conocida (ver
pégina 166, por ejemplo).

Bajo estas condiciones, podemos aplicar a este caso la construccion general de la

Seccién 5.5. Asi, por un lado definimos una signatura oculta ¥7°% y nos restrin-

. , ce cc . .
gimos a una subcategoria Cfr,, de HPAlgP™ 4™ (i) que coincide con la cate-

goria que definimos en el capitulo anterior para especificar familias de complejos de
cadenas. Por otro lado, definimos la signatura oculta Y77 que estd formada por
Yy junto con un nuevo género oculto, denotado por impses.cd, y dos visibles, nat

y asm, y presenta como nuevas operaciones imp_face: impseseanat nat asm — asm e
imp_dgn: impses.eanat nat asm — asm, junto con las operaciones de igualdad para los
nuevos géneros visibles.

Debemos observar que para construir una signatura que permita especificar familias
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de FD-complejos, hemos reutilizado la signatura a través de la cual especificamos familias
de complejos de cadenas, a la cual le hemos anadido las operaciones que permiten definir
un conjunto simplicial. Ahora, para hacer efectiva esta reutilizaciéon debemos establecer
el siguiente orden entre los dos géneros ocultos: impses.ea < impseceqa. Esto se traduce

en la inclusién en la signatura 7777 la siguiente operacién coercién:

impzcs,eq Lo .
Coerimpgcc,eq . Zmpz)csyeq — Zmchc,eq,

Con esta operacién se completa la signatura %3 . El dlgebra de datos y el dominio de
definicion que fijamos para esta signatura vienen dados por D y dom®.

Ahora sdlo falta restringirnos a la subcategoria C5,, de HPAlgP™dom™ (57+50) tal
que cada dlgebra A de esta categorfa verifique que A[X{>" € Cir )y para cada a €

Aimpses.eas 18 Xicl-dlgebra que se obtiene a partir de A si fijamos, para cada operacién

imp
deconstructora con género impses.cs €l primer argumento en a, y si es con género impsec.eq
el primer argumento en (coer;, >"""") 4(a), verifique que es un objeto de C**. Es decir,

nos restringimos a aquellas dlgebras cuyo soportes para los géneros destacados sirvan de
indice para determinar FD-complejos.

El objeto final de la categoria Cj;,, consta de tuplas de funciones como elementos
de los soportes para cada uno de sus géneros ocultos. En particular, para el género
iMpseeea, la tupla estd formada por una funcién por cada operacién de Y57, es decir,
por tuplas (+,0, —, *, df, =int, =gnr, =ems), tal que definan un complejo de cadenas sobre
D*¢. No obstante, como comentamos en el capitulo anterior, este objeto final admite una
representacion mas simple ya que las funciones 0, —, %, =;,,; estan prefijadas a partir del
dominio de datos y las funciones +, =.,,; se pueden definir a partir de =,,, por lo que
podemos prescindir de ellas y no aparecer en este soporte en el objeto final. Es decir, la
tupla que representa a un complejo de cadenas en el objeto final esta formada por dos
funciones df y =4,,. Para el género impsec.q, la tupla esta formada por las operaciones
de la tupla para impsece.e mas una funciéon por cada operacion deconstructora nueva en
Yimy', es decir, por tuplas (df, =gnr, f¢, dg, =pat, =asm). Nuevamente, las funciones dg
v =nat €stan prefijadas a partir del dominio de datos y la funcion =, estd definida a
partir de =,,,. Ademads, la funcién df se define a partir de la funcién fc. Entonces, la
tupla que representa a un FD-complejo en el objeto final esta formada por dos funciones
=g v fc. La funcién de coercién permite utilizar las operaciones del complejo de
cadenas sobre la estructura de FD-complejo, de forma que se olvidan las operaciones
que se anaden a esta tultima para recuperar la estructura subyacente de complejo de

cadenas.

Podemos comparar los soportes que hemos obtenido para este objeto final con la
estructuras de complejos de cadenas y conjuntos simpliciales de Kenzo estudiados en la
Seccién 5.2. La conclusién que se obtiene es que esta modelizacion es adecuada para
especificar la herencia presente en Kenzo entre estas dos estructuras.
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5.8 Problemas abiertos

En esta seccién introduciremos algunas cuestiones que quedan por resolver y que van
mas alla de los propdsitos de esta tesis.

5.8.1 Diagrama de clases de Kenzo

Si observamos el diagrama de clases de Kenzo [34, 33, 91] que mostramos en la Figura
5.4 podemos ver que todavia queda mucho trabajo por realizar.

chain -complex

equivalence
coalgebra algebra

\ morphism

‘simplicial -set‘ ‘ hopf-algebra‘
simplicial -mrph

simplicial -group

ab-simplicial -group|

Figura 5.4: Diagrama de clases de Kenzo

En la parte de la izquierda del diagrama estan situadas las principales categorias
matematicas que se utilizan en Topologia Algebraica combinatoria. Como sabemos un
complejo de cadenas es un médulo graduado diferencial; un dlgebra es un complejo
de cadenas con una estructura multiplicativa compatible, lo mismo para una codlgebra
pero en este caso con una estructura comultiplicativa. Si una estructura multiplicativa
y comultiplicativa se unen de modo que son compatibles, entonces obtenemos un dlgebra
de Hopf, y asi continuamos construyendo el resto de las estructuras.

Podemos observar que la mayor parte de las relaciones entre estas estructuras se
pueden especificar a través de la técnica de modelado que hemos presentado en este
trabajo. Sin embargo, otra parte no. Las relaciones que no cubrimos corresponden con
herencia maultiple, y sobre todo por la presencia de diamantes dentro de este diagrama.

Ademais, a lo largo de toda la tesis hemos estado trabajando con objetos de categorias
matematicas: semigrupos, grupos, conjuntos simpliciales... Pero, ;qué ocurre con los
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morfismos? Algunas de las clases de la parte derecha del diagrama estan dedicadas a
implementar los morfismos que necesita Kenzo. La cuestion es si estas clases admiten
una modelizacion parecida a la que hemos realizado sobre las clases de objetos.

Otra cuestién que puede resultar interesante es estudiar si podemos expresar el mo-
delado que hemos realizado de las relaciones entre estructuras, y en particular de la
herencia, dentro de un marco institucional, de modo similar a como hemos hecho para
la construccién imp.

Por tultimo, en este trabajo tratado la formalizacién de aplicaciones entre estructuras
que tienen un unico argumento. Podemos plantearnos generalizar este estudio de modo
que incluya aplicaciones mas complejas, que trabajen sobre mas de un argumento. Por
ejemplo, en Kenzo se trabaja con el operador que construye el producto tensorial de dos
complejos de cadenas.

En las proximas secciones esbozaremos posibles formas de abordar estas cuestiones.

5.8.2 Herencia multiple

Comenzamos con un problema interesante como es la herencia multiple y los posibles
diagramas en forma de diamante que se pueden originar a partir de ella. La herencia
multiple plantea problemas complicados por lo que muchos sistemas tratan de evitarla
(por ejemplo, ver [94, 37]).

CLOS admite la herencia multiple [93] y Kenzo la utiliza para definir sus estructuras.
Por ejemplo, si observamos el diagrama, tenemos que la estructura dlgebra de Hopf se
construye por herencia multiple a partir de las estructuras codlgebra y algebra. Ademas
como estas dos estructuras heredan de la estructura complejo de cadenas se forma un
diamante dentro del diagrama. Un segundo ejemplo lo tenemos con la estructura gru-
po simplicial, que hereda de la estructuras de Kan y de algebra de Hopf, formandose
un segundo diamante con vértice superior en las coalgebras. Todavia existe un tercer
diamante que engloba a estos dos 1ltimos.

Para especificar la herencia miltiple podemos tratar de generalizar la técnica que
hemos desarrollado para la herencia simple. Para ello podemos pensar en incluir en la
signatura “hija” la unién de las operaciones de cada una de las posibles signaturas “ma-
dre” y ademas una operacion de coercién por cada signatura que herede. De esta forma
conseguimos reutilizaciéon sintactica entre las signaturas. Ademas, en la signatura “hija”
no se produce duplicacién de operaciones ya que en el caso de una situaciéon de diamante
en los que dos posibles signaturas “madres” compartan una signatura “abuela” comun,
entonces como no definimos de nuevo las operaciones de ésta sino que simplemente se in-
corporan en las signaturas “madres”, la unién de ambas para formar la “hija” determina
que aparezca cada operacion una unica vez en dicha signatura. La presencia de coercién
explicita en las signaturas nos permite utilizar en cada caso la operaciéon de coercién
que interese. Con coercion implicita el problema es mas complicado y por ejemplo los
autores de [37] no plantean solucién alguna.
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Ademas, debemos resolver el problema de decidir cuales de los posibles caminos que
conducen a través de las coerciones en un diagrama con forma de diamante debemos
utilizar en cada caso. El problema se plantea cuando queremos utilizar una operacion que
estd presente en una estructura “abuela” aplicada a un elemento de estructura “hija”.
En este caso, podemos simplemente exigir a nivel semantico una condiciéon mas: ambos
caminos deben conducir a la misma operacién. Para ello es suficiente con imponer que
las posibles composiciones de coerciones aplicadas a un elemento del género destacado de
la “hija” determinen el mismo elemento del género destacado de la “abuela”. Imponer
esta condicién en un diamante del que conocemos su estructura es relativamente facil a
partir de las coerciones. Sin embargo, no parece sencillo expresar de manera natural esta
condicién para un diagrama general, ya que a partir de una estructura no conocemos,
en principio, el arbol de herencia que la sostiene.

5.8.3 Especificacién de los morfismos

La implementacién que se hace en Kenzo (y también en EAT) de los morfismos presenta
una solucién muy elegante gracias a la programacion funcional y al modo en que han sido
implementadas las estructuras. En el diagrama de clases de Kenzo podemos observar
dos clases cuyas instancias representan morfismos: la clase morphism que corresponde
a morfismos de complejos de cadenas y la clase simplicial-mrph que es descendiente de
la anterior.

Para tener determinada una instancia de morfismo necesitamos esencialmente tener
una estructura origen (dominio) del morfismo, una estructura destino (codominio) del
morfismo y una funcién que lleve cada elemento de la estructura origen a un elemento
de la estructura final. Por ello, una clase para un morfismo consta fundamentalmente
de tres campos: dos destinados a almacenar instancias de estructuras y un tercer campo
funcional. Debemos observar como CLOS ofrece el ambiente adecuado para definir esta
clase.

Si tratamos de especificar una clase de morfismos podemos pensar en utilizar una
técnica similar a la que hemos utilizado para los objetos. Por ejemplo, supongamos que
queremos obtener una signatura cuyos modelos sean morfismos de grupos. Entonces,
podemos construir una signatura que contenga dos géneros: uno para los elementos de
los grupos y otro para los propios grupos, y tres operaciones: una que abstrae la funcién
que define el morfismo y dos constantes, que determinen los grupos origen y destino
del morfismo. Debemos observar que tenemos las herramientas adecuadas para definir
esta signatura, ya que hemos definido un género cuyo soporte estd dedicado a repre-
sentar grupos: el género destacado para la signatura de grupo. Si ahora pensamos en
una posible signatura que permita especificar no un tnico morfismo sino una familia de
ellos, podemos aplicar la operacién imp a la anterior signatura. En este caso, obtenemos
una signatura con tres géneros, denotados por g, impep € iMpPu-grp, ¥ tres operaciones
[ impu-erpg g — g, source: impu-ggp — TMPere V target: impy-gegp — IMperp. Sl tra-
tamos de ver esta signatura como signatura oculta, a la hora de declarar los posibles
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géneros visibles y ocultos tenemos dos posibilidades. Mientras que el género impy-grp
es claro que debe ser oculto, para el género impgrp podemos plantear una discusion pa-
recida a la mantenida al hablar de la especificacion de la herencia, sobre si es visible
u oculto. En este caso, se tiene una clara relacion de uso entre las dos estructuras:
el morfismo de grupos no es un grupo, sino que utiliza grupos en su construccién (ver
nuevamente [66]). Por ello, parece razonable pensar que la estructura grupo debe ser
previa a la de morfismo y ser visible para ella. Como comentamos en aquella discusion,
un buen candidato a servir como dominio de datos para este género es el soporte para
dicho género en el objeto final.

Las cosas pueden complicarse un poco mas si pensamos en la posible herencia entre
clases que representan morfismos. Podemos pensar en definir por ejemplo una clase para
los morfismos de los anillos que herede de la clase para representar los morfismos de los
grupos. En esencia, las componentes que necesitamos para un morfismo de anillos son las
mismas que para un morfismo de grupos: dos estructuras, ahora anillos, y una aplicacién
entre los elementos de esas estructuras. En este caso, no podemos reutilizar la signatura
para los morfismos de grupos, tal y como la tenemos definida, para los morfismos de los
anillos. Esto es debido a que las operaciones que nos permiten obtener el grupo origen
y final ahora deben definir otras estructuras mas especificas como son los anillos y la
posible operacion de coercién entre anillos y grupos va ahora en direccién opuesta a la
que necesitamos. Para resolver este punto hace falta mas investigacion.

Ademas, el sistema Kenzo presenta en su implementacién una caracteristica particu-
lar que se puede tratar de especificar. Para implementar las diferenciales de los complejos
de cadenas se ha utilizado la estructura de morfismo. Es decir, una diferencial es un
endomorfismo del complejo de cadenas que se define a partir de esta diferencial. Esta
peculiaridad plantea desde el punto de vista de la especificacion que el género destacado
de los morfismos es utilizado como visible dentro de la signatura de los complejos de
cadenas. Pero la signatura de los morfismos de complejos de cadenas contiene como vi-
sible al género destacado de los complejos de cadenas. Entonces podemos entender que
este ultimo género esta presente como género oculto y visible a la vez en esta signatura.
Otra vez hace falta méas investigacion para aclarar este punto.

5.8.4 Interpretacion institucional de la herencia

En el tratamiento que hemos realizado de la herencia no hemos utilizado un marco
institucional. Podemos tratar de interpretar dicha herencia como una relacion entre
instituciones de forma similar a como hemos hecho con la operacién imp.

Si pensamos en la relacion de inclusion que existe entre una signatura hija respecto
con respecto a una signatura madre como un morfismo de signaturas inclusion, ob-
tenemos que dicho morfismo es un morfismo oculto bien definido, es decir verifica la
propiedad de encapsulamiento. Este hecho da pie a tratar de ubicar estas relaciones de
herencia en una institucién oculta especifica y a buscar una relacién entre instituciones
que recoja esta relacion de herencia de modo similar a como plantemos la construccién
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5.8.5 Otros funtores entre categorias

En este trabajo hemos analizado las aplicaciones entre objetos de funtores que tienen una
Unica categoria origen. No obstante, en Kenzo y también en EAT existen operaciones
entre estructuras que tienen mas de un argumento. Por ejemplo, una aplicacién que
construya el producto cartesiano de dos conjuntos simpliciales o el producto tensorial
de dos complejos de cadenas.

Para especificar estos funtores necesitamos incluir en la signatura operaciones que
tienen en su argumento mas de un género oculto. Estas signaturas suponen una gene-
ralizacion de la teorfa oculta de [42] y de las definiciones que hemos utilizado en esta
memoria. Desde el punto de vista de la teoria oculta ya hay trabajos que han realizado
una generalizacion de la definicién de signatura oculta en este sentido (ver, por ejemplo
[45, 27]). Nos tendriamos que basar en estas nuevas definiciones para poder llevar a
cabo la especificacién de estos funtores. No obstante, en estos articulos se cita que la
inclusiéon de mas de un género oculto conlleva en general la pérdida del objeto final en
la categoria de algebras ocultas. Un problema interesante puede consistir en estudiar si
este objeto final se pierde también en nuestras signaturas particulares.



Conclusiones y trabajo futuro

El presente trabajo se ha dedicado a aplicar métodos formales en el estudio de los
programas de Calculo Simbdlico EAT y Kenzo. Maés concretamente, se han utilizado
especificaciones algebraicas para establecer modelos formales de las estructuras de datos
de los citados sistemas.

Para estudiar cada estructura de datos aisladamente (trabajo que ya habia sido
emprendido por otros miembros de nuestro equipo de investigacién [58, 57, 72]) se ha
utilizado el concepto de institucién (Capitulos 2 y 3). A continuacién, se han tratado las
relaciones entre estructuras de datos en EAT (Capitulo 4), prestando especial atencién
a la relacién entre conjuntos simpliciales y complejos de cadenas (estructuras esenciales
en Topologia Algebraica, campo de aplicaciéon de EAT y Kenzo). Por tltimo, se ha
modelado parte de la organizacion orientada a objetos de Kenzo, concentrandonos sobre
todo en la relacién de herencia entre estructuras (Capitulo 5).

En lo relativo al uso de instituciones, una primera conclusién, muy positiva, es que se
ha conseguido agrupar, de modo cohesionado, distintos resultados que aparecian sepa-
rados en publicaciones previas [30], [29]. Se ha obtenido, de este modo, un conocimiento
mas profundo de las técnicas y conceptos involucrados en nuestro analisis. Sin embargo,
el precio a pagar ha sido una cierta rigidez en las instituciones que intervienen en nuestra
descripcion del proceso de construccién de las estructuras de datos en EAT (la construc-
cién imp). Esta rigidez se ve ilustrada por la aparicién, en el Capitulo 2, de categorias
discretas que, hasta cierto punto, vacian de contenido el uso de la Teoria de Categorias.
Se ha elegido este tipo de presentacion para mostrar un diagrama homogéneo de mor-
fismos entre instituciones que modelan, de manera completa, la construccion imp y su
relacién con las técnicas ocultas y coalgebraicas. En el Capitulo 3, retiramos las res-
tricciones sobre los morfismos en las categorias para retomar un marco mas natural de
especificacion y mostramos con detalle como en este caso hay dificultades y limitaciones
que impiden encontrar un diagrama homogéneo, similar al expuesto en el capitulo ante-
rior. Se identifican con precision los puntos delicados, mostrando con ejemplos concretos
las obstrucciones para establecer morfismos generales, y se exploran diferentes variantes
en la definicion tanto de las instituciones como de los morfismos entre ellas. El lector
atento encontrara una exhaustiva guia para utilizar las técnicas institucionales, ocultas
y coalgebraicas, evitando falsos atajos que pueden confundir al principiante.

Los resultados presentados en los Capitulos 2 y 3, asi como su proceso de génesis,
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nos permiten hacer ciertas reflexiones sobre el uso de instituciones en la tarea de mo-
delizacién y especificacion. Dando por hecho la justeza de los objetivos perseguidos por
los creadores de la nocién de institucién (esencialmente, agrupar bajo un tunico con-
cepto todas las componentes que intervienen en especificacién algebraica), una primera
observacién es que utilizar (correctamente) las instituciones, es dificil. Més alla de ser
una observacién banal, esta afirmacion queda justificada por los frecuentes errores do-
cumentados en la literatura (en ocasiones por autores, y en publicaciones, de primera
linea), muy superiores en numero a los que se pueden encontrar en otros temas. Algu-
nos de esos errores, relacionados sobre todo con las interacciones entre instituciones y
especificaciones ocultas, han sido detectados y descritos en esta memoria.

Una segunda observacion tiene que ver con dos aspectos aparentemente contradicto-
rios de las instituciones. Por una parte, son un instrumento excesivamente liberal. Y,
por otra, su definiciéon es demasiado rigida.

Respecto a su caracter excesivamente flexible, senalar, por ejemplo, que sobre la
categoria de signaturas no se impone ninguna restriccion. Asi, cualquier categoria,
por enorme o abstracta que sea, puede ser adoptada como categoria de signaturas, sin
ninguna referencia al caracter sintactico que solemos asociar con el término signatura. De
este modo, el usuario del concepto de institucion no dispone de intuiciones o directrices
que le indiquen como disenar sus distintas componentes. Esto sucede, por ejemplo, al
intentar definir una institucién para codlgebras. En nuestro caso particular (Capitulo
2), al tratarse de una institucién coalgebraica que es la imagen de la construccién imp,
hemos podido trasladar signaturas y sentencias sin dificultades.

La rigidez excesiva de las instituciones proviene de la relacién de satisfacibilidad.
Es ésta una parte esencial de cada institucién, por establecer el vinculo entre el resto
de componentes. La relacién estd expresada como un “si y sélo si”. Pese a que exigir
la equivalencia, en lugar de s6lo una condicién necesaria o suficiente, es natural en los
ejemplos que inspiran la definicién de institucién (la especificacién algebraica ecuacional
y sus variantes), no lo es en muchas otras ocasiones. Esta limitacién ha sido senalada
también por otros autores [85, 68]. El mismo problema se traslada a la condicién de
satisfacibilidad en la nocién de morfismo de instituciones. Teniendo en cuenta que un
morfismo es una “flecha” (con direccién y sentido, por tanto), pareceria més natural
exigir tan solo una implicaciéon en lugar de una equivalencia. Esta ha sido la causa
principal de la gran extension de nuestra presentacién de nuestros diagramas de institu-
ciones (véase de nuevo [68] para otra discusién sobre esta limitacion de la definicién de
morfismo).

En los Capitulos 4 y 5 volvemos a un marco de especificacién més habitual, sin re-
currir al concepto de institucion. En el Capitulo 4, utilizamos especificaciones ocultas,
pero parciales y con relaciones de equivalencias variables sobre los dominios de datos.
Estas extensiones nos sitian en una posicion intermedia entre la especificaciéon algebrai-
ca pura (con algebras totales y dominios de datos completamente fijados) y el andlisis
de las representaciones e implementaciones de Tipos Abstractos de Datos (al estilo de
[49]; en este tltimo campo, ademds de parcialidad y relaciones de equivalencia, hay que



Conclusiones y trabajo futuro 189

tratar con los problemas de semantica de los lenguajes de programacion concretos, como
en [58] y [72]). Incluso situdndonos en este punto intermedio, los problemas son mucho
mas complejos y sutiles que en el caso algebraico puro. Esto queda bien ejemplificado en
nuestra discusion sobre las interacciones entre fijar los dominios de las operaciones y tra-
bajar con homomorfismos débiles o fuertes. Como nuestros contraejemplos senialan, sin
una cuidadosa seleccion de categorias, podemos encontrarnos en ocasiones sin semantica
final para las estructuras de datos funcionales de EAT o Kenzo.

La principal conclusién que puede ser extraida del Capitulo 5, es que modelar la
herencia como una coercién explicita (idea que hemos tomado prestada de la Teoria
de Tipos [100, 13]) es una decisién conveniente para la especificacién algebraica de
buena parte de la jerarquia de clases del sistema Kenzo. Aportamos también un estudio
alternativo de dos posibles vias de analisis de la herencia: con dos géneros ocultos o con
uno solamente. La primera opcién es mas natural, mientras que la segunda muestra muy
claramente el papel dual de las seménticas inicial y final (o de la naturaleza algebraica y
coalgebraica, si se prefiere) en nuestra aproximacién (que es consistente con lo encontrado
independientemente por otros autores; véase, por ejemplo, [84] o [54]).

En resumen, consideramos que los tres objetivos planteados en la introduccion de
la tesis han sido alcanzados. Esto es, hemos completado nuestra aproximacion a la
especificacion de sistemas como EAT o Kenzo por medio de un diagrama de morfismos
de instituciones. En segundo lugar, hemos analizado fragmentos de EAT que se basan
en relaciones funtoriales entre sus estructuras. Por ltimo, hemos sentado las bases
para continuar nuestra modelizacién de los aspectos orientados a objetos de Kenzo y, en
particular, de la herencia entre estructuras.

En un contexto mas general, esta memoria puede entenderse como un paso mas
(parcial, pero no irrelevante) en el estudio de la aplicacién de métodos formales a sistemas
de software concretos y en funcionamiento. Asi, este trabajo significa una contribucién
al debate sobre si dicha aplicacién puede o no aproximarnos al final de la crisis del
software, o, al menos, de si es realista continuar en esta linea.

Para terminar, senalamos que los problemas técnicos mas importantes que quedan
por resolver han sido recopilados en la ultima seccion del capitulo precedente. A ellos
dedicaremos, obviamente, parte de nuestros siguientes esfuerzos investigadores. Mas en
general, estamos interesados en aplicar nuestras técnicas y desarrollos a otros sistemas
y entornos de Célculo Simbdlico. Citemos, por ejemplo, Aldor [1] o el sistema FOC [9],
basado en el lenguaje de programaciéon orientado a objetos OCaml [62]. En relacién
también con FOC, queremos orientar nuestra investigacion hacia la buisqueda de una
integracién con los demostradores automaticos de teoremas (utilizados en nuestro grupo
de investigacién en [2], entre otros), que permita utilizar eficazmente nuestras técnicas
de especificacién algebraica para la correccién de fragmentos de Kenzo.
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